
１．１　集合的概念

第１课时　集合的概念

　　　　　 元素与集合的含义

一般地,我们把研究对象统称为元素,把一

些元素组成的总体叫做集合(简称为集)．
􀅰说明

(１)集合是一个原始的、不定义的概念．像初

中学过的点、直线一样,只作描述性说明．
(２)集合中的“对象”所指的范围非常广泛,
如数、点、图形、多项式、方程、人、物等．
(３)集合是一个整体,暗含“所有”“全部”“全

体”的含义．因此,一些对象一旦组成集合,
那么这个集合就是这些对象的全体,而非个

别对象．

判定一组对象能否构成集合的方法

一般地,判定一组对象能否构成集合,其理

论依据是集合中的元素是否具有确定性．具
体过程如图所示:

　　　　　 元素与集合的关系

如果a 是集合A 的元素,就说a 属于集合

A,记作a∈A;如果a 不是集合A 中的元

素,就说a 不属于集合A,记作a∉A．
􀅰说明

(１)元素与集合关系的确定:a∈A 与a∉A
取决于a 是不是集合A 中的元素,根据集

合中元素的确定性,可知对于任何a 与A,a
∈A 或a∉A 这两种情况,有且只有一种

成立．
(２)符号使用范围:符号“∈”与“∉”只能用

来表示元素与集合之间的关系．
(３)元素与集合是相对的,如a 与{a}的区

别,{a}表示的是一个集合,a 是集合{a}中

的一个元素．
(４)常用数集间的关系

　　　　　 集合中元素的特性

(１)确定性:是指给定一个集合,那么一个元

素在或不在这个集合中就确定了．
(２)互异性:是指对于一个给定的集合,它的

任意两个元素都是不同的．
(３)无序性:集合中的元素是没有先后顺

序的．

１．确定性的主要作用是判断一组对象能否

构成集合,只有特征清楚才能确定一个对

象在不在集合中,特征模糊的对象不能构

成集合,如“小河流”“难题”等．
２．互异性的主要作用是警示我们解决集合

问题要进行检验,特别是题中含有参数

(即字母)时,一定要检验求出的参数是否

满足集合中元素的互异性．
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第２课时　集合的表示

　　　　　 列举法表示集合

把集合的所有元素一一列举出来,并用花括

号“{　}”括起来表示集合的方法叫做列

举法．
􀅰说明

(１)花括号“{　}”表示“所有”“整体”的含

义,如 N,Z,Q,R 等本身就表示集合,使用

时不能再加“{　}”．将实数集 R写成{实数

集}、{全体实数}、{R}都是不正确的．
(２)用列举法表示集合时应注意:

①集合中的元素要列举全面,元素之间用

“,”隔开;

②集合中的元素必须是明确的;

③一个集合中的元素的书写一般不考虑顺序．

１．用列举法表示集合时常出现的易错点

(１)列举出来的元素不全,漏掉一部分．
(２)集合中的元素不明确．
(３)集合中列举的元素有重复．

２．适合用列举法表示的集合

(１)含有有限个元素且个数较少的集合．
(２)元素较多,元素的排列又呈现一定的规

律,在不致于发生误解的情况下,也可列出

几个元素作代表,其他元素用省略号表示,
如N可表示为{０,１,２,􀆺,n,􀆺}．
(３)当集合所含元素属性特征不易表述

时,用列举法表示更方便．如集合{x２,x２

＋y２,x３}．

　　　　　 描述法表示集合

一般地,设A 是一个集合,我们把集合A 中

所有具有共同特征P(x)的元素x 所组成

的集合表示为{x∈A|P(x)},这种表示集

合的方法称为描述法．
􀅰说明

有时也用冒号或分号代替竖线,写成{x∈

A:P(x)}或{x∈A;P(x)}．
(１)用描述法表示集合时竖线前写清代表元

素的 符 号．如 {x|y＝ x－１},{y|y＝

x－１},{(x,y)|y＝ x－１}分别是三个

不同的集合．
(２)竖线后用简明、准确的语言描述元素的

共同特征,如元素满足的方程、不等式、几何

图形等．
(３)不能出现未被说明的字母,如{x|x＝
２k}中未说明k 的取值情况,故集合中元素

不确定．
(４)所有描述内容都要写在花括号内．如写

法{x|x＝２k＋１},k∈Z不符合要求,应写

为{x|x＝２k＋１,k∈Z}．
(５)同一个集合可以有不同的表述形式．如
{x|x≥０},{y|y≥０},{y|y＝x２,x∈R}表

示的是同一个集合．
(６)元素的取值范围,从上下文关系看若是

明确的,则可省略不写．如{x∈R|x＞１}常

写为{x|x＞１}．
(７)多层描述时,应准确使用“且”“或”等表

示元素关系的词语．如{x|x＜－１或x＞２}．

１．适合用描述法的类型

描述法可以归纳集合元素的共同特征,一
般含较多元素或无数多个元素(无限集)
且排列无明显规律的集合,或者元素不能

一一列举的集合,宜用描述法．
２．列举法与描述法的转化
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１．２　集合间的基本关系

　　　　　 子集、真子集

　(１)子集:一般地,对于两个集合A,B,如果

集合A 中任意一个元素都是集合B 中的元

素,就称集合A 为集合B 的子集,记作A⊆

B(或B⊇A),读作“A 包含于B”(或“B
包含A”)．　
(２)真子集:如果集合A⊆B,但存在元素

x∈B,且x∉A,就称集合A 是集合B 的

真子集,记作A⫋B(或B⫌A),读作“A 真

包含于B”(或“B 真包含A”)．
􀅰说明

１．对子集的理解

(１)若A⊆B,则任意x∈A,均有x∈B．
但对任意x∈B,x∈A 可能成立,也可能

不成立．
(２)当集合 A 中存在不属于集合B 的元

素时,我们就说集合 A 不是集合B 的子

集,记作“A⊈B”(或B⊉A),读作“A 不

包含于B”(或“B 不包含A”)．

２．对真子集的理解

(１)理解真子集概念时,需明确A⫋B,首

先要满足A⊆B,其次要满足至少有一个

元素x∈B 且x∉A,即B 中元素要比A
中元素“多”．
(２)注意符号“⊆”与“⫋”的区别:A⊆B
包括A＝B 和A⫋B 两种情况,A⫋B 时

必有A⊆B,但A⊆B 时不一定有A⫋B．
(３)任 何 集 合 都 有 子 集,但 不 一 定 有 真

子集．

３．子集、真子集的性质

(１)任何一个集合是它本身的子集,即 A

⊆A;

(２)对于集合A,B,C,如果A⊆B,且B⊆

C,那么A⊆C;

(３)如果A⫋B,且B⫋C,那么A⫋C;

(４)如果A⊆B,且 B⫋C,那么A⫋C;

(５)如果A⫋B,且B⊆C,那么A⫋C．

判断集合间关系的常用方法

列举

观察法
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素特征法
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首先确定集合的代表元素是什么,

弄清集合中元素的特征,再利用集

合中元素的特征判断关系

　
↓

数形

结合法
⇨
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􀪋数轴或 Venn图适合判断不等式解集

之间的关系

　　　　　 集合相等、空集

(１)集合相等:一般地,如果集合A 的任何

一个元素都是集合B 的元素,同时集合B
的任何一个元素都是集合A 的元素,那么

集合A 与集合B 相等,记作A＝B．
也就是说,若A⊆B,且B⊆A,则A＝B．
(２)空集:一般地,我们把不含任何元素的集合

叫做空集,记为⌀,并规定:空集是任何集合的

子集．
􀅰说明

对空集的理解

(１)空集是子集中元素最少的集合．
(２)空集是任何非空集合的真子集．
(３)空集自身没有真子集．
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１．集合相等的证明与判定方法
(１)若A⊆B 且B⊆A,则A＝B,这就给

出了证明两个集合相等的方法,即欲证A
＝B,只需证A⊆B 与B⊆A 均成立．
(２)判定两个集合相等,只要判定两个集

合中的元素完全相同．
①对于用列举法表示的两个集合可以直

观地判定．
②对于用描述法表示的集合,要抓住元素

的特征或性质进行判定,代表元素的形式

要一致,但代表元素的符号可以不同．

２．⌀,０,{０}与{⌀}之间的区别与联系

⌀与０ ⌀与{０} ⌀与{⌀}

相同点
都表示无

的意思
都是集合 都是集合

不同点

⌀ 是 集

合;０ 是

实数

⌀ 不 含

任 何 元

素;{０}
含 一 个

元素０

⌀不 含 任 何

元素;{⌀}含
一个元素,该
元素是⌀

关系 ０∉⌀ ⌀⫋{０} ⌀⫋ {⌀}且

⌀∈{⌀}
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１．３　集合的基本运算

　　　　　 并集

(１)并集的概念

一般地,由所有属于集合A 或属于集合B
的元素组成的集合,称为集合A 与B 的并

集,记作A∪B(读作“A 并B”),即A∪B＝
{x|x∈A,或x∈B}．
􀅰说明

(１)A∪B 不是由A 的所有元素和B 的所

有元素简单拼凑而成,相同元素,即A 与B
的公共元素在并集中只能出现一次．
(２)“x∈A 或x∈B”包含三种情形:

①x∈A,但x∉B;

②x∈B,但x∉A;

③x∈A 且x∈B．
(２)并集的性质

①常见性质

性质 说明

A∪A＝A
任何集合与其本身的并集等于这个

集合本身

A∪⌀＝A
任何集合与空集的并集等于这个集

合本身

②常见结论

A⊆(A∪B),B⊆(A∪B),A⊆B⇔A∪B
＝B．

􀅰说明

并集满足的运算律:
(１)交换律:A∪B＝B∪A;
(２)结合律:A∪B∪C＝(A∪B)∪C＝A∪
(B∪C)．

给定集合求它的并集的方法

(１)若集合A,B 是用列举法表示离散的元

素的集合,直接把A,B 中的元素合并为一

个集合,注意A,B 中的公共元素只写一次．
(２)若集合A,B 是用描述法表示的连续的

实数集,求集合A∪B 时常借助数轴表示,
A∪B 对应的图形为A,B 在数轴上相应图

形所覆盖的全部范围．

　　　　　 交集

(１)交集的概念

一般地,由所有属于集合A 且属于集合B
的元素组成的集合,称为集合A 与B 的交

集,记作A∩B(读作“A 交B”),即A∩B＝
{x|x∈A,且x∈B}．　
􀅰说明

(１)交集概念中的“且”与生活用语中的“且”
的含义相同,均表示“同时”,即“x∈A,且x
∈B”表示元素x 属于集合A,同时属于集

合B．
(２)集合A 与B 没有公共元素,不能说两个
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集合没有交集,而是A∩B＝⌀．
(２)交集的性质

①常见性质

性质 说明

A∩A＝A
任何集合与其本身的交集等于这

个集合本身

A∩⌀＝⌀ 任何集合与空集的交集都为空集

②常见结论
(A∩B)⊆A,(A∩B)⊆B,A⊆B⇔A∩B
＝A．
􀅰说明

交集满足的运算律:

(１)交换律:A∩B＝B∩A;

(２)结合律:A∩B∩C＝(A∩B)∩C＝A∩
(B∩C);

(３)分配律:(A∪B)∩C＝(A∩C)∪(B∩C);

(４)分配律:(A∩B)∪C＝(A∪C)∩(B∪C)．

　　　　　 补集

(１)全集:一般地,如果一个集合含有所研究

问题中涉及的所有元素,那么就称这个集合

为全集,通常记作U．
(２)补集:对于一个集合A,由全集U 中不

属于集合A 的所有元素组成的集合称为集

合A 相对于全集U 的补集,简称为集合A
的补集,记作∁UA,即∁UA＝{x|x∈U,且

x∉A}．
􀅰说明

(１)全集的理解

全集不是固定不变的,是相对于研究的问题

而言的．如在整数范围内研究问题,Z是全

集;在实数范围内研究问题,R是全集．在具

体题目中,全集一般是给定的,当然也可以

根据研究的需要自行设定．
(２)补集的理解

①补集是相对于全集而言的,一方面,若没

有定义全集,则不存在补集的说法;另一方

面,补集是全集的子集．

②补集既是集合之间的一种关系,也是集合

之间的一种运算,在给定全集U 的情况下,

求集合A 的补集的前提是A 为全集U 的

子集,随着所选全集的不同,得到的补集也

是不同的．

③对任意x∈U,x∈A 与x∈∁UA 有且只

有一个成立．
(３)补集的性质:

性质 说明

A∪(∁UA)＝U
集合A 与A 的补集的并

集是全集

A∩(∁UA)＝⌀
集合A 与A 的补集的交

集是空集

∁U(∁UA)＝A
集合的补集的补集是集

合本身

∁UU＝⌀,∁U ⌀＝U
全集 的 补 集 是 空 集,空

集的补集是全集

􀅰说明

(１)补集性质的拓展　
设集合U 为全集,A,B 为U 的子集,则有

①∁U(A∩B)＝(∁UA)∪(∁UB),简记为

“交之补等于补之并”;
②∁U(A∪B)＝(∁UA)∩(∁UB),简记为

“并之补等于补之交”．
(２)关于交、并、补运算的几个结论

①A∩(∁UB)＝{x|x∈A,且x∉B};

②B∩(∁UA)＝{x|x∉A,且x∈B};

③A∩B＝{x|x∈A,且x∈B};

④∁U(A∪B)＝{x|x∉A,且x∉B};

⑤[A∩(∁UB)]∪(A∩B)＝A．

１．求集合补集的方法

(１)如果所给集合是有限集,可先把集合
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中的元素列举出来,然后结合补集的定义

来求解,另外,也可借助 Venn图来求解,

这样相对来说比较直观、形象,且解答时

不易出错．

(２)如果所给集合是不等式的解集,那么

在解答有关集合补集的问题时,常借助

数轴．

２．补集思想的应用

当从正面考虑情况较多,问题较复杂时,

往往考虑运用补集思想．其解题步骤:

(１)否定已知条件,考虑反面问题;

(２)求解反面问题对应的参数范围;

(３)取反面问题对应的参数范围的补集．
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１．４　充分条件与必要条件

１．４．１　充分条件与必要条件

　　　　　 充分条件与必要条件

一般地,“若p,则q”为真命题,是指由p 通

过推理可以得出q．这时,我们就说,由p 可

以推出q,记作p⇒q,并且说,p 是q的充分

条件,q是p 的必要条件．
􀅰说明

(１)充分条件、必要条件的判断讨论的是“若

p,则q”形式的命题．若不是,则首先将命题

改写成“若p,则q”的形式．
(２)如果“若p,则q”为假命题,那么由条件

p 不能推出结论q,记作p ⇒/q,此时,我们就

说p 不是q 的充分条件,q 也不是p 的必要

条件．

１．充分条件的判断方法

(１)如果命题“若p,则q”是真命题,则p是q
的充分条件;

(２)如果命题“若p,则q”是假命题,则p 不

是q的充分条件．

２．必要条件的判断方法

(１)如果命题“若p,则q”是真命题,则q
是p 的必要条件;

(２)如果命题“若p,则q”是假命题,则q不

是p的必要条件．

　　　　　
充分条件、必要条件与集合

间的关系

设A＝{x|x 满足条件p},B＝{x|x 满足

条件q}．

A⊆B p 是q的充分条件,q是p 的必要条件

B⊆A q是p 的充分条件,p 是q的必要条件

利用必要条件与充分条件求参数的取值

范围

(１)化简p 与q;

(２)把p 与q之间的关系转化为相应集合之

间的关系;

(３)利用集合之间的关系建立不等式;

(４)解不等式求参数的取值范围．
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１．４．２　充要条件

　　　　　 充要条件

(１)如果“若p,则q”和它的逆命题“若q,则

p”均是真命题,即既有p⇒q,又有q⇒p,就

记作p⇔q．此时,p 既是q 的充分条件,也

是q的必要条件,我们说p 是q的充分必要

条件,简称为充要条件．

(２)如果p 是q 的充要条件,那么q 也是p

的充要条件．

即:如果p⇔q,那么p 与q互为充要条件．

􀅰说明

(１)p 与q 互为充要条件时,也称“p 等价于

q”“q 当且仅当p”等．

(２)根据充要条件的定义可知,若原命题“若

p,则q”及逆命题“若q,则p”都是真命题,

则p 与q 互为充要条件．

充分条件、必要条件、充要条件的判断方法

１．定义法,判断的步骤如下:

(１)分清命题的条件和结论;(２)找推式:

判断“p⇒q”及“q⇒p”的真假;(３)根据推

式及条件得出结论．

２．集合法,写出集合A＝{x|p(x)}及B＝

{x|q(x)},利用集合间的包含关系进行

判断,简记为“小范围⇒大范围”．

３．传递法,若问题中出现若干个条件和结

论,应根据条件画出相应的推式图,由图

中推式的传递性进行判断．

４．特殊值法,对于选择题,可以取一些特殊

值或特殊情况来说明由条件(结论)不能

推出结论(条件),但是这种方法不适用于

证明题．

　　　　　 充要条件的探求与证明

１．探求一个命题成立的充要条件一般有两

种处理方法:

(１)先由结论寻找使之成立的必要条件,

再验证它也是使结论成立的充分条件,即

保证充分性和必要性成立．

(２)变结论为等价命题,使每一步都可逆,

直接得到使命题成立的充要条件．

２．证明p 是q的充要条件,一要证明充分性:

即证p⇒q;二要证明必要性:即证q⇒p．
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１．５　全称量词与存在量词

１．５．１　全称量词与存在量词

　　　　　 全称量词与全称量词命题

短语“所有的”“任意一个”在逻辑中通常叫

做全称量词,并用符号“∀”表示．含有全称

量词的命题,叫做全称量词命题．

全称量词命题“对M 中任意一个x,p(x)成

立”可用符号简记为∀x∈M,p(x)．

􀅰说明

(１)常见的全称量词还有“一切”“每一个”

“任给”等．

(２)从集合观点看,全称量词命题是陈述某

集合中所有元素都具有某种性质的命题．全

称量词表示的数量可能是有限的,也可能是

无限的．

(３)全称量词命题含有全称量词,有些全称

量词命题中的全称量词是省略的,理解时需

要把它补充出来．

　　　　　 存在量词与存在量词命题

短语“存在一个”“至少有一个”在逻辑中通

常叫做存在量词,并用符号“∃”表示．含有

存在量词的命题,叫做存在量词命题．存在

量词命题“存在 M 中的元素x,p(x)成立”

可用符号简记为∃x∈M,p(x)．

􀅰说明

(１)从集合观点看,存在量词命题是陈述某集

合中有(存在)一些元素具有某种性质的命题．

(２)常见的存在量词还有“有些”“有一个”

“对某些”“有的”等．

(３)含有存在量词“存在”“有一个”等的命

题,或虽然没有写出存在量词,但其意义具

备“存在”“有一个”等特征的命题都是存在

量词命题．

判断一个语句是全称量词命题还是存在量

词命题的步骤
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１．５．２　全称量词命题和存在量词命题的否定

　　　　　 全称量词命题的否定

p 􀱑p 结论

全 称 量 词

命 题:∀x

∈M,p(x)

∃x∈M,

􀱑p(x)

全称量词命题的否

定是存在量词命题

􀅰说明

(１)改变量词:把全称量词换为 存 在 量 词．

即:全称量词(∀)
改为
→存在量词(∃)．

(２)否定结论:原命题中的“是”“成立”等改

为“不是”“不成立”等．

(３)若全称量词命题为真命题,其命题的否

定就是假命题;若全称量词命题为假命题,

其命题的否定就是真命题．

(４)常见词语的否定

词语 词语的否定

等于 不等于

大于 不大于(即小于或等于)

小于 不小于(即大于或等于)

是 不是

都是 不都是

　　　　　 存在量词命题的否定

p 􀱑p 结论

存 在 量 词

命 题:∃x
∈M,p(x)

∀x ∈ M,

􀱑p(x)
存在量词命题的否

定是全称量词命题

􀅰说明

(１)改变量词:把存在量词换为恰当的全称量词．

即:存在量词(∃)
改为
→全称量词(∀)．

(２)否定结论:原命题中的“有”“存在”等改

为“没有”“不存在”等．
(３)由于命题与命题的否定一真一假,所以

如果判断一个命题的真假困难时,那么可以

转化为 判 断 命 题 的 否 定 的 真 假 从 而 进 行

判断．

存在量词命题否定的方法及关注点

(１)方法:与全称量词命题的否定的写法类似,
要写出存在量词命题的否定,先确定它的存在

量词,再确定结论,然后把存在量词改写为全

称量词,对结论作出否定就得到存在量词命题

的否定．
(２)关注点:注意对不同的存在量词的否定

的写法,例如,“存在”的否定是“任意的”,
“有一 个”的 否 定 是 “所 有 的”或 “任 意 一

个”等．
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２．１　等式性质与不等式性质

　　　　　 相等关系与不等关系

１．我们用数学符号“≠”“＞”“＜”“≥”“≤”

连接两个数或代数式,以表示它们之间的

不等关系．含有这些不等号的式子,叫做不

等式．

２．不等式中文字语言与数学符号之间的

转换

大于 小于
大于

等于

小于

等于
至多 至少

不少

于

不多

于

＞ ＜ ≥ ≤ ≤ ≥ ≥ ≤

􀅰说明

不等关系强调的是关系,可用符号“＞”

“＜”“≠”“≥”“≤”表示,而不等式则表示

的是两者的不等关系,可用“a＞b”“a＜

b”“a≠b”“a≥b”“a≤b”等式子表示．

用不等式表示不等关系的步骤

(１)认真审题,设出所求量,并确认所求量满

足的不等关系．

(２)找出体现不等关系的关键词,比如“至少”

“至多”“不少于”“不多于”“超过”“不超过”等,

用代数式表示相应各量,并用不等号连接．特

别需要考虑“≤”“≥”中的“＝”能否取到．

　　　　　 实数a,b的大小比较

(１)画数轴比较法

设a,b是两个实数,它们在数轴上所对应的

点分别是A,B．那么,当点A 在点B 的左边

时,a＜b;当点A 在点B 的右边时,a＞b．

(２)作差比较法

如果a－b是正数,那么a＞b;如果a－b等

于０,那么a＝b;如果a－b 是负数,那么a

＜b．反过来也对．

这个基本事实可以表示为

a＞b⇔a－b＞０;

a＝b⇔a－b＝０;

a＜b⇔a－b＜０．

􀅰说明

(１)比较两个实数a,b 的大小一般用作差

法,其实质是判定a－b 的值与０的大小关

系．作差法是证明不等式的基本方法,０是正

数与负数的分界点,它为实数比较大小提供

了“标准”．

(２)对同号的两数比较大小可用作商法,其

实质是判定
a
b

的值与１的大小关系．

　　　　　 重要不等式

一般地,∀a,b∈R,有a２＋b２≥２ab,当且仅

当a＝b时,等号成立．

􀅰说明

(１)a,b具有任意性,它们可以是具体数、字

母,也可以是代数式．

(２)完全平方公式:(a＋b)２＝a２＋２ab＋b２;

(a－b)２＝a２－２ab＋b２．
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　　　　　 不等式的性质

性质 具体名称 性质内容 注意

１ 对称性 a＞b⇔b＜a ⇔

２ 传递性 a＞b,b＞c⇒a＞c ⇒

３ 可加性 a＞b⇔a＋c＞b＋c ⇔

４ 可乘性

a＞b
c＞０} ⇒ac＞bc

a＞b
c＜０} ⇒ac＜bc

c的

符号

５
同向

可加性
a＞b
c＞d} ⇒a＋c＞b＋d ⇒

６
同向同

正可乘性
a＞b＞０
c＞d＞０} ⇒ac＞bd ⇒

７ 可乘方性
a＞b＞０⇒an＞
bn(n∈N,n≥２)

８ 可开方性
a＞b＞０⇒na＞
nb(n∈N,n≥２)

同正

９ 取倒数
a＞b
ab＞０} ⇒

１
a ＜

１
b

a,b
同号

􀅰说明
(１)不等式与等式一样,移项要变号．
(２)同向不等式的可加性可以推广到任意有

限个同向不等式两边分别相加．
(３)同向同正不等式相乘也可以推广到有限

个同向不等式两边分别相乘．

１．关于不等式的命题真假的两种方法
(１)直接运用不等式的性质,把要判断的

命题和不等式的性质联系起来考虑,找到

与命题相近的性质,然后进行推理判断．
(２)特殊值验证法,给要判断的几个式子

中涉及的变量取一些特殊值,然后进行比

较、判断．
２．利用不等式的性质证明不等式的注意

事项
(１)注意在理解等式的性质的基础上,记
准、记熟不等式的性质,并在解题时灵活

准确地加以应用．
(２)注意紧扣不等式的性质成立的条件,
且不可省略条件或跳步推导,更不能随意

构造性质与法则．
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２．２　基本不等式

　　　　　 基本不等式

１．基本不等式:ab≤
a＋b

２
(１)基本不等式成立的条件:a＞０,b＞０．
(２)等号成立的条件:当且仅当a＝b时取

等号．

(３)其中,a＋b
２

称为正数a,b 的算术平均

数,ab称为正数a,b的几何平均数．
􀅰说明

“当且仅当”的含义:仅当a＝b 时,ab≤
a＋b

２
的等号成立,即a＝b⇒

a＋b
２ ＝ ab;

仅当a＝b 时,a＋b
２ ≥ ab的等号成立,即

a＋b
２ ＝ ab⇒a＝b．

２．两个重要的不等式
(１)a２＋b２≥２ab(a,b∈R),当且仅当a＝
b时取等号．

(２)ab≤ a＋b
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(a,b∈R),当且仅当a

＝b时取等号．
􀅰说明

几个常见的变形不等式

(１)b
a ＋

a
b ≥２(ab＞０),当且仅当a＝b 时

取等号．

(２)a＋b
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

≤
a２＋b２

２
(a,b∈R)．
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(３)ab≤ a＋b
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(a,b∈R),当且仅当a＝b

时取等号．

(４) ２
１
a＋

１
b

≤ ab≤
a＋b

２ ≤
a２＋b２

２
(a＞

０,b＞０),当且仅当a＝b时取等号．

利用基本不等式证明不等式(比较大小)的
思路
(１)观察题中要证明的不等式的结构特征,
若不能直接使用基本不等式证明,则考虑对

代数式进行拆项、变形、配凑等,使之转化为

能使用基本不等式的形式;
(２)时刻注意等号能否取到．

　　　　　 利用基本不等式求最值

利用基本不等式求最值

已知x≥０,y≥０,
(１)如果积xy 等于定值P,那么当x＝y 时,

和x＋y有最小值２ P(简记:积定和最小)．
(２)如果和x＋y 等于定值S,那么当x＝y

时,积xy 有最大值S２

４
(简记:和定积最大)．

􀅰说明
(１)利用基本不等式求最值问题要牢记三个

关键词:一正、二定、三相等．
①一正:各项必须为正;
②二定:各项之和或各项之积为定值;
③三 相 等:必 须 验 证 取 等 号 的 条 件 是 否

具备．
(２)连续使用基本不等式求最值要求每次等

号成立的条件一致．
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２．３　二次函数与一元二次方程、不等式

　　　　　
一元二次不等式、一元二次

函数的零点

１．一元二次不等式

定义

一般地,我们把只含有一个未知

数,并且未知数的最高次数是２的

不等式,称为一元二次不等式

一般形式
ax２＋bx＋c＞０或ax２＋bx＋c＜

０,其中a,b,c均为常数,a≠０

２．二次函数的零点

一般地,对于二次函数y＝ax２＋bx＋c,

我们把使ax２＋bx＋c＝０的实数x 叫做

二次函数y＝ax２＋bx＋c的零点．
􀅰说明

(１)零点不是点,而是函数的图象与x 轴交

点的横坐标,是一个实数．
(２)求二次函数的零点可以通过求方程ax２

＋bx＋c＝０(a≠０)的实数根或将方程与函

数的图象联系起来,利用函数的性质找出

零点．

　　　　　 三个“二次”的关系

Δ＞０ Δ＝０ Δ＜０

y＝ax２ ＋

bx＋c(a＞

０)的图象

ax２＋bx＋

c＝０(a＞

０)的根

有两个不相

等的实数根

x１,x２ (x１

＜x２)

有两个相

等的实数

根x１＝x２

＝－
b
２a

没有实

数根

ax２＋bx＋

c＞０(a＞

０)的解集

{x|x ＞

x２,或x＜

x１}

{x x≠

－
b
２a}

R

ax２＋bx＋

c＜０(a＞

０)的解集

{x|x１ ＜x

＜x２}
⌀ ⌀
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给出了一元二次不等式的解集,则可知a 的

符号和ax２＋bx＋c＝０的两实根,由根与系

数的关系可知a,b,c之间的关系．
(１)若不等式ax２＋bx＋c＞０的解集为{x|

d＜x＜e},则说明a＜０,x１＝d,x２＝e 分

别为方程ax２＋bx＋c＝０的两根,即d＋e

＝－
b
a

,d􀅰e＝
c
a

;若解集为{x|x＜d,或x

＞e},则说明a＞０,x１＝d,x２＝e分别为方

程ax２＋bx＋c＝０的两根,即d＋e＝－
b
a

,

d􀅰e＝
c
a．

(２)若不等式ax２＋bx＋c＜０的解集为{x|

d＜x＜e},则说明a＞０,x１＝d,x２＝e 分

别为方程ax２＋bx＋c＝０的两根,即d＋e

＝－
b
a

,d􀅰e＝
c
a

;若解集为{x|x＜d,或x

＞e},则说明a＜０,x１＝d,x２＝e分别为方

程ax２＋bx＋c＝０的两根,即d＋e＝－
b
a

,

d􀅰e＝
c
a．

　　　　　
(x－a)(x－b)＞０或(x－a)􀅰

(x－b)＜０型不等式的解集

不等式
解集

a＜b a＝b a＞b

(x－a)􀅰

(x－b)＞０

{x|x＜

a,或 x

＞b}

{x|x≠

a}

{x|x＜

b,或 x

＞a}

(x－a)􀅰

(x－b)＜０

{x|a＜

x＜b}
⌀

{x|b＜x

＜a}

􀅰说明

(１)解不等式ax２＋bx＋c＞０(＜０)时不要

忘记a＝０时的情形．

(２)不等式ax２＋bx＋c＞０(＜０)恒成立的

条件要结合其对应的函数图象决定．

①不等式ax２＋bx＋c＞０对任意实数x 恒

成立⇔
a＝b＝０,

c＞０,{

或
a＞０,

Δ＜０．{
②不等式ax２＋bx＋c＜０对任意实数x 恒

成立⇔
a＝b＝０,

c＜０,{

或
a＜０,

Δ＜０．{

解一元二次不等式的步骤

(１)对不等式变形,使不等号一端二次项系

数大于０,另一端为０,即化为ax２＋bx＋c

＞０(a＞０)或ax２＋bx＋c＜０(a＞０)的

形式．

(２)计算相应一元二次方程的根的判别式．

(３)当Δ≥０时,求出相应的一元二次方程

的根．

(４)根据对应的二次函数的图象,写出不等

式的解集．
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３．１　函数的概念及其表示

３．１．１　函数的概念

　　　　　 函数的概念

１．函数的概念

定义

一般地,设A,B 是非空的实数集,如

果对于集合 A 中的任意一个数x,

按照某种确定的对应关系f,在集合

B 中都有唯一确定的数y 和它对应,

那么就称f:A→B 为从集合A 到集

合B 的一个函数

记法 y＝f(x),x∈A

定义域
x 叫做自变量,x 的取值范围A 叫做

函数的定义域

值域

与x 的值相对应的y 值叫做函数

值,函数值的集合{f(x)|x∈A}叫

做函数的值域

２．函数的三要素与同一个函数

(１)一个函数的构成要素为:定义域、对应

关系和值域．
(２)同一个函数:如果两个函数的定义域

相同,并且对应关系完全一致,即相同的

自变量对应的函数值也相同,那么这两个

函数是同一个函数．
􀅰说明

函数概念的三个关注点

(１)函数三要素:由函数的定义可知,定义

域、值域以及对应法则f 为构成函数的三

要素．
(２)同一个函数:因为值域是由定义域和

对应关系决定的．因此,如果两个函数的

定义域相同,并且对应关系完全一致,我

们就称这两个函数是同一个函数．
(３)函数的表示:y＝f(x)表示“y 是x 的

函数”,不表示“y 等于f 与x 的乘积”．在

研究函数时,除用f(x)外,还常用g(x),
h(x),F(x),G(x)等表示．

１．判断所给对应关系是否为函数的方法

(１)先观察两个数集A,B 是否非空;
(２)验证在对应关系下,集合A 中x 的任

意性,集合B 中y 的唯一性．
２．根据图形判断对应关系是否为函数的

步骤

(１)任取一条垂直于x 轴的直线l;
(２)在定义域内平行移动直线l;
(３)若l与图形有且只有一个交点,则是

函数;若在定义域内没有交点或有两个及

两个以上的交点,则不是函数．
３．判断是否为同一个函数的方法

(１)先看定义域,若定义域不同,则不是同

一个函数;
(２)若定义域相同,再化简函数的解析式,
看对应关系是否相同．

　　　　　 区间及有关概念

１．设a,b 是 两 个 实 数,而 且a＜b,规 定

如下:

定义 名称 符号 数轴表示

{x|a≤

x≤b}
闭区间 [a,b]

{x|a＜

x＜b}
开区间 (a,b)

{x|a≤

x＜b}
半 开 半

闭区间
[a,b)

{x|a＜

x≤b}
半 开 半

闭区间
(a,b]
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２．实 数 集 R 可 以 用 区 间 表 示 为 (－ ∞,
＋∞),“∞”读作“无穷大”,“－∞”读作
“负无穷大”,“＋∞”读作“正无穷大”

定义 区间 数轴表示

{x|x≥a} [a,＋∞)

{x|x＞a} (a,＋∞)

{x|x≤b} (－∞,b]

{x|x＜b} (－∞,b)

􀅰说明
(１)区间实质上是一类特殊数集的另一种表

示．并不是所有的数的集合都能用区间表示．
(２)区间的左端点必须小于右端点．
(３)“∞”是一个符号,不是一个数,用“－∞”
或“＋∞”作为端点时,需用开区间符号．

　　　　　 抽象函数的定义域问题

所谓抽象函数,是指用f(x),g(x)等表示,
而没有具体解析式的函数类型,抽象函数的

定义域的求法规律:
(１)已 知 f (x)的 定 义 域 为 [a,b],则

f(g(x))的定义域是指满足不 等 式a≤
g(x)≤b的x 的取值范围．
(２)已知f(g(x))的定义域为[a,b],则

f(x)的定义域是由不等式a≤x≤b得到的

g(x)的取值范围．
(３)已知f(g(x))的定义域为[a,b],求

f(h(x))的定义域是先由f(g(x))的定义

域得到f(x)的定义域,再由f(x)的定义域

得到f(h(x))的定义域．
(４)含有多个抽象函数的,先求出各个函数

的定义域,再求交集．
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　　　　　 函数的表示法

函数的表示法
(１)列表法
①定义:用列表来表示两个变量之间对应关
系的方法．
②优点:不必通过计算就可以知道自变量取
某个值时,相应的函数值是多少．
(２)解析法
①定义:用数学表达式来表示两个变量之间
对应关系的方法．
②优点:便于用解析式研究函数的性质．
(３)图象法
①定义:用图象来表示两个变量之间对应关
系的方法．
②优点:直观而形象地表示出函数的变化情
况,有利于通过图象研究函数的某些性质．
􀅰说明
(１)函数三种表示法的优缺点

优点 缺点

解析法

一是简明、全面地概

括了变量间的关系;
二是通过解析式可

以求出任意一个自

变量对应的函数值

不够 形 象、直 观、
具 体,而 且 并 不

是所 有 的 函 数 都

能用 解 析 式 表 示

出来

续表

优点 缺点

列表法

不 需 要 计 算 就 可

以 直 接 看 出 与 自

变 量 的 值 相 对 应

的函数值

只 能 表 示 自 变 量

取 较 少 的 有 限 个

值的对应关系

图象法

能形象、直观 地 表

示 出 函 数 的 变 化

情况

只 能 近 似 地 求 出

自 变 量 的 值 所 对

应 的 函 数 值,而

且有时误差较大

(２)函数表示方法的三个关注点
①解析法:应注明函数的定义域,但在定义
域很明确时可以省略．
②图象法:函数图象既可以是连续的曲线,
也可以是直线、折线、离散的点等．
③列表法:选取的自变量要有代表性,能反
映定义域的特征．

作函数图象时应注意以下几点
(１)在定义域内作图;
(２)图象是实线或实点,定义域外的部分有
时可用虚线来衬托整个图象;
(３)要标出某些关键点,例如图象的顶点、端
点与坐标轴的交点等．要分清这些关键点是
实心点还是空心点．
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　　　　　 分段函数

(１)定义:在定义域内不同部分上,有不同的解

析表达式,像这样的函数通常叫做分段函数．
(２)分段函数定义域是各段定义域的并集,
其值域是各段值域的并集．
(３)分段函数的图象:画分段函数的图象,应
在各自定义域之下画出定义域所对应的解

析式的图象．
􀅰说明

分段函数问题的三个关注点

(１)图象:因为分段函数是一个函数,所以作

分段函数图象时应注意只能在同一坐标系

中作出各段函数的图象,而不能将各段函数

分别作在不同的坐标系中．
(２)求值:求函数值应注意自变量所在范围

及其相应的函数关系式．求分段函数的函数

值的关键是根据自变量的取值范围确定相

应的函数值．
(３)分段讨论:求函数值所对应自变量的取

值(范围)时应分段讨论．

求分段函数的解析式的一般步骤
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３．２　函数的基本性质

３．２．１　单调性与最大(小)值

第１课时　函数的单调性

　　　　　 函数的单调性

１．增函数、减函数的概念

一般地,设函数f(x)的定义域为I,区间

D⊆I:如果∀x１,x２∈D,当x１＜x２ 时,
都有f(x１)＜f(x２),那么就称函数f(x)
在区间 D 上单调递增．特别地,当函数

f(x)在它的定义域上单调递增时,我们

就称它是增函数．
如果∀x１,x２ ∈D,当 x１ ＜x２ 时,都有

f(x１)＞f(x２),那么就称函数f(x)在区

间D 上单调递减．特别地,当函数f(x)在
它的定义域上单调递减时,我们就称它是

减函数．
􀅰说明
(１)属于定义域I 内某个区间上;
(２)任意两个自变量x１,x２ 且x１＜x２;
(３)都 有 f (x１)＜f (x２)(或 f (x１)
＞f(x２));
(４)图象特征:在单调区间上,增函数的图象

从左向右是上升的,减函数的图象从左向右

是下降的．

２．单调性与单调区间

如果函数y＝f(x)在区间D 上单调递增

或单调递减,那么就说函数y＝f(x)在这

一区间具有(严格的)单调性,区间D 叫做

函数f(x)的单调区间．函数的单调性是函

数在定义域内某个区间上的性质．
􀅰说明

(１)单调区间与定义域的关系———单调区

间可以是整个定义域,也可以是定义域的

真子集;

(２)单调性是通过函数值变化与自变量的

变化方向是否一致来描述函数性质的;

(３)不能随意合并两个单调区间;

(４)有的函数不具有单调性．

求函数单调区间的两种方法

(１)图象法:作出函数的图象;上升图象对应

单调 递 增 区 间,下 降 图 象 对 应 单 调 递 减
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区间．
(２)定义法:求出函数的定义域;利用定义作

差、因式分解并判断各因式符号;若符号确

定,则函数在整个定义域上具有单调性;若
符号不确定,则需确定分界点以确定单调

区间．

　　　　　 基本初等函数的单调性

１．正比例函数y＝kx(k≠０)

当k＞０时,函数y＝kx 在定义域 R内是

增函数;当k＜０时,函数y＝kx 在定义域

R内是减函数．
２．一次函数y＝kx＋b(k≠０)

当k＞０时,函数y＝kx＋b 在定义域 R
内是增函数;当k＜０时,函数y＝kx＋b
在定义域R内是减函数．

３．反比例函数y＝
k
x

(k≠０)

当k＞０时,函数y＝
k
x

的单调递减区间

是(－∞,０),(０,＋∞),不存在单调递增

区间;

当k＜０时,函数y＝
k
x

的单调递增区间

是(－∞,０),(０,＋∞),不存在单调递减

区间．
４．二次函数y＝ax２＋bx＋c(a≠０)

若a＞０,函数在区间 －∞,－
b
２a

æ

è
ç

ù

û
úú 上单调

递减;在区间 －
b
２a

,＋∞é

ë
êê

ö

ø
÷ 上单调递增;

若a＜０,函数在区间 －∞,－
b
２a

æ

è
ç

ù

û
úú 上单调

递增;在区间 －
b
２a

,＋∞é

ë
êê

ö

ø
÷ 上单调递减．

　　　　　 复合函数的单调性

１．复合函数的概念

如果函数y＝f(u)的定义域为I,函数u
＝g(x)的定义域为D,值域为C,且C⊆
I,称函数y＝f(g(x))为f 与g 在D 上

的复合函数,其中u 叫做中间变量,u＝

g(x)是内层函数,y＝f(u)是外层函数．
２．复合函数的单调性

复合函数y＝f(g(x))的单调性:若u＝

g(x)在区间[a,b]上的单调性与y＝

f(u)在[g(a),g(b)](或[g(b),g(a)])

上 的 单 调 性 相 同,则 复 合 函 数 y ＝

f(g(x))在[a,b]上单调递增,否则单调

递减,可简记为”同增异减”,见下表:

u＝g(x) y＝f(u) y＝f(g(x))

增 增 增

增 减 减

减 增 减

减 减 增

　　　　　 一些常见结论

(１)若f(x)是增函数,则－f(x)为减函数;

若f(x)是减函数,则－f(x)为增函数．
(２)若f(x)和g(x)均为增(或减)函数,则
在f(x)和g(x)的公共定义域上f(x)＋

g(x)为增(或减)函数．
(３)若f(x)＞０且f(x)为增函数,则函数

f(x)为增函数, １
f(x)为减函数;若f(x)

＞０且f(x)为减函数,则函数 f(x)为减

函数, １
f(x)为增函数．
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第２课时　函数的最大(小)值

　　　　　 函数的最大(小)值

(１)最大值:一般地,设函数y＝f(x)的定

义域为I,如果存在实数 M 满足:(１)∀x∈
I,都有f(x)≤M;(２)∃x０∈I,使得f(x０)
＝M．那么,我们称M 是函数y＝f(x)的最

大值．
(２)最小值:一般地,设函数y＝f(x)的定

义域为I,如果存在实数 M 满足:(１)∀x∈
I,都有f(x)≥M;(２)∃x０∈I,使得f(x０)
＝M．那么,我们称 M 是函数y＝f(x)的最

小值．
􀅰说明
(１)最值首先是一个函数值,即存在一个自

变量 x０,使f(x０)等 于 最 值,如 f(x)＝
－x２(x∈R)的最大值为０,有f(０)＝０．
(２)对于定义域内的任意元素x,都有f(x)≤
f(x０)(或f(x)≥f(x０)),“任意”两字不可省．
(３)使函数f(x)取得最大(小)值的自变量

的值有时可能不止一个．
(４)函数f(x)在其定义域(或某个区间)内

的最大值的几何意义是其图象上最高点的

纵坐标;最小值的几何意义是其图象上最低

点的纵坐标．

求函数最大(小)值的常用方法:
(１)配方法:主要适用于二次函数或可化为

二次函数的函数,要特别注意自变量的取值

范围．
(２)判别式法:主要适用于可化为关于x 的

二次方程a(y)x２＋b(y)x＋c(y)＝０的函

数y＝f(x),在由Δ≥０,且a(y)≠０求出y
值后,要检验这个最值在函数的定义域内是

否有相应的x 的值．
(３)换元法:用换元法时一定要注意新元的

取值范围．
(４)数形结合法:对于图形较容易画出的函

数的最值问题,可借助图象直观求出．
(５)利用函数的单调性:要注意函数的单调

性对函数最值的影响,特别是闭区间上函数

的最值．
注意:求函数的最值问题实质上是求函数的

值域问题,因此求函数最值的方法,也是求

函数的值域的方法,只是出题的方式有所

差异．
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３．２．２　奇偶性

　　　　　 奇偶性的概念

奇偶性的概念

偶函数 奇函数

定义

一 般 地,设 函 数

f(x)的定义域为

I,如果∀x∈I,都

有 － x ∈I,且

f(－x)＝f(x),

那么函数f(x)就

叫做偶函数

一 般 地,设 函 数

f(x)的定义域为

I,如果∀x∈I,都

有 －x ∈I,且

f(－x)＝－f(x),

那么函数f(x)就

叫做奇函数

定义域 关于原点对称

续表

偶函数 奇函数

图象

特征

关于y 轴对称 关于原点对称

单调性
在对称区间上,单
调性相反

在 对 称 区 间 上,
单调性相同

􀅰说明

理解函数的奇偶性要注意以下五点:

(１)函数的单调性是函数的“局部”性质,而

奇偶性是函数的“整体”性质,只有对其定义域
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内的每一个x,都有f(－x)＝－f(x)(或

f(－x)＝f(x)),才能说是奇(或偶)函数．
(２)函数y＝f(x)是奇函数或偶函数的一

个必不可少的条件:定义域关于原点对称．
换言之,若所给函数的定义域不关于原点对

称,则这个函数一定不具有奇偶性．例如,函

数y＝x２ 在区间(－∞,＋∞)上是偶函数,

但在区间[－１,２]上是无奇偶性可言的．
(３)若奇函数在原点处有定义,则必有f(０)

＝０．
(４)若 f(－x)＝－f(x),且 f(－x)＝

f(x),则f(x)既是奇函数又是偶函数,既

奇又偶的函数有且只有一类,即f(x)＝０,

x∈D,D 是关于原点对称的非空实数集．
(５)奇偶性是函数在定义域上的对称性,是

相对于函数的整个定义域来说的,这一点与

函数的单调性不同．

　　　　　 奇偶函数的图象特征

奇偶函数的图象特征

(１)奇函数的图象是以坐标原点为对称中心

的中心对称图形;反之,若一个函数的图象

是以坐标原点为对称中心的中心对称图形,

则这个函数是奇函数．
(２)偶函数的图象是以y轴为对称轴的轴对称

图形;反之,若一个函数的图象是以y 轴为对

称轴的轴对称图形,则这个函数是偶函数．
􀅰说明

(１)如果知道一个函数是奇函数或偶函数,那么

只要把它的定义域分成关于原点对称的两部

分,得出函数在一部分上的性质和图象,就可以

推出这个函数在另一部分上的性质和图象．
(２)如果f(x)为奇函数,点(x,f(x))在其

图象上,那么点(－x,f(－x)),即点(－x,

－f(x))也在f(x)的图象上．
(３)如果f(x)为偶函数,点(x,f(x))在其

图象上,那么点(－x,f(－x)),即点(－x,

f(x))也在f(x)的图象上．

　　　　　 奇偶函数的判断

判断函数f(x)的奇偶性主要分三步进行:

(１)判断函数f(x)的定义域是否关于原点

对称,若关于原点对称,则进行下一步．
(２)化简函数f(x)的解析式(注意定义域)．
(３)求出f(－x),根据f(－x)与f(x)之

间的关系,判断函数f(x)的奇偶性:

①由f(－x)＋f(x)＝０或
f(－x)
f(x)＝－１

(f(x)≠０),得f(－x)＝－f(x),则f(x)

是奇函数;

②由 f(－x)－f(x)＝０ 或
f(－x)
f(x) ＝

１(f(x)≠０),得f(－x)＝f(x),则f(x)

是偶函数．

判断函数奇偶性的方法

(１)定义法:

(２)图象法:即若函数的图象关于原点对称,

则函数为奇函数;若函数的图象关于y 轴对

称,则函数为偶函数．此法在解答选择题、填

空题时使用较多．
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３．３　幂函数

　　　　　 幂函数的概念

１．幂函数的概念

一般地,y＝xα 叫做幂函数,其中x 是自

变量,α是常数．
２．幂函数的特征

①xα 的系数为１;

②xα 的底数是自变量;

③xα 的指数为常数．对于形如y＝(２x)α,

y＝２x５,y＝xα ＋６等的函数都不是幂

函数．
􀅰说明

常见的五个幂函数:y＝x,y＝x２,y＝x３,y

＝x
１
２ ,y＝x－１,除此之外,还有必须熟悉另

外五个幂函数,它们是:y＝x０,y＝x－２,y

＝x－１
２ ,y＝x

１
３ ,y＝x

２
３ ．

１．判断一个函数是否为幂函数的方法

判断一个函数是否为幂函数的依据,是该

函数是否为y＝xα(α 为常数)的形式,即
函数的解析式为一个幂的形式,且需满

足:(１)指数为常数;(２)底数为自变量;
(３)系数为１．

２．幂函数解析式的确定

(１)借助幂函数的定义,设幂函数或确定

函数中相应量的值．
(２)结合幂函数的性质,分析幂函数中指

数的特征．
(３)如函数f(x)＝k􀅰xa 是幂函数,求

f(x)的表达式,就应由定义知必有k＝１,
即f(x)＝xa．

　　　　　 幂函数的图象

幂函数的图象

在同一平面直角坐标系中,作出幂函数y＝

x,y＝x２,y＝x３,y＝x
１
２ ,y＝x－１的图象如

图所示．

􀅰说明

幂函数y＝xα 在第一象限的图象特征:
(１)当α＞１时,图象过点(１,１),下凸递增,
如y＝x３．
(２)当０＜α＜１时,图象过点(１,１),上凸递

增,如y＝x
１
２ ．

(３)当α＜０时,图象过点(１,１),下凸递减,
且向两坐标轴无限逼近,如y＝x－１．

作幂函数图象的步骤如下:
(１)先作出第一象限内的图象．
(２)若幂函数的定义域为(０,＋∞)或[０,

＋∞),作图已完成．
若在(－∞,０)或(－∞,０]上也有意义,则应

先判断函数的奇偶性:
如果为偶函数,则根据y 轴对称作出第二象

限的图象;
如果为奇函数,则根据原点对称作出第三象

限的图象．

　　　　　 幂函数的性质

函数y＝xα 定义域 值域 图象

α＞１

y＝x２ R [０,＋∞)

y＝x３ R R
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续表

函数y＝xα 定义域 值域 图象

０＜α

＜１

y＝x
１
３ R R

y＝x
１
２ [０,＋∞)[０,＋∞)

α＜０

y＝x－１ {x|x≠０}{x|y≠０}

y＝x－１
２ (０,＋∞)(０,＋∞)

y＝x－２ {x|x≠０}(０,＋∞)

􀅰说明

１．幂函数的单调性

在区间(０,＋∞)上,当α＞０时,y＝xα 是

增函数;当α＜０时,y＝xα 是减函数．
２．幂函数的奇偶性

令α＝
q
p

(其中p,q 互质,p,q∈N∗ ,p＞

１)．

(１)若p 为奇数,则y＝x
q
p 的奇偶性取决

于q 是奇数还是偶数．当q 是奇数时,y＝

x
q
p 是奇函数;当q 是偶数时,y＝x

q
p 是偶

函数．
(２)若p 为偶数,则q 必是奇数,此时y＝

x
q
p 既不是奇函数,也不是偶函数．
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３．４　函数的应用(一)

　　　　　 函数的应用

常见的函数模型

常

用

函

数

模

型

一次函数模型
y＝kx＋b(k,b为常数,

k≠０)

二次函数模型
y＝ax２＋bx＋c(a,b,c
为常数,a≠０)

幂函数模型
y＝axn＋b(a,b为常数,a

≠０)

分段函数 y＝
ax＋b(x＜m),

cx＋d(x≥m){
􀅰说明

(１)解二次函数模型应用题时的注意事项

①要注意函数的定义域,一旦忽视定义域,
可能会改变函数的原意．
②要注 意 配 方 法 的 应 用 及 结 合 图 象 求 出

最值．
③要注意对二次项的系数为正、为负或为零

的情况的讨论．
(２)应用分段函数时的三个注意点

①分段函数的“段”一定要分得合理,不重不

漏(关键词:“段”)．
②分段函数的定义域为对应每一段自变量

取值范围的并集(关键词:定义域)．
③分段函数的值域求法为:逐段求函数值的

范围,最后再下结论(关键词:值域)．

１．建立分段函数模型的关键

建立分段函数模型的关键是确定分段的

各部分的界点,即明确自变量的取值区

间,对每一区间进行分类讨论,从而写出

函数的解析式．
２．解决函数应用问题的步骤

利用函数知识和函数观点解决实际问题

时,一般按以下几个步骤进行:
(１)审题;(２)建模;(３)求模;(４)还原．
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４．１　指数

４．１．１　n次方根与分数指数幂

　　　　　 根式

１．n次方根的概念
(１)定义:一般地,如果xn＝a,那么x 叫

做a 的n 次方根,其中n＞１,且n∈N∗ ．
(２)a 的n 次方根的表示

n是

奇数

a＞０ x＞０

a＜０ x＜０

x 仅 有 一 个 值,记

为na

n是

偶数

a＞０
x 有两个值,且互为相反数,

记为±na

a＜０ x 不存在

􀅰说明

(１)n 次方根实际就是平方根与立方根的

推广;

(２)n 次方根的概念表明,乘方与开方是互

逆运算．

２．根式的概念

(１)定义:式子na叫做根式,这里n 叫做根

指数,a 叫做被开方数．

(２)性质:①当n 为奇数时,n
an ＝a;

② 当 n 为 偶 数 时, n
an ＝ |a |

＝
a,a≥０,

－a,a＜０．{

根式化简与求值的思路及注意点

(１)思路:首先要分清根式为奇次根式还是偶

次根式,然后运用根式的性质进行化简．

(２)注意点:①正确区分(na)n 与
n
an 两式;

②运算时注意变式、整体代换,以及平方差、

立方差、完全平方公式的运用,必要时要进

行讨论．

　　　　　 分数指数幂

１．分数指数幂

分数指数幂的意义

①正数的正分数指数幂的意义:a
m
n ＝

n
am

(a＞０,m,n∈N∗ ,且n＞１)．

②正数的负分数指数幂的意义:a－m
n ＝

１

a
m
n

＝
１

n
am

(a＞０,m,n∈N∗ ,且n＞１)．

③０的正分数指数幂等于０,０的负分数指

数幂没有意义．
􀅰说明

(１)分数指数幂是指数概念的推广,分数指

数幂a
m
n 是根式的一种新写法,不可理解为

m
n

个a 相乘．

(２)正数的负分数指数幂在有意义的前提

下,总表示正数,而不是负数．
(３)把根式

n
am 化为分数指数幂的形式时,

不要轻易对
m
n

约分．

(４)在保证相应的根式有意义的前提下,负

数也 存 在 指 数 幂,如(－２)２
３ ＝

３(－２)２ 有

意义．

根式与分数指数幂互化的规律

(１)根指数化为分数指数的分母,被开方数

(式)的指数化为分数指数的分子．
(２)当根式为多重根式时,要清楚哪个是被

开方数,一般由里向外用分数指数幂依次

写出．
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２．有理数指数幂的运算性质

(１)aras＝ar＋s(a＞０,r,s∈Q);

(２)a
r

as＝ar－s(a＞０,r,s∈Q);

(３)(ar)s＝ars(a＞０,r,s∈Q);

(４)(ab)r＝arbr(a＞０,b＞０,r∈Q)．

􀅰说明

(１)在有理数指数幂运算性质中,规定a＞０

的原因:

①若a＝０,因为０的负数指数幂无意义,所以

当r＜０时(ab)r＝arbr 不成立,所以a≠０．

②若a＜０,则(ar)s＝ars也不一定成立,如

[(－２)２]１
４ ≠(－２)１

２ ,所以当a＜０时不成

立,因此规定a＞０．

(２)指数幂的几个结论:

①当a＞０时,ab＞０;

②当 a≠０,a０ ＝１,而 当 a＝０ 时,a０ 无

意义;

③若ar＝as(a＞０,且a≠１),则r＝s．

(３)分数指数幂与根式相互转化运算的过程

中,一定要注意偶次算术根非负的特点,否

则很容易出现差错．

根式化简的步骤

(１)将根式化成分数指数幂的形式．

(２)利用分数指数幂的运算性质求解．
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４．１．２　无理数指数幂及其运算性质

　　　　　
无理数指数幂及实数指数幂

的运算性质

一般地,无理数指数幂aα(a＞０,α 为无理

数)是一个确定的实数．整数指数幂的运算

性质也适用于实数指数幂,即对于任意实数

r,s,均有下面的运算性质．
(１)aras＝ar＋s(a＞０,r,s∈R);
(２)(ar)s＝ars(a＞０,r,s∈R);
(３)(ab)r＝arbr(a＞０,b＞０,r∈R)．
􀅰说明
(１)无理数可以作为指数;
(２)无理数指数幂的近似值可以利用逼近的

方式得到．

化简指数幂的几个常用技巧

(１)b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

－p

＝ a
b

æ

è
ç

ö

ø
÷

p
(ab≠０);

(２)a＝(a
１
m )m,a

n
m ＝(a

１
m )n(a 使式子有意

义);

(３)１的代换,如１＝a－１􀅰a,１＝a－１
２a

１
２ (a

使式子有意义)等;

(４)乘法公式的常见变形,如(a
１
２ ＋b

１
２ )(a

１
２ －

b
１
２)＝a－b,(a

１
２ ±b

１
２ )２＝a±２a

１
２b

１
２ ＋b,(a

１
３

±b
１
３)(a

２
３ ∓a

１
３b

１
３ ＋b

２
３ )＝a±b(a,b均使式

子有意义)．
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４．２　指数函数

４．２．１　指数函数的概念

　　　　　 指数函数的概念

定义:一般地,函数y＝ax(a＞０,且a≠１)
叫做指数函数,其中指数x 是自变量,定义
域是R．
􀅰说明

１．指数函数解析式的３个特征
(１)底数a 为大于０且不等于１的常数．
(２)自变量x 的位置在指数上,且x 的系

数是１．
(３)ax 的系数是１．

２．指数函数中规定a大于０且不等于１的理由
(１)如果a＝０,当x＞０时,ax 恒等于０;
当x≤０时,ax 无意义．

(２)如果a＜０,如y＝(－２)x,对于x＝
１
２

,１
４

,􀆺时在实数范围内函数值不存在．

(３)如果a＝１,y＝１x 是一个常量,对它无

研究价值．为了避免上述各种情况,所以规

定a＞０且a≠１．

已知某函数是指数函数求参数值的方法
(１)依据指数函数形式列方程:令底数大于

０且不等于 １,系数等于 １ 列出不等式与

方程．
(２)求参数值:解不等式与方程求出参数的

值,并代入检验．
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４．２．２　指数函数的图象和性质

　　　　　
指数函数y＝ax(a＞０且

a≠１)的图象和性质

指数函数y＝ax(a＞０,且a≠１)的图象和
性质

a＞１ ０＜a＜１

图象

定义域 R

值域 (０,＋∞)

性

质

定点 过定点(０,１),即x＝０时,y＝１

函数值

的变化

当 x＞０ 时,y
＞１;
当x＜０时,０＜
y＜１

当x＞０ 时,０
＜y＜１;
当x＜０ 时,y
＞１

单调性 增函数 减函数

􀅰说明

１．指数函数图象的关注点
(１)定点:所有函数图象均过点(０,１)．

(２)趋势:当a＞１时,自左向右图象是上

升趋势;当０＜a＜１时,自左向右图象是

下降趋势．
２．指数函数图象和性质的巧记

(１)指数函数图象的巧记方法:一定二近

三单调,两类单调正相反．
(２)指数函数性质的巧记方法:非奇非偶

是单调,性质不同因为a,分清是(０,１),还
是(１,＋∞),依靠图象记性质．

函数图象问题的处理技巧
(１)抓住图象上的特殊点,如指数函数的图

象过定点．
(２)利用图象变换,如函数图象的平移变换
(左右平移、上下平移)、对称变换．
(３)利用函数的奇偶性与单调性,奇偶性确定

函数的对称情况,单调性决定函数图象的走势．

　　　　　 指数函数的定义域与值域

１．定义域
(１)指数函数y＝ax(a＞０,且a≠１)的定
义域为R．
(２)y＝af(x)(a＞０,且a≠１)的定义域与

y＝f(x)的定义域相同．
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(３)y＝f(ax)的定义域与函数y＝f(x)
的定义域不一定相同．

２．值域
(１)指数函数的值域为(０,＋∞)．
(２)求形如y＝af(x)的值域时,先求f(x)
的值域,然后结合函数y＝ax(a＞０,且a
≠１)的性质确定y＝af(x)的值域．
(３)求形如y＝f(ax)的值域,可化为求t
＝ax∈(０,＋∞),y＝f(t)的值域．

函数y＝af(x)的值域的求解方法
(１)换元,令t＝f(x);
(２)求t＝f(x)的定义域D;

(３)求t＝f(x)的值域 M;
(４)利用y＝at的单调性求y＝at,t∈M 的

值域．

　　　　　 指数函数的单调性及应用

复合函数的单调性

令u＝f(x),x∈[m,n],如果复合的两个函数

y＝au与u＝f(x)的单调性相同,那么复合后

的函数y＝af(x)在[m,n]上是增函数;如果两

者的单调性相反(即一增一减),那么复合函数

y＝af(x)在[m,n]上是减函数．
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４．３　对数

４．３．１　对数的概念

　　　　　 对数的概念

１．对数的定义

一般地,如果ax＝N(a＞０,且a≠１),那
么数x 叫做以a 为底N 的对数,记作x＝
logaN,其中a 叫做对数的底数,N 叫做

真数．
２．两种常见的对数

􀅰说明

(１)底数的取值:底数a＞０,a≠１．
(２)真数的取值:真数大于零．
(３)两个常见对数:常用对数、自然对数．
(４)对数符号:“log”同“＋”“－”“×”“÷”

“ 　”的符号一样,表示一种运算,只不

过对数运算的符号写在数的前面．
(５)对数的书写:在写某一个数的对数时,
一定要注意书写形式的规范．底数在书写

的时候 要 靠 下 一 些,小 一 点 和 真 数 区 分

开．如果真数或底数是表达式的形式,则

需要在表达式的外面加上小括号．

　　　　　 指数式与对数式的互化

(１)条件:a＞０,且a≠１,N＞０．
(２)互化公式:ax＝N⇔x＝logaN．
􀅰说明

１．指数式ax＝N 与对数式x＝logaN 互化
的关注点
(１)它们有共底数a．
(２)互化后要注意x,a,N 位置的变化,特
别是名称的改变．
(３)对数式书写的规范性．
(４)对数的实质．

２．ax＝N⇔x＝logaN 的作用
(１)可将已知对数式转化成指数式．
(２)可将已知指数式转化成对数式．

指数式与对数式互化的方法
(１)将指数式化为对数式,只需要将幂作为真
数,指数当成对数值,底数不变,写出对数式．
(２)将对数式化为指数式,只需将真数作为
幂,对数作为指数,底数不变,写出指数式．

　　　　　 对数的性质

(１)负数和０没有对数,即logaN 中N 必须
大于零．
(２)１的对数为０,即loga１＝０．
(３)底数的对数为１,即logaa＝１．
(４)对数恒等式是alogaN＝N(a＞０,且a≠１)．
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４．３．２　对数的运算

　　　　　 对数的运算性质

如果a＞０,且a≠１,M＞０,N＞０,那么

(１)loga(MN)＝logaM＋logaN;

(２)loga
M
N ＝logaM－logaN;

(３)logaMn＝nlogaM(n∈R)．

􀅰说明

(１)逆向应用对数运算性质,可以将几个对

数式化为一个对数式,有利于化简．

(２)对于每条性质,都要注意只有当式子中

所有的对数都有意义时,等式才成立．

(３)对数的运算性质(１)可推广到若干个正

因数积 的 对 数,即loga (M１ 􀅰M２ 􀅰M３ 􀆺

Mk)＝logaM１ ＋logaM２ ＋logaM３ ＋ 􀆺 ＋

logaMk,a＞０,且a≠１,Mk＞０,k∈N∗ ．

(４)对数运算性质的几个推广式

①loga
nm ＝

１
nlogam(m＞０,n∈N∗ ,n＞１,

a＞０,a≠１);

②loga
１
m＝－logam(m＞０,a＞０,a≠１);

③loga
pmn ＝

n
p

logam(m＞０,n,p∈N∗ ,a

＞０,a≠１)．

利用对数运算性质化简与求值的原则和

方法

(１)基本原则:

①正用或逆用公式,对真数进行处理;

②选哪种策略化简,取决于问题的实际情

况,一般本着便于化简的原则进行．
(２)两种常用的方法:

①“收”,将同底的两对数的和(差)收成积

(商)的对数;

②“拆”,将积(商)的对数拆成同底的两对数

的和(差)．

　　　　　 换底公式

logab＝
logcb
logca

(a＞０,且a≠１;b＞０;c＞０,且

c≠１)．
特别地,logab􀅰logba＝１．
􀅰说明

(１)对数换底公式成立的条件:公式中的每

一个对数式都有意义．
(２)对数换底公式的意义就在于把对数式的

底数改变,把不同底数问题转化为同底数问

题后求解．
(３)对数换底公式在具体应用中换成以什么

为底数的对数式,要由已知条件来确定．

(４)公式的逆用:logcb
logca

＝logab,将两个同底

对数的商化为一个对数．
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４．４　对数函数

４．４．１　对数函数的概念

　　　　　 对数函数的概念

对数函数的定义
(１)解析式:y＝logax(a＞０,且a≠１)．
(２)自变量:x．
(３)定义域:(０,＋∞)．
􀅰说明

１．对数函数的解析式具有以下三个特征
(１)底数位置是大于０且不等于 １ 的常

数,底数中不含变量x;
(２)真 数 位 置 是 自 变 量 x,且 其 系 数 等

于１;
(３)logax 的系数等于１．

２．对数函数定义的两个关注点
(１)形式:定义中所说的形如y＝logax(a
＞０,且a≠１)的形式一般来说是不可改变

的,如果不注意这一点极易造成解题失误．

(２)范围:通过对数函数的定义,在规定了

底数a 的范围以后,对于任何的x∈(０,
＋∞),logax 都有意义,且logax可取任意

实数,从 而 对 数 函 数 的 定 义 域 为 (０,
＋∞),值域为R．

３．求对数函数的定义域应注意
(１)对数的真数大于零,对数函数的底数

大于０且不等于１;
(２)使式子符合实际背景;
(３)对底数含有字母的对数式要注意分类讨论．

判断一个函数是否为对数函数的方法
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４．４．２　对数函数的图象和性质

　　　　　
对数函数y＝logax(a＞０,
且a≠１)的图象和性质

对数函数y＝logax(a＞０,且a≠１)的图象

和性质

定义 y＝logax(a＞０,且a≠１)

底数 a＞１ ０＜a＜１

图象

值域 R

定义域 (０,＋∞)

单调性 增函数 减函数

共点性 过定点(１,０),即x＝１时,y＝０

续表

定义 y＝logax(a＞０,且a≠１)

函数值

的特点

x∈ (０,１)时,y
∈(－∞,０);
x∈[１,＋∞)时,

y∈[０,＋∞)

x∈ (０,１)时,y∈
(０,＋∞);
x∈[１,＋∞)时,y
∈(－∞,０]

􀅰说明

１．对数函数图象的关注点

(１)定点:所有函数图象均过点(１,０)．
(２)趋势:对数函数图象是无限延展的,且

无限接近于y 轴．当a＞１ 时,x 的 值 越

小,图象越接近于y 轴的负半轴;当０＜a
＜１时,x 的值越小,图象越接近于y 轴的

正半轴．
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２．对数函数图象和性质的巧记

对数增减有思路,函数图象看底数,底数

只能大于０,等于１来也不行,底数若是大

于１,图象从下往上增,底数０到１之间,

图象从上往下减,无论函数增和减,图象

都过点(１,０)．

１．判断同一直角坐标系中对(指)数函数图

象的方法．

２．对数函数过定点问题的处理办法

求对数函数图象所过的定点时,只需令真

数为１,求出相应的x 与y 的值,即得函

数图象所过的定点．

３．有关对数型函数图象问题的应用技巧

(１)求函数y＝m＋logaf(x)(a＞０,且a

≠１)的图象过定点时,只需令f(x)＝１
求出x,即得定点为(x,m)．
(２)根据对数函数图象判断底数大小的方

法:作直线y＝１与所给图象相交,交点的

横坐标即为各个底数．根据在第一象限

内,自左向右,图象对应的对数函数的底

数逐渐变大,可比较底数的大小．
(３)注意图象变换的技巧应用．

　　　　　 反函数

一般地,指数函数y＝ax(a＞０,且a≠１)与

对数函数y＝logax(a＞０,且a≠１)互为反

函数,它们的定义域与值域正好互换．
􀅰说明

(１)互为反函数的两个函数图象关于直线y
＝x 对称．
(２)若函数y＝f(x)的图象上有一点(a,

b),则(b,a)必在其反函数图象上．
(３)反函数的定义域是原函数的值域,反函

数的值域是原函数的定义域．
(４)单调函数的反函数与原函数有相同的单

调性．
(５)若一个奇函数存在反函数,则它的反函

数也是奇函数．

　　　　　 对数函数的单调性及应用

函数f(x)＝logau(x)的单调性

函数f(x)＝logau(x)看作是由函数y＝logat
与t＝u(x)复 合 而 成 的．在 函 数f(x)＝
logau(x)的定义域内,分别考查函数y＝
logat与t＝u(x)的单调性,若这两个函数

在定义域的某一子区间上同为增函数或同

为减函数,则函数f(x)＝logau(x)在该区

间上为增函数;若这两个函数在定义域的某一

子区间上,一个为增函数而另一个为减函

数,则函数f(x)＝logau(x)在该区间上为

减函数．
􀅰说明

(１)已知对数型函数的单调性求参数的取值

范围,要结合复合函数的单调性规律,注意

函数的定义域．
(２)若是分段函数,则需注意每段函数最值

的大小关系．

常见的对数不等式的三种类型

(１)形如logax＞logab 的不等式,借助y＝
logax 的单调性求解,如果a 的范围不确

定,需分a＞１与０＜a＜１进行讨论．
(２)形如logax＞b的不等式,应将b化为以

a 为底数的对数,再借助y＝logax 的单调

性求解．
(３)形如logax＞logbx 的不等式,可利用图

象求解．
(４)注意加上使对数式有意义的约束条件．
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４．４．３　不同函数增长的差异

　　　　　 三种常见函数模型的增长差异

指数函数 对数函数
一 元 一

次函数

解析

式

y＝ax(a

＞１)

y＝logax(a＞

１)

y ＝ kx

(k＞０)

单

调性
在(０,＋∞)上单调递增

图 象

(随 x

的 增

大)

逐渐与y

轴平行

逐 渐 与 x 轴

平行

直 线 逐

渐上升

增 长

速 度

(随 x

的 增

大)

y 的增长

速度越来

越快

y 的 增 长 速 度

越来越慢

y 的 增

长 速 度

不变

增 长

关系

存在一个x０,当x＞x０ 时,ax ＞kx＞

logax

􀅰说明

(１)函数模型增长的比较

①对于幂函数y＝xn,当x＞０,n＞０时,y

＝xn 才是增函数,当n 越大时,增长速度

越快．

②指数函数与对数函数单调递增的前提是a

＞１,又它们的图象关于y＝x 对称,从而可知,

当a 越大,y＝ax 增长越快;当a 越小,y＝

logax 增长越快,一般来说,ax＞logax(x＞０,

a＞１)．

③指数函数与幂函数,当x＞０,n＞０,a＞１

时,可能开始时有xn＞ax,但因指数函数是

爆炸型函数,当x 大于某一个确定值x０后,

就一定有ax＞xn．

(２)不同函数模型的选取标准

①线性函数增长模型适合描述增长速度不

变的变化规律．

②指数函数增长模型适合描述增长速度急

剧的变化规律．

③对数函数增长模型适合描述增长速度平

缓的变化规律．

④幂函数增长模型适合描述增长速度一般

的变化规律．

常见的函数增长特点

(１)一次函数

一次函数y＝kx＋b(k＞０)的增长特点是

直线上升,其增长速度不变．

(２)指数函数

指数函数y＝ax(a＞１)的增长特点是随着

自变量的增大,函数值增大的速度越来越

快,即增长速度急剧,形象地称为“指数爆

炸”．

(３)对数函数

对数函数y＝logax(a＞１)的增长特点是随

着自变量的增大,函数值增大的速度越来越

慢,即增长速度平缓．

(４)幂函数

幂函数y＝xn(n＞０)的增长速度介于指数

函数和对数函数之间．

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

—９２—



４．５　函数的应用(二)

４．５．１　函数的零点与方程的解

　　　　　 函数的零点

１．函数的零点

对于一般函数y＝f(x),我们把使f(x)

＝０的实数x 叫做函数y＝f(x)的零点．

２．方程、函数、函数图象之间的关系

方程f(x)＝０有实数解⇔函数y＝f(x)

有零点⇔函数y＝f(x)的图象与x 轴有

公共点．

􀅰说明

(１)函数的零点不是点,是实数．

(２)函数的零点的求法

①代数法:求方程f(x)＝０的实数根．要注

意根必须在函数f(x)的定义域内．

②几 何 法:对 于 不 能 用 求 根 公 式 的 方 程

f(x)＝０,可以将它与函数y＝f(x)的图象

联系起来．图象与x 轴的交点的横坐标即为

函数的零点．

判断函数零点个数的主要方法

(１)直接求出函数的零点进行判断．

(２)画出函数y＝f(x)的图象,判断它与x

轴的交点个数,从而判断零点的个数．

(３)借助零点存在性定理判断．若函数f(x)在

区间[a,b]上的图象是一条连续不断的曲线,

且在区间(a,b)上单调,满足f(a)f(b)＜０,

则函数f(x)在区间(a,b)上有且仅有一个

零点,如图所示．

(４)转化成两个函数图象的交点问题．方程

f(x)＝g(x)的根是函数f(x)与g(x)的
图象交点的横坐标,也是函数y＝f(x)－
g(x)的图象与x 轴交点的横坐标．

　　　　　 函数零点存在性定理

如果函数y＝f(x)在区间[a,b]上的图象

是一条连续不断的曲线,且有f(a)f(b)＜
０,那么,函数y＝f(x)在区间(a,b)内至少

有一个零点,即存在c∈(a,b),使得f(c)
＝０,这个c也就是方程f(x)＝０的解．
􀅰说明

理解函数零点存在性定理需要注意的问题

(１)①函数y＝f(x)在区间[a,b]上的图象

是一个连续不断的曲线;
②f(a)f(b)＜０．这两个条件缺一不可,否

则结论不一定成立．
(２)满足上述两个条件,则方程f(x)＝０在区

间(a,b)内至少有一个实根c,但不确定有

几个．
(３)该定理是一个充分不必要条件,反过来,若
在(a,b)上有零点,则不一定有f(a)f(b)＜０
成立．
(４)若f(a)f(b)＞０,f(x)在(a,b)上不一

定没有零点,零点个数不确定．
(５)若 f (x)在 (a,b)上 有 零 点,可 能

f(a)f(b)＞０,也可能f(a)f(b)＜０．
(６)如果f(x)在[a,b]上是单调函数,且

f(a)f(b)＜０,则f(x)在(a,b)上只有一

个零点,若f(a)f(b)＞０,则f(x)在(a,b)
上没有零点．
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４．５．２　用二分法求方程的近似解

　　　　　 二分法的概念

对于在区间[a,b]上图象连续不断且f(a)􀅰

f(b)＜０的函数y＝f(x),通过不断地把

它的零点所在区间一分为二,使所得区间的

两个端点逐步逼近零点,进而得到零点近似

值的方法叫做二分法．

􀅰说明

(１)二分法的依据是零点存在性定理,仅适

用于函数的变号零点．(函数图象通过零点

时函数值的符号变号)

(２)二分法采用逐步逼近的思想,使函数零

点所在的范围逐步缩小．根据函数的性质尽

可能地找到含有零点的更小的区间,当区间

的长度小到一定程度时,就得到近似值．

运用二分法求函数的零点应具备的条件

(１)函数图象在零点附近连续不断．

(２)在该零点左右函数值异号．

只有满足上述两个条件,才可用二分法求函

数的零点．

　　　　　
用二分法求函数零点近似值

的步骤

给定精确度ε,用二分法求函数y＝f(x)零

点x０的近似值的一般步骤如下:

(１)确定零点x０ 的初始区间[a,b],验证

f(a)􀅰f(b)＜０．

(２)求区间(a,b)的中点c．

(３)计算f(c),并进一步确定零点所在的

区间:

①若f(c)＝０(此时x０＝c),则c就是函数

的零点;

②若f(a)f(c)＜０(此时x０∈(a,c)),则令

b＝c;

③若f(c)f(b)＜０(此时零点x０∈(c,b)),

则令a＝c．

(４)判断是否达到精确度ε:若|a－b|＜ε,则得

到零点近似值a(或b);否则重复步骤(２)~

(４)．

􀅰说明

(１)二分法一次只能求一个零点．

(２)在(a,b)内有零点时,f(a)􀅰f(b)＜０

未 必 成 立,而 这 样 的 零 点 不 能 用 二 分 法

求解．

(３)二 分 法 计 算 量 较 大,常 要 借 助 计 算 器

完成．
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４．５．３　函数模型的应用

　　　　　 函数模型

常见的几类函数模型

函数模型 函数解析式

一次函数模型
f(x)＝ax＋b(a,b 为常数,

a≠０)

二次函数模型
f(x)＝ax２＋bx＋c(a,b,c

为常数,a≠０)

指数型函数模型
f(x)＝bax ＋c(a,b,c 为常

数,b≠０,a＞０且a≠１)

对数型函数模型
f(x)＝blogax＋c(a,b,c为

常数,b≠０,a＞０且a≠１)

幂型函数模型
f(x)＝axn＋b(a,b为常数,

a≠０)

“对勾”函数模型 y＝x＋
a
x

(a＞０)

􀅰说明

１．根据图表建立数学模型的注意问题

(１)画图:首先应根据给定的数据,画出图形．

(２)选模:根据点的分布特征选取适当的

函数模型．

(３)解模:利用待定系数法求函数的模型．

２．建立函数模型解决实际问题的关注点

(１)要注意自变量的取值范围．

(２)要检验所得的结果,必要时要运用估

算和近似计算,以使所得结果符合实际问

题的要求．

通过收集数据直接解决问题的一般过程

(１)收集数据．

(２)根据收集到的数据在平面直角坐标系内

描点．

(３)根据点的分布特征,选择一个能刻画其

特征的函数模型．

(４)选择其中的几组数据求出函数模型．

(５)将已知数据代入所求出的函数模型进行

检验,看其是否符合实际．若不符合实际,则

重复步骤(３)(４)(５);若符合实际,则进入下

一步．

(６)用求得的函数模型去解决实际问题．
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５．１　任意角和弧度制

５．１．１　任意角

　　　　　 角的概念及正角、负角和零角

１．角的概念

一条射线OA 绕着它的端点O 按一定方

向旋转到另一位置OB,就形成了角α,其

中射线OA 叫角α 的始边,射线OB 叫角

α的终边,O 叫角α的顶点．

２．正角、负角和零角

正角:按逆时针方向旋转形成的角叫正角．
负角:按顺时针方向旋转形成的角叫负角．
零角:如果一条射线没有做任何旋转,就

称它形成了一个零角．
􀅰说明

(１)角的加法:设α,β 是任意两个角．我们规

定,把角α的终边逆时针旋转角β,这时终边

所对应的角是α＋β．
(２)角的减法:α－β＝α＋(－β)．这样,角的

减法可以转化为角的加法．

确定任意角的方法

(１)定方向:明确该角是由顺时针方向还是

逆时针方向旋转而形成的．由逆时针方向旋

转形成的角为正角,顺时针方向旋转形成的

角是负角．
(２)定大小:根据旋转角度的绝对量确定角

的大小．

　　　　　 象限角

在直角坐标系中研究角时,当角的顶点与原

点重合,角的始边与x 轴的非负半轴重合．

(１)角的终边在第几象限,就说这个角是第

几象限角;
(２)角的终边在坐标轴上,就认为这个角不

属于任何一个象限．
􀅰说明

(１)终边落在坐标轴上的角叫象限界角;
(２)终边落在x 轴、y 轴各半轴上的角

角α终边所在的位置 角α的集合

x 轴正半轴 {α|α＝k􀅰３６０°,k∈Z}

x 轴负半轴 {α|α＝k􀅰３６０°＋１８０°,k∈Z}

y 轴正半轴 {α|α＝k􀅰３６０°＋９０°,k∈Z}

y 轴负半轴 {α|α＝k􀅰３６０°＋２７０°,k∈Z}

(３)终边落在各个象限的角的集合

角 α 终 边

所 在 的

象限

角α的集合

第一象限
{α|k􀅰３６０°＜α＜k􀅰３６０°＋９０°,k

∈Z}

第二象限
{α|k􀅰３６０°＋９０°＜α＜k􀅰３６０°＋

１８０°,k∈Z}

第三象限
{α|k􀅰３６０°＋１８０°＜α＜k􀅰３６０°

＋２７０°,k∈Z}

第四象限
{α|k􀅰３６０°＋２７０°＜α＜(k＋１)􀅰

３６０°,k∈Z}

１．判断α是第几象限角的步骤

第一步:将α写成α＝k􀅰３６０°＋β(k∈Z,

０°≤β＜３６０°)的形式．
第二步:判断β的终边所在的象限．
第三步:根据β 的终边所在的象限,即可

确定α的终边所在的象限．
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２．确定kα,α
k

(k∈N∗ )的终边位置的步骤:

(１)用终边相同的角的形式表示出角α 的

范围．

(２)写出kα或
α
k

的范围．

(３)根据k 的可能取值确定kα 或
α
k

的终

边所在的位置．

　　　　　 终边相同的角

所有与角α终边相同的角,连同角α 在内,
可构成一个集合S＝{β|β＝α＋k􀅰３６０°,k
∈Z},即任一与角α 终边相同的角,都可以

表示成角α与整数个周角的和．

􀅰说明

(１)k∈Z;　
(２)α是任一角;
(３)终边相同的角不一定相等,但相等的角

终边一定相同．终边相同的角有无限个,它

们相差３６０°的整数倍;终边在一条直线上的

角之间相差１８０°的整数倍;终边在互相垂直

的两条直线上的角之间相差９０°的整数倍．
(４)对于探求角的取值范围的问题,可以先

确定终边落在“边界”上的角的集合,然后再

加以合并．另外,要注意边界是虚线和实线

的区别．
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５．１．２　弧度制

　　　　　 度量角的单位制

１．角度制

用度作为单位来度量角的单位制叫做角

度制,规定１度的角等于周角的 １
３６０．

２．弧度制

(１)弧度制的定义

长度等于半径长的弧所对的圆心角叫做１
弧度的角,用符号rad表示,读作弧度．以

弧度作为单位来度量角的单位制叫做弧

度制．
(２)任意角的弧度数与实数的对应关系

一般地,正角的弧度数是一个正数,负角

的弧度数是一个负数,零角的弧度数是０．
(３)角的弧度数的计算

如果半径为r 的圆的圆心角α 所对弧的

长为l,那么,角α 的弧度数的绝对值是

|α|＝
l
r．

􀅰说明

用弧度表示区域角、终边相同的角等,要注

意单位统一,角度数与弧度数不能混用．

　　　　　 角度制与弧度制的换算

角度与弧度互化:
角度化弧度 弧度化角度

３６０°＝２πrad ２πrad＝３６０°

１８０°＝πrad πrad＝１８０°

１°＝
π

１８０rad≈０．０１７４５rad １rad＝ １８０
π( )°≈５７．３０°

􀅰说明
(１)一些特殊角与弧度制的对应关系

度 ０° ３０° ４５° ６０° ９０° １２０°１３５°１５０°１８０°２７０°３６０°

弧度 ０
π
６

π
４

π
３

π
２

２π
３

３π
４

５π
６

π
３π
２

２π

(２)将角度转化为弧度时,把带有分、秒的部

分化为度之后,牢记πrad＝１８０°即可求解．
把弧度转化为角度时,直接用弧度数乘以

１８０
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°即可．

角度制与弧度制互化的关键与方法
(１)关键:抓住互化公式πrad＝１８０°是关键．

(２)方法:度数×
π

１８０＝弧度数;弧度数 ×

１８０
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°＝度数．

(３)角度化弧度时,应先将分、秒化成度,再
化成弧度．
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　　　　　 扇形的弧长及面积公式

设扇形的半径为R,弧长为l,α(０＜α＜２π)
为其圆心角,则

度 量 单

位类别
α为角度制 α为弧度制

扇 形 的

弧长
l＝

απR
１８０ l＝α􀅰R

扇 形 的

面积
S＝

απR２

３６０ S＝
１
２l􀅰R＝

１
２α􀅰R２

􀅰说明

(１)在应用扇形 的 面 积 公 式S＝
１
２α􀅰R２

时,要注意α的单位是“弧度”．

(２)在弧度制下的扇形面积公式S＝
１
２l

􀅰R

与三角形面积公式S＝
１
２a􀅰h(其中h 为三

角形底边上的高)的形式相似,可类比记忆．
(３)由α,R,l,S 中任意的两个量可以求出

另外的两个量．

应用弧度制解决问题的方法
(１)利用扇形的弧长和面积公式解题时,要
注意角的单位必须是弧度．
(２)求扇形面积最大值的问题时,常转化为

二次函数的最值问题．
(３)在解决弧长问题和扇形面积问题时,要
合理地利用圆心角所在的三角形．
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５．２　三角函数的概念

５．２．１　三角函数的概念

　　　　　 任意角的三角函数定义

设α是一个任意角,α∈R,它的终边OP 与

单位圆相交于点P(x,y)．

(１)把点P 的纵坐标y 叫做α 的正弦函数,
记作sinα,即y＝sinα;
(２)把点P 的横坐标x 叫做α 的余弦函数,
记作cosα,即x＝cosα;

(３)把点P 的纵坐标与横坐标的比值
y
x

叫做α

的正切,记作tanα,即y
x＝tanα(x≠０)．

y
x＝tanα 也是以角为自变量,以单位圆上

点的纵坐标与横坐标的比值为函数值的函

数,称为正切函数．
我们将正弦函数、余弦函数和正切函数统称

为三角函数．

􀅰说明

(１)在三角函数的定义中α 是任意角,其范

围是使函数有意义的实数集．
(２)要明确sinα 是一个整体,不是sin与α
的乘积,它是“正弦函数”的一个记号．
(３)由于角的集合与实数集之间建立了一一

对应关系,所以三角函数可以看成是自变量

为实数的函数．
(４)若取点P(x,y)是角α 终边上异于顶点

的任一点,设点P 到原点O 的距离为r,则

sinα＝
y
r

,cosα＝
x
r

,tanα＝
y
x

(x≠０)．

　　　　　
正弦、余弦、正切函数值在

各象限的符号

根据三角函数的定义以及单位圆上点的位

置,可得正弦函数、余弦函数、正切函数的值

在各个象限内的符号:
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􀅰说明

三角函数值符号的记忆:一全正、二正弦、三

正切、四余弦．其意思为:第一象限中各种三

角函数值都为正数;第二象限中正弦值为正

数;第三象限中正切值为正数;第四象限中

余弦值为正数．

　　　　　 诱导公式(一)

终边相同的角的同一三角函数的值相等:

sin(α＋k􀅰２π)＝sinα,

cos(α＋k􀅰２π)＝cosα,

tan(α＋k􀅰２π)＝tanα,其中k∈Z．
􀅰说明

(１)角α是任意角,k 是任意整数;
(２)等号两边为同一种三角函数;
(３)公式左边为α＋k􀅰２π(k∈Z),右边为α
(４)其作用是将求任意角的三角函数值转化

为求０~２π角的三角函数值．
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５．２．２　同角三角函数的基本关系

　　　　　 同角三角函数的基本关系

１．同角三角函数的基本关系式

(１)平方关系:sin２α＋cos２α＝１．

(２)商数关系:tanα＝
sinα
cosα (α≠kπ＋

π
２

,

k∈Z) ．

２．同角三角函数基本关系式的变形

(１)sin２α＋cos２α＝１的变形公式:

sin２α＝１－cos２α;cos２α＝１－sin２α．

(２)tanα＝
sinα
cosα

的变形公式:

sinα＝cosαtanα;cosα＝
sinα
tanα．

􀅰说明

(１)基本关系成立的前提是“同角”,它揭示

了同角而不同名的三角函数关系．
(２)在同角三角函数基本关系中,只要知道

正弦、余弦、正切中任意一个值,就可以求出

其余两个．
(３)在应用平方关系时,一定要先确定角α
的终边位置是否给出,若没有给出,应分情

况讨论开方结果的正负．
(４)应用正切公式时,还要看tanα 是否有

意义．

１．三角式化简中常用的方法

(１)化切为弦,即把非正弦、余弦的函数都

化为正弦、余弦函数,从而减少函数名称,

达到化简的目的．
(２)对于含有根号的,常把根号下化成完

全平方式,然后去根号达到化简的目的．
(３)化简含高次的三角函数式,往往借助

于因式分解,或构造sin２α＋cos２α＝１,以
降低函数次数,达到化简的目的．

２．利用同角三角函数基本关系式求值的有

关技巧

(１)关于sinα,cosα 的齐次式,可以通过

分子、分母同除以cosα 或cos２α 转化为

关于tanα的式子后再求值．
(２)注意式中不含分母,可以视分母为１,

灵活地进行 “１”的 代 换,由 １＝sin２α＋
cos２α代换后,再同除以cos２α,构造出关

于tanα的代数式．
(３)sinα＋cosα,sinα－cosα,sinαcosα
三个式子中,已知其中一个,可以求其他

两个,即“知一求二”,它们之间的关系是

(sinα±cosα)２＝１±２sinα􀅰cosα．求

sinα＋cosα或sinα－cosα的值,要注意

根据角的终边位置判断它们的符号．
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５．３　诱导公式

　　　　　 诱导公式二~六

(１)公式二:sin(π＋α)＝－sinα,cos(π＋α)

＝－cosα,tan(π＋α)＝tanα．
(２)公式三:sin(－α)＝－sinα,cos(－α)＝

cosα,tan(－α)＝－tanα．
(３)公式四:sin(π－α)＝sinα,cos(π－α)＝

－cosα,tan(π－α)＝－tanα．

(４)公式五:sin π
２－αæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝cosα;

cos π
２－αæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝sinα．

(５)公式六:sin π
２＋αæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝cosα;

cos π
２＋αæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝－sinα．

􀅰说明

(１)α＋２kπ,－α,(π±α)的三角函数值,在

绝对值上等于α的同名函数值,正负取决于

把α看成锐角时原函数值的符号．即“函数

名不变,符号看象限．”

(２)对于正弦函数与余弦函数的诱导公式,α
可以为任意角;对于正切函数的诱导公式,α
的 终 边 不 能 落 在 y 轴 上,即 α≠kπ＋

π
２

(k∈Z)．

(３)公式一的作用是将任意角转化为０~２π
的角求值;

公式二的作用是将０~２π的角转化为０~π

的角求值;

公式三的作用是将负角转化为正角求值;

公式四的作用是将
π
２~π的角转化为０~

π
２

的角求值;

利用诱导公式求任意角的三角函数值的

步骤

(１)“负化正”:用公式一或三来转化．
(２)“大化小”:用公式一将角化为０°到３６０°

间的角．
(３)“角化锐”:用公式二或四将大于９０°的角

转化为锐角．
(４)“锐求值”:得到锐角的三角函数后再

求值．

(５)常见的互余关系有:π
３－α 与

π
６＋α;π

３

＋α与
π
６－α;π

４＋α与
π
４－α等．

(６)常见的互补关系有:π
３＋θ 与

２π
３－θ;π

４

＋θ与
３π
４－θ等．

(７)△ABC 中常用的一些关系:sin(A＋B)

＝sinC,cos(A＋B)＝－cosC,sin
A＋B

２

＝cos
C
２

,cos
A＋B

２ ＝sin
C
２．
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５．４　三角函数的图象与性质

５．４．１　正弦函数、余弦函数的图象

　　　　　 正弦曲线、余弦曲线

正弦曲线、余弦曲线:
正弦函数y＝sinx(x∈R)和余弦函数y＝
cosx(x∈R)的图象分别叫正弦曲线和余

弦曲线．

􀅰说明

余弦曲线与正弦曲线形状相同,但在同一坐

标系下的位置不同．由sinx＝cos π
２－xæ

è
ç

ö

ø
÷

＝cosx－
π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 可知,由y＝cosx的图象向

右平移
π
２

个单位长度可得y＝sinx 的图象．

并且平移的方法不唯一,如也可向左平移

３π
２

个单位长度,得到y＝sinx 的图象．

　　　　　 正弦函数、余弦函数的图象画法

１．正弦函数图象的画法

(１)单位圆法:

①利用单位圆画出y＝sinx,x∈[０,２π]
的图象;

②将图象向左、右平行移动(每次２π个单

位长度)．
(２)五点法:

①画出正弦曲线在[０,２π]上的图象的五

个 关 键 点:(０,０), π
２

,１æ

è
ç

ö

ø
÷ ,(π,０),

３π
２

,－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ,(２π,０),用光滑的曲线连接;

②将所得图象向左、向右平行移动(每次

２π个单位长度)．
２．余弦函数图象的画法

(１)要得到y＝cosx 的图象,只需把y＝

sinx 的图象向左平移 π
２

个单位长度即

可,这是由于cosx＝sinx＋
π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷．

(２)“五点法”画余弦曲线y＝cosx 在[０,

２π]上的图象时,所取的五个关键点分别

为(０,１),π
２

,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ,(π,－１),３π

２
,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ,(２π,

１),再用光滑的曲线连接．
􀅰说明

(１)作正弦函数、余弦函数的图象时,函数的

自变量要用弧度制,以保证自变量与函数值

都为实数．
(２)在精确度要求不高的前提下,采用“五点

法”是一种实用、高效的作图方法,需要注意

这五点要用平滑的曲线连接,而不能用线段

连接．
(３)五个关键点是五点作图法作图的关键,

要熟记并区分正弦函数、余弦函数图象中的

五个关键点．

作形如y＝asinx＋b(或y＝acosx＋b),x
∈[０,２π]的图象的三个步骤．
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５．４．２　正弦函数、余弦函数的性质

　　　　　 周期性

１．函数的周期性

(１)一般地,设函数f(x)的定义域为D,
如果存在一个非零常数T,使得对每一个

x∈D,都有x＋T∈D,且f(x＋T)＝

f(x),那么函数f(x)就叫做周期函数,
非零常数T 叫做这个函数的周期．
(２)如果在周期函数f(x)的所有周期中

存在一个最小的正数,那么这个最小正数

就叫做f(x)的最小正周期．
２．正弦函数、余弦函数的周期性

由sin(x＋２kπ)＝sinx,cos(x＋２kπ)＝
cosx(k∈Z)知,y＝sinx 与y＝cosx 都

是周期函数,２kπ(k∈Z且k≠０)都是它

们的周期,且它们的最小正周期都是２π．
􀅰说明

(１)定义中x 取定义域中每一个值,若只对

某些x 有f(x＋T)＝f(x),则 T 不 是

f(x)的周期．
(２)周期函数的周期不唯一,若 T 是函数

f(x)的最小正周期,则kT(k∈Z,k≠０)．
(３)并不是所有的周期函数都存在最小正周

期,如常数函数f(x)＝c(c 是常数),所有

的非零实数 T 都是它的周期,而最小正数

是 不 存 在 的,所 以 常 数 函 数 没 有 最 小 正

周期．
(４)函数周期的若干形式:

①若f(x＋t)＝f(x),则函数周期为t;

②若f(x＋t)＝－f(x),则函数周期为２t;

③若f(x＋t)＝
１

f(x),则函数周期为２t．

求三角函数的周期的两种方法

(１)利用周期函数的定义求三角函数的周

期,关键是抓住变量“x”增加到“x＋T”时

函数值重复出现,则可得T 是函数的一个

周期．
(２)常见三角函数周期的求法:

①求形如函数y＝Asin(ωx＋φ),ω≠０(或

y＝Acos(ωx＋φ),ω≠０)的周期,通常利用

公式T＝
２π
|ω|．

②形如y＝|Asinωx|(或y＝|Acosωx|)
的周期,常结合图象法来求解．

　　　　　 正弦函数、余弦函数的奇偶性

正弦函数、余弦函数的奇偶性

(１)对于y＝sinx,x∈R,恒有sin(－x)＝
－sinx,所以正弦函数y＝sinx 是奇函数,
正弦曲线关于原点对称．
(２)对于y＝cosx,x∈R,恒有cos(－x)＝
cosx,所以余弦函数y＝cosx 是偶函数,
余弦曲线关于y 轴对称．
􀅰说明

(１)判断函数奇偶性的前提是定义域关于原

点对称．
(２)函数f(x)＝Asin(ωx＋φ)(A≠０,ω≠
０)是奇函数的充要条件是φ＝kπ(k∈Z),是偶

函数的充要条件是φ＝
π
２＋kπ(k∈Z)．

判断函数奇偶性的方法

　　　　　 单调性

１．正弦函数的单调性

在 －
π
２＋２kπ,π

２＋２kπé

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z)上单调
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递增;在 －
π
２＋２kπ,３π

２＋２kπé

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z)上

单调递减．

２．余弦函数的单调性

在[－π＋２kπ,２kπ](k∈Z)上单调递增;

在[２kπ,π＋２kπ](k∈Z)上单调递减．
􀅰说明

(１)k 取Z内的每一个值都对应着一个增区

间或减区间,这些区间是断开的．
(２)正弦函数、余弦函数不是定义域内的单

调函数．

求解与正弦函数、余弦函数有关的单调区间

的技巧

(１)数形结合:结合正弦、余弦函数的图象,

熟记它们的单调区间．
(２)整体代换:确定函数y＝Asin(ωx＋φ)

(A＞０,ω＞０)的单调区间的方法,采用“换

元法”整体代换．将ωx＋φ 看作一个整体,

可令“z＝ωx＋φ”,即通过求y＝Asinz 的

单调区间而求出函数的单调区间．若ω＜０,

则可利用诱导公式将x 的系数转化为正数．
需将最终结果写成区间形式．
(３)在求三角函数的单调区间时,一定要注

意复合函数的有关知识,忽略复合函数的条

件,是在解题中常犯的错误．

　　　　　 正弦函数、余弦函数的最值

１．正弦函数的最值

当x＝－
π
２＋２kπ(k∈Z)时,ymin＝－１;

当x＝
π
２＋２kπ(k∈Z)时,ymax＝１．

２．余弦函数的最值

当x＝(２k＋１)π(k∈Z)时,ymin＝－１;
当x＝２kπ(k∈Z)时,ymax＝１．

常见的三角函数求值域或最值的类型

(１)形如y＝sin(ωx＋φ)的三角函数,令t＝
ωx＋φ．根据题目中x 的取值范围,求出t
的取值范围,再利用三角函数的单调性、有
界性求出y＝sint的最值(值域)．
(２)形如y＝asin２x＋bsinx＋c(a≠０)的三

角函数,可先设t＝sinx．将函数y＝asin２x
＋bsinx＋c(a≠０)化为关于t的二次函数

y＝at２＋bt＋c(a≠０)．根据二次函数的单

调性求值域(最值)．
(３)对于形如y＝asinx(或y＝acosx)的
函数的最值还要注意对a 的讨论．

　　　　　 正弦函数、余弦函数的对称性

１．正弦函数的对称性

(１)对称轴:x＝
π
２＋kπ,k∈Z;

(２)对称中心:(kπ,０),k∈Z．

２．余弦函数的对称性

(１)对称轴:x＝kπ,k∈Z;

(２)对称中心:π
２＋kπ,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ,k∈Z．

􀅰说明

(１)正弦函数、余弦函数的图象都是中心对称

图形,对称中心有无数个,它们是图象与x 轴

的交点．
(２)正弦函数、余弦函数的图象都是轴对称

图形,对称轴有无数条,它们分别是过图象

最高点或最低点且垂直于x 轴的直线．
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５．４．３　正切函数的性质与图象

　　　　　
正切函数y＝tanx 的图象

和性质

图象

定义域 x x∈R且x≠kπ＋
π
２

,k∈Z{ }
值域 (－∞,＋∞)

奇偶性 奇函数

单调性
在 kπ－

π
２

,kπ＋
π
２( ) ,k∈Z上单

调递增

周期性 最小正周期为T＝π

对称性 对称中心为 kπ
２

,０( ) (k∈Z)

􀅰说明

(１)正切曲线在x 轴上方的部分下凸,在x

轴下方的部分上凸,画图时要注意曲线的光

滑性和凸凹性．

(２)正切曲线被相互平行的直线x＝
π
２＋

kπ,k∈Z分割成无穷多支曲线,这些平行线

称为正切曲线的渐近线．

(３)正切函数在定义域上不单调,但在每一

个开区间 －
π
２＋kπ,π

２＋kπæ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z)内单

调递增．

(４)正切函数无单调递减区间,在每一个区

间内都是递增的,并且每一个单调区间均为

开区间．

正切型函数定义域、值域的求解:

(１)求正切型函数y＝Atan(ωx＋φ)(A≠

０,ω＞０)的定义域时,要将“ωx＋φ”视为一

个“整体”．令ωx＋φ≠kπ＋
π
２

,k∈Z,解

得x．

(２)对于y＝Atan(ωx＋φ),可以把ωx＋φ

看成整体,结合图象,利用单调性求值域．

(３)与y＝tanx 相关的二次函数,可以把

tanx 看成整体,利用配方法求值域
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５．５．　三角恒等变换

５．５．１　两角和与差的正弦、余弦和正切公式

　　　　　
两角和与差的正弦、余弦、
正切公式

(１)sin(α±β)＝sinαcosβ±cosαsinβ．
(２)cos(α±β)＝cosαcosβ∓sinαsinβ．

(３)tan(α±β)＝
tanα±tanβ
１∓tanαtanβ

．

􀅰说明
(１)两角和与差的正弦、余弦、正切公式的结

构特征和符号特点及关系:C(α±β)同名相乘,
符号反;S(α±β)异名相乘,符号同;T(α±β)分子

同,分母反．
(２)几组公式间的关系

应用三角恒等变换公式化简求值的策略
(１)首先要记住公式的结构特征和符号变化

规律．例如两角差的余弦公式可简记为:“同
名相乘,符号反”．
(２)注意与同角三角函数基本关系、诱导公

式的综合应用．
(３)注意配方法、因式分解和整体代换思想

的应用．

　　　　　 二倍角的正弦、余弦、正切公式

(１)sin２α＝２sinαcosα．
(２)cos２α＝cos２α－sin２α＝２cos２α－１＝１
－２sin２α．

(３)tan２α＝
２tanα

１－tan２α．

􀅰说明

(１)二倍角是相对的,例如,α
２

是
α
４

的二倍

角,３α是
３α
２

的二倍角

(２)常用公式

①降幂扩角公式:cos２α＝
１＋cos２α

２
,sin２α

＝
１－cos２α

２ ．

②升幂公式:１＋cos２α＝２cos２α,１－cos２α

＝２sin２α．

③公式变形:tanα±tanβ＝tan(α±β)(１∓

tanα􀅰tanβ)．

④辅助角公式:asinx＋bcosx＝ a２＋b２ 􀅰

sin(x＋φ),

其中sinφ＝
b

a２＋b２
,cosφ＝

a
a２＋b２

．

⑤ 万 能 公 式:sin２α＝
２tanα

１＋tan２α
;cos２α

＝
１－tan２α
１＋tan２α．

(３)常见的配角技巧

２α＝(α＋β)＋(α－β),α＝(α＋β)－β,β＝

α＋β
２ －

α－β
２

,α ＝
α＋β

２ ＋
α－β

２
,α－β

２ ＝

α＋β
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － α

２＋β
æ

è
ç

ö

ø
÷ , π

４＋αæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ π

４－αæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

π
２

,α
２＝２×

α
４

等．

已知三角函数值求角的解题步骤

(１)根据条件确定所求角的范围;

(２)确定待求角的某种三角函数值,为防止

增解,最好选取在上述范围内单调的三角

函数;

(３)结合三角函数值及角的范围求角．
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５．５．２　简单的三角恒等变换

　　　　　 降幂公式

(１)sin２α
２＝

１－cosα
２ ．

(２)cos２α
２＝

１＋cosα
２ ．

(３)tan２α
２＝

１－cosα
１＋cosα．

􀅰说明
(１)降幂公式其实是二倍角公式的变形形

式,是将二倍角公式中的α换为
α
２．

(２)公式(１)(２)中的角为任意角,公式(３)中

的角是使tan２ α
２

有意义的角α．

　　　　　 半角公式

sin
α
２＝±

１－cosα
２

,

cos
α
２＝±

１＋cosα
２

,

tan
α
２＝±

１－cosα
１＋cosα．

􀅰说明
(１)半角公式中的正弦、余弦公式实际上是

由二倍角的余弦公式变形得到的．

(２)半角公式中出现了求
α
２

的正弦、余弦、正

切的另一种方式,即只需知道cosα 的值及

相应的α的条件,sin
α
２

,cos
α
２

,tan
α
２

便可

求出．
(３)半角公式根号前符号的确定规律如下:
①当给出的角是某一象限的角时,可根据下

表确定半角的函数值的符号

α α
２ sin

α
２ cos

α
２ tan

α
２

第一象限 第一、三象限 ＋,－ ＋,－ ＋

第二象限 第一、三象限 ＋,－ ＋,－ ＋

第三象限 第二、四象限 ＋,－ －,＋ －

第四象限 第二、四象限 ＋,－ －,＋ －

②当给出α 的范围,可先求出
α
２

的范围,再

根据
α
２

的范围来确定各三角函数值的符号．

③若没有给出确定符号的条件,则在根号前

保留正、负两个符号．

１．利用半角公式求值的思路

(１)看角:若已知三角函数式中的角是待

求三角函数式中角的两倍,则常常借助半

角公式求解．
(２)明范围:由于半角公式求值常涉及符

号问题,因此求解时务必依据角的范围,

求出相应半角的范围．
(３)选公式:涉及半角公式的正切值时,常

用tan
α
２＝

sinα
１＋cosα＝

１－cosα
sinα

;涉及半

角公式的正弦、余弦值时,常先利用sin２α
２

＝
１－cosα

２
,cos２α

２＝
１＋cosα

２
计算．

(４)下结论:结合(２)求值．

２．三角函数式化简的要求、思路和方法

(１)化简的要求:①能求出值的应求出值;

②尽量使三角函数种数最少;③尽量使项

数最少;④ 尽 量 使 分 母 不 含 三 角 函 数;

⑤尽量使被开方数不含三角函数．
(２)化简的思路:对于和式,基本思路是降

次、消项和逆用公式;对于三角分式,基本

思路是分子与分母约分或逆用公式;对于

二次根式,注意二倍角公式的逆用．另外,

还可以用切化弦、变量代换、角度归一等

方法．
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５．６　函数y＝Asin(ωx＋φ)

　　　　　
A,ω,φ对函数y＝Asin(ωx
＋φ)图象的影响

(１)φ 对函数y＝sin(x＋φ)图象的影响:

(２)ω 对函数y＝sin(ωx＋φ)图象的影响:

(３)A 对函数y＝Asin(ωx＋φ)图 象 的

影响:

􀅰说明
(１)确定函数y＝sinx 经过平移变换后图

象对应的解析式,关键是明确左右平移的方

向,即按“左加右减”的原则进行．
(２)已知两个函数解析式判断其图象间的平

移关系时,首先要将解析式化为同名三角函

数形式,然后再确定平移方向和单位．
(３)对于函数y＝sinx 的图象,若横坐标扩

大到原来的ω(ω＞１)倍,则得到函数y＝

sin
x
ω

的图象;若纵坐标伸长到原来的A(A

＞１)倍,则得到函数y＝Asinx 的图象．两
者可理解为横向伸缩是反比例伸缩变换,纵

向伸缩是正比例伸缩变换．

　　　　　
由正弦曲线y＝sinx 到函

数y＝Asin(ωx＋φ)(A＞０,
ω＞０)的图象的变换过程

由函数y＝sinx 的图象通过变换得到y＝
Asin(ωx＋φ)(A＞０,ω＞０)的图象的两种

方法:

􀅰说明

先平移变换(左右平移)再周期变换(伸缩变

换),左右平移的量是|φ|个单位长度,而先

周期变换(伸缩变换)再平移变换(左右平

移),左右平移的量是
|φ|
ω

个单位长度．

　　　　　
用“五点法”作y＝Asin(ωx
＋φ)(A＞０,ω＞０)的图象

用“五点法”作y＝Asin(ωx＋φ)(A＞０,ω
＞０)的图象的步骤:

第一步:列表．

ωx＋φ ０ π
２ π ３π

２ ２π

x －φ
ω

π
２ω－φ

ω
π
ω －φ

ω
３π
２ω－φ

ω
２π
ω －φ

ω

y ０ A ０ －A ０

第二步:在同一坐标系中描出各点．
第三步:用光滑曲线连接这些点,形成图象．

由图象确定函数y＝Asin(ωx＋φ)＋B(A
＞０,ω＞０)的解析式的步骤

(１)求A,B,确定函数的最大值 M 和最小

值m,则A＝
M－m

２
,B＝

M＋m
２ ．

(２)求ω,确定函数的周期T,则ω＝
２π
T ．
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(３)求φ,常用方法有:

①代入法:把图象上的一个已知点的坐标代

入(此时要注意该点在递增区间上还是在递

减区间上)或把图象的最高点(最低点)的坐

标代入．
②五点法:确定φ 值时,往往以寻找“五点

法”中的特殊点作为突破口．

　　　　　 函数y＝Asin(ωx＋φ)的性质

正弦函数、余弦函数、正切函数的图象与性

质(下表中k∈Z)

函数 y＝sinx y＝cosx y＝tanx

图象

定义域 R R
{x|x≠kπ

＋
π
２}

值域 [－１,１] [－１,１] R

周期性 ２π ２π π

奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数

单调递

增区间

[２kπ－
π
２

,

２kπ＋
π
２ ]

[２kπ－π,

２kπ]

(kπ－
π
２

,

kπ＋
π
２ )

单调递

减区间

[２kπ＋
π
２

,

２kπ＋
３π
２ ]

[２kπ,２kπ

＋π]

对称中心 (kπ,０) kπ＋
π
２

,０( ) kπ
２

,０( )
对称

轴方程
x＝kπ＋

π
２ x＝kπ

􀅰说明

(１)函数的周期与图象的对称性之间的关系:

①正弦曲线或余弦曲线相邻两对称中心、相

邻两对称轴之间的距离是
１
２

周期,相邻的对

称中心与对称轴之间的距离是
１
４

周期．

②正切曲线相邻两对称中心之间的距离是

１
２

周期．

(２)对称轴(对称中心)与函数值的关系:

设y＝f(x)＝Asin(ωx ＋φ),g(x)＝

Acos(ωx＋φ),x ＝x０ 是 对 称 轴 方 程 ⇔

f(x０)＝±A,g(x０)＝±A;(x０,０)是对称

中心⇔f(x０)＝０,g(x０)＝０．

１．(１)三角函数周期的一般求法:

①公式法;

②不能用公式求周期的函数时,可考虑用

图象法或定义法求周期．
(２)对于可化为f(x)＝Asin(ωx＋φ)(或

f(x)＝Acos(ωx＋φ))形式的函数,如果求

f(x)的对称轴,只需令ωx＋φ＝
π
２＋kπ

(k∈Z)(或令ωx＋φ＝kπ(k∈Z)),求x
即可;如果求f(x)的对称中心的横坐标,

只 需 令 ωx ＋ φ ＝ kπ (k ∈ Z)

或令ωx＋φ＝
π
２＋kπ(k∈Z)æ

è
ç

ö

ø
÷ ,求x即可．

(３)对于可化为f(x)＝Atan(ωx＋φ)形

式的函数,如果求f(x)的对称中心的横

坐标,只需令ωx＋φ＝
kπ
２

(k∈Z),求x

即可．

２．已知三角函数解析式求单调区间

求形如y＝Asin(ωx＋φ)或y＝Acos(ωx

＋φ)(其中ω＞０)的单调区间时,要视“ωx

＋φ”为一个整体,通过解不等式求解．如

果ω＜０,可借助诱导公式将ω 化为正数,

再进行求解．
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５．７　三角函数的应用

　　　　　y＝Asin(ωx＋φ),x∈[０,＋∞)
(A＞０,ω＞０)中各物理量的意义

物理学中,当y＝Asin(ωx＋φ),x∈[０,

＋∞)(A＞０,ω＞０)表示一个简谐运动时,

各量就有了物理意义:

(１)A 是简谐运动的振幅,它是做简谐运动

的物体离开平衡位置的最大距离;

(２)T＝
２π
ω

是简谐运动的周期,它是做简谐

运动的物体往复运动一次所需要的时间;

(３)f＝
１
T ＝

ω
２π

是简谐运动的频率,它是做

简谐运动的物体在单位时间内往复运动的

次数;

(４)ωx＋φ 称为相位;

(５)x＝０时的相位φ 称为初相．

　　　　　
利用三角函数模型解决实际

问题的一般步骤

第一步:阅读理解,审清题意．
读题要做到逐字逐句,读懂题中的文字,理

解题目所反映的实际背景,在此基础上分析

出已知什么、求什么,从中提炼出相应的数

学问题．
第二步:收集、整理数据,建立数学模型．
根据收集到的数据找出变化规律,运用已掌

握的三角函数知识、物理知识及相关知识建

立关系式,将实际问题转化为一个与三角函

数有关的数学问题,即建立三角函数模型,

从而实现实际问题的数学化．
第三步:利用所学的三角函数知识对得到的

三角函数模型予以解答．
第四 步:将 所 得 结 论 转 译 成 实 际 问 题 的

答案．

􀅰说明

三角函数模型在实际中的三种应用:

(１)三角函数在物体简谐运动、电流强度问

题中的应用:物体的简谐运动是一种常见运

动,它的特点是周而复始．电流强度随时间

的变化具有一定的周期性,因此可以用三角

函数来模拟这种运动状态．
(２)三角函数在圆周运动问题中的应用:物

体的旋转显然具有周期性,因此可以用三角

函数来模拟这种运动状态．
(３)三角函数在生活中周期性变化问题中的

应用:海水的潮汐现象、日常生活中温度的

变化、季节的更替等也具有周期性,因此可

以用三角函数来模拟．

　　　　　 函数拟合获得模型的方法

(１)根据原始数据绘出散点图;

(２)通过观察散点图,画出与其“最贴近”的

直线或曲线或拟合线;

(３)根据所学函数知识,求出拟合直线或拟

合曲线的函数解析式;

(４)利用函数解析式,根据条件对所求问题

进行预测和控制,以便为决策或管理提供

依据．

三角函数模型的建立程序
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