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1.1　集合的概念

第1课时 集合的概念

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.通过实例了解集合的含义.
2.理解元素与集合的“属于”与“不属于”关系;熟记常用数集专用符号.
3.理解集合中元素的特性,并能够用其解决有关问题.
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               知识点一 元素与集合的相关概念

(1)元素:一般地,把研究对象统称为元素,常用小写

拉丁字母a,b,c,…表示.
(2)集合:把一些元素组成的总体叫做集合(简称为集),

常用大写拉丁字母A,B,C,…表示.
(3)集合相等:只要构成两个集合的元素是一样的,就

称这两个集合是相等的.
(4)集合中元素的特性:确定性、互异性和无序性.
[微训练]

判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)所有的直角三角形组成一个集合. (√)

(2)高中数学课本上的所有难题组成一个集合.(×)

(3)由1,2,3构成的集合与由3,2,1构成的集合是相

等的. (√)

(4)一个集合中可以找到两个相同的元素. (×)

知识点二 元素与集合的关系

关系 概念 记法 读法

属于

如果a 是集合A 的

元素,就说a 属于集

合A

a∈A a 属于A

不属于

如果a 不 是 集 合 A
的元素,就说a 不属

于集合A

a∉A a 不属于A

知识点三 常用数集及其记法

数集 意义 符号

非负整数集

(或自然数集)
全体非负整数组

成的集合
N

正整数集
全体正整数组

成的集合
N*或N+

整数集
全体整数组成

的集合
Z

有理数集
全体有理数组

成的集合
Q

实数集
全体实数组成

的集合
R

[微训练]

1.下列关系正确的是 (  )

A.0∈N* B.π∈Q

C.0∉Z D.2∈R

D 解析:对于A,因为0不是正整数,所以0∉N*,

所以A错误;

对于B,因为π是无理数,所以π∉Q,所以B错误;

对于C,0是整数,因此0∈Z,所以C错误;

对于D,因为 2是实数,所以 2∈R,所以D正确.

2.用符号“∈”或“∉”填空:

(1)
1
2∉N;(2)-3∈Z;(3)3∉Q;(4)π∉N*;

(5)5∈R.
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集合的有关概念

1.下列各组对象中能构成集合的是 (  )

A.接近 3的实数

B.数学成绩比较好的同学

C.小于20的所有自然数

D.未来世界的高科技产品

C 解析:集合的元素特征:确定性、无序性、互异

性.选项A,B,D中集合的元素均不满足确定性,只
有C中的元素是确定的,满足集合的定义.

2.下列集合P 与Q 表示同一个集合的是 (  )

A.P 是由元素1,3,π构成的集合,Q 是由元素π,

1,|- 3|构成的集合

B.P 是由π构成的集合,Q 是由3.14159构成的

集合

C.P 是由2,3构成的集合,Q 是由有序数对(2,3)
构成的集合

D.P 是满足不等式-1≤x≤1的自然数x 构成的

集合,Q 是方程x2=1的解集

A 解析:因为A项中P,Q 的元素完全相同,所以

P 与Q 表示同一个集合,而B,C,D中P,Q 的元素

不相同,所以P 与Q 不能表示同一个集合.故选A.
【类题通法】

判断一组对象能否组成集合的策略

(1)注意集合中元素的确定性.看是否具有一个

明确的标准,使得对于任何一个对象,都能判断其是

否符合此标准,若具有此“标准”,就可以组成集合;否
则,不能组成集合.

(2)注意集合中元素的互异性、无序性.

元素与集合的关系

[探究活动]
探究1:已知集合A 是不等式x>2的解集.
(1)-1,3与集合A 分别是什么关系?
(2)若a∈A,则a 应满足什么条件?
(3)若a∉A,则a 应满足什么条件?
提示:(1)-1∉A,3∈A (2)a>2 (3)a≤2

探究2:若集合A 中的元素x 满足
6
3-x∈N,x

∈N,则集合A 中的元素有哪些?

提示:因为
6
3-x∈N,所以3-x=1或2或3或

6,即x=2或1或0或-3.

又x∈N,所以x=0或1或2,即集合A 中的元素为

0,1,2.
[评价活动]

1.集合A 由不超过5的实数组成,a= 2+ 3,则
(  )

A.a∈A B.a2∈A

C.
1
a∉A D.a+1∉A

A 解析:因为a= 2+ 3< 4+ 4=4<5,所以

a∈A.

因为a+1< 4+ 4+1=5,所以a+1∈A.因为a2

=(2)2+22× 3+(3)2=5+26>5,所以a2

∉A.

因为
1
a=

1
2+ 3

=
3- 2

(2+ 3)(3- 2)
= 3- 2

<5,所以
1
a∈A.

2.下列关系中,正确的有 (  )

①
1
2∈R;②5∉Q;③|-3|∈N;④|-3|∈Q.

A.1个 B.2个

C.3个 D.4个

C 解析:1
2

是实数,5是无理数,|-3|=3是自然

数,|- 3|= 3是 无 理 数.因 此,①②③正 确,④
错误.

3.(多选)已知集合M 是关于x 的方程x2-x+m=0
的解组成的集合.若2∈M,则 (  )

A.m=2 B.m=-2
C.-1∈M D.-2∈M
BC 解析:由2∈M 知2为方程x2-x+m=0的

一个根,所以22-2+m=0,解得m=-2.
所以方程为x2-x-2=0,解得x1=-1,

x2=2.
故方程的另一根为-1,即-1∈M.故选BC.
【类题通法】

判断元素与集合关系的两种方法

(1)直接法

①使用前提:集合中的元素是直接给出的.
②判断方法:首先明确集合是由哪些元素构成的,

然后判断所给元素在集合中是否出现.
(2)推理法

①使用前提:集合中的元素不是直接给出的.
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②判断方法:首先明确集合中的元素具有什么特

征,然后判断所给元素是否满足集合中元素所具有的

特征.
集合中元素的特性及应用

1.已知集合A 中含有元素1,a,a-2,且3∈A,则实

数a 的值为 (  )
A.3 B.5
C.3或5 D.不确定

B 解析:由题意得a-2=3或a=3.当a-2=3,
即a=5时,满足题意;
当a=3时,a-2=1,不满足集合中元素的互异性,故
舍去.综上可得a 的值为5.

2.已知集合A 中含有a 和a2 两个元素.若1∈A,则
实数a 的值为    .
-1 解析:因为集合A 中含有a 和a2 两个元素,
且1∈A,所以a=1或a2=1.
①若a=1,则a2=1.这与a2≠a 相矛盾.故a≠1.
②若a2=1,则a=-1或a=1(舍去).又当a=-1
时,A 中含有元素1和-1,满足集合中元素的互异

性,符合题意.
综上可知,实数a 的值为-1.
【类题通法】

由集合中元素的特性求参数的值(范围)的步骤

(1)根据集合中元素的确定性,求出参数的值(范
围);

(2)根据集合中元素的互异性,对求出的值进行

检验;
(3)写出符合题意的参数的值(范围).
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课后素养评价(一)

1.(多选)下列给出的对象中,不能构成集合的是 (  )
A.很大的数

B.好心人

C.漂亮的小女孩

D.方程x2-1=0的实数根

ABC 解析:对于A:很大的数,B:好心人,C:漂亮

的小女孩,
描述都不够准确具体,元素都不能确定,所以都不

能组成集合;
选项D:方程x2-1=0的实数根为±1,元素是确

定的,具体的,能组成集合.
2.(多选)下列结论正确的是 (  )

A.
1
3∈Z B.2∈R

C.0∈N* D.π∉Q

BD 解析:因为
1
3∉Z,故A错误;因为 2∈R,故B

正确;因为0∉N*,故C错误;又π∉Q,故D正确.
3.若一个集合中的三个元素a,b,c分别是△ABC 的

三边长,则此三角形一定不是 (  )
A.锐角三角形 B.直角三角形

C.钝角三角形 D.等腰三角形

D 解析:△ABC 的三边长两两不等,故一定不是

等腰三角形.
4.若1∈A,且集合A 与集合B 相等,则1    B.

(填“∈”或“∉”)
∈ 解析:由集合相等的定义可知,1∈B.

5.若a,b∈R,且a≠0,b≠0,则
|a|
a +

|b|
b

的所有可能

取值组成的集合中,元素的个数为    ,所有

元素的和为    .

3 0 解析:当a,b同正时,|a|
a +

|b|
b =

a
a+

b
b=1

+1=2.

当a,b同负时,|a|
a +

|b|
b =

-a
a +

-b
b =-1-1=

-2.

当a,b异号时,|a|
a +

|b|
b =0.

所以
|a|
a +

|b|
b

的可能取值所组成的集合中元素共

有3个,且3个元素的和为2+(-2)+0=0.
6.设A 表示由a2+2a-3,2,3构成的集合,B 表示由

2,|a+3|构成的集合.已知5∈A,且5∉B,求a
的值.
解:因为5∈A,所以a2+2a-3=5,
解得a=2或a=-4.
当a=2时,|a+3|=5;
当a=-4时,|a+3|=1.
又5∉B,所以a=-4.
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1.下列结论中正确的个数为 (  )

①N中最小的元素是1;

②若a∈N,b∈N,则a+b的最小值是2;

③|- 3|∈Q.
A.0 B.1 C.2 D.3
A 解析:自然数集N中最小的元素是0,故①不正

确;当a=b=0时,a+b 的最小值是0,故②不正

确;|- 3|= 3是无理数,故③不正确.故选A.
2.(多选)下列给出的对象构成的集合的元素个数有

限的是 (  )

A.方程x2-6x-16=0的根

B.大于0且小于5的实数

C.小于22的质数

D.倒数等于它本身的实数

ACD 解析:方程x2-6x-16=0的根为-2,8;大
于0且小于5的实数有无穷多个;小于22的质数为

2,3,5,7,11,13,17,19;倒数等于它本身的实数为

±1.故选ACD.
3.(多选)若集合A 由元素1,3,a2组成,且a∈A,则
a 的值可能为 (  )

A.0 B.1 C.3 D.9
AC 解析:a=0时,该集合为{1,3,0}符合要求;a
=3时,该集合为{1,3,9}符合要求,其他均不符合.

4.已知集合P 中的元素x 满足:x∈N,且2<x<a.若
集合P 中恰有三个元素,则整数a=    .

6 解析:x∈N,2<x<a,且集合P 中恰有三个元

素,结合数轴(图略)知a=6.

5.已知数集A 满足:若a∈A,则
1
1-a∈A(a≠1).若

2∈A,则A 中的所有元素为    .

-1,
1
2
,2 解析:因为2∈A,由题意可知,1

1-2=

-1∈A.由-1∈A 可知, 1
1-(-1)=

1
2∈A;由

1
2

∈A 可知, 1

1-
1
2

=2∈A.故集合A 中共有3个元

素,它们分别是-1,
1
2
,2.

6.设集合D 是满足方程y=x2 的有序实数对(x,y)
构成 的 集 合,则 -1    D,(-1,1)

    D.(填“∈”或“∉”)

∉ ∈ 解析:由于集合D 中的元素是有序实数对

(x,y),而-1是数,所以-1∉D.
又(-1)2=1,所以(-1,1)∈D.

7.设A 是由满足不等式x<6的自然数x 构成的集

合.若a∈A 且3a∈A,求a 的值.
解:因为a∈A 且3a∈A,

所以
a<6,

3a<6,{
解得a<2.
又a∈N,所以a=0或1.
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第2课时 集合的表示

学习任务目标
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  1.掌握集合的两种常用表示方法———列举法和描述法.
2.通过实例选择自然语言、集合语言描述不同的具体问题,感受集合语言的意义和作用.
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                 知识点一 列举法

1.定义:把集合的所有元素一一列举出来,并用花括

号“{ }”括起来表示集合的方法叫做列举法.
2.形式:{a1,a2,a3,…,an}.
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)由1,1,2,3组成的集合可用列举法表示为{1,

1,2,3}. (×)
(2)集合{(1,2)}中的元素是1和2. (×)

2.方程x2+x-6=0的根组成的集合,用列举法可以

表示为    .
{-3,2} 解析:由x2+x-6=0,解得x=-3或

x=2,所以用列举法可以表示为{-3,2}.
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知识点二 描述法

1.定义:一般地,设A 是一个集合,把集合A 中所有

具有共同特征P(x)的元素x 所组成的集合表示为

{x∈A|P(x)},这种表示集合的方法称为描述法.
2.形式:

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)集合{x|x>3,且x∈N}与集合{x∈N|x>3}
表示同一个集合. (√)
(2)集合{x|x<3,且x∈N}与集合{1,2,3}表示同

一个集合. (×)

2.用描述法表示下列集合:

(1)不等式3x-8≥7-2x 的解集:      ;

{x|x≥3} 解析:由3x-8≥7-2x,解得x≥3,

所以不等式的解集为{x|x≥3}.
(2)函数y=x2-1的图象上的所有点组成的集合:

{(x,y)|y=x2-1,x,y∈R}.
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用列举法表示集合

1.方程组
x-y=3,

2x+y=6{ 的解构成的集合为 (  )

              A.{x=3,y=0} B.{(3,0)}

C.{3,0} D.{0,3}

B 解析:由
x-y=3,

2x+y=6,{ 解得
x=3,

y=0,{
则方程组

x-y=3,

2x+y=6{ 的解构成的集合是{(3,0)}.

2.已知非零实数a,b,c,则代数式
a
|a|+

b
|b|+

c
|c|

的

所有可能的值组成的集合是 (  )

A.{3} B.{-3}

C.{3,-3} D.{3,-3,1,-1}

D 解析:非零实数a,b,c,

当a,b,c都是正数时,

a
|a|+

b
|b|+

c
|c|=3

;

当a,b,c中有2个正数1个负数时,

a
|a|+

b
|b|+

c
|c|=1

;

当a,b,c中有1个正数2个负数时,

a
|a|+

b
|b|+

c
|c|=-1

;

当a,b,c都是负数时,

a
|a|+

b
|b|+

c
|c|=-3.

所以代数式
a
|a|+

b
|b|+

c
|c|

表示的所有值的集合

是{3,-3,1,-1}.

3.直线y=x+2023与坐标轴的交点所组成的集合

用列举法表示为  ;

该集合由    个元素组成.
{(0,2023),(-2023,0)} 2 解析:将x=0代入

y=x+2023,得y=2023,即直线与y 轴的交点

是(0,2023),将y=0代入y=x+2023,得x=

-2023,即直线与x 轴的交点是(-2023,0),故直

线与坐 标 轴 的 交 点 组 成 的 集 合 是{(0,2023),

(-2023,0)},共2个元素.
【类题通法】

用列举法表示集合的步骤

(1)求出集合的元素;

(2)把元素一一列举出来,中间用“,”隔开,相同

元素只列举一次;

(3)用花括号括起来.
注意:一定要分清所求集合是数集还是点集.

用描述法表示集合

[探究活动]

探究1:能否用列举法表示不等式2x-7<3的解

集? 该集合中的元素有什么特点?

提示:不能;该集合中的元素都是小于5的实数.
探究2:探究1中的集合用描述法怎样表示?

提示:{x|x<5} 
探究3:偶数有什么性质? 所有偶数构成的集合

用描述法怎么表示?

提示:都能被2整除;{x|x=2n,n∈Z}
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[评价活动]

1.集合{-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8}用描述法可表示为

(  )

A.{-1≤x≤8}

B.{x|-1≤x≤8}

C.{x∈Z|-1≤x≤8}

D.{x∈N|-1≤x≤8}

C 解析:观察可知集合中的元素是从-1到8的

连续整数,所以可以表示为{x∈Z|-1≤x≤8}.

2.用描述法表示以下集合:

(1)所有不小于2,且不大于20的实数组成的集合;

(2)平面直角坐标系中第二象限内的点组成的集合;

(3)200以内的正奇数组成的集合;

(4)方程x2-5x-6=0的解组成的集合.
解:(1)集合可表示为{x∈R|2≤x≤20}.
(2)第二象限内的点(x,y)满足x<0,且y>0,故

集合可表示为{(x,y)|x<0,且y>0}.
(3){x|x=2k+1,k≤99,k∈N}.
(4){x|x2-5x-6=0}.
【类题通法】

用描述法表示集合的步骤

(1)弄清元素的形式;

(2)写出代表元素,写在“|”的前面;

(3)确定元素所具有的共同特征,写在“|”的

后面;

(4)用花括号把它们括起来.

集合表示方法的综合应用

1.若集合A={x|ax2+ax-1=0}只有一个元素,则

a= (  )

A.-4 B.0

C.4 D.0或-4

A 解析:依题意,得关于x 的方程ax2+ax-1=0

只有一个实根,所以
a≠0,

Δ=0,{ 即
a≠0,

a2+4a=0,{ 解得a=

-4.故选A.

2.设集合A={x|x2-3x+a=0},若4∈A,用列举

法表示集合A 为    .
{-1,4} 解析:因为4∈A,所以16-12+a=0,

所以a=-4,

所以A={x|x2-3x-4=0}={-1,4}.

3.已知集合A={x∈R|mx2-2x+3=0,m∈R}.
(1)若A 中至多有一个元素,求m 的取值范围.
(2)若A 中至少有一个元素,求m 的取值范围.
解:(1)①当m=0时,

原方程为-2x+3=0,得x=
3
2
,符合题意.

②当m≠0时,方程mx2-2x+3=0为一元二次方程.

由题意得Δ=4-12m≤0,解得m≥
1
3
,即当m≥

1
3

时,方程mx2-2x+3=0无实数根或有两个相等的实

数根,符合题意.

所以m 的取值范围是 m m=0或m≥
1
3{ }.

(2)A 中至少有一个元素,即A 中有一个或两个元

素.由(1)可知,当m=0或m=
1
3

时,A 中有一个元

素;当A 中有两个元素时,Δ=4-12m>0,即m<

1
3

且m≠0.所以A 中至少有一个元素时,m 的取值

范围为 m m≤
1
3{ }.

【类题通法】

由集合的元素个数求参数的值(范围)时,要弄清

用描述法表示的集合的代表元素及其特征;如果所给

方程是一元二次方程的形式,要对二次项系数的取值

进行分类讨论.
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课后素养评价(二)

1.集合A={x∈N*|x-5<0}中的元素个数是

(  )

A.0 B.4 C.5 D.6

B 解析:A={x∈N*|x-5<0}={1,2,3,4},故

集合A 中有4个元素.

2.集合A=x∈N* 6
3-x∈N*{ }用列举法可以表示为

(  )

A.{3,6} B.{1,2}

C.{0,1,2} D.{-2,-1,0,1,2}

B 解析:因为x∈N*,6
3-x∈N*,所以A={1,2}.

3.定义集合运算:A*B={z|z=xy,x∈A,y∈B}.
设A={1,2},B={0,2},则集合A*B 中所有元素

之和为 (  )

A.0 B.2

C.3 D.6

D 解析:因为A*B 中的元素是A,B 中各任取一

元素相乘所得结果,

所以只需把A 中任意元素与B 中任意元素相乘即可.
因为1×0=0,1×2=2,2×0=0,2×2=4,所以

A*B={0,2,4}.

所以,所有元素之和为0+2+4=6.

4.(多选)由大于-3且小于11的偶数所组成的集合是

(  )

A.{-2,0,2,4,6,8,10}

B.{x|-3<2x<11,x∈Z}

C.{x|-3<x<11,x=2k,k∈N}

D.{x|-3<x<11,x=2k,k∈Z}

AD 解析:选项A是用列举法表示大于-3且小于

11的偶数所组成的集合;选项B表示的是所有大于

-
3
2

且小于
11
2

的整数;选项C表示的集合中不含有

-2这个偶数;选项D表示的是大于-3且小于11
的偶数所组成的集合.

5.集 合 A = 1,
1
3
,1
5
,1
7
,1
9{ } 用 描 述 法 可 表 示

为 x x=
1

2n-1
,n∈N*,n≤5{ }.

6.求方程x2-(a+1)x+a=0的解组成的集合.
解:x2-(a+1)x+a=(x-a)(x-1)=0,

所以方程的解为x=1或x=a.
若a=1,则方程的解组成的集合为{1};

若a≠1,则方程的解组成的集合为{1,a}.
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1.给出下列说法:

①在直角坐标平面内,第一、三象限内的点组成的

集合为{(x,y)|xy>0};

②所有奇数组成的集合为{x|x=2n+1};

③集合{(x,y)|y=1-x}与{x|y=1-x}是同一

集合.
其中正确的有 (  )

A.1个 B.2个

C.3个 D.4个

A 解析:①正确;②不正确,应为{x|x=2n+1,n

∈Z};③不正确,{(x,y)|y=1-x}表示的是点集,

而{x|y=1-x}表示的是数集.

2.(多选)已知集合A={x|x=2m-1,m∈Z},B=
{x|x=2n,n∈Z},且x1,x2∈A,x3∈B,则

(  )

A.x1x2∈A B.x2x3∈B

C.x1+x2∈B D.x1+x2+x3∈A

ABC 解析:由题意易知集合A 表示奇数集,集合B
表示偶数集.又由x1,x2∈A,x3∈B,则x1,x2 是奇数,

x3 是偶数.对于A,两个奇数的积为奇数,即x1x2∈A,

故A正确;对于B,一奇一偶两个数的积为偶数,即

x2x3∈B,故B正确;对于C,两个奇数的和为偶数,即

x1+x2∈B,故C正确;对于D,两个奇数与一个偶数

的和为偶数,即x1+x2+x3∈B,故D错误.
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3.方程组
x+y=0,

x2+y2=2{ 的解集是 (  )

A.{(1,-1),(-1,1)}

B.{(1,1),(-1,1)}

C.{(1,-1),(-1,-1)}

D.{1,-1}

A 解析:由x+y=0,得x=-y,代入x2+y2=
2,得2y2=2,解得y=±1.
当y=1时,x=-1;y=-1时,x=1.故方程组的

解集是{(1,-1),(-1,1)}.
4.若A={2,3,4},B={x|x=n-m,m,n∈A,m≠
n},则集合B 中的元素为    .
-2,-1,1,2 解析:当n=2,m=3时,n-m=
-1;
当n=2,m=4时,n-m=-2;
当n=3,m=2时,n-m=1;
当n=3,m=4时,n-m=-1;
当n=4,m=2时,n-m=2;
当n=4,m=3时,n-m=1.

所以集合B 中的元素共4个,它们是-2,-1,1,2.
5.已知集合A={x|ax2+2x+1=0,a∈R}.
(1)若A 中有且只有一个元素,求a 的值;
(2)若A 中至多有一个元素,求a 的取值范围.
解:(1)由题意知,A 中有且只有一个元素,
即对应方程ax2+2x+1=0只有一个根或有两个

相等的实根.
当a=0 时,对 应 方 程 为 一 次 方 程,此 时 A =

-
1
2{ },符合题意;

当a≠0时,对应方程ax2+2x+1=0有两个相等

的实根,
即Δ=4-4a=0,得a=1,符合题意.
综上所述,a 的值为0或1.
(2)由(1)知,当a=0或1时,A 中有且只有一个元

素,符合题意;
当Δ=4-4a<0,即a>1时,对应方程ax2+2x+
1=0无实根,即A 中无元素,符合题意.
综上所述,a 的取值范围为{a|a=0或a≥1}.
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1.2　集合间的基本关系

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解集合之间的包含与相等的含义,能识别给定集合的子集、真子集.
2.会判断给定集合间的关系,并会用符号和Venn图表示.
3.在具体情境中,了解空集的含义.
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知识点一 子集与真子集

1.子集

(1)定义:一般地,对于两个集合A,B,如果集合A
中任意一个元素都是集合B 中的元素,就称集合A
为集合B 的子集.
(2)符号:A⊆B(或B⊇A).
(3)读法:A 包含于B(或B 包含A).
(4)图示:

2.真子集

(1)定义:如果集合A⊆B,但存在元素x∈B,且x
∉A,就称集合A 是集合B 的真子集.
(2)符号:A⫋B(或B⫌A).

(3)读法:A 真包含于B(或B 真包含A).
(4)图示:

知识点二 空集的概念

(1)定义:一般地,把不含任何元素的集合叫做空集.
(2)符号:⌀.
(3)规定:空集是任何集合的子集.
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)空集中只有元素0,无其他元素. (×)

(2)任何一个集合都有子集. (√)

(3)空集是任何集合的真子集. (×)
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2.下列四个集合中,是空集的为 (  )

A.{0}       
B.{x|x>8,且x<5}

C.{x|x2-1=0}

D.{x|x>4}

B 解析:满足x>8且x<5的实数不存在,故{x|
x>8,且x<5}=⌀.

知识点三 集合相等

(1)定义:一般地,如果集合A 的任何一个元素都是

集合B 的元素,同时集合B 的任何一个元素都是集

合A 的元素,那么集合 A 与集合B 相等,记作 A
=B.
(2)符号:若A⊆B 且B⊆A,则A=B.

(3)图示:

[微训练]
设a∈R,若集合{2,9}={1-a,9},则a=    .
-1 解析:由题意知1-a=2,故a=-1.
知识点四 集合间关系的性质

(1)任何一个集合都是它本身的子集,即A⊆A.
(2)对于集合A,B,C,

①若A⊆B,且B⊆C,则A⊆C;

②若A⫋B,B⫋C,则A⫋C.
(3)若A⊆B,A≠B,则A⫋B.
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集合间关系的判断

1.下列各个关系式中,正确的是 (  )

A.⌀={0} B.2∈Q
C.{3,5}≠{5,3} D.{1}⊆{x|x2=x}

D 解析:因为⌀⊆{0},2∉Q,{3,5}={5,3},所以A,

B,C错误.因为{x|x2=x}={0,1},所以{1}⊆{x|x2=
x}.

2.已知集合A={x|x<-2,或x>0},B={x|0<x<
1},则 (  )

A.A=B B.A⫋B
C.B⫋A D.A⊆B
C 解析:由数轴知B⫋A.

3.能正确表示集合 M={x∈R|0≤x≤2}和集合 N
={x∈R|x2-x=0}之间的关系的Venn图是

(  )

 A     B      C     D
B 解析:解x2-x=0得x=1或x=0.故N={0,

1}.易得 N⫋M,其对应的Venn图如选项B所示.
【类题通法】

判断集合间关系的方法

(1)观察法:将集合的元素一一列举,然后观察.
(2)元素特征法:首先确定集合的元素是什么,弄

清集合中元素的特征,再利用集合中元素的特征判断

集合间的关系.
(3)数形结合法:利用数轴或Venn图判断.

确定集合的子集、真子集

[探究活动]
探究1:集合A 是集合B 的真子集,则集合A 中

的元素与集合B 有何关系? 集合B 中的元素与集合

A 又有何关系?
提示:集合 A 中的元素都在集合B 中;集合 B

中的元素涵盖集合A 的元素且至少要比集合A 的元

素多一个.
探究2:若集合A 中含有两个元素,则集合A 的

子集有多少个?
提示:设集合A={a,b},则集合A 的子集有⌀,

{a},{b},{a,b},共4个.
[评价活动]

1.若A={1,4,x},B={1,x2},且B⊆A,则x= (  )
A.±2 B.±2或0
C.±2或1或0 D.±2或±1或0
B 解析:因为B⊆A,所以x2=4或x2=x,所以x=
±2或1或0.根据集合中元素的互异性,得x=±2或0.

2.已知集合A={-1,0,1},则含有元素0的集合A
的子集的个数为 (  )

A.2 B.4 C.6 D.8
B 解析:根据题意,含有元素0的集合 A 的子集

为{0},{0,1},{0,-1},{-1,0,1},共4个.
3.集合A={x|0≤x<3,x∈N}的真子集的个数是

(  )

A.16 B.8 C.7 D.4
C 解析:易知集合A={0,1,2},含有3个元素,所
以A 的真子集有23-1=7(个).
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【类题通法】

集合的子集、真子集个数的判断

若集合A 中有n(n≥1)个元素,则
(1)A 的子集有2n 个;

(2)A 的非空子集有(2n-1)个;

(3)A 的非空真子集有(2n-2)个.
注意:①写集合的子集时勿漏掉空集和它自身;

②一个非空集合的真子集是除了它自身的所有子集.

由集合间关系确定参数的值

1.已知集合A={x|-3≤x≤4},B={x|1<x<m
(m>1)},且B⊆A,则实数m 的取值范围是{m|1
<m≤4}.

2.已知集合A={1,3,x2},B={1,x+2},是否存在

实数x,使得集合B 是A 的子集? 若存在,求出

A,B;若不存在,请说明理由.
解:因为B⊆A,所以x+2=3或x+2=x2,得x=
1或x=-1或x=2.
当x=1时,A={1,3,1},不满足互异性,所以x
≠1.
当x=2时,A={1,3,4},B={1,4},满足B⊆A.
当x=-1时,A={1,3,1},不满足互异性,所以x
≠-1.
综上,存在x=2使得B⊆A.

此时,A={1,3,4},B={1,4}.
3.已知集合A={x|a-1<x<2a+1},B={x|0<x
<4}.若A⊆B,求实数a 的取值范围.
解:由题意 A⊆B,可知当 A=⌀时,满足题意,可

得a-1≥2a+1,解得a≤-2;

当A≠⌀时,要使A⊆B,则
a-1<2a+1,

a-1≥0,

2a+1≤4,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得1

≤a≤
3
2.

综 上 可 知,当 A ⊆B 时,实 数 a 的 取 值 范 围

是 a a≤-2,或1≤a≤
3
2{ }.

【类题通法】

由集合间的关系确定参数的值的注意事项

(1)弄清“谁是谁的(真)子集”;

(2)注意对含参集合是否为空集的讨论;

(3)不忘验证端点值.
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课后素养评价(三)

1.集合A={x∈N|1≤x<4}的真子集的个数是

(  )

A.16 B.8 C.7 D.4

C 解析:因为A={x∈N|1≤x<4}={1,2,3}含

有3个元素,

所以A={x∈N|1≤x<4}的真子集为⌀,{1},

{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},共7个.

2.已知集合B={2,3,4,5},C={-2,-1,4,5},非空

集合A 满足:A⊆B,A⊆C,则符合条件的集合A
的个数为 (  )

A.3 B.4 C.7 D.8

A 解析:由题意知集合B={2,3,4,5},C={-2,

-1,4,5}.因为非空集合A 满足A⊆B,A⊆C,所以

A={4},{5},{4,5}.所以符合条件的集合 A 的个

数为3.

3.(多选)已知集合A={0,1,2},B={a,2},若B⊆

A,则a 的值可以是 (  )

A.0 B.1 C.2 D.3

AB 解析:因为集合A={0,1,2},B={a,2},且B

⊆A,则a=0或a=1.

4.在数学漫长的发展过程中,数学家发现在数学中存

在着神秘的“黑洞”现象.数字黑洞现象:无论怎样设

值,在规定的处理法则下,最终都将得到一个固定

的值.定义:若一个n 位正整数的所有数位上数字的

n 次方的和等于这个数本身,则称这个数是自恋数.
已知所有一位正整数中的自恋数组成集合A,集合
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B={x|-3<x<4,x∈Z},则A∩B 的子集个数为

(  )

A.3 B.4

C.7 D.8

D 解析:依题意,A={1,2,3,4,5,6,7,8,9},B=
{-2,-1,0,1,2,3},

故A∩B={1,2,3},故A∩B 的子集个数为8.

5.设集合A={x,y},B={0,x2}.若A=B,则2x+y
=    .

2 解析:由已知得

x=x2,

y=0,

x≠0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
x=1,

y=0.{ 符合题意.

所以2x+y=2.

6.已知集合A={x|1≤x≤2},B={x|1≤x≤a,a≥

1}.
(1)若A⫋B,求a 的取值范围;

(2)若B⊆A,求a 的取值范围.
解:(1)若A⫋B,则集合 A 中的元素都在集合B
中,且B 中有不在A 中的元素,所以a>2,即a 的

取值范围是{a|a>2}.
(2)若B⊆A,则集合B 中的元素都在集合A 中,所

以a≤2.因为a≥1,所以1≤a≤2,即a 的取值范围

是{a|1≤a≤2}.
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1.(多选)已知集合B={1,2},A⫋B,则集合A 可以为

(  )

A.⌀ B.{1}

C.{2} D.{1,2}

ABC 解析:因为A⫋B,所以集合A 是集合B 的

真子集,可以是⌀,{1},{2}.故选ABC.
2.已知集合A={0,2},B={x|ax+2=0},若B⊆
A,则实数a= (  )

A.-1 B.1
C.0或-1 D.0或1
C 解析:因为A={0,2},B={x|ax+2=0},又B
⊆A,
所以B=⌀或B={2}或B={0}.
当B=⌀时,关于x 的方程ax+2=0无解,所以a
=0;
当B={2}时,x=2是方程ax+2=0的根,所以2a
+2=0,所以a=-1;
当B={0}时,x=0是方程ax+2=0的根,不存在

这样的实数a.
综上可得a=0或-1.

3.已 知 集 合 M = yy=
2x+1
3

,x∈Z{ },N =

y y=
2
3x-1

,x∈Z{ },则集合M,N 的关系是

(  )

A.M=N B.M⊆N
C.M⊇N D.M∩N=⌀

A 解析:因为集合M=yy=
2x+1
3
,x∈Z{ },

集合N= yy=
2
3x-1

,x∈Z{ }={y y=
2x-3
3

=
2(x-2)+1

3
,x∈Z},即 M=N.

4.设x,y∈R,A={(x,y)|y=x},B= (x,y)
x
y
=1{ },

则A,B 的关系是   .

B⫋A 解析:因为B= (x,y)
x
y
=1{ }={(x,y)|y=

x,且y≠0},所以B⫋A.
5.设a,b∈R,集合A={1,a},B={x|x(x-a)·(x-
b)=0}.若A=B,则a=    ,b=    .
0 1 解析:A={1,a},解方程x(x-a)(x-b)=
0,得x=0或a 或b.若A=B,则a=0,b=1.

6.设A={x|x2-8x+15=0},B={x|ax-1=0}.

(1)若a=
1
5
,试判断集合A 与B 的关系;

(2)若B⊆A,求实数a 的所有可能的值组成的集

合C.
解:(1)A={x|x2-8x+15=0}={5,3}.

当a=
1
5

时,B={5},所以B⫋A.

(2)当a=0时,B=⌀;

当a≠0时,B= 1
a{ }.

又A={3,5},B⊆A,所以
1
a=3

或5,则有a=
1
3

或

a=
1
5.所以C= 0,

1
3
,1
5{ }.
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1.3　集合的基本运算

第1课时 并集与交集

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解两个集合的并集和交集的含义.
2.掌握有关的术语和符号,并会用它们正确地进行集合间的并集、交集运算.
3.能用Venn图表示两个集合的并集和交集.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 并集

(1)概念:

(2)性质:A∪A=A,A∪⌀=A.
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若A∪B=A∪C,则B=C. (×)
(2)若A,B 中分别有3个元素,则A∪B 中必有6
个元素. (×)

2.已知集合A={x|-1<x<1},B={x|0<x<2},
则A∪B= (  )

A.{x|0<x<1} B.{x|-1<x<0}

C.{x|-1<x<2} D.{x|1<x<2}

C 解析:集合A={x|-1<x<1},B={x|0<x
<2},则A∪B={x|-1<x<2}.

知识点二 交集

(1)概念:

(2)性质:A∩A=A,A∩⌀=⌀.

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)若A∩B=⌀,则A,B 均为空集. (×)

(2)若x∈(A∩B),则x∈(A∪B). (√)

2.设集合 M={1,2,4,8},N={x|x 是2的倍数},则

M∩N= (  )

A.{2,4} B.{2,4,8}

C.{1,2,4} D.{1,2,4,8}

B 解析:由题知 M∩N={2,4,8}.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

并集的运算

1.(2022·浙江)设集合A={1,2},B={2,4,6},则
A∪B= (  )

A.{2} B.{1,2}

C.{2,4,6} D.{1,2,4,6}

D 解析:A∪B={1,2,4,6}.
2.设集合A={x∈N*|-1≤x≤2},B={2,3},则A
∪B= (  )

A.{-1,0,1,2,3}

B.{1,2,3}

C.{-1,2}

D.{-1,3}

B 解析:集合A={1,2},B={2,3},则A∪B={1,2,

3}.
3.已知集合P={x|x<3},Q={x|-1≤x≤4},那么P
∪Q= (  )

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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A.{x|-1≤x<3}

B.{x|-1≤x≤4}

C.{x|x≤4}

D.{x|x≥-1}

C 解析:在数轴上表示两个集合,如图.

所以P∪Q={x|x≤4}.故选C.
【类题通法】

求集合并集的方法

(1)定义法:若集合是用列举法表示的,可以直接利

用并集的定义求解.
(2)数形结合法:若集合是用描述法表示的由实数

组成的数集,则可以借助数轴分析求解.

交集的运算

1.设A={x|x是矩形},B={x|x是菱形},则A∩B=
(  )

A.{x|x是四边形}

B.{x|x是平行四边形}

C.{x|x是正方形}

D.{x|x是梯形}

C 解析:由题意,A∩B={x|x 既是矩形又是菱形}=
{x|x 是正方形}.

2.设集合A={x|x2+x=0},B={x|x2-x=0},则A
∩B= (  )

A.0 B.{0}

C.⌀ D.{-1,0,1}

B 解析:因为A={x|x2+x=0}={-1,0},B={x|
x2-x=0}={0,1},所以A∩B={0}.

3.已知集合A={x|-2<x≤3},B={-2,0,2,4},则图

中阴影部分所表示的集合是 (  )

A.{-2,0,2,4} B.{0,2,4}

C.{0,2} D.{0,1,2,3}

C 解析:题图中阴影部分所表示的集合是A∩B,
又A∩B={0,2}.故选C.

4.设 集 合 A = {x|0<x <4,x ∈ N},B =

x
1
3≤x≤5{ },则A∩B= (  )

A.x 0<x≤
1
3{ } B.x

1
3≤x≤4{ }

C.{1,2,3} D.{x|0<x≤5}

C 解析:因集合A={x|0<x<4,x∈N},则A=

{1,2,3}.又B= x 1
3≤x≤5{ },所以A∩B={1,

2,3}.
【类题通法】

求集合交集的方法

(1)对于两个元素个数有限的集合,求交集时逐

个挑出两个集合的公共元素即可.
(2)对于两个不等式的解集,求交集时一般借助数

轴,两个集合的交集用两个集合在数轴上所对应部分

的公共区域表示,要注意端点值的取舍.
(3)对于用描述法表示的文字叙述型的集合,求

交集(或并集)只需将涉及元素用“且”(“或”)连起来

即可,要注意文字语言的提炼与简化.

集合交集、并集性质的应用

[探究活动]
探究1:设A,B 是两个集合,若A∩B=A,A∪

B=B,则集合A 与B 具有什么关系?
提示:A∩B=A⇔A∪B=B⇔A⊆B.
探究2:若A∩B=A∪B,则集合A,B 间存在

怎样的关系?
提示:若A∩B=A∪B,则A=B.

[评价活动]

1.已知集合A={x|1≤x<5},B={x|-a<x≤a+
3}.若A∩B=B,则a 的值范围为 (  )

A.a -
3
2<a≤1{ } B.a a≤

3
2{ }

C.{a|a≤-1} D.a a>
3
2{ }

C 解析:A∩B=B⇔B⊆A.当B=⌀时,a+3≤

-a,即a≤-
3
2
,符合题意;

当B≠⌀时,
a+3>-a,

-a≥1,

a+3<5,

ì

î

í

ïï

ïï

解得-
3
2<a≤-1

,所以

a 的值范围为{a|a≤-1}.
2.已知集合A={x|x2-x-2=0},B={x|ax=1}.

若A∪B=A,则a= (  )

A.-
1
2

或1 B.
1
2

或1

C.-
1
2

或1或0 D.
1
2

或-1或0

D 解析:因为x2-x-2=0等价于(x-2)(x+1)

=0,解得x=2或x=-1,
所以A={x|x2-x-2=0}={-1,2}.
因为A∪B=A,所以B⊆A,
当B=⌀时,成立,此时a=0;
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当B≠⌀时,a≠0,解ax=1可得x=
1
a.

因为B⊆A,所以
1
a=2

或
1
a=-1

,

解得a=
1
2

或a=-1.

综上,a 的值为
1
2

或-1或0.

3.已知集合A={x|-3<x≤4},集合B={x|k+1
≤x≤2k-1},且A∪B=A,试求k的取值范围.
解:当B=⌀,即k+1>2k-1时,k<2,满足A∪
B=A.
当B≠⌀时,要使A∪B=A,则B⊆A,

只需

k+1>-3,

2k-1≤4,

k+1≤2k-1,

ì

î

í

ïï

ïï

解得2≤k≤
5
2.

综上可知k 的取值范围为 k k≤
5
2{ }.

【类题通法】

利用集合交集、并集的性质解题的技巧

(1)在进行集合运算时,若条件中出现A∩B=A

或A∪B=B,应转化为A⊆B,然后用集合间的关系

解决问题,并注意A=⌀的情况.

(2)集合运算常用的性质:

①A∪B=B⇔A⊆B;②A∩B=A⇔A⊆B;

③A∩B=A∪B⇔A=B.

􀪋
􀪋
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􀪋

课后素养评价(四)

1.已知集合A={1,3,5,7},B={x|0<x<6,x∈
Z},则A∪B= (  )
A.{1,4} B.{1,2,7}
C.{1,3,5} D.{1,2,3,4,5,7}
D 解析:因为A={1,3,5,7},B={x|0<x<6,x
∈Z}={1,2,3,4,5},
所以A∪B={1,2,3,4,5,7}.

2.已知集合A={x|-2<x≤1},B={x|0<x≤a},
若A∪B={x|-2<x≤3},A∩B= (  )
A.{x|-2<x<0} B.{x|0<x≤1}
C.{x|1<x≤3} D.{x|-2<x≤3}
B 解析:因为A={x|-2<x≤1},B={x|0<x
≤a},A∪B={x|-2<x≤3},
所以a=3,B={x|0<x≤3},所以 A∩B={x|0
<x≤1}.

3.(多选)已知集合A={1,4,a},B={1,2,3},若A
∪B={1,2,3,4},则a 的值可以是 (  )
A.2 B.3
C.4 D.5
AB 解析:集合A={1,4,a},B={1,2,3},A∪B
={1,2,3,4},
所以a 的值可以是2或3.

4.(多选)已知集合A={1,2},B={x|mx-1=0}.若
A∩B=B,则实数m 的值可能为 (  )

A.0 B.1

C.
1
2 D.-

1
2

ABC 解析:当m=0时,B=⌀,所以A∩B=B;

当m≠0时,x=
1
m
,要使A∩B=B,则

1
m=1

或
1
m

=2,即m=1或m=
1
2.

5.设集合A={(x,y)|y=ax+1},B={(x,y)|y=
x+b},且 A∩B={(2,5)},则a=    ,

b=    .
2 3 解 析:因 为 A ∩B = {(2,5)},所 以

5=2a+1,

5=2+b,{ 解得a=2,b=3.

6.已知集合A={x|-2<x<4},B={x|x-m<0}.
(1)若A∩B=⌀,求实数m 的取值范围;
(2)若A∪B=B,求实数m 的取值范围.
解:(1)因为A={x|-2<x<4},B={x|x<m},

A∩B=⌀,所以m≤-2.
故实数m 的取值范围为{m|m≤-2}.
(2)因为A∪B=B,所以A⊆B.又因为A={x|-2
<x<4},B={x|x<m},所以m≥4.
故实数m 的取值范围为{m|m≥4}.
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1.(多选)已知集合A={x|x2-x=0},集合B 中有两个元

素,且满足A∪B={0,1,2},则集合B 可以是 (  )

A.{0,1} B.{0,2}

C.{0,3} D.{1,2}

BD 解析:因为A={0,1},且满足A∪B={0,1,

2},
所以集合B 中必有元素2.又集合B 有两个元素,
所以集合B 可以是{0,2}或{1,2}.

2.(多选)已知集合A={1,2,3},集合B={x-y|x
∈A,y∈A},则 (  )

A.A∩B={1,2}

B.A∪B={-1,0,1,2,3}

C.0∈B
D.-1∈B
ACD 解析:因为A={1,2,3},集合B={x-y|x
∈A,y∈A},所以B={-2,-1,0,1,2},所以A∩
B={1,2},所以A∪B={-2,-1,0,1,2,3},0∈
B,-1∈B,所以A,C,D选项正确.

3.中国古代重要的数学著作《孙子算经》中有题:“今
有物,不知其数.三三数之,剩二;五五数之,剩三;七
七数之,剩二.问:物几何?”现有如下表示:已知A=
{x|x=3n+2,n∈N*},B={x|x=5n+3,n∈
N*},C={x|x=7n+2,n∈N*}.若x∈A∩B∩
C,则x 的值是多少? 符合题意的整数x 的值可以为

(  )

A.8 B.127 C.37 D.23
D 解析:因为8=7×1+1,则8∉C,选项A不合题意.

127=3×42+1,则127∉A,选项B不合题意.
37=3×12+1,则37∉A,选项C不合题意.
23=3×7+2,故23∈A;23=5×4+3,故x∈B;23
=7×3+2,故x∈C,则23∈A∩B∩C,选项D符

合题意.故选D.
4.已知集合A={1,2,3},B={y|y=2x-1,x∈A},

则A∩B=    .
{1,3} 解析:A∩B={1,2,3}∩{y|y=2x-1,x
∈A}={1,2,3}∩{1,3,5}={1,3}.

5.已知集合A={x|-2≤x≤7},B={x|m+1<x<
2m-1},则使A∪B=A 的实数m 的取值范围是

{m|m≤4}.
6.设集合A={x|-1≤x<3},B={x|2x-4≥x-2}.
(1)求A∩B;
(2)若集合C={x|2x+a>0},满足B∪C=C,求
实数a 的取值范围.
解:(1)由题意,得B={x|x≥2}.
又A={x|-1≤x<3},如图.

所以A∩B={x|2≤x<3}.

(2)由题意,得C= x x>-
a
2{ }.

又B∪C=C,故B⊆C.所以-
a
2<2

,

即a>-4.
所以实数a 的取值范围为{a|a>-4}.
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第2课时 补集及综合应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解全集的含义及符号表示.
2.理解给定集合中一个子集的补集的含义,并会求给定集合的补集.
3.会用Venn图、数轴进行集合的运算.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 全集

(1)定义

一般地,如果一个集合含有所研究问题中涉及的所有

元素,那么就称这个集合为全集.

(2)记法

全集通常记作U.

知识点二 补集

(1)自然语言

对于一个集合A,由全集U 中不属于集合A 的所有

元素组成的集合称为集合A 相对于全集U 的补集,
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简称为集合A 的补集,记作∁UA.

(2)符号语言

∁UA={x|x∈U,且x∉A}.

(3)图形语言

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)一个集合的补集中至少含有一个元素. (×)

(2)研究集合A 的补集时,A 必须是全集U 的子集.

(√)

(3)一个集合的补集的补集是其自身. (√)

2.设集合U={1,2,3,4,5,6},M={1,2,4},则∁UM=

(  )

A.U

B.{1,3,5}

C.{3,5,6}

D.{2,4,6}

C 解析:因为U={1,2,3,4,5,6},M={1,2,4},

所以∁UM={3,5,6}.
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补集的概念与运算

                1.(2022·全国乙卷(理))设全集U={1,2,3,4,5},

集合M 满足∁UM={1,3},则 (  )

A.2∈M B.3∈M

C.4∉M D.5∉M

A 解析:由题知 M={2,4,5},对比选项知,A正

确,BCD错误.

2.下图中矩形表示集合U,A,B 是U 的两个子集,则

下列集合不能用阴影部分表示的是 (  )

A.(∁UA)∩B B.∁B(A∩B)

C.∁U[A∩(∁UB)] D.∁(A∪B)A

C 解析:由题图知当U 为全集时,阴影部分表示

集合A 的补集与集合B 的交集,即(∁UA)∩B;

当B 为全集时,阴影部分表示 A∩B 的补集,即

∁B(A∩B);当A∪B 为全集时,阴影部分表示 A

的补集,即∁(A∪B)A.

3.已知全集为U,集合A={0,1,3,5,7},∁UA={2,4,

6},∁UB={0,1,4,6,7},则集合B=    .

{2,3,5} 解析:因为A={0,1,3,5,7},∁UA={2,

4,6},所以U={0,1,2,3,4,5,6,7}.又∁UB={0,

1,4,6,7},所以B={2,3,5}.

【类题通法】

补集运算的原则与方法

(1)原则:从全集U 中去掉属于集合A 的元素

后,由所有剩下的元素组成的集合即为 A 的补集

∁UA.

(2)方法:①若所给的集合是有关不等式的集合,

常借助数轴求解;②若所给的集合是用列举法表示

的,则可用Venn图求解.

集合的综合运算

1.已知全集U=R,集合A={x|x≤0},B={x|x≥

1},则集合∁U(A∪B)= (  )

A.{x|x≥0} B.{x|x≤1}

C.{x|0≤x≤1} D.{x|0<x<1}

D 解析:由题意可知,A∪B={x|x≤0,或x≥

1},所以∁U(A∪B)={x|0<x<1}.

2.(2022·天津)设全集U={-2,-1,0,1,2},集合

A={0,1,2},B={-1,2},则A∩(∁UB)=(  )

A.{0,1} B.{0,1,2}

C.{-1,1,2} D.{0,-1,1,2}

A 解析:∁UB={-2,0,1},故A∩(∁UB)={0,1}.

3.全集U={x|x<10,x∈N*},A⊆U,B⊆U,

(∁UB)∩A={1,9},A∩B={3},(∁UA)∩(∁UB)

={4,6,7},求集合A,B.

解:(方法一:Venn图法)根据题意作出Venn图如

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—61—



图所示.

由图可知A={1,3,9},B={2,3,5,8}.

(方法二:定义法)因为(∁UB)∩A={1,9},

(∁UA)∩(∁UB)={4,6,7},所以∁UB={1,4,6,7,9}.

又U={1,2,3,4,5,6,7,8,9},所以B={2,3,5,8}.

因为(∁UB)∩A={1,9},A∩B={3},

所以A={1,3,9}.

【类题通法】

解决集合交、并、补运算的技巧

(1)若所给集合是有限集,则先把集合中的元素

一一列举出来,然后结合交集、并集、补集的定义来求

解.在解答过程中常常借助于 Venn图.这样处理起

来,相对来说比较直观、形象,且不易出错.

(2)若所给集合是无限集,则常借助数轴,把已知

集合分别表示在数轴上,然后进行交集、并集、补集的

运算.解答过程中要注意边界问题.

与补集相关的参数问题

[探究活动]

探究1:设集合A={x|x+m≥0},B={x|-2

<x<4},全集U=R,且(∁UA)∩B=⌀,求实数m

的取值范围.

提示:(方法一:直接法)由A={x|x+m≥0}=

{x|x≥-m},得∁UA={x|x<-m}.

因为B={x|-2<x<4},(∁UA)∩B=⌀,

所以-m≤-2,即m≥2,

所以m 的取值范围是{m|m≥2}.

(方法二:集合间的关系)由(∁UA)∩B=⌀可知

B⊆A.又B={x|-2<x<4},A={x|x+m≥0}=

{x|x≥-m},结合数轴,得-m≤-2,即m≥2.

所以m 的取值范围是{m|m≥2}.

探究2:将探究1中的条件“(∁UA)∩B=⌀”改

为“(∁UA)∩B=B”,其他条件不变,求 m 的取值

范围.

提示:由已知得A={x|x≥-m},所以∁UA=

{x|x<-m}.又(∁UA)∩B=B,所以B⊆∁UA,-m≥

4,解得m≤-4.所以m 的取值范围是{m|m≤-4}.

探究3:将探究1中的条件“(∁UA)∩B=⌀”改

为“(∁UB)∪A=R”,其他条件不变,求 m 的取值

范围.

提示:由已知得A={x|x≥-m},∁UB={x|x

≤-2或x≥4}.又(∁UB)∪A=R,所以-m≤-2,

解得m≥2.所以m 的取值范围是{m|m≥2}.

[评价活动]

1.已知U={2,3,a2+2a-3},A={|2a-1|,2},

∁UA={5},则实数a=    .

2 解析:由题意知,a2+2a-3=5,解得a=-4或

a=2.当a=-4时,|2a-1|=9,

而9∉U,所以a=-4不满足题意,舍去;

当a=2时,|2a-1|=3,3∈U,满足题意.

故实数a 的值为2.

2.设U={0,1,2,3},A={x∈U|x2+mx=0}.若

∁UA={1,2},则实数m=    .

-3 解析:因为∁UA={1,2},所以A={0,3}.所

以9+3m=0,解得m=-3.

【类题通法】

利用补集求参数的注意点

(1)与集合的交、并、补运算有关的参数问题,一

般利用数轴求解,涉及集合间关系时不要漏掉空集的

情形;

(2)不等式中的等号在补集中能否取到,要引起

重视,还要注意补集是全集的子集.
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课后素养评价(五)

1.已知全集U={x|-2≤x≤2},集合A={x|-1<
x≤0},则∁UA= (  )

A.{x|-2≤x≤-1或0<x≤2}

B.{x|-2≤x≤-1或0≤x≤2}

C.{x|-1≤x<0}

D.{x|-1<x≤0}

A 解析:全集U={x|-2≤x≤2},集合A={x|
-1<x≤0},
则∁UA={x|-2≤x≤-1或0<x≤2}.

2.(多选)已知集合M={-1,0,1},N={x|-1≤x≤2},
则下列结论正确的是 (  )

A.M⊆N
B.N⊆M
C.M∪N={-1,0,1,2}

D.M∩(∁RN)=⌀
AD 解析:因为 M={-1,0,1},N={x|-1≤x
≤2},所以 M⊆N,所以A正确,B错误;
因为 M∪N={x|-1≤x≤2},所以C错误;因为

M⊆N,所以 M∩(∁RN)=⌀,所以D正确.
3.已知集合A={x|x<a},B={x|1<x<2},且A
∪(∁RB)=R,则实数a 的取值范围为    .
{a|a≥2} 解析:由于A∪(∁RB)=R,则B⊆A,可
知a≥2.

4.设全集为R,集合A={x|3≤x<7},B={x|2<x<
10},则∁R(A∪B)=    ,(∁RA)∩B=  .
{x|x≤2或x≥10} {x|2<x<3或7≤x<10}
解析:由题意知,A∪B={x|2<x<10},
所以∁R(A∪B)={x|x≤2或x≥10}.
又∁RA={x|x<3或x≥7},
所以(∁RA)∩B={x|2<x<3或7≤x<10}.

5.设全集U=R,集合A={x|x<1},B={x|x>m}.若
∁UA⊆B,则实数m 的取值范围是{m|m<1}.

6.已知集合A={x|x2-2x-3≤0},B={x|x<0或x
>2},C={x|m-2≤x≤m+2}.
(1)求A∩B 和∁RB;
(2)若A⊆∁RC,求实数m 的取值范围.
解:由题知A={x|x2-2x-3≤0}={x|-1≤x≤3},

B={x|x<0或x>2},
(1)A∩B={x|-1≤x<0或2<x≤3},

∁RB={x|0≤x≤2}.
(2)因为C={x|m-2≤x≤m+2},
所以∁RC={x|x<m-2或x>m+2}.
因为A⊆∁RC,
所以m+2<-1或m-2>3,
解得m<-3或m>5.
所以实数m 的取值范围是{m|m<-3或m>5}.
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1.设全集U={1,2,3,4,5},若集合M 满足∁UM={1,2},则
(  )

A.2∈M B.3∈M
C.4∉M D.5∉M
B 解析:因为全集U={1,2,3,4,5},又∁UM={1,

2},所以 M={3,4,5},故只有B正确.
2.(多选)已知集合A={x|-1<x≤3},B={x||x|
≤2},则 (  )

A.A∩B=⌀
B.A∪B={x|-2≤x≤3}

C.A∪(∁RB)={x|x≤-1或x>2}

D.A∩(∁RB)={x|2<x≤3}

BD 解析:因为A={x|-1<x≤3},B={x||x|
≤2}={x|-2≤x≤2},
所以A∩B={x|-1<x≤3}∩{x|-2≤x≤2}=

{x|-1<x≤2},故A不正确;

A∪B={x|-1<x≤3}∪{x|-2≤x≤2}={x|
-2≤x≤3},故B正确;
因为∁RB={x|x<-2或x>2},
所以A∪(∁RB)={x|-1<x≤3}∪{x|x<-2
或x>2}={x|x<-2或x>-1},故C不正确;

A∩(∁RB)={x|-1<x≤3}∩{x|x<-2或x>
2}={x|2<x≤3},故D正确.故选BD.

3.如图,全集U=N,集合A={1,2,3,4,5},B={x∈
N|x>3},则阴影部分表示的集合为 (  )

A.{0,1,2} B.{0,4,5}

C.{1,2} D.{1,2,3}
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D 解析:由题中 Venn图可知阴影部分表示的集

合为(∁UB)∩A,又A={1,2,3,4,5},B={x∈N|x>
3},
所以∁UB={x|x≤3},所以(∁UB)∩A={1,2,3}.
则题图阴影部分表示的集合为{1,2,3}.

4.设全集U 为实数集,集合 M={x|0<x<2},N=
{y|y=x2},则(∁UM)∩N=    .
{x|x≥2或x=0} 解析:N={y|y=x2}={y|y≥
0},∁UM={x|x≤0或x≥2},则(∁UM)∩N={x|x≥
2或x=0}.

5.已知全集U={x|1≤x≤5},集合A={x|1≤x<
a}.若∁UA={x|2≤x≤5},则a=2.

6.设全集U=R,集合A={x|x≤-2或x≥5},B=
{x|x≤2}.

(1)求∁U(A∪B);
(2)记∁U(A∪B)=D,C={x|2a-3≤x≤-a},
且C∩D=C,求a 的取值范围.
解:(1)因 为 A ={x|x≤-2或 x≥5},B=
{x|x≤2},所以A∪B={x|x≤2或x≥5}.
又全集U=R,则∁U(A∪B)={x|2<x<5}.
(2)由(1)得D={x|2<x<5}.
由C∩D=C 得C⊆D.
①当C=⌀时,有-a<2a-3,解得a>1;

②当C≠⌀时,有
2a-3≤-a,

2a-3>2,

-a<5,

ì

î

í

ïï

ïï

无解.

综上,a 的取值范围为{a|a>1}.
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1.4　充分条件与必要条件

1.4.1 充分条件与必要条件

学习任务目标
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  1.理解充分条件、必要条件的概念,能进行充分条件、必要条件的判断.
2.了解充分条件与判定定理、必要条件与性质定理的关系.
3.能通过充分性、必要性解决简单的问题.
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                 知识点一 充分条件与必要条件

一般地,已知命题“若p,则q”,有如下结论:

命题真假 真命题 假命题

推出关系 由p 可以推出q 由p 不能推出q

符号表示 p⇒q p⇒/q

条件关系
p 是q的充分条

件;q是p的必要

条件

p 不是q 的充分条

件;q 不是p 的必要

条件

[微训练]
判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)“x=3”是“x2=9”的必要条件. (  )

× 提示:x2=9⇒/x=3.
(2)“x>0”是“x>1”的充分条件. (  )

× 提示:x>0⇒/x>1.
(3)若p 是q 的充分条件,则p 是唯一的. (  )

× 提示:不唯一.如x>3,x>5,x>10等都是x>
0的充分条件.
知识点二 定理关系

(1)数学中的每一条判定定理都给出了相应结论成立

的一个充分条件.
(2)数学中的每一条性质定理都给出了相应结论成立

的一个必要条件.
[微训练]
“四边形的四条边相等”是“四边形是正方形”的

(  )

A.充分条件

B.必要条件

C.充分条件与必要条件

D.无法判断

B 解析:因为正方形的四条边相等,但四条边相等

的四边形不一定是正方形,所以“四边形的四条边相

等”是“四边形是正方形”的必要条件.
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充分条件的判断

1.在平面内,下列是“四边形是矩形”的充分条件的是

(  )

A.四边形是平行四边形且对角线相等

B.四边形两组对边分别相等

C.四边形的对角线互相平分

D.四边形的对角线互相垂直

A 解析:若四边形是平行四边形且对角线相等,则

四边形是矩形.故选A.

2.设x∈R,则x>3.14的一个充分条件是 (  )

A.x>3 B.x<3

C.x>4 D.x<4

C 解析:因为4>3.14,所以x>4能推出x>3.14.
故选C.

3.若a∈R,则“a=1”是“|a|=1”的 (  )

A.充分条件

B.必要条件

C.充分条件与必要条件

D.无法判断

A 解析:当a=1时,|a|=1成 立.但 当|a|=

1时,a=±1.所以a=1不一定成立.
所以“a=1”是“|a|=1”的充分条件.故选A.
【类题通法】

用定义法判断充分条件:分清什么是条件p,什

么是结论q,若p⇒q,则p 是q的充分条件.

必要条件的判断

1.|x|=x 的一个必要条件是 (  )

A.x<0 B.x≥0或x≤-1

C.x>0 D.x≤-1

B 解析:因为|x|=x,所以x≥0,因此选项B是

|x|=x 的一个必要条件.

2.在下列各题中,q是p 的必要条件吗?

(1)p:|x|=|y|,q:x=y;

(2)p:△ABC 是直角三角形,q:△ABC 是等腰三

角形;

(3)p:x=1,q:x-1= x-1;

(4)p:-2≤x≤5,q:-1≤x≤5;

(5)p:0是自然数,q:0是正整数;

(6)p:三角形是等边三角形,q:三角形是等腰三

角形.
解:(1)若|x|=|y|,则x=y 或x=-y,

因此p⇒/q,所以q 不是p 的必要条件.
(2)直角三角形不一定是等腰三角形.
因此p⇒/q,所以q 不是p 的必要条件.

(3)当x=1时,x-1= x-1=0,

所以p⇒q,所以q 是p 的必要条件.
(4)当x=-2时,-2≤x≤5成立,但是-1≤x≤5
不成立,所以p⇒/q,所以q 不是p 的必要条件.
(5)0是自然数,但是0不是正整数,所以p⇒/q,所

以q 不是p 的必要条件.
(6)等边三角形一定是等腰三角形,所以p⇒q,所

以q 是p 的必要条件.
【类题通法】

1.用定义法判断必要条件:若p⇒q,则q 是p 的

必要条件.

2.用集合法判断充分条件、必要条件:设p 构成

的集合为A,q 构成的集合为B,若A⊆B,则p 是q
的充分条件;若A⊇B,则p 是q的必要条件.

充分条件、必要条件的应用

[探究活动]

探究1:若集合A,B 满足A⊆B,则“x∈A”是
“x∈B”的什么条件?

提示:若 A⊆B,则“x∈A”是“x∈B”的 充 分

条件.
探究2:若集合A,B 满足B⊆A,则“x∈A”是

“x∈B”的什么条件?

提示:若B⊆A,则“x∈A”是“x∈B”的 必 要

条件.
[评价活动]

1.下列条件中,是“-2<x<2”的必要条件的是 (  )

A.1<x<3 B.-2<x<0

C.0<x≤2 D.-2≤x≤2
D 解析:在所给的条件中,只有{x|-2<x<2}⫋
{x|-2≤x≤2}.故选D.

2.已知M={x|a-1<x<a+1},N={x|-3<x<

8}.若“x∈M”是“x∈N”的充分条件,求a 的取值

范围.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—02—



解:因为“x∈M”是“x∈N”的充分条件,所以M⊆N.
因为M={x|a-1<x<a+1},N={x|-3<x<8},

所以
a-1≥-3,

a+1≤8,{ 解得-2≤a≤7.

故a 的取值范围是{a|-2≤a≤7}.
【类题通法】

充分条件与必要条件的应用技巧

利用充分性与必要性求参数的值或取值范围时,

先把所给条件等价转化,再利用充分条件、必要条件

与集合间的包含关系,建立关于参数的不等式(组)进

行求解.
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课后素养评价(六)

1.“x<8”的一个充分条件是 (  )

A.x>9 B.x<9
C.x<7 D.x>7
C 解析:根据选项,可知x<7⇒x<8,所以x<7
是x<8的一个充分条件.

2.“a2>b2”的一个必要条件是 (  )

A.a<b B.a>b
C.|a|>|b| D.ab>0
C 解析:a2>b2⇒|a|>|b|.

3.(多选)若“-1<x<2”是“-2<x<a”的充分条

件,则实数a 的值可以是 (  )

A.1 B.2 C.3 D.4
BCD 解析:由“-1<x<2”是“-2<x<a”的充

分条件,知{x|-1<x<2}⊆{x|-2<x<a}.所以

a≥2.
所以实数a 的值可以是2,3,4.

4.已知p:x+y=2,q:
x=-1,

y=3,{ 则p是q的 (  )

A.充分条件

B.必要条件

C.不是充分条件,也不是必要条件

D.既是充分条件,也是必要条件

B 解析:因为当x+y=2时,x,y 可取任意实数,

不一定有
x=-1,

y=3,{ 所以p 不是q 的充分条件;因为

x=-1,

y=3,{ 所以x+y=2,所以p 是q 的必要条件.

5.若“x2+ax+2=0”是“x=1”的 必 要 条 件,
则a=    .
-3 解析:由题意知x=1⇒x2+ax+2=0,即x
=1是方程x2+ax+2=0的根,所以a=-3.

6.设p:1≤x<4,q:x<m.若p 是q 的充分条件,则
实数m 的取值范围为    .
{m|m≥4} 解析:令A={x|1≤x<4},B={x|x
<m}.因为p 是q 的充分条件,所以A⊆B.所以m
≥4.
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1.对于任意实数a,b,c,在下列命题中,是真命题的是

(  )

A.“ac>bc”是“a>b”的必要条件

B.“ac=bc”是“a=b”的必要条件

C.“ac<bc”是“a<b”的充分条件

D.“ac=bc”是“a=b”的充分条件

B 解析:a>b⇒ac>bc,A错误;a=b⇒ac=bc,B
正确;ac<bc⇒a<b,C错误;ac=bc⇒a=b,D错

误.故选B.

2.(多选)下列条件中是“a+b>0”的充分条件的是

(  )

A.a>0,b>0
B.a<0,b<0
C.a=3,b=-2
D.a>0,b<0且|a|>|b|
ACD 解析:A中,因为a>0,b>0⇒a+b>0,所
以A满足题意;

B中,因为a<0,b<0⇒a+b>0,所以B不满足题意;
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C中,因为a=3,b=-2⇒a+b=1>0,所以C满

足题意;

D中,因为a>0,b<0且|a|>b⇒a>-b⇒a+b
>0,所以D满足题意.

3.(多选)下列选项正确的是 (  )

A.“x>2”是“|x|>2”的充分条件

B.在△ABC 中,“AB2+AC2=BC2”是“△ABC 为

直角三角形”的必要条件

C.若a,b∈R,则“a2+b2≠0”是“a,b 都不为0”的
充分条件

D.若a,b∈R,则“a2+b2≠0”是“a,b 都不为0”的
必要条件

AD 解析:因为x>2⇒|x|>2,所以x>2是|x|
>2的充分条件,选项A正确;选项B中,∠A 不一

定为直角,故为充分条件,选项B错误;因为a2+b2

≠0⇒a,b都不为0,而a,b 都不为0⇒a2+b2≠0,
选项C错误,选项D正确.

4.“x2=2x”是“x=0”的    条件,“x=0”是“x2

=2x”的    条件.(填“充分”或“必要”)
必要 充分 解析:由于x=0⇒x2=2x,所以“x2

=2x”是“x=0”的必要条件,“x=0”是“x2=2x”的
充分条件.

5.已知集合A={1,a},B={1,2,3},则“a=3”是“A
⊆B”的    条件.(填“充分”或“必要”)
充分 解析:当A⊆B 时,a=2或a=3.所以“a=
3”是“A⊆B”的充分条件.

6.已知p:实数x 满足3a<x<a,其中a<0;q:实数

x 满足-2≤x≤3.若q 是p 的必要条件,求实数a
的取值范围.
解:p:3a<x<a,设集合 A={x|3a<x<a},a
<0.

q:-2≤x≤3,设集合B={x|-2≤x≤3}.
因为p⇒q,所以A⊆B.

所以

3a≥-2,

a≤3,

a<0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

即-
2
3≤a<0.

所以a 的取值范围是 a -
2
3≤a<0{ }.
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1.4.2 充要条件

学习任务目标
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  1.理解充要条件的意义.
2.会解决一些简单的与充要条件相关的问题.
3.能对充要条件进行证明.
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                 知识点一 充要条件

1.定义:如果“若p,则q”和它的逆命题“若q,则p”均
是真命题,即既有p⇒q,又有q⇒p,就记作p⇔q.
此时p 既是q 的充分条件,也是q 的必要条件,即

p 是q的充分必要条件,简称为充要条件.
2.条件与结论的等价性:如果p 是q 的充要条件,那

么q也是p 的充要条件.
3.概括:如果p⇔q,那么p与q互为充要条件.
[微训练]

1.“x=0”是“x2=0”的 (  )

A.充分不必要条件 B.必要不充分条件

C.充要条件 D.既不充分也不必要条件

C 解析:当x=0时,x2=0;当x2=0时,x=0.所
以“x=0”是“x2=0”的充要条件.

2.点P(x,y)是第二象限内的点的充要条件是 (  )
A.x<0,y<0 B.x<0,y>0
C.x>0,y>0 D.x>0,y<0
B 解析:P(x,y)在第二象限,等价于x<0,y>0.

3.在△ABC 中,“∠B=∠C”是“△ABC 是等腰三角

形”的      条件.
充分不必要 解析:∠B=∠C⇒△ABC 是等腰三

角形,而△ABC 是等腰三角形⇒/ ∠B=∠C.
知识点二 命题的条件、结论与充分性、必要性

命题“若p,则q”中p 与q的关系:
若p 是q的充分必要条件(充要条件),则p⇒q,且q
⇒p.
若p 是q的充分不必要条件,则p⇒q,且q⇒/p.
若p 是q的必要不充分条件,则p⇒/q,且q⇒p.
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若p 是q 的既不充分也不必要条件,则p⇒/q,且q
⇒/p.
[微训练]
判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)q 是p 的必要条件时,p 是q 的充分条件. (√)

(2)q 不是p 的必要条件时,p⇒/q. (√)
(3)若q 是p 的必要条件,则当q 成立时,p 也成立.

(×)
(4)如果一个命题及其逆命题均是真命题,那么原命

题中的条件是结论的充要条件. (√)
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充要条件的判断

1.“a>0”是“|a|>0”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:因为“a>0”⇒“|a|>0”,“|a|>0”⇒“a
>0或a<0”,所以“|a|>0”不一定推出“a>0”.故
“a>0”是“|a|>0”的充分不必要条件.故选A.

2.“x2-4x-5=0”是“x=5”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

B 解析:由x2-4x-5=0得x=5或x=-1.所
以,当x=5时,x2-4x-5=0成立,但x2-4x-5
=0时,x=5不一定成立.故选B.

3.设集合A={x|0≤x≤3},B={x|1≤x≤3},那么

“m∈A”是“m∈B”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

B 解析:集合A={x|0≤x≤3},集合B={x|1≤
x≤3},则由“m∈A”得不到“m∈B”.反之,由“m∈
B”可得到“m∈A”.故选B.
【类题通法】
判断充要条件的三种方法

(1)定义法:直接判断“若p,则q”以及“若q,则

p”的真假.
(2)集合法:利用集合的包含关系进行判断.
(3)传递法:充分条件和必要条件具有传递性,即

由p1⇒p2⇒…⇒pn,可得p1⇒pn,充要条件也有传

递性.

充要条件的证明

1.函数y=x2+mx+1的图象关于直线x=1对称的

充要条件是    .

m=-2 解析:若函数y=x2+mx+1的图象关

于直线x=1对称,则-
m
2=1

,即m=-2;反之,若

m=-2,则y=x2-2x+1的图象关于直线x=1
对称.

2.求证:一次函数y=kx+b(k≠0)的图象过原点(0,

0)的充要条件是b=0.
证明:①充分性:如果b=0,那么y=kx.
当x=0时,y=0.
所以一次函数y=kx+b(k≠0)的图象过原点(0,

0).
②必要性:因为一次函数y=kx+b(k≠0)的图象

过原点(0,0),所以0=0+b.所以b=0.
综上,一次函数y=kx+b(k≠0)的图象过原点(0,

0)的充要条件是b=0.
3.设x,y∈R,求证:|x+y|=|x|+|y|的充要条件

是xy≥0.
证明:①充分性:如果xy≥0,则有xy=0和xy>0
两种情况.
当xy=0时,不妨设x=0,得|x+y|=|y|,且|x|
+|y|=|y|,所以等式|x+y|=|x|+|y|成立.
当xy>0时,分两种情况,即x>0,y>0或x<0,

y<0.又当x>0,y>0时,|x+y|=x+y,|x|+
|y|=x+y,所以等式|x+y|=|x|+|y|成立.
当x<0,y<0时,|x+y|=-(x+y),

|x|+|y|=-x-y=-(x+y),所以等式|x+y|
=|x|+|y|成立.所以,当xy≥0时,|x+y|=
|x|+|y|成立.
②必要性:若|x+y|=|x|+|y|,且x,y∈R,
则|x+y|2=(|x|+|y|)2,即x2+2xy+y2=x2

+y2+2|x|·|y|.
所以|xy|=xy.所以xy≥0.
综上,等式|x+y|=|x|+|y|成立的充要条件是

xy≥0.
【类题通法】

充要条件的证明策略

要证明p 是q的充要条件,需要从充分性和必要

性两个方向进行,即证明命题“若p,则q”为真且“若
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q,则p”为真.
注意:证明时一定要分清充分性与必要性的推导

方向.

根据充要条件求参数的取值范围

[探究活动]
探究1:已知集合A,B.若p:x∈A 是q:x∈B

的充分不必要条件,则集合A,B 的关系是什么? 若

p:x∈A 是q:x∈B 的必要不充分条件呢?
提示:若p 是q 的充分不必要条件,则A⫋B;若

p 是q 的必要不充分条件,则B⫋A.
探究2:已知集合A,B.若A⫋B,则p:x∈A 是

q:x∈B 的什么条件? 若B⫋A 或A=B 呢?

提示:若A⫋B,则p 是q 的充分不必要条件;若

B⫋A,则p 是q 的必要不充分条件;若A=B,则p
是q 的充要条件.
[评价活动]

1.若“x>2”是“x>m”的必要不充分条件,则m 的取

值范围是    .
{m|m>2} 解析:因为“x>2”是“x>m”的必要

不充分条件,所以{x|x>m}是{x|x>2}的真子

集,即m>2.
2.已知p:x-3<0是q:2x-3<m 的充分不必要条

件,求实数m 的取值范围.
解:由x-3<0,得x<3;由2x-3<m,得x<
m+3
2 .因为p 是q 的充分不必要条件,

所以{x|x<3}⫋ x x<
m+3
2{ }.

所以3<
m+3
2
,解得m>3.

所以实数m 的取值范围是{m|m>3}.
3.已知p:-2≤x≤10,q:1-m≤x≤1+m.若p 是q

的必要不充分条件,求实数m 的取值范围.
解:由p 是q 的必要不充分条件,得集合

{x|1-m≤x≤1+m}是集合{x|-2≤x≤10}的
真子集.
当{x|1-m≤x≤1+m}=⌀,即 m<0时,符合

题意.
当{x|1-m≤x≤1+m}≠⌀,即m≥0时,

可得

m≥0,

1-m>-2,

1+m≤10,

ì

î

í

ï
ï

ïï

或

m≥0,

1-m≥-2,

1+m<10.

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得0≤m≤3.

综上,实数m 的取值范围是{m|m≤3}.
【类题通法】

根据充要条件求参数取值范围的一般步骤

(1)根据已知将充分不必要条件、必要不充分条

件或充要条件转化为集合间的关系;

(2)根据集合间的关系构建关于参数的方程(组)

或不等式(组)求解.
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课后素养评价(七)

1.“a=b=c(a,b,c∈R)”是“a2+b2+c2=ab+bc+

ac”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

C 解析:由a2+b2+c2=ab+bc+ac⇔(a-b)2+
(b-c)2+(c-a)2=0⇔a=b=c,故“a2+b2+c2

=ab+bc+ac”是“a=b=c(a,b,c∈R)”的充要

条件.

2.(多选)下列结论中,正确的有 (  )

A.“x2>4”是“x3<-8”的必要不充分条件

B.在△ABC 中,“AB2+AC2=BC2”是“△ABC 为

直角三角形”的充要条件

C.若a,b∈R,则“a2+b2≠0”是“a,b不全为0”的

充要条件

D.“x,y 均为奇数”是“x+y 为偶数”的必要不充分

条件
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AC 解析:A中,x3<-8⇒x<-2⇒x2>4,但是

x2>4⇒x>2或x<-2⇒x3>8或x3<-8,不一

定有x3<-8,故 A正确;B中,AB2+AC2=BC2

⇒△ABC 为直 角 三 角 形,反 之 不 一 定,故B不 正

确;C中,a2+b2≠0⇔a,b 不全为0,故C正确;D
中,x,y 均为奇数⇒x+y 为偶数,反之不一定,故

D不正确.

3.若“x<a”是“x≥3或x≤-1”的充分不必要条件,

则a 的取值范围是 (  )

A.{a|a≥3}   

B.{a|a≤-1}

C.{a|-1≤a≤3}

D.{a|a≤3}

B 解析:因为“x<a”是“x≥3或x≤-1”的充分

不必要条件,故a≤-1.
4.“ab>4”是“a>2且b>2”的 (B)

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

5.已知集合A={x|x>a},B={x|x>5}.若“x∈
A”是“x∈B”的必要不充分条件,则实数a 的取值

范围是    .
{a|a<5} 解析:由题意,得B 是A 的真子集.故a
<5.
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1.下列命题中是真命题的是 (  )

①“x>3”是“x>4”的必要条件;

②“x=1”是“x2=1”的必要条件;

③“a=0”是“ab=0”的必要条件.

A.① B.①②

C.①③ D.②③

A 解析:x>4⇒x>3,故①是真命题;

x=1⇒x2=1,但x2=1⇒x=1,故②是假命题;

a=0⇒ab=0,但ab=0⇒a=0,故③是假命题.

2.“a,b至少有一个不为零”的充要条件是 (  )

A.ab=0 B.ab>0

C.a2+b2=0 D.a2+b2>0

D 解析:a2+b2>0,则a,b 不同时为零;a,b 中至

少有一个不为零,则a2+b2>0.

3.“x<y”是“|x|<|y|”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

D 解析:当x=-3,y=1时,|x|>|y|,故x<y
推不出|x|<|y|;反之,当x=1,y=-3时,|x|<
|y|,但x>y,故|x|<|y|推不出x<y;由充分、

必要条件定义,知“x<y”是“|x|<|y|”的既不充

分也不必要条件.

4.(多选)给出下列各组条件,其中p 是q 的必要不充

分条件的有 (  )

A.p:ab=0,q:a2+b2=0

B.p:xy≥0,q:|x|+|y|=|x+y|
C.p:m>0,q:方程x2-x-m=0有实根

D.p:x>2或x<-1,q:x<-1
AD 解析:对于A,因为p⇒q,q⇒p,所以p 是q
的必要不充分条件;对于B,由|x|+|y|=|x+y|
知x,y 要么同为正数,要么同为负数,要么至少一

个为零,能得到xy≥0,故p 是q 的充要条件;对于

C,方程x2-x-m=0有实数解,判别式Δ=1+

4m≥0,即m≥-
1
4
,所以p⇒q,q⇒p,所以p 是q

的充分不必要条件;对于D,因为p⇒q,q⇒p,所以

p 是q 的必要不充分条件.

5.若“x2+x-6=0”是“ax+1=0”的必要不充分条件,则
实数a的值为    .

-
1
2

或
1
3 

解析:由x2+x-6=0,可得x=2或x=

-3.对于ax+1=0,当a=0时,方程无解;

当a≠0时,x=-
1
a.

由题意知p⇒q,q⇒p,则可得a≠0,此时应有-
1
a=2

或-
1
a=-3

,解得a=-
1
2

或a=
1
3.

综上,a=-
1
2

或a=
1
3.

6.如果“x≤m”的充分不必要条件是“1≤x≤2”,那么m
的最小值为    .

2 解析:由题意可知,1≤x≤2⇒x≤m,反之不成

立,所以m≥2,即m 的最小值为2.
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1.5　全称量词与存在量词

1.5.1 全称量词与存在量词

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解全称量词与存在量词的含义,熟悉常见的全称量词和存在量词.
2.理解全称量词命题和存在量词命题的含义,并能用数学符号表示.
3.会判断一个命题是全称量词命题还是存在量词命题,并会判断它们的真假.
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                 知识点一 全称量词与全称量词命题

1.定义:短语“所有的”“任意一个”在逻辑中通常叫做

全称量词,并用符号“∀”表示.含有全称量词的命

题,叫做全称量词命题.
2.表述形式:全称量词命题“对 M 中任意一个x,

p(x)成立”可用符号简记为∀x∈M,p(x).
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)命题“正方形都是长方形”是全称量词命题. (√)
(2)命题“有些菱形是正方形”是全称量词命题. (×)

2.下列命题是全称量词命题的是 (  )

A.有的三角形是等边三角形

B.所有2的倍数都是偶数

C.有一个实数x,使|x|≤0
D.至少有一个x∈{x|x 是无理数},使x2是无理数

B 解析:因为选项A,C,D中依次存在“有的”“有
一个”“至少有一个”等量词,所以它们都不是全称

量词命题,而选项B中有“所有”这个量词,所以该

选项正确.
知识点二 存在量词与存在量词命题

1.定义:短语“存在一个”“至少有一个”在逻辑中通常

叫做存在量词,并用符号“∃”表示.含有存在量词

的命题,叫做存在量词命题.
2.表述形式:存在量词命题“存在 M 中的元素x,

p(x)成立”可用符号简记为∃x∈M,p(x).
[微训练]

1.下列命题中,是存在量词命题的是 (D)

A.任何一个实数乘0都等于0
B.自然数都是正整数

C.所有的语句都是命题

D.一定存在没有最大值的二次函数

2.命题“存在实数x,y,使得x+y>1”是存在量词命

题,用符号表示为∃x,y∈R,使得x+y>1.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

全称量词命题与存在量词命题的改

写与判断

1.将命题“x2+y2≥2xy”改写成全称量词命题为

(  )

A.对任意x,y∈R,都有x2+y2≥2xy 成立

B.存在x,y∈R,使x2+y2≥2xy 成立

C.对任意x>0,y>0,都有x2+y2≥2xy 成立

D.存在x<0,y<0,使x2+y2≤2xy 成立

A 解析:改写成全称量词命题:对任意x,y∈R,
都有x2+y2≥2xy 成立.

2.用全称量词或存在量词表示下列语句:
(1)有理数都能写成分数形式;

(2)方程x2+2x+8=0有实数解.
解:(1)任意一个有理数都能写成分数形式.
(2)存在实数x,使x2+2x+8=0成立.
【类题通法】

判断一个命题是全称量词命题还是存在量词命

题的关键是看量词.由于某些全称量词命题的量词可

能省略,所以要根据命题表达的意义判断,同时要会

用相应的量词符号正确表达命题.

全称量词命题与存在量词命题的真

假判断
判断下列命题的真假.

(1)∀x∈R,x2+1>
1
2
;
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(2)∃α,β∈R,(α-β)2=(α+β)2;
(3)存在一个数既是偶数又是负数;
(4)每一条线段的长度都能用正有理数表示;
(5)存在一个实数x,使等式x2+x+8=0成立.
解:(1)真命题,因为x2≥0,所以x2+1≥1,所以x2

+1>
1
2

恒成立.

(2)真命题,例如α=0,β=1,符合题意.
(3)真命题,如-2,-4等既是偶数又是负数.
(4)假命题,如边长为1的正方形的对角线长为 2,
它的长度就不是有理数.
(5)假命题,因为该方程的判别式Δ=-31<0,故无实

数解.
【类题通法】

判断全称量词命题和存在量词命题真假的方法

(1)要判定一个全称量词命题为真,必须证明给

定集合中的每一个元素x,均使命题p(x)为真;要判

定一个全称量词命题为假,只需在给定的集合中找到

一个元素x,使命题p(x)为假.
(2)要判定一个存在量词命题为真,只需在给定的

集合中找到一个元素x,使命题p(x)为真;要判定一个

存在量词命题为假,必须证明给定集合中的每一个元素

x,均使命题p(x)为假.

全称量词命题与存在量词命题的

应用

[探究活动]
探究1:已知y 是x 的函数,定义域为M.若全称

量词命题“∀x∈M,a>y 或a<y”为真命题,如何确

定实数a 的范围?
提示:该问题实质就是不等式恒成立问题,通常

转化为 求 y 的 最 大 值 或 最 小 值,即 a>ymax或 a
<ymin.

探究2:已知y 是x 的函数,定义域为M.若存在

量词命题“∃x∈M,a>y 或a<y”为真命题,如何确

定实数a 的范围?
提示:该问题实质就是不等式能成立问题,通常转

化为求y的最小值或最大值,即a>ymin或a<ymax.
[评价活动]

1.已知命题“∀x∈R,x2+1>2x+a”为真命题,求实

数a 的取值范围.
解:因为x2+1>2x+a,所以a<(x-1)2,又(x-
1)2≥0,所以实数a 的取值范围是{a|a<0}.

2.若存在x∈ x x≥-
1
2{ },使2x+a<0,求实数a

的取值范围.
解:由题意知,y=2x+a 的最小值为-1+a,则-1
+a<0,解得a<1.
所以实数a 的取值范围为{a|a<1}.
【类题通法】

根据命题的真假求参数取值范围的方法

首先,根据全称量词和存在量词的含义透彻地理

解题意,把命题的真假问题转化为集合间的关系或函

数的最值问题,再建立关于参数的不等式(组)求参数

的取值范围.
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课后素养评价(八)

1.下列命题不是存在量词命题的是 (  )

A.有的无理数的平方是有理数

B.有的无理数的平方不是有理数

C.对于任意x∈Z,2x+1是奇数

D.存在x∈R,2x+1是奇数

C 解析:A,B,D中都有存在量词,是存在量词命

题,C中含有量词“任意”,为全称量词命题.
2.下列命题是“∀x∈R,x2>3”的另一种表述方式的是

(  )

A.有一个x∈R,使得x2>3

B.对有些x∈R,有x2>3

C.任选一个x∈R,都有x2>3

D.至少有一个x∈R,使得x2>3

C 解析:“∀”和“任选一个”都是全称量词.

3.下列存在量词命题是假命题的是 (  )

A.存在x∈Q,使2x-x3=0

B.存在x∈R,使x2+x+1=0
C.有的整数是偶数

D.有的有理数没有倒数

B 解析:对于任意的x∈R,x2+x+1= x+
1
2
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+
3
4>0

恒成立,所以“存在x∈R,使x2+x+1=

0”是假命题.
4.下列命题中是全称量词命题并且是真命题的是

(  )

A.∀x∈R,x2+2x+1>0
B.若2x 为偶数,则x∈N
C.所有菱形的四条边都相等

D.π是无理数

C 解析:对于A,是全称量词命题,当x=-1时命

题不正确,故不是真命题,故 A不正确;对于B,若

2x 为偶数,x 也可以是负整数,故是假命题,也不是

全称量词命题,故B不正确;对于C,是全称量词命

题,也是真命题,故C正确;对于D,是真命题,但不

是全称量词命题,故D不正确.
5.(多选)下列四个命题中是真命题的是 (  )

A.一切实数均有相反数

B.∃a∈N,使得方程ax+1=0无实数根

C.梯形的对角线相等

D.有些三角形不是等腰三角形

ABD 解析:A为真命题;对于B,当a=0时,方程

ax+1=0无实数根;对于C,只有等腰梯形的对角

线相等,错误;D为真命题.
6.若命题p:∀x∈R,x2-2x+m≠0是真命题,则实

数m 的取值范围是    .
{m|m>1} 解析:命题p:∀x∈R,x2-2x+m≠
0是真命题,则Δ=4-4m<0,即m>1.
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1.以下四个命题中既是存在量词命题又是真命题的是

(  )

A.锐角三角形的内角是锐角或钝角

B.至少有一个实数x,使x2≤0
C.两个无理数的和必是无理数

D.存在一个负数x,使
1
x>2

B 解析:A中,锐角三角形的内角是锐角或钝角是

全称量词命题;B中,x=0时,x2=0,所以选项B

中既是存在量词命题又是真命题;C中,因为 3+
(- 3)=0,所以选项C是假命题;D中,对于任一

个负数x,都有
1
x<0

,所以选项D是假命题.

2.(多选)下列命题是真命题的有 (ABD)

A.∃x∈R,x2-3x+2=0
B.∃x∈Q,(x+3)(x2-2)=0
C.∀x∈R,x2+2x+1>0
D.∀x∈R,2x>2x-1

3.若命题“∀x∈{1≤x≤2},ax+1>0”是真命题,则

a 的取值范围是 a a>-
1
2{ }.

4.根据下列等式,得到的全称量词命题或存在量词命

题为  .
13+23=(1+2)2,

13+23+33=(1+2+3)2,

13+23+33+43=(1+2+3+4)2,

13+23+33+43+53=(1+2+3+4+5)2,
……

∀n∈N*且n≥2,13+23+33+…+n3=(1+2+3
+…+n)2 解析:根据已知等式可得,对于任意n
∈N*且n≥2,总有13+23+33+…+n3=(1+2+
3+…+n)2,
所以得到如下全称量词命题:∀n∈N*且n≥2,

13+23+33+…+n3=(1+2+3+…+n)2.
5.已知函数y1=x2

1,y2=-2x2-m.若对∀x1∈{x|
-1≤x≤3},∃x2∈{x|0≤x≤2},使得y1≥y2,求
实数m 的取值范围.
解:因为x1∈{x|-1≤x≤3},x2∈{x|0≤x≤2},
所以y1∈{y|0≤y≤9},y2∈{y|-4-m≤y≤
-m}.
又因为对∀x1∈{x|-1≤x≤3},∃x2∈{x|0≤x
≤2},使得y1≥y2,
即y1 的最小值大于等于y2 的最小值,即-4-m≤
0,所以m≥-4,即实数m 的取值范围是{m|m≥-4}.
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1.5.2 全称量词命题和存在量词命题的否定

学习任务目标
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  1.通过实例总结含有一个量词的命题与它们的否定在形式上的变化规律.
2.能写出全称量词命题与存在量词命题的否定并判断真假.
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                 知识点一 全称量词命题的否定

全称量词命题p ∀x∈M,p(x)

命题p 的否定 ∃x∈M,􀱑p(x)

结论
全称量词命题的否定是存在量

词命题

[微训练]

1.命 题 “∀x ∈R,|x|+1-x ≠0”的 否 定

为∃x∈R,|x|+1-x=0.
2.用自 然 语 言 描 述 的 全 称 量 词 命 题 的 否 定 形 式 唯

一吗?
答案:不唯一

知识点二 存在量词命题的否定

存在量词命题p ∃x∈M,p(x)

命题p 的否定 ∀x∈M,􀱑p(x)

续表

结论
存在量词命题的否定是全称量

词命题

[微训练]

1.命题“∃x∈R,x3-2x+1=0”的否定是 (  )

A.∃x∈R,x3-2x+1≠0
B.不存在x∈R,x3-2x+1≠0
C.∀x∈R,x3-2x+1=0
D.∀x∈R,x3-2x+1≠0
D 解析:存在量词命题的否定是全称量词命题,故
排除A;由命题的否定要否定结论,可排除C;由存

在量词“∃”应改为全称量词“∀”,可排除B.
2.命题“∃a∈R,使一次函数y=x+a 的图象经过原

点”的否定为∀a∈R,一次函数y=x+a 的图象不

经过原点.
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全称量词命题的否定

1.命题“对于任意x∈R,x2≥0”的否定是 (  )

A.不存在x∈R,x2≥0 
B.存在x∈R,x2≤0
C.对任意的x∈R,x2<0 
D.存在x∈R,x2<0
D 解析:“对于任意的x∈R,x2≥0”的否定为“存
在x∈R,x2<0”.

2.命题“∀x∈R,若y>0,则 x2+y>0”的否定

是           .
∃x∈R,若y>0,则x2+y≤0 解析:已知命题是

一个全称量词命题,其否定为存在量词命题.先将

“∀”换成“∃”,再否定结论,即命题的否定是“∃x
∈R,若y>0,则x2+y≤0”.

3.命题“∀x∈R,-2x+4≤0”的否定是     
     .

∃x∈R,-2x+4>0 解析:原命题为全称量词命

题,其否定为存在量词命题,既要修改量词又要否

定结论,所以其否定为“∃x∈R,-2x+4>0”.
【类题通法】

求全称量词命题的否定的方法

(1)两变:一变量词,即把全称量词变为存在量

词;二变结论,即否定结论.
(2)一补:对省略全称量词的全称量词命题要补

上量词后再进行否定.

存在量词命题的否定

1.命题“有些三角形是等腰三角形”的否定是 (  )

A.有些三角形不是等腰三角形

B.所有三角形都是等边三角形

C.所有三角形都不是等腰三角形

D.所有三角形都是等腰三角形

C 解析:在写命题的否定时,一是更换量词,二是

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—92—



否定结论.更换量词:“有些”改为“所有”,否定结

论:“是等腰三角形”改为“不是等腰三角形”,故命

题p 的否定为“所有三角形都不是等腰三角形”.
2.写出下列存在量词命题的否定,并判断其真假.
(1)∃x∈R,2x+1≥0;

(2)∃x∈R,x2-x+
1
4<0

;

(3)有些分数不是有理数.
解:(1)∀x∈R,2x+1<0,为假命题.

(2)∀x∈R,x2-x+
1
4≥0.

因为x2-x+
1
4= x-

1
2

æ

è
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2

≥0,所以是真命题.

(3)所有分数都是有理数,是真命题.
【类题通法】

求存在量词命题的否定及判断其真假的方法

(1)写命题的否定时,先将存在量词变为全称量

词,再否定结论.
(2)由于命题与命题的否定一真一假,所以当判

断一个命题的否定的真假困难时,可以转化为判断原

命题的真假从而进行判断.

全称量词命题与存在量词命题的否

定的应用

1.对于任意实数x,y=x2+8x-2的值恒大于实数m,
则m 的取值范围是    .
{m|m<-18} 解析:y=(x+4)2-18≥-18.
因为∀x∈R,不等式x2+8x-2>m 恒成立,
所以只要m<-18即可.
所以m 的取值范围是{m|m<-18}.

2.(1)已知命题“∀x∈R,x2+4x-1>m”为真命题,
求实数m 的取值范围.
(2)存在实数x,使不等式-x2+4x-1>m 有解,
求实数m 的取值范围.
解:(1)令y=x2+4x-1,x∈R,
则y=(x+2)2-5≥-5,
因为∀x∈R,不等式x2+4x-1>m 恒成立,
所以只要m<-5即可.
所以m 的取值范围是{m|m<-5}.
(2)令y=-x2+4x-1,
因为y=-x2+4x-1=-(x-2)2+3≤3,
且∃x∈R,-x2+4x-1>m 有解,
所以只要m 小于函数的最大值即可,
所以m 的取值范围是{m|m<3}.
【类题通法】

求含有量词的命题中参数取值范围的策略

(1)全称量词命题“∀x∈M,a>y(或a<y)”为
真的问题,实质就是不等式恒成立问题,通常转化为

求y 的最大值(或最小值),即a>ymax(或a<ymin).
(2)存在量词命题“∃x∈M,a>y(或a<y)”为

真的问题,实质就是不等式能成立问题,通常转化为

求y 的最小值(或最大值),即a>ymin(或a<ymax).
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课后素养评价(九)

1.设命题p:∀x∈{x|-1<x<1},|x|<1,则命题

p 的否定为 (  )

A.∃x∈{x|-1<x<1},|x|<1
B.∃x∈{x|-1<x<1},|x|≥1
C.∀x∈{x|-1<x<1},|x|≥1
D.∀x∉{x|-1<x<1},|x|≥1
B 解析:命题p 是全称量词命题,其否定为“∃x
∈{x|-1<x<1},|x|≥1”.

2.设命题p:∃x∈R,x2+1=0,则命题p 的否定为

(B )
A.∀x∉R,x2+1=0
B.∀x∈R,x2+1≠0

C.∃x∉R,x2+1=0
D.∃x∈R,x2+1≠0

3.(多选)关于命题p:∀x∈R,x2+1≠0的叙述,正
确的是 (  )

A.p 的否定:∃x∈R,x2+1=0
B.p 的否定:∀x∈R,x2+1=0
C.p 是真命题,p 的否定是假命题

D.p 是假命题,p 的否定是真命题

AC 解析:因为命题p:“∀x∈R,x2+1≠0”的否

定是“∃x∈R,x2+1=0”.且p 为真命题,则p 的

否定是假命题.
4.设命题p:∃n∈N,n2>2n,则命题p 的否定为  
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     .
∀n∈N,n2≤2n 解析:因为“∃x∈M,p(x)”的否

定是“∀x∈M,􀱑p(x)”,所以命题“∃n∈N,n2>
2n”的否定是“∀n∈N,n2≤2n”.

5.已知命题p:∃x∈R,x2+2x+a=0.
(1)命题p 的否定为  ;
(2)若 命 题 p 是 真 命 题,则 实 数 a 的 取 值 范

围是    .
(1)∀x∈R,x2+2x+a≠0 (2){a|a≤1}
解析:(1)命题“∃x∈R,x2+2x+a=0”是存在量

词命题,其否定为“∀x∈R,x2+2x+a≠0”.
(2)因为∃x∈R,x2+2x+a=0为真命题,所以Δ
=4-4a≥0.所以a≤1.
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1.命题“∀x∈R,∃n∈N*,使得n≥x2”的否定是

(D)

A.∀x∈R,∃n∈N*,使得n<x2

B.∀x∈R,∀n∈N*,使得n<x2

C.∃x∈R,∃n∈N*,使得n<x2

D.∃x∈R,∀n∈N*,使得n<x2

2.命题“对任意正整数n>2,关于x,y,z 的方程xn

+yn=zn没有正整数解”的否定为 (  )

A.对任意正整数n>2,关于x,y,z 的方程xn+yn

=zn都有正整数解

B.对任意正整数n>2,关于x,y,z 的方程xn+yn

=zn至少存在一个正整数解

C.存在正整数n≤2,关于x,y,z 的方程xn+yn=

zn至少存在一个正整数解

D.存在正整数n>2,关于x,y,z 的方程xn+yn=

zn至少存在一个正整数解

D 解析:命题为全称量词命题,则命题的否定为:

存在正整数n>2,关于x,y,z 的方程xn+yn=zn

至少存在一个正整数解.

3.(多选)已知集合A={x|1≤x≤2},命题“∀x∈
A,x-a≤0”是真命题的一个充分不必要条件可以是

(CD)

A.a≥1 B.a≥2 C.a≥3 D.a≥4
4.若命题“∃x∈R,x2-ax+1≤0”是假命题,则实数

a 的取值范围是{a|-2<a<2}.
5.已知命题p:∀x∈{x|1≤x≤3},m≥x;命题q:

∃x∈{x|1≤x≤3},m≥x.若p 为真命题,q 的否

定为假命题,求实数m 的取值范围.
解:由题意知命题p,q 都是真命题.
由∀x∈{x|1≤x≤3},都有m≥x 成立,

只需m≥xmax,即m≥3.
由∃x∈{x|1≤x≤3},使m≥x 成立,

只需m≥xmin,即m≥1.
因为两者同时成立,故实数m 的取值范围为{m|m≥
3}∩{m|m≥1}={m|m≥3}.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

任务一 集合

问题1 {a}⊆A 与a∈A 有什么区别? 你能结合具

体的例子作出解释吗?

答案:略

问题2 填表.你能根据表格得到集合的子集个数与

集合的元素个数之间的关系吗?

集合 元素个数 所有子集 子集个数

{a} 1

{a,b} 2

{a,b,c} 3

{a,b,c,d} 4

答案:略
问题3 我们知道实数的“+”“×”运算有如下运

算律:

a+b=b+a,a×b=b×a,
(a+b)+c=a+(b+c),
(a×b)×c=a×(b×c),
(a+b)×c=a×c+b×c.
已知集合U={1,2,3,4,5,6,7,8},A={1,2,3,4,5,

6},B={4,5,6,7,8},集合的“∪”“∩”运算是否也满

足类似的运算律呢? 你能通过画 Venn图进行探

究吗?

答案:略
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问题4 对于集合A,B,我们把集合{x|x∈A 且x
∉B}叫做集合A,B 的差集,记作A-B.已知集合

A={1,2,3,4,5,6},B={4,5,6,7,8},求A-B.
答案:略

1.(多选)已知集合A={1,2,3},则下列结论正确的是

(  )

A.⌀⊆A B.{1,2}∈A
C.A⊆N* D.1⊆A
AC 解析:因为A={1,2,3},所以对于A,⌀⊆A,

故A正确;对于B,{1,2}⊆A,故B错误;对于C,A
⊆N*,故C正确;对于D,1∈A,故D错误.

2.已知集合A={x|0≤x<4且x∈N},则A 的真子

集的个数是 (  )

A.16 B.15 C.7 D.8

B 解析:因为A={0,1,2,3},所以集合A 的真子

集的个数为24-1=15.

3.已知集合A={x|x<-1或x>5},B={x|a≤x<a
+4},且B⊆A,则实数a的取值范围为 (  )

A.a<-5或a>5 B.a<-5或a≥5
C.a≤-5或a≥5 D.a≤-5或a>5
D 解析:因为A={x|x<-1或x>5},B={x|a
≤x<a+4},且B⊆A,所以a+4≤-1或a>5,
解得a≤-5或a>5.

4.设全集U=R,集合A={x|x<-4或x≥3},B=
{x|-1<x<6},则集合{x|-1<x<3}= (  )

A.(∁UA)∪(∁UB) B.∁U(A∪B)

C.(∁UA)∩B D.A∩B

C 解析:由题意可得,∁UA={x|-4≤x<3},则
(∁UA)∩B={x|-1<x<3}.

5.已知集合M={x|x≤0或x≥2},N={x|m<x
<n},若M∩N=⌀,M∪N=R,则m+n=

(  )

A.1 B.2 C.3 D.4
B 解析:因为 M={x|x≤0或x≥2},N={x|m
<x<n},M∩N=⌀,M∪N=R,所以 N={x|0
<x<2},所以m=0,n=2,m+n=2.

6.党的二十大报告指出:“全面提高人才自主培养质

量,着力造就拔尖创新人才,聚天下英才而用之”.高
一某班学生为提高创新能力,积极参与研究性学习,
已知该班共有40人,其中参加A 课题的学生有23
名,参加B 课题的学生有25名(并非每个学生必须

参加某个课题),则在该班学生中,同时参加两个课

题的最多有    名学生,最少有    名

学生.
23 8 解析:当参加A 课题的学生,同时也参加B
课题,此时同时参加A 课题和B 课题的人数最多,
最多23人.当每个学生至少参加一个课题时,此时

同时参加A 课题和B 课题的人数最少,最少有23
+25—40=8(人).
【规律方法】

集合运算问题的关注点

(1)运算口诀:交集元素仔细找,属于A 且属于

B;并集元素勿遗漏,切记重复仅取一;全集U 是大范

围,去掉U 中A 元素,剩余元素成补集.
(2)数形结合法:利用 Venn图或数轴解决集合

的运算问题,能将复杂问题直观化.
注意:要注意端点值是否符合题意,以免增解或漏解.
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任务二 常用逻辑用语

笛卡儿说过:“要想获得真理和知识,唯有两件武器,
那就是清晰的直觉和严格的演绎.”同样,在数学研究

过程中,解决问题需要进行数学推理,推理过程要用

数学语言表达,需要使用一些基本用语.例如,“如果”
“那么”“因为”“任意”“存在”“即”……
问题1 由初中数学知识可知,“四边形有3个角是

直角”是“四边形是矩形”的一个充分条件,“四边形是

矩形”的充分条件唯一吗?
答案:略
问题2 “四边形的对角线相等”是“四边形是矩形”
的什么条件? 你能再写出几个相似的条件吗?
答案:略
问题3 市场上卖鸡蛋的老太太说:“我篮子里的每

一个鸡蛋都是好的.”以此为例,举出几个生活中的全

称量词命题或存在量词命题,并写出这些命题的

否定.
答案:略
问题4 以“若x≥2,则x>1,反之不然”为例,探讨

逻辑用语和集合的联系.
答案:略

1.(2022·天津)“x为整数”是“2x+1为整数”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:当x 为整数时,2x+1必为整数;
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当2x+1为整数时,x 不一定为整数,例如当2x+

1=2时,x=
1
2.

所以“x 为整数”是“2x+1为整数”的充分不必要

条件.
2.已知四边形ABCD 的两条对角线分别为AC,BD,

则“四边形ABCD 为菱形”是“AC⊥BD”的 (  )

A.充分不必要条件

B.充要条件

C.必要不充分条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:若四边形ABCD 为菱形,则AC⊥BD;
反之,若 AC⊥BD,则 四 边 形 ABCD 不 一 定 是

菱形.
故为充分不必要条件.故选A.

3.命题“∀x∈R,|x|≥0”的否定是 (  )

A.∃x∈R,|x|≤0
B.∃x∈R,|x|<0
C.∀x∈R,|x|<0
D.∀x∈R,|x|≤0
B 解析:该命题的否定为“∃x∈R,|x|<0”.故
选B.

4.若“-1<x<1”是“-1<x-m<1”的充要条件,则
实数m 的值是    .
0 解析:-1<x-m<1⇒m-1<x<m+1,
则{x|-1<x<1}={x|m-1<x<m+1},

即
m-1=-1,

m+1=1,{ 解得m=0.

【规律方法】
1.充分条件与必要条件的判断方法

(1)定义法

(2)集合法:先将条件转化为集合,再利用集合之

间的包含关系加以判断.用集合法判断时,要尽可能

利用Venn图、数轴等帮助分析,图形形象、直观,能
简化解题过程,降低思维难度.

2.全称量词命题和存在量词命题的否定要把握

两点:一是改量词,二是否结论.
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第一章综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分).
1.已知集合A={-1,0,1,2},B={x|0≤x<2},则

A∩B= (  )

A.{-1,0,1} B.{0,1,2}

C.{0,1} D.{1,2}

C 解析:因为A={-1,0,1,2},B={x|0≤x<
2},所以A∩B={0,1}.故选C.

2.命题“对任意x∈R,都有x2>0”的否定是 (D)

A.对任意x∈R,都有x2≤0
B.不存在x∈R,使得x2≤0
C.存在x∈R,使得x2≥0
D.存在x∈R,使得x2≤0

3.设集合A={4,5,7,9},B={3,4,7,8,9},若集

合U=A∪B,则集合∁U(A∩B)中的元素共有

(  )

A.3个 B.4个 C.5个 D.6个

A 解析:A∪B={3,4,5,7,8,9},A∩B={4,7,

9}所以∁U(A∩B)={3,5,8}.
4.若集合A={(x,y)|y=3x-2},B={(x,y)|y=

x+4},则A∩B= (  )

A.{3,7} B.{(3,7)}

C.(3,7) D.{x=3,y=7}

B 解 析:联 立 集 合 A 与 集 合 B 中 方 程

得
y=3x-2,

y=x+4,{
消去y 得3x-2=x+4,解得x=3.
把x=3代入方程y=3x-2得y=9-2=7,

所以方程组的解为
x=3,

y=7.{
因为A={(x,y)|y=3x-2},B={(x,y)|y=x
+4},

所以A∩B={(3,7)}.故选B.
5.对任意实数a,b,c,给出下列命题,其中真命题是

(  )

A.“a=b”是“ac=bc”的充要条件

B.“a>b”是“a2>b2”的充分条件

C.“a<5”是“a<3”的必要条件

D.“a+5是无理数”是“a 是无理数”的充分不必要
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条件

C 解析:a=b⇒ac=bc,当c=0,ac=bc时,a 与b
不一定相等,A是假命题;
若a=1>b=-2时,充分性不成立,B是假命题;

a<5不一定a<3,但a<3必有a<5,所以“a<5”
是“a<3”的必要条件,C是真命题;

a+5是无理数,则a 是无理数,若a 是无理数,则a
+5是无理数,
所以“a+5是无理数”是“a 是无理数”的充要条件,

D是假命题.故选C.
6.集合{y∈N|y=-x2+6,x∈N}的真子集的个数是

(  )

A.9 B.8 C.7 D.6
C 解析:x=0时,y=6;x=1时,y=5;x=2时,

y=2;x=3时,y=-3.
所以{y∈N|y=-x2+6,x∈N}={2,5,6}共3个

元素,其真子集的个数为23-1=7.故选C.
7.已知集合A={x|ax2-3x+2=0}的子集只有两

个,则实数a 的值为 (  )

A.
9
8 B.0

C.
9
8

或0 D.不确定

C 解析:由集合A 的子集有两个,知集合A 中有

一个元素.
当a=0时,A={x|ax2-3x+2=0}={x|-3x+

2=0}= 2
3{ },符合题意;

当a≠0时,ax2-3x+2=0有一个解,则Δ=9-

8a=0,解得a=
9
8.

综上,a=0或a=
9
8.故选C.

8.已知实数x,y,p:x+y≠8,q:x≠2或y≠6,那么

p 是q的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:设U={(x,y)|x∈R,y∈R}.
命题p:x+y≠8,对应集合为 A={(x,y)|x+y
≠8},

命题q:x≠2或y≠6,对应集合为B={(x,y)|x
≠2或x≠6},

p 的否定:x+y=8,对应集合为∁UA={(x,y)|x

+y=8},

q的否定:x=2且y=6,对应集合为∁UB={(x,y)|
x=2且y=6}={(2,6)},
显然∁UB⫋∁UA,所以A⫋B,即p 是q 的充分不必

要条件.
二、多项选择题(本题共4小题,每小题5分,共20分).
9.已知A⊆B,A⊆C,B={2,0,1,8},C={1,9,3,

8},则A 可以是 (  )

A.{1,8} B.{2,3} C.{1} D.{2}

AC 解析:因为B={2,0,1,8},C={1,9,3,8},所
以B∩C={1,8}.因为A⊆B,A⊆C,所以A⊆(B
∩C)⇒A⊆{1,8}.故选AC.

10.设非空集合P,Q 满足P∩Q=Q,且P≠Q,则
(  )

A.∀x∈Q,有x∈P
B.∃x∉P,使得x∈Q
C.∃x∉Q,使得x∈P
D.∀x∉Q,有x∉P
AC 解析:因为P∩Q=Q,且P≠Q,所以Q 是

P 的真子集.
所以∀x∈Q,有x∈P;∃x∉Q,使得x∈P,A,C
正确.
∀x∉P,x∉Q;∀x∉Q,有x∉P 或x∈P,B,D
错误.故选AC.

11.下列命题正确的是 (  )

A.命题“∃x∈R,x2+x+1≥0”的否定是“∀x∈
R,x2+x+1<0”

B.a+b=0的充要条件是
b
a=-1

C.∀x∈R,x2>0
D.a>1,b>1是ab>1的充分条件

AD 解析:因为∃x∈R,x2+x+1≥0的否定是

∀x∈R,x2+x+1<0,所以A正确;

当a=b=0时,满足a+b=0,但
a
b=-1

不成立,

所以B错误;

当x=0时,x2=0,所以C错误;

当a>1,b>1时,则ab>1,所以充分性成立,所
以D正确.

12.设集合A={x|x2-(a+2)x+2a=0},B={x|
x2-5x+4=0},集合A∪B 中所有元素之和为

7,则实数a 的值可以为 (  )

A.0 B.1 C.2 D.4
ABCD 解析:由x2-(a+2)x+2a=(x-2)(x
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-a)=0,解得x=2或x=a.所以A={2,a}.由

x2-5x+4=(x-1)(x-4)=0,解得x=1或x
=4.所以B={1,4}.当a=0时,A={0,2},B=
{1,4},A∪B={0,1,2,4},其元素之和为0+1+
2+4=7;当a=1时,A={1,2},B={1,4},A∪B
={1,2,4},其元素之和为1+2+4=7;当a=2
时,A={2},B={1,4},A∪B={1,2,4},其元素

之和为1+2+4=7;当a=4时,A={2,4},B=
{1,4},A∪B={1,2,4},其元素之和为1+2+4
=7.所以实数a 的取值集合为{0,1,2,4}.

三、填空题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

得分 13.某班50名学生做物理、化学两种实

验,已知物理实验做成功的有40人,化学实验做成

功的有31人,两种实验都没做成功的有4人,则这

两种实验都做成功的有    人.
25 解析:根据题意,可设 A={x|x 是做成功物

理实验的学生},B={x|x 是做成功化学实验的学

生},并将两种实验都做成功的学生人数记为 m,
如图.

所以(40-m)+m+(31-m)+4=50,解得 m=
25.故两种实验都做成功的学生为25人.

得分 14.若命题“∀x∈{x|1≤x≤2},使x-a

≥0”是真命题,则a 的取值范围是    .
{a|a≤1} 解析:由题意知,a≤x 在1≤x≤2时

恒成立,所以a≤1.

得分 15.中国古代数学专著《孙子算经》中有一

问题“今有三女,长女五日一归,中女四日一归,少
女三日一归,问:三女几何日相会?”根据此问题可

知,三女前三次相会经过的天数组成的集合用列举

法可表示为    ,三女每次相会经过的天数组

成的集合用描述法可表示为    .
{60,120,180} {x|x=60n,n∈N*} 解析:因为

三女相会经过的天数是5,4,3的公倍数,且它们的

最小公倍数为60,所以三女前三次相会经过的天

数组成的集合用列举法可表示为{60,120,180}.三
女每次相会经过的天数组成的集合用描述法可表

示为{x|x=60n,n∈N*}.

得分 16.设 集 合 S={A0,A1,A2,A3,A4,

A5},在S 中定义运算“􀱇”为Ai􀱇Aj=Ak,其中k
为i+j被4除的余数,i,j∈{0,1,2,3,4,5},则满

足关系式(x􀱇x)􀱇A2=A0 的x(x∈S)的个

数为    .
3 解析:当x=A0 时,(x􀱇x)􀱇A2=(A0􀱇A0)

􀱇A2=A0􀱇A2=A2≠A0;
当x=A1 时,(x􀱇x)􀱇A2=(A1􀱇A1)􀱇A2=A2

􀱇A2=A0;

当x=A2 时,(x􀱇x)􀱇A2=(A2􀱇A2)􀱇A2=A0

􀱇A2=A2≠A0;

当x=A3 时,(x􀱇x)􀱇A2=(A3􀱇A3)􀱇A2=A2

􀱇A2=A0;

当x=A4 时,(x􀱇x)􀱇A2=(A4􀱇A4)􀱇A2=A0

􀱇A2=A2≠A0;

当x=A5 时,(x􀱇x)􀱇A2=(A5􀱇A5)􀱇A2=A2

􀱇A2=A0.
所以满足关系式(x􀱇x)􀱇A2=A0 的x(x∈S)的
个数为3.

四、解答题(本题共6小题,共70分).

得分 17.(10分)判断下列命题是全称量词命

题还是存在量词命题,并写出它们的否定.
(1)对任意x∈R,x2+x+1=0都成立;
(2)∃x∈R,(x+1)2≤0.
解:(1)由于命题中含有全称量词“任意的”,因而是

全称量词命题.
命题的否定:∃x∈R,使x2+x+1≠0成立.
(2)由于命题中含有“∃”,因而是存在量词命题.
命题的否定:∀x∈R,(x+1)2>0.

得分 18.(12分)已知集合 A={x|3≤x<

10},B={x|1<3x-5<16}.
(1)求A∪B;
(2)求(∁RA)∩B.
解:(1)易知B={x|2<x<7},
所以A∪B={x|2<x<10}.
(2)∁RA={x|x<3或x≥10},
(∁RA)∩B={x|2<x<3}.

得分 19.(12分)若集合A={x|x>-2},B=

{x|bx>1},其中b为实数且b≠0,试写出:
(1)A∪B=R的一个充要条件;
(2)A∪B=R的一个必要不充分条件;
(3)A∪B=R的一个充分不必要条件.

解:若b>0,则集合B= x x>
1
b{ };若b<0,则集
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合B= x x<
1
b{ }.

(1)若A∪B=R,则必有

b<0,

1
b>-2

,

ì

î

í

ïï

ïï

即

b<0,

b<-
1
2
,

ì

î

í

ïï

ïï

所以b<-
1
2.

故A∪B=R的一个充要条件是b<-
1
2.

(2)由(1)知 A∪B=R 的 一 个 充 要 条 件 是b<

-
1
2.

所以A∪B=R 的一个必要不充分条件可以是b
<0.
(3)由(1)知 A∪B=R 的 一 个 充 要 条 件 是b<

-
1
2.

所以A∪B=R的一个充分不必要条件可以是b<
-1.

得分 20.(12分)已知集合A={x|2<x<4},

B={x|a<x<3a},且B≠⌀.
(1)若“x∈A”是“x∈B”的充分条件,求a 的取值

范围;
(2)若A∩B=⌀,求a 的取值范围.
解:(1)因为“x∈A”是“x∈B”的充分条件,所以A
⊆B.

所以

a≤2,

3a≥4,

a<3a,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得
4
3≤a≤2.

故a 的取值范围为 a
4
3≤a≤2{ }.

(2)由B={x|a<x<3a}且B≠⌀,得a<3a.
所以a>0.
若A∩B=⌀,则有a≥4或3a≤2,

所以a 的取值范围为 a 0<a≤
2
3

或a≥4{ }.
得分 21.(12分)已知集合A={x|-3<x<

5},B={x|-4≤x≤3},C={x|2x-3a-1>0},
求C∩(A∪B).
解:因为A={x|-3<x<5},B={x|-4≤x≤
3},

所以A∪B={x|-4≤x<5}.

因为2x-3a-1>0,

所以x>
3a+1
2 .

当
3a+1
2 <-4,即a<-3时,C∩(A∪B)={x|

-4≤x<5};

当-4≤
3a+1
2 <5,即-3≤a<3时,C∩(A∪B)

= x 3a+1
2 <x<5{ };

当
3a+1
2 ≥5,即a≥3时,C∩(A∪B)=⌀.

综上,当a<-3时,C∩(A∪B)={x|-4≤x<5};
当 - 3 ≤ a < 3 时,C ∩ (A ∪ B )

= x 3a+1
2 <x<5{ };

当a≥3时,C∩(A∪B)=⌀.

得分 22.(12分)给出如下三种条件:①充分不

必要条件;②必要不充分条件;③充要条件.
请从中选择一种条件补充到下面的横线上并进行

解答.
已知集合P={x|1≤x≤4},S={x|1-m≤x<1
+m},是否存在实数m 使“x∈P”是“x∈S”的 
  .若存在,求出m 的取值范围;若不存在,请说

明理由.
解:若选择①,即“x∈P”是“x∈S”的充分不必要

条件,则P⫋S 且S≠⌀,

所以

1-m≤1,

1+m>4,

1-m<1+m.

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得m>3.

即实数m 的取值范围为{m|m>3}.
若选择②,即“x∈P”是“x∈S”的必要不充分条

件,则S⫋P.
当S=⌀时,1-m≥1+m,解得m≤0;
当S ≠ ⌀ 时,1-m <1+m,解 得 m >0,

且
1-m≥1,

1+m≤4,{
此时解集为⌀.
综上,实数m 的取值范围是{m|m≤0}.
若选择③,即“x∈P”是“x∈S”的充要条件,则P
=S,显然不成立.
所以不存在实数m,使“x∈P”是“x∈S”的充要条件.
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2.1　等式性质与不等式性质

第1课时 不等关系与比较大小

学习任务目标
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  1.会用不等式(组)表示实际问题中的不等关系.
2.会用不同方法比较两个实数的大小.
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                 知识点一 相等关系与不等关系

类似于多与少、大与小、长与短等问题,反映在数量关

系上,就是相等与不等,相等用等式表示,不等用不等

式表示.
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)不等式x≥2的含义是x 不小于2. (  )

√ 提示:不等式x≥2表示x>2或x=2,即x 不

小于2.
(2)若x2=0,则x=0. (  )

√ 提示:若x2=0,则x=0,所以x≥0成立.
(3)若x-1≤0,则x<1. (  )

× 提示:若x-1≤0,则x<1或者x=1,即x
≤1.

2.大桥桥头立着的“限重40t”的警示牌,是提示司机

要安全通过该桥,应使车和货物的总质量T(单位:

t)满足关系 (  )

A.T<40 B.T>40
C.T≤40 D.T≥40
C 解析:限重40吨是指不超过40吨,即T≤40.

知识点二 实数a,b的大小比较

(1)画数轴比较法

设a,b是两个实数,它们在数轴上所对应的点分别是

A,B.那么,当点A 在点B 的左边时,a<b;当点A

在点B 的右边时,a>b.
(2)作差比较法

如果a-b 是正数,那么a>b;如果a-b 等于0,那

么a=b;如果a-b是负数,那么a<b.反过来也对.
这个基本事实可以表示为

a>b⇔a-b>0;

a=b⇔a-b=0;

a<b⇔a-b<0.
知识点三 重要不等式

一般地,∀a,b∈R,有a2+b2≥2ab,当且仅当a=b
时,等号成立.
[微训练]

1.设a=3x2-x+1,b=2x2+x,x∈R,则 (  )

A.a>b B.a<b

C.a≥b D.a≤b

C 解析:因为a-b=x2-2x+1=(x-1)2≥0,

所以a≥b.

2.设m=2a2+2a+1,n=(a+1)2,a∈R,则m,n 的

大小关系是    .

m≥n 解析:m-n=2a2+2a+1-(a+1)2=a2

≥0.
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用不等式(组)表示不等关系

1.下面表示“a 与b的差是非负数”的不等式正确的是

(  )

A.a-b>0 B.a-b<0
C.a-b≥0 D.a-b≤0
C 解析:“a 与b的差是非负数”用不等式表示为a
-b≥0,故选C.
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2.在进行工程爆破时,已知导火索燃烧的速度是

0.5cm/s,人跑开的速度是4m/s,为了使点燃导火

索的人能够在爆破时跑到100m以外的安全区,导
火索的长度x(cm)应该满足的不等式为 (  )
A.4×2x≥100 B.4×2x≤100
C.4×2x>100 D.4×2x<100
C 解析:当导火索的长度为xcm时,燃烧的时间

为2xs,人跑开的距离为(4×2x)m,为了保证安

全,有4×2x>100.
3.用不等式表示下面的不等关系.
(1)a 与b的积是非负数;
(2)m 与n 的和大于p;
(3)实数t大于16小于18.
解:(1)ab≥0.
(2)m+n>p.
(3)16<t<18.
【类题通法】

将不等关系表示成不等式(组)的思路

(1)读懂题意,找准不等式所涉及的量;
(2)用适当的不等号连接;
(3)同时成立的多个不等关系用不等式组表示.

用作差法比较大小

[探究活动]
探究:对于两个实数a,b,它们的大小关系有几

种? 怎样判断?
  提示:对于两个实数a,b,它们的大小关系有3
种:如果a-b是正数,那么a>b;如果a-b是负数,
那么a<b;如果a-b等于零,那么a=b.
[评价活动]
1.若a≠2且b≠-1,则M=a2+b2-4a+2b的值与

-5的大小关系是 (  )
A.M>-5 B.M<-5
C.M=-5 D.不能确定

A 解析:M=(a-2)2+(b+1)2-5>-5.故选A.
2.若a>b,则a2-ab    ba-b2.(填“>”或
“<”)
> 解析:因为(a2-ab)-(ba-b2)=(a-b)2,a
>b,所以(a-b)2>0.所以a2-ab>ba-b2.

3.当x≤1时,比较3x3与3x2-x+1的大小.
解:3x3-(3x2-x+1)=(3x3-3x2)+(x-1)
=3x2(x-1)+(x-1)=(3x2+1)(x-1).
因为x≤1,所以x-1≤0.
而3x2+1>0,
所以(3x2+1)(x-1)≤0,所以3x3≤3x2-x+1.
【类题通法】

用作差法比较大小的一般步骤

第一步,作差;
第二步,变形,常采用配方、因式分解等恒等变形

手段,将“差”化成“和”或“积”;

第三步,定号,即确定结果是大于0,等于0,还是

小于0(不确定的要分情况讨论);
第四步,得结论.
说明:作差比较大小的关键是作差后的变形,可

采用配方、因式分解、通分、有理化等手段进行恒等变

形,最终要变成能够判断符号的形式(常数、几个平方

和的形式或几个因式积的形式).注意变形过程中要

保持等价性及正确性.

用作差法证明不等式

1.已知a>0,求证:a+
1
a≥2.

证明:方法一:利用a2+b2≥2ab.

因为a>0,所以a+
1
a=

(a)2+
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

≥2 a·

1
a
=2.

当且仅当a=1时,等号成立.

方法二:因 为a+
1
a -2=

(a)2+
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-2=

a-
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

≥0,所以a+
1
a≥2.

2.已知a>b>1,证明下列不等式.

(1)
b+1
a+1>

b
a
;(2)a+

1
a>b+

1
b.

证 明:(1)
b+1
a+1-

b
a =

a(b+1)-b(a+1)
(a+1)a =

ab+a-ab-b
(a+1)a =

a-b
(a+1)a

,

因为a>b>1,所以a-b>0,a+1>0,a>0,

所以
a-b
(a+1)a>0

,即b+1
a+1>

b
a.

(2)a+
1
a - b+

1
b

æ

è
ç

ö

ø
÷=a-b+

1
a -

1
b =a-b+

b-a
ab =(a-b)1-

1
ab

æ

è
ç

ö

ø
÷=(a-b)·

ab-1
ab

,

因为a>b>1,所以a-b>0,ab>1,

所以(a-b)·
ab-1
ab >0,即a+

1
a>b+

1
b.

【类题通法】
用作差法证明不等式的关键是对差式进行变形,

通过配方、通分、分解因式等方法确定差式的符号,从
而证明不等式.
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课后素养评价(十)

1.(多选)下列说法错误的是 (  )

A.实数x 不大于2000可表示为“x<2000”

B.小明的身高为xcm,小华的身高为ycm,则小明比

小华矮表示为“x>y”

C.实数x 的最小值是a 可表示为“x≥a”

D.实数y 不超过a 可表示为“y≥a”

ABD 解析:对于 A,x 应满足x≤2000,故 A错

误;对于B,x,y 应满足x<y,故B错误;C正确;对
于D,y 与a 的关系可表示为y≤a,故D错误.

2.(多选)使m3>m2-m+1成立的实数m 的值可以为

(  )

A.0 B.1 C.2 D.3
CD 解析:因为m3-(m2-m+1)=m3-m2+m
-1=m2(m-1)+(m-1)=(m-1)(m2+1)>0.
所以m>1.故选CD.

3.雷电可使周围空气的温度达到是28000℃,比太阳

表面温度的4.5倍还要高.设太阳表面的温度为t℃,
那么t应满足的关系式是   .
4.5t<28000 解析:由题意得,太阳表面温度的4.5
倍小于28000℃,即4.5t<28000.

4.一个两位数,个位数字为x,十位数字为y,且这个

两位数大于70,用不等式表示为    .
10y+x>70 解析:该两位数可表示为10y+x,所
以10y+x>70.

5.若x<y,设M=x2+2y2,N=2xy+2y-1,则M,

N 的大小关系是M>N.

6.若x∈R,则
x

1+x2与
1
2

的大小关系为  .

x
1+x2≤

1
2 

解析:因为
x

1+x2-
1
2=
2x-1-x2

2(1+x2)

=
-(x-1)2

2(1+x2)≤0,所以
x

1+x2≤
1
2.

7.用一段长为30m的篱笆围成一个一边靠墙的矩形

菜园,墙长18m,要求菜园的面积不小于216m2,
靠墙的一边长为x m.试用不等式(组)表示其中的

不等关系.
解:由于矩形菜园靠墙的一边长为x m,而墙长为

18m,所以0<x≤18.

这时菜园的另一条边长为
30-x
2 = 15-

x
2

æ

è
ç

ö

ø
÷(m),

因此菜园的面积S=x· 15-
x
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

依题意,有S≥216,即x15-
x
2

æ

è
ç

ö

ø
÷≥216.

故 该 题 中 的 不 等 关 系 可 用 不 等 式 组 表 示

为
0<x≤18,

x15-
x
2

æ

è
ç

ö

ø
÷≥216.

ì

î

í

ïï

ïï

8.甲、乙两家旅行社对家庭旅游提出优惠方案.甲旅行

社提出:一人按原价收费,其余人可享受五五折优

惠;乙旅行社提出:所有人按七五折优惠.如果这两

家旅行社的原价相同,那么选择哪家旅 行 社 更

优惠?
解:设某家庭共有(x+1)人参加旅游,甲、乙两旅行

社收费总额分别为y甲,y乙,原价为a 元,则y甲=a
+0.55ax,y乙=0.75(x+1)a.
y甲-y乙=(a+0.55ax)-0.75(x+1)a
=0.2a(1.25-x).
当x>1.25(x∈N*)时,y甲<y乙;
当x<1.25(x∈N*),即x=1时,y甲>y乙 .
因此,两口之家,选择乙旅行社更优惠,三口之家或

多于三口的家庭,选择甲旅行社更优惠.
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1.(多选)若x>1>y,则下列不等式一定成立的有

(  )

A.x-1>1-y B.x-1>y-1
C.x-y>1-y D.1-x>y-x
BCD 解析:x-1-(1-y)=x+y-2,无法判断

它与0的大小关系,取x=2,y=-1得x-1-(1

-y)<0,故选项 A中不等式不一定成立;x-1-
(y-1)=x-y>0,故选项B中不等式一定成立;x
-y-(1-y)=x-1>0,故选项C中不等式一定

成立;1-x-(y-x)=1-y>0,故选项D中不等

式一定成立.
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2.设a,b∈R,定义运算“􀱋”和“􀱇”如下:a􀱋b=
a,a≤b,

b,a>b,{ a􀱇b=
b,a≤b,

a,a>b.{ 若m􀱋n≥2,p􀱇q≤2,则

(  )

A.mn≥4且p+q≤4
B.m+n≥4且pq≤4
C.mn≤4且p+q≥4
D.m+n≤4且pq≤4
A 解析:由m􀱋n≥2知,m 与n 中的较小值大于

或等于2;由p􀱇q≤2知,p 与q 中的较大值小于或

等于2.所以mn≥4且p+q≤4.

3.已知c>1,且x= c+1-c,y=c- c-1,则
x,y 之间的大小关系是 (  )

A.x>y
B.x=y
C.x<y
D.x,y 的大小关系由c确定

C 解析:由题意x>0,y>0,因为
x
y
=

c+1-c
c- c-1

=
c+ c-1
c+1+c

<1,所以x<y.

4.已知实数a,b,c满足:b+c=6-4a+3a2,c-b=4
-4a+a2,则a,b,c的大小关系是 (  )

A.c≥b>a B.a>c≥b
C.c>b>a D.a>c>b
A 解析:因为c-b=4-4a+a2=(a-2)2≥0,所
以c≥b.又b+c=6-4a+3a2,
所以2b=2+2a2,所以b=a2+1,

所以b-a=a2-a+1= a-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
3
4>0

,

所以b>a,所以c≥b>a.
5.某公司有20名技术人员,计划生产A,B两类电子

器件共50件,生产每件电子器件所需人员数和预

计产值如下:

产品种类 每件需要人员数 每件产值

A 1
2 7.5万元

B 1
3 6万元

现制订计划欲使总产值最高,则A类产品应生产20
件,最高产值为330万元.

6.已知a为实数,则(a+3)(a-5)    (a+2)(a-
4).(填“>”“<”或“=”)

< 解析:因为(a+3)(a-5)-(a+2)(a-4)=
(a2-2a-15)-(a2-2a-8)=-7<0,所以(a+
3)(a-5)<(a+2)(a-4).

7.甲、乙两车从A地沿同一路线到达B地,甲车一半

时间的速度为a,另一半时间的速度为b;乙车以速

度a 行驶一半路程,以速度b行驶另一半路程.若a
≠b,试判断哪辆车先到达B地.
解:设A,B两地路程为2s,甲车从A地到B地所用

时间为t1,则
t1
2a+

t1
2b=2s

,即t1=
4s

a+b.

设乙车从 A 地 到 B地 所 用 的 时 间 为t2,则t2=
s
a+

s
b.

因为a≠b,a>0,b>0,s>0,

所以t1-t2=
4s

a+b-
s
a-

s
b

=
4sab-sb(a+b)-sa(a+b)

ab(a+b)

=
-s(a-b)2

ab(a+b)<0.

所以t1<t2,即甲车先到达B地.

8.设x∈R且x≠-1,比较
1
1+x

与1-x 的大小.

解:1
1+x-

(1-x)=
1-(1-x2)
1+x =

x2

1+x.

当x=0时,1
1+x=1-x.

当1+x<0,即x<-1时,x2

1+x<0
,所以

1
1+x<

1-x.
当1+x>0且x≠0,即-1<x<0或x>0时,

x2

1+x>0
,所以

1
1+x>1-x.

综上,当x<-1时,1
1+x<1-x

;

当x=0时,1
1+x=1-x

;

当-1<x<0或x>0时,1
1+x>1-x.
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第2课时 不等式的性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.梳理等式的性质,掌握不等式的性质.
2.会用不等式的性质解决有关问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 不等式的性质

(1)性质1:a>b⇔b<a.
(2)性质2:a>b,b>c⇒a>c.
(3)性质3:a>b⇔a+c>b+c.
(4)性质4:a>b,c>0⇒ac>bc;

a>b,c<0⇒ac<bc.
(5)性质5:a>b,c>d⇒a+c>b+d.
(6)性质6:a>b>0,c>d>0⇒ac>bd.
(7)性质7:a>b>0⇒an>bn(n∈N,n≥2).
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若a>b,则ac>bc. (  )

× 提示:由不等式的可乘性知,当不等式两端同

乘一个正数时,不等号方向不变.因此,若a>b,则

ac>bc不一定成立.
(2)同向不等式相加与相乘的条件是一致的.

(  )

× 提示:相乘需要看是否满足
a>b>0,

c>d>0,{ 而相加

与正、负和零均无关系.
(3)设a,b∈R,且a>b,则a3>b3. (  )

√ 提示:符合不等式的可乘方性.
(4)若a+c>b+d,则a>b,c>d. (  )

× 提示:取a=4,c=5,b=6,d=2,满足a+c>
b+d,但不满足a>b,故此说法错误.

2.若a>b,c>d,则下列不等式不一定成立的是 (B)

A.a-b>d-c B.a+d>b+c
C.a-c>b-c D.a-c<a-d
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利用不等式的性质判断真假

1.已知a>b,c>d,且c,d 均不为0,那么下列不等

式一定成立的是 (  )

A.ad>bc B.ac>bd
C.a-c>b-d D.a+c>b+d
D 解析:令a=2,b=-2,c=3,d=-6,可排除

A,B,C.
由不等式的性质知,D一定成立.

2.若a<b<0,则下列结论正确的是 (  )

A.a2<b2 B.ab<b2 

C.
1
a>

1
b D.ac2>bc2

C 解析:对于A选项,当a=-2,b=-1时,不成

立;对于B选项,等价于a>b,不成立;对于C选

项,1
b<

1
a<0

,故C选项成立;对于D选项,当c=

0时,不成立.
3.下列命题正确的是 (  )

A.若ac>bc,则a>b

B.若a2>b2,则a>b

C.若
1
a>

1
b
,则a<b

D.若 a<b,则a<b
D 解析:对于A,若c<0,其不成立;对于B,若a,

b 均小于0或a<0,其不成立;对于C,若a>0,b<
0,其不成立;对于D,其中a≥0,b>0,平方后显然

有a<b.
【类题通法】

判断不等式是否成立的技巧

(1)注意不等式成立的条件,不要弱化条件.
(2)解决有关不等式的选择题时,可采用特殊值

法进行排除,注意取值要遵循以下原则:一是满足题

设条件;二是取值要简单,便于验证计算.

利用不等式的性质证明不等式

1.已知a<b<0,求证:b
a<

a
b.

证明:因为a<b<0,所以
1
ab>0.
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所以a·1
ab<b

·1
ab<0

,即1
b<

1
a<0.

又因为-
1
b>-

1
a>0

,-a>-b>0,

所以 -
1
b

æ

è
ç

ö

ø
÷(-a)> -

1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷(-b),即

b
a<

a
b.

2.若 a>b>0,c<d<0,e<0,求 证: e
(a-c)2

>
e

(b-d)2.

证明:因为c<d<0,所以-c>-d>0.
又因为a>b>0,所以a-c>b-d>0.
所以(a-c)2>(b-d)2>0.

两边同乘
1

(a-c)2(b-d)2
,得 1
(a-c)2<

1
(b-d)2.

又e<0,所以
e

(a-c)2>
e

(b-d)2.

【类题通法】
利用不等式的性质证明不等式的注意事项

(1)利用不等式的性质及其推论可以证明一些不

等式.解决此类问题一定要在理解的基础上,记准、记
熟不等式的性质并注意在解题时灵活准确地加以

应用.
(2)根据不等式的性质进行推导时,应注意紧扣

不等式成立的条件,且不可省略条件或跳步推导,更
不能随意构造性质与法则.

利用不等式的性质求取值范围

[探究活动]
探究1:小明同学解决某问题时进行如下变形:

  因为2<b<3,所以
1
3<

1
b<

1
2.

  又因为-6<a<8,所以-2<
a
b<4.

  你认为正确吗? 为什么?
提示:不正确.因为不等式两边同乘一个正数,不

等号的方向不变,但同乘一个负数,不等号方向改变.
在本题中只知道-6<a<8,不明确a 值的正负.故不

能将
1
3<

1
b<

1
2

与-6<a<8两边分别相乘,只有两

边都是正数的同向不等式才能分别相乘.
  探究2:由-6<a<8,-4<b<2,不等式两边分

别相减得-2<a-b<6,你认为正确吗?
提示:不正确.因为同向不等式具有可加性,但不

能相减,解题时要充分利用条件,运用不等式的性质

进行等价变形,而不可随意“创造”性质.
[评价活动]

1.已知-1<x<4,2<y<3,则x-y 的取值范围为

       ,3x+2y 的取值范围为    
   .
-4<x-y<2 1<3x+2y<18 解析:因为-1
<x<4,2<y<3,所以-3<-y<-2,所以-4<
x-y<2.
由-1<x<4,2<y<3,
得-3<3x<12,4<2y<6,
所以1<3x+2y<18.

2.已知1<a<4,2<b<8,试求a-b 与
a
b

的取值

范围.
解:因为1<a<4,2<b<8,
所以-8<-b<-2.
所以1-8<a-b<4-2,即-7<a-b<2.

因为
1
8<

1
b<

1
2
,所以

1
8<

a
b<

4
2
,即1
8<

a
b<2.

【类题通法】
利用不等式的性质求取值范围的策略

(1)先建立待求范围的代数式与已知范围的代数

式的关系,再利用不等式的性质进行运算,求得取值

范围.
(2)同向不等式具有可加性,但这种转化不是等

价变形,如果在解题过程中多次使用这种转化,就有

可能扩大所求的取值范围.
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课后素养评价(十一)

1.下列与a>b等价的不等式是 (  )

A.|a|>|b| B.a2>b2

C.
a
b>1 D.a3>b3

D 解析:可利用赋值法.令a=-3,b=-1,则A,

B,C正确但不满足a>b.故选D.
2.英国数学家雷科德在《砺智石》一书中首先使用

“=”,英国数学家哈里奥特首先使用“>”和“<”不
等号的引入对不等式的发展影响深远.若a,b,c∈
R,则下列命题错误的是 (  )

A.若
1
a<

1
b<0

,则a>b

B.若
a
c2>

b
c2
,则a>b

C.若b>a>0,c>0,则
a+c
b+c<

a
b

D.若a>b>0,c<d<0,则ac<bd

C 解析:对A:因为
1
a<

1
b<0

,则1
a-

1
b=

b-a
ab <

0,且a<0,b<0,
所以ab>0,则b-a<0,即a>b,A正确;

对B:因为
a
c2>

b
c2
,且c2>0,所以a>b,B正确;

对C:
a
b-

a+c
b+c=

a(b+c)-b(a+c)
b(b+c) =

(a-b)c
b(b+c).

因为b>a>0,c>0,则b+c>0,a-b<0,

所以
a
b-

a+c
b+c<0

,则a+c
b+c>

a
b
,C错误;

对D:因为c<d<0,则-c>-d>0.
又因为a>b>0,则-ac>-bd>0,
所以ac<bd,D正确.故选C.

3.已知a>b>c>d>0,且a+d=b+c,则以下不等

式错误的是 (  )

A.a+c>b+d
B.ac>bd
C.ad<bc

D.
a
b>

c
d

D 解析:因为a>b>c>d>0,所以a+c>b+d,

ac>bd;即选项A,B正确;

因为a-d>b-c>0,所以(a-d)2>(b-c)2,即
(a+d)2-4ad>(b+c)2-4bc,即ad<bc,故选项

C正确;

因为ad<bc,所以
a
b<

c
d
,即选项D错误.

4.(多选)已知a,b,c满足c<a<b,且ac<0,那么下

列各式中一定成立的是 (  )

A.ac(a-c)>0 B.c(b-a)<0
C.cb2<ab2 D.ab>ac
BCD 解析:因为a,b,c满足c<a<b,且ac<0,
所以c<0,a>0,b>0,a-c>0,b-a>0,
所以ac(a-c)<0,c(b-a)<0,cb2<ab2,ab>ac.

5.已知a>b,e>f,c>0,求证:f-ac<e-bc.
证明:因为a>b,c>0,所以ac>bc.
又因为e>f,所以e+ac>f+bc,
所以e-bc>f-ac,即f-ac<e-bc.

6.若bc-ad≥0,bd>0,求证:a+b
b ≤

c+d
d .

证明:因为bc-ad≥0,所以ad≤bc.

因为bd>0,
1
bd>0

,所以
a
b≤

c
d
,

所以
a
b+1≤

c
d+1

,

所以
a+b
b ≤

c+d
d .

7.已知-
π
2≤α<β≤

π
2
,求α+β

2
,α-β
2

的取值范围.

解:因为-
π
2≤α<β≤

π
2
,

所以-
π
4≤

α
2<

π
4
,-
π
4<

β
2≤

π
4.

两式相加,得-
π
2<

α+β
2 <

π
2.

因为-
π
4<

β
2≤

π
4
,所以-

π
4≤-

β
2<

π
4.

所以-
π
2≤

α-β
2 <

π
2.

又α<β,所以
α-β
2 <0.故-

π
2≤

α-β
2 <0.

即-
π
2<

α+β
2 <

π
2
,-
π
2≤

α-β
2 <0.
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1.若α,β满足-
π
2<α<β<

π
2
,则2α-β的取值范围是

(C)

A.-π<2α-β<0
B.-π<2α-β<π

C.-
3π
2<2α-β<

π
2

D.0<2α-β<π
2.若abcd<0,且a>0,b>c,d<0,则 (  )

A.b<0,c<0
B.b>0,c>0
C.b>0,c<0
D.0<c<b或c<b<0
D 解析:由a>0,d<0,且abcd<0,知bc>0.又因

为b>c,所以0<c<b或c<b<0.
3.(多选)已知实数x,y 满足-1≤x+y≤3,4≤2x-
y≤9,则 (  )

A.1≤x≤4
B.-2≤y≤1
C.2≤4x+y≤15

D.
1
3≤x-y≤

23
3

AC 解析:因为-1≤x+y≤3,4≤2x-y≤9,所
以3≤3x≤12,所 以 1≤x≤4,A 正 确;因 为

-6≤-2x-2y≤2,

4≤2x-y≤9,{ 所 以-2≤-3y≤11,解 得

-
11
3≤y≤

2
3
,B错误;4x+y=2(x+y)+(2x-y),

所以2≤4x+y≤15,C正确;x-y=-
1
3
(x+y)

+
2
3
(2x-y),所以

5
3≤x-y≤

19
3
,D错误.

4.给出以下四个命题:

①a>b⇒an>bn(n∈N*);②a>|b|⇒an>

bn(n∈N*);③a<b<0⇒
1
a >

1
b
;④a<b<0⇒

1
a-b>

1
a.

其中真命题的序号是    .
②③ 解析:①取a=-1,b=-2,n=2,a2>b2 不

成立;

②由a>|b|,得a>0,所以an>bn 成立;

③由a<b<0,得
1
a>

1
b

成立;

④由a<b<0,得a-b<0,且a-b>a,故
1

a-b

<
1
a.

5.已知三个不等式:①ab>0;②
c
a>

d
b
;③bc>ad.若

以其中的两个作为条件,余下的一个作为结论,则
可以组成3个真命题.

6.已知3<a+b<4,0<b<1,求下列各式的取值

范围.

(1)a;(2)a-b;(3)
a
b.

解:(1)因为3<a+b<4,0<b<1,所以-1<-b<0.
所以2<a+b+(-b)<4,即2<a<4.
(2)因为0<b<1,所以-1<-b<0.
由(1)知2<a<4,所以1<a-b<4.

(3)因为0<b<1,所以
1
b>1.

由(1)知2<a<4,所以
a
b>2.

7.设a>b>c,求证:1
a-b+

1
b-c+

1
c-a>0.

证明:因为a>b>c,所以-c>-b.
所以a-c>a-b>0,

所以
1

a-b>
1

a-c>0
,

所以
1

a-b+
1

c-a>0.

又b-c>0,所以
1

b-c>0.

所以
1

a-b+
1

b-c+
1

c-a>0.
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2.2　基本不等式

第1课时 基本不等式及其简单应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解基本不等式的证明过程.
2.能利用基本不等式比较代数式的大小.
3.能利用基本不等式求最值.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 基本不等式

1.算术平均数与几何平均数

(1)条件:给定两个正数a,b.

(2)结论:a+b
2

叫做正数a,b的算术平均数;ab叫

做正数a,b的几何平均数.
2.基本不等式

(1)不等式成立的条件:a,b都是正数.

(2)结论:ab≤
a+b
2 .

(3)等号成立的条件:当且仅当a=b.
(4)语言描述:两个正数的算术平均数不小于它们

的几何平均数.
[微训练]
判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)基本不等式成立的条件“a>0,b>0”不能省略.

(  )

√ 提示:不能省略条件“a>0,b>0”.
(2)对任意a,b∈R,a2+b2≥2ab,a+b≥2 ab均成立.

(  )

× 提示:对任意a,b∈R,有a2+b2≥2ab 成立;当

a,b都为正数时,不等式a+b≥2ab成立.

(3)若a≠0,则a+
1
a≥2 a·1

a =2.
(  )

× 提示:只有当a>0时,根据基本不等式,才有不

等式a+
1
a≥2 a·1

a =2
成立.

知识点二 基本不等式与最值

已知x,y 都是正数,
(1)如果积xy 等于定值P,那么当x=y 时,和x+y
有最小值2 P.
(2)如果和x+y 等于定值S,那么当x=y 时,积xy

有最大值
1
4S

2.

[微训练]

1.已知x>0,y>0,且xy=100,则x+y 的最小值为

    .

20 解析:因为x>0,y>0,所以x+y≥2 xy=

2 100=20,当且仅当x=y=10时,等号成立.
2.已知x>0,y>0,且x+y=18,则xy 的最大值为

    .

81 解析:因为x>0,y>0,所以xy≤
x+y
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=

81,当且仅当x=y=9时,等号成立.
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对基本不等式的理解

1.不等式a2+1≥2a 中等号成立的条件是 (  )

A.a=±1 B.a=1
C.a=-1 D.a=0
B 解析:令a2+1=2a,即(a-1)2=0,即a=1
时,等号成立.

2.不等式
9

x-2+
(x-2)≥6(其中x>2)中等号成立

的条件是 (  )

A.x=3 B.x=-3
C.x=5 D.x=-5

C 解析:由基本不等式知等号成立的条件为
9

x-2
=x-2,即x=5(x=-1舍去).

3.不等式(x-2y)+
1

x-2y
≥2成立的条件为 (  )

A.x≥2y,当且仅当x-2y=1时取等号
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B.x>2y,当且仅当x-2y=1时取等号

C.x≤2y,当且仅当x-2y=1时取等号

D.x<2y,当且仅当x-2y=1时取等号

B 解析:因为不等式成立的前提条件是各项均为

正,所以x-2y>0,即x>2y,且等号成立时(x-
2y)2=1,即x-2y=1.故选B.
【类题通法】

理解基本不等式的关键

(1)不等式成立的条件是a,b都是正数.

(2)“当且仅当”的含义:当a=b 时,ab≤
a+b
2

的等号成立,即a=b⇒
a+b
2 = ab;仅当a=b 时,

a+b
2 ≥ ab的等号成立,即a+b

2 = ab⇒a=b.

用基本不等式比较大小

1.若a,b∈R,s=a+b2+1,t=a+2b,则s与t的大

小关系是 (  )
A.s≥t B.s>t
C.s≤t D.s<t
A 解析:因为b2+1≥2b,所以s=a+b2+1≥a
+2b=t.

2.已知m=a+
1

a-2
(a>2),则 (  )

A.m>4 B.m<4
C.m≥4 D.m≤4
C 解析:因为a>2,所以a-2>0,所以m=(a-

2)+
1

a-2+2≥2
(a-2)·

1
a-2+2=4

,当且仅

当a=3时,等号成立.

3.已知a>b>c,则 (a-b)(b-c)与
a-c
2

的大小关

系是        .

(a-b)(b-c)≤
a-c
2  解析:因为a>b>c,所

以a-b>0,b-c>0,所以
a-c
2 =

(a-b)+(b-c)
2

≥ (a-b)(b-c),当且仅当a-b=b-c时,等号

成立.

4.已知a>0,b>0,c>0,d>0.求证:ad+bc
bd +

bc+ad
ac ≥4.

证明:ad+bc
bd +

bc+ad
ac =

a
b +

c
d +

b
a +

d
c =

a
b+

b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷+ c

d+
d
c

æ

è
ç

ö

ø
÷≥2+2=4,当且仅当a=b

且c=d 时,等号成立.

故
ad+bc
bd +

bc+ad
ac ≥4.

【类题通法】
运用基本不等式比较大小的注意点

(1)要灵活运用基本不等式,特别注意其变形.
(2)应注意不等式成立的条件,a+b≥2 ab成

立的条件是a>0,b>0,等号成立的条件是a=b;a2

+b2≥2ab成立的条件是a,b∈R,等号成立的条件

是a=b.
用基本不等式求最值

[探究活动]

探究1:已知x>
5
4
,求代数式4x-2+

1
4x-5

的

最小值.

提示:因为x>
5
4
,所以4x-5>0.

所以4x-2+
1

4x-5=4x-5+
1

4x-5+3≥

2 (4x-5)·
1

4x-5+3=5
,

当且仅当4x-5=
1

4x-5
,即x=

3
2

时取等号.

所以当x=
3
2

时,4x-2+
1

4x-5
取得最小值5.

探究2:已知x<
5
4
,求代数式4x-2+

1
4x-5

的

最大值.

提示:因为x<
5
4
,

所以4x-5<0.所以5-4x>0.

所以4x-2+
1

4x-5=4x-5+
1

4x-5+3

=- (5-4x)+
1

5-4x
é

ë
êê

ù

û
úú+3

≤-2 (5-4x)·
1

5-4x+3=-2+3=1
,

当且仅当5-4x=
1

5-4x
,即x=1时取等号.

故当x=1时,4x-2+
1

4x-5
取得最大值1.

[评价活动]

1.已知y=x+
1
x-2

(x<0),则y 有 (  )

A.最大值0 B.最小值0
C.最大值-4 D.最小值-4

C 解析:因为x<0,所以y=- -x+
1
-x

æ

è
ç

ö

ø
÷-2

≤-2-2=-4,当且仅当-x=
1
-x
,即x=-1时

取等号.
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2.若0<x<1,则y= x(3-2x)的取值范围是   
         .

y 0<y≤
32
4{ } 解析:由0<x<1知3-2x>0.

故 x(3-2x)=
1
2

· 2x(3-2x)≤
1
2

·

2x+(3-2x)
2 =

32
4
,当 且 仅 当x=

3
4

时,等 号 成

立,所以0< x(3-2x)≤
32
4 .

3.已知0<x<
1
3
,求代数式x(1-3x)的最大值.

解:因为0<x<
1
3
,所以1-3x>0.

所 以 x (1-3x)=
1
3

·3x (1-3x)≤

1
3
3x+(1-3x)

2
é

ë
êê

ù

û
úú

2

=
1
12
,当且仅当x=

1
6

时,等号

成立,因此x(1-3x)的最大值为
1
12.

【类题通法】

利用基本不等式求最值的方法

(1)知和求积的最值:求解此类问题的关键是明

确“和为定值,积有最大值”.但应注意两点:①具备条

件———正数;②验证等号成立.

(2)知积求和的最值:明确“积为定值,和有最小

值”,直接利用基本不等式求解,但要注意利用基本不

等式求最值的条件.
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课后素养评价(十二)

1.若a,b∈R,且ab>0,则下列不等式中,恒成立的是
(  )

A.a2+b2>2ab B.a+b≥2 ab

C.
b
a+

a
b≥2 D.

1
a+

1
b≥

2
ab

C 解析:因为(a-b)2≥0,所以a2+b2≥2ab,当
且仅当a=b时等号成立,A不正确;取a<0,b<0
时,a+b≥2ab不成立,B不正确;因为ab>0,所

以
a
b
,b
a

都大于0,所以
b
a+

a
b≥2

b
a

·a
b =2,当

且仅当a=b时取等号,C正确;取a<0,b<0时,
1
a+

1
b≥

2
ab

不成立,D不正确.

2.若0<a<b且a+b=1,则下列四个数中最大的是
(  )

A.
1
2 B.a2+b2

C.2ab D.a
B 解析:a2+b2=(a+b)2-2ab≥(a+b)2-2·
a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
1
2.

因为a2+b2-2ab=(a-b)2≥0,所以a2+b2≥2ab.

因为0<a<b且a+b=1,所以a<
1
2.

所以a2+b2 最大.

3.若x>0,则2x+
1
x    2.

(选填“=”“≥”“≤”

“>”或“<”)

> 解析:当x>0时,2x+
1
x≥22>2

,当且仅当

2x=
1
x
,即x=

2
2

时,等号成立.

4.已知x<0,则4x+
1
x-1

的最大值是-5.

5.设x,y∈N*,且满足x+y=20,则xy 的最大值为

    .
100 解析:因为x,y∈N*,
所以20=x+y≥2xy,
所以xy≤100,
当且仅当x=y=10时,等号成立.

6.已知x>0,求函数y=
x2+5x+4

x
的最小值.

解:y=
x2+5x+4

x =x+
4
x+5≥24+5=9

,

当且仅当x=
4
x
,即x=2时,等号成立.

故y=
x2+5x+4

x
(x>0)的最小值为9.
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1.(多选)已知a>1,则2a+
2

a-1
的值可以是 (  )

A.5 B.6

C.7 D.8

BCD 解析:因为a>1,所以a-1>0.

2a +
2

a-1=2+2
(a -1)+

2
a-1 ≥2+

2 2(a-1)·
2

a-1=6
,

当且仅当a=2时,等号成立,故2a+
2

a-1
的最小

值为6,

故2a+
2

a-1
的取值可以是6,也可以是7或8.

2.如果0<a<b<1,P =
a+b
2
,Q= ab,M =

a+b,那么P,Q,M 的大小关系是 (  )

A.P>Q>M B.M>P>Q

C.Q>M>P D.M>Q>P

B 解析:显然
a+b
2 > ab.由a+b>

(a+b)2

4
,得

a+b
4 <1,所以

a+b
2 < a+b.所以 a+b>

a+b
2

> ab.故M>P>Q.

3.(多选)若a>0,b>0,且a+b=4,则下列不等式不

一定恒成立的是 (  )

A.
1
ab>

1
2 B.

1
a+

1
b≤1

C.ab≥2 D.
1

a2+b2≤
1
8

ABC 解析:由a+b=4,可得 ab≤2,得ab≤4,

所以
1
ab≥

1
4
,故A,C不一定恒成立;

B中,1
a+

1
b=

a+b
ab =

4
ab≥1

,故B不一定恒成立;

由
a2+b2

2 ≥ a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

得a2+b2≥2× 4
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=8,所

以
1

a2+b2≤
1
8
,D一定恒成立.

4.已知正实数a,b满足2a+b=2,则ab的最大值为

    .

1
2 

解析:因为正实数a,b满足2a+b=2,所以2a

+b≥22ab,整理得ab≤
1
2
,

当且仅当a=
1
2
,b=1时,等号成立,所以ab 的最

大值为
1
2.

5.当x>3时,不等式x+
1

x-3≥a
恒成立,则实数a

的取值范围是{a|a≤5}.

6.已知x,y,z都是正数,求证:

(x+y)(y+z)(z+x)≥8xyz.

证明:因为x,y,z 都是正数,

所以x+y≥2xy,y+z≥2yz,z+x≥2zx,

所以(x+y)(y+z)(z+x)≥2 xy ·2 yz·

2 zx=8xyz.

当且仅当x=y=z 时,等号成立.
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第2课时 基本不等式的综合应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.进一步理解运用基本不等式求最值的条件,能够灵活运用基本不等式求最值.
2.能利用基本不等式证明简单的不等式.
3.能够运用基本不等式解决生活中的实际问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

基本不等式在实际问题中的应用

                1.制作一个容积为4m3、高为1m的无盖长方体容

器.已知该容器的底面造价是每平方米20元,侧面

造价是每平方米10元,则该容器的最低总造价是

(  )

A.80元 B.120元 
C.160元 D.240元

C 解析:设底面相邻两边的长分别为x m,y m,
总造价为T 元,则xy×1=4⇒xy=4.
所以T=4×20+(2x+2y)×1×10=80+20(x+

y)≥80+20×2 xy=80+20×4=160,当且仅当

x=y=2时,等号成立.
故该容器的最低总造价是160元.

2.若用总长为20m的篱笆围一个矩形场地,则矩形

场地的最大面积是    .
25m2 解析:设矩形的一边长为x m,

则另一边长为
1
2×

(20-2x)=(10-x)m.

所以y=x(10-x)≤
x+(10-x)

2
é

ë
êê

ù

û
úú

2

=25,

当且仅当x=10-x,即x=5时,等号成立,此时

ymax=25m2.
3.如图,动物园要围成大小相同的长方形虎笼四间,

一面可利用原有的墙,其他各面用钢筋网围成.现
有36m长的钢筋网,每间虎笼的长、宽分别设计为

多少时,可使每间虎笼面积最大?

解:设每间虎笼长x m,宽ym.
由条件知,4x+6y=36,即2x+3y=18.
设每间虎笼面积为S,则S=xy.
(方法一)因为2x+3y≥22x·3y=26xy,

所以26xy≤18.所以xy≤
27
2
,即Smax=

27
2
,当且

仅当2x=3y 时,等号成立.

由
2x+3y=18,

2x=3y,{ 解得
x=4.5,

y=3.{
故每间虎笼长为4.5m,宽为3m时,可使每间虎笼

面积最大.

(方法二)由2x+3y=18,得x=9-
3
2y.

因为x>0,所以0<y<6,

S=xy=y9-
3
2y

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
2y
(6-y).

因为0<y<6,所以6-y>0.

所以S≤
3
2
(6-y)+y

2
é

ë
êê

ù

û
úú

2

=
27
2.

当且仅当6-y=y,即y=3时,等号成立,此时x
=4.5.故每间虎笼长为4.5m,宽为3m时,可使每

间虎笼面积最大.
【类题通法】

运用基本不等式解决实际问题的思路

(1)理解题意,设出变量,一般把要求最值的量定

为因变量;
(2)建立相应的关系式,把实际问题抽象成数学

问题,利用基本不等式求解;
(3)根据实际背景得出答案.

用基本不等式求较复杂代数式的

最值

1.设x,y 为正数,则(x+y)·
1
x+

4
y

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的最小值为

(  )

A.6 B.9 C.12 D.15
B 解析:因 为 x,y 是 正 数,所 以 (x+y)·

1
x+

4
y

æ

è
ç

ö

ø
÷=5+

4x
y
+

y
x≥5+2

4x
y
×
y
x =5+4=

9,当且仅当y=2x 时,等号成立.

2.设x,y,z均为正实数,若x-2y+3z=0,则
y2

xz
的

最小值为    .
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3 解析:由已知,得y=
x+3z
2 .

所以
y2

xz=

x+3z
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

xz =
1
4

x
z+

9z
x +6

æ

è
ç

ö

ø
÷

≥
1
4 2

x
z

·9z
x +6

æ

è
ç

ö

ø
÷=3,

当且仅当x=y=3z 时,y
2

xz
取得最小值3.

3.已知关于x 的不等式2x+
2

x-a≥7
在x>a 时恒

成立,则实数a 的最小值为    .
3
2 

解析:由x>a,知x-a>0,则2x+
2

x-a=

2(x-a)+
2

x-a+2a≥2 2(x-a)·
2

x-a+2a

=4+2a,当且仅当(x-a)2=1时,等号成立.

由题意可知4+2a≥7,解得a≥
3
2
,即实数a 的最

小值为
3
2.

基本不等式的综合应用

[探究活动]
探究1:含条件不等式的证明有什么技巧?
提示:(1)要将待证不等式与已知条件结合起来

考虑.比如可通过“1”的代换,将不等式的左边化成齐

次式,一方面为使用基本不等式创造条件,另一方面

可通过约分与不等式的右边建立联系.
(2)先局部运用基本不等式,再利用不等式的性

质(注意限制条件),通过相加(乘)合成为待证的不

等式.

探究2:已知a>0,b>0,a+b=1,如何证明
1
a

+
1
b≥4

?

提示:因为a>0,b>0,a+b=1,

所以
1
a+

1
b=

a+b
a +

a+b
b =2+

b
a +

a
b ≥2+

2
b
a

·a
b =4,当且仅当a=b=

1
2

时,等号成立.

所以
1
a+

1
b≥4.

[评价活动]

1.已知y=-
1
a+

2
x.若y+2x≥0在x>0时恒成

立,则实数a 的取值范围是    .

a a<0或a≥
1
4{ } 解析:因为y+2x≥0在x>

0时恒成立,即-
1
a+

2
x+2x≥0

在x>0时恒成

立,所以
1
a≤2x+

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在x>0时恒成立.

当a<0时,不等式恒成立;

当a>0时,因为2x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷≥4,当且仅当x=1时,

等号成立,所以0<
1
a≤4

,解得a≥
1
4.

所以a<0或a≥
1
4.

2.已知a>0,b>0,a+b=1,求证:1
a+

1
b+

1
ab≥8.

证明:因为a>0,b>0,a+b=1,

所以
1
a +

1
b +

1
ab=

a+b
a +

a+b
b +

a+b
ab =4+

2b
a+

a
b

æ

è
ç

ö

ø
÷≥4+4

b
a

·a
b =8,当且仅当a=b=

1
2

时,等号成立.所以
1
a+

1
b+

1
ab≥8.

3.已知a,b,c是互不相等的正数,且a+b+c=1,求

证:1
a-1

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
b-1

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
c-1

æ

è
ç

ö

ø
÷>8.

证明:因为a,b,c是正数,且a+b+c=1,

所以
1
a-1=

b+c
a >0,

1
b-1=

a+c
b >0,

1
c-1=

a+b
c >0,所以 1

a-1
æ

è
ç

ö

ø
÷
1
b-1

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
c-1

æ

è
ç

ö

ø
÷=

b+c
a

·

a+c
b

·a+b
c ≥

2 bc·2ac·2ab
abc =8,当且仅当

a=b=c时,等号成立.
又因为a,b,c是互不相等的正数,

所以 1
a-1

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
b-1

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
c-1

æ

è
ç

ö

ø
÷>8.

【类题通法】
利用基本不等式证明不等式的策略与注意事项

(1)策略:从已知条件出发,借助不等式的性质和

基本不等式,经过逐步的逻辑推理,最后转化为所求

证不等式,其特征是以“已知”看“可知”,逐步推向“未
知”.

(2)注意事项:
①多次使用基本不等式时,要注意等号能否成

立;②累加法是不等式证明中的一种常用方法,证明

不等式时注意使用;③当不能直接使用基本不等式

时,可通过等价变形,构造基本不等式模型后再使用.
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课后素养评价(十三)

1.某商场的某种商品的年进货量为1万件,分若干次

进货,每次进货的量相同,且每次需运费100元,运
来的货物还需租仓库存放,一年的租金按一次进货

量的一半来计算,每件2元.为使一年的运费和租金

最省,每次进货量应为 (  )

A.200件 B.5000件

C.2500件 D.1000件

D 解析:设进货n 次,则每次的进货量为
10000

n
件,一年的运费和租金为y 元.

根据题意得y=100n+
10000

n ×
1
2×2=100n+

10000
n ≥2000,当且仅当n=10时,等号成立,此时

每次进货量应为1000件.故选D.

2.已知x>0,y>0,x+2y=1,则
1
x+

1
y

的最小值是

(  )

A.22 B.3+22
C.6 D.8
B 解析:因为x>0,y>0,且x+2y=1,

则
1
x+

1
y
= 1

x+
1
y

æ

è
ç

ö

ø
÷(x+2y)=3+

2y
x +

x
y
≥3+

22,

当且仅当
2y
x =

x
y

且x+2y=1,即y=
1

2+ 2
=

2- 2
2

,x= 2-1时取等号.

3.要设计一个矩形,现只知道它的对角线长度为10,
则在所有满足条件的设计中,面积最大的一个矩形

的面积为 (  )

A.50 B.253

C.503 D.100
A 解析:设矩形的长和宽分别为x,y,则x2+y2

=100.

于是S=xy≤
x2+y2

2 =50,当且仅当x=y=52

时,等号成立.
4.(多选)下列函数中,最小值为4的有 (  )

A.y=x2+
4
x2

B.y=x+
9
x-2

C.y=
x2+10
x2+6

D.y=
1

x-1+x+1
(x>1)

AD 解析:对于A,y=x2+
4
x2≥2 x2×

4
x2=4,

当且仅当x=± 2时等号成立,故A正确;
对于B,取x=-1,则y=-12<4,故B不正确;

对于C,y= x2+6+
4

x2+6
≥4,因为x2+6=4

无解,故等号不成立,故C错误;

对于D,y=
1

x-1+x-1+2≥2+2=4
,当且仅当x

-1=1即x=2时等号成立,故D正确.

5.设x>0,y>0,x+y=1,且 x+ y≤a 恒成立,
则a 的最小值是 (  )

A.
2
2 B.2

C.2 D.22

B 解析:(x+ y)2=1+2xy≤1+1=2,当且

仅当x=y=
1
2

时,等号成立,所以a≥ 2.故选B.

6.已知a>0,b>0,
1
a+

1
b=4

,则a+b 的最小值为

    .

1 解析:由1
a+

1
b=4

,得1
4a+

1
4b=1.

所以a+b= 1
4a+

1
4b

æ

è
ç

ö

ø
÷(a+b)=

1
2+

b
4a+

a
4b

≥
1
2+2

b
4a×

a
4b=1

,当且仅当a=b=
1
2

时,等号

成立.
7.在“4×□+9×□=60”的两个□中,分别填入两个

自然数,使它们的倒数和最小,应依次填上   
 和    .
6 4 解析:设两数分别为x,y,即4x+9y=60,
1
x+

1
y
= 1

x+
1
y

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·4x+9y

60 =
1
60(13+4xy +

9y
x )

≥
1
60×

(13+12)=
5
12
,
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当且仅当
4x
y
=
9y
x
,且4x+9y=60,即x=6且y=

4时,等号成立,故应分别填上6,4.

8.设a,b,c均为正数,求证:bc
a+

ca
b+

ab
c≥a+b+c.

证明:因为a,b,c均是正数,所以
bc
a
,ca
b
,ab
c

均是正数.

所以
bc
a+

ca
b≥2c

,ca
b+

ab
c≥2a

,ab
c+

bc
a≥2b.

三式相加得2bc
a+

ca
b+

ab
c

æ

è
ç

ö

ø
÷≥2(a+b+c),

所以
bc
a +

ca
b +

ab
c ≥a+b+c,当且仅当a=b=c

时,等号成立.
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1.若-4<x<1,则y=
x2-2x+2
2x-2

(D)

A.有最小值1 B.有最大值1
C.有最小值-1 D.有最大值-1

2.已知x>0,y>0,且x+y=8,则(1+x)·(1+y)的
最大值为 (  )

A.9 B.16 C.25 D.36

C 解析:(1+x)(1+y)≤
(1+x)+(1+y)

2
é

ë
êê

ù

û
úú

2

=

2+(x+y)
2

é

ë
êê

ù

û
úú

2

=25,当且仅当x=y=4时,等号

成立.

3.已知不等式(x+y)
1
x+

a
y

æ

è
ç

ö

ø
÷≥9对任意正实数x,

y 恒成立,则正实数a 的最小值为 (  )

A.8 B.6 C.4 D.2

C 解析:(x+y)
1
x+

a
y

æ

è
ç

ö

ø
÷=1+

ax
y
+
y
x+a

≥a+1+2 a·x
y

·y
x =a+2a+1,

当且仅当a·x
y
=
y
x

时,等号成立.

所以(a)2+2a+1≥9.所以 a≥2,则a≥4.
所以a 的最小值为4.

4.(多选)若正实数a,b满足a+b=1,则 (  )

A.ab有最大值
1
4

B.a+b有最小值 2

C.
1
a+

1
b

有最小值4

D.a2+b2 有最小值
2
2

AC 解析:因为a>0,b>0,且a+b=1,所以1=a

+b≥2 ab,所以ab≤
1
4
(当且仅当a=b=

1
2

时,

等号成立),所以ab有最大值
1
4
,所以选项A正确;

(a+b)2=a+b+2ab≤1+2·a+b
2 =2(当且

仅当a=b=
1
2

时,等号成立),所以 a+ b有最大

值 2,所以B错误;1
a+

1
b=

a+b
ab =

1
ab≥4

,所以
1
a

+
1
b

有最小值4,所以C正确;a2+b2≥2ab,2ab≤

1
2
,所以a2+b2 的最小值不是

2
2
,所以D错误.故

选AC.

5.当x>0时,3x
x2+4

的最大值为     .

3
4 

解析:当x>0时,3x
x2+4=

3

x+
4
x

≤
3

2 x·4
x

=
3
4
,当且仅当x=

4
x
,即x=2时 等 号 成 立,即

3x
x2+4

的最大值为
3
4.

6.设a>b>c,n∈N*,使不等式
1

a-b+
1

b-c≥
n

a-c
成

立的n的最大值为    .
4 解析:因为a-b>0,a-c>0,要使原不等式成立,

只需
a-c
a-b+

a-c
b-c≥n

成立,

即
(a-b)+(b-c)

a-b +
(a-b)+(b-c)

b-c ≥n成立,

也就是2+
b-c
a-b+

a-b
b-c≥n

成立.

又
b-c
a-b+

a-b
b-c≥2

,当且仅当b-c=a-b,

即a+c=2b时,等号成立,
所以n≤4,所以n的最大值为4.

7.已知x>0,y>0,且2x+8y-xy=0,
(1)xy 的最小值为64;
(2)x+y 的最小值为18.

8.某厂家拟在明年举行某产品的促销活动,经调查,
该产品的年销售量(即该产品的年产量)x(单位:万
件)与年促销费用m(m≥0)(单位:万元)满足x=3

-
k

m+1
(k 为常数).如果不举行促销活动,该产品
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的年销售量是1万件.已知明年生产该产品的固定

投入为8万元,每生产1万件该产品需要再投入16
万元,厂家将每件产品的销售价格定为每件产品年

平均成本的1.5倍(产品成本包括固定投入和再投

入两部分资金,不包括促销费用).该厂家明年的促

销费用为多少万元时,厂家的利润最大? 最大利润

为多少?
解:设明年厂家的利润为y 万元.
由题意,当m=0时,x=1,所以1=3-k,解得k=

2.所以x=3-
2

m+1.

又每万件产品的销售价格为1.5×
8+16x

x
万元,

所以y=x1.5×
8+16x

x
æ

è
ç

ö

ø
÷-(8+16x+m)

=4+8x-m=4+83-
2

m+1
æ

è
ç

ö

ø
÷-m

=- 16
m+1+

(m+1)é

ë
êê

ù

û
úú+29.

因为m≥0,所以
16

m+1+
(m+1)≥216=8,

当且仅当
16

m+1=m+1,即m=3时等号成立.

所以y≤-8+29=21,所以ymax=21.
故该厂家明年的促销费用为3万元时,厂家的利润

最大,最大利润为21万元.
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2.3　二次函数与一元二次方程、不等式

第1课时 一元二次不等式的解法

学习任务目标
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  1.能够借助二次函数求解一元二次不等式.
2.理解一元二次方程、二次函数与一元二次不等式之间的关系,并能解决相应的问题.
3.能解决一元二次不等式中的恒成立问题.
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                 知识点一 一元二次不等式、二次函数的零点

1.一元二次不等式

定义

一般地,我们把只含有一个未知数,
并且未知数的最高次数是2的不等

式,称为一元二次不等式

一般形式
ax2+bx+c>0或ax2+bx+c<0,
其中a,b,c均为常数,a≠0

2.二次函数的零点

一般地,对于二次函数y=ax2+bx+c,我们把使

ax2+bx+c=0的实数x 叫做二次函数y=ax2+
bx+c的零点.
[微训练]
判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)mx2-5x<0是一元二次不等式. (  )

× 提示:当m=0时,是一元一次不等式;当 m≠0
时,是一元二次不等式.
(2)函数y=ax2+bx+c的零点就是函数y=ax2+
bx+c的图象与x 轴的交点. (  )

× 提示:函数y=ax2+bx+c 的零点是图象与x

轴的交点的横坐标.
(3)x2-y2>0是一元二次不等式. (  )

× 提示:此不等式含有两个变量,根据一元二次不

等式的定义可知不是一元二次不等式.
知识点二 二次函数与一元二次方程、不等式的解的

对应关系

Δ=b2-4ac Δ>0 Δ=0 Δ<0

y=ax2 +
bx+c(a>
0)的图象

ax2+bx+
c=0(a>
0)的根

有两个不相

等的实数根

x1,x2(x1<
x2)

有两个相等的

实数 根 x1=

x2=-
b
2a

没有

实数

根

ax2+bx+
c>0(a>
0)的解集

{x|x<x1,
或x>x2}

x x≠-
b
2a{ } R
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续表

Δ=b2-4ac Δ>0 Δ=0 Δ<0

ax2+bx+
c<0(a>
0)的解集

{x|x1<x
<x2}

⌀ ⌀

[微训练]
判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若方程ax2+bx+c=0(a<0)没有实数根,则不等式

ax2+bx+c>0的解集为R. (  )

× 提示:若方程ax2+bx+c=0(a<0)没有实根,
则不等式ax2+bx+c>0的解集为⌀.

(2)设一元二次方程ax2+bx+c=0的两个解为x1,

x2,且x1<x2,则一元二次不等式ax2+bx+c>0
的解集不可能为{x|x1<x<x2}. (  )

× 提示:当二次项系数a<0时,不等式ax2+bx+

c>0的解集为{x|x1<x<x2}.
(3)不等式ax2+bx+c≤0(a≠0)或ax2+bx+c≥0
(a≠0)的解集为空集,则方程ax2+bx+c=0无实根.

(  )

√ 提示:当Δ<0时,一元二次不等式的解集为空

集,此时方程无实根.
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简单一元二次不等式的解法

1.不等式x2-3x+2<0的解集为 (  )

A.{x|x<-2,或x>-1}

B.{x|-2<x<-1}

C.{x|x<1,或x>2}

D.{x|1<x<2}

D 解析:原不等式即为(x-1)(x-2)<0,所以1
<x<2.故原不等式的解集为{x|1<x<2}.

2.不等式x2-2x-5>2x 的解集是    .
{x|x<-1,或x>5} 解析:由x2-2x-5>2x,
得x2-4x-5>0.因为x2-4x-5=0的两根为

-1,5,所以x2-4x-5>0的解集为{x|x<-1,
或x>5}.

3.不等式-x2+6x-10>0的解集为    .
⌀ 解析:原不等式可化为x2-6x+10<0.
因为Δ=36-40=-4<0,所以方程x2-6x+10=
0没有实数根.所以原不等式的解集为⌀.

4.已知集合A={x|3x-2-x2<0},B={x|x-a<
0},且B⊆A,则a 的取值范围为    .
{a|a≤1} 解析:A={x|3x-2-x2<0}={x|x2-
3x+2>0}={x|x<1,或x>2},B={x|x<a}.
如图,因为B⊆A,所以a≤1.

【类题通法】
解一元二次不等式的一般步骤

(1)将一元二次不等式化为一端为0的形式(习
惯上使二次项系数大于0);

(2)求出相应一元二次方程的根,或判断方程没

有实根;
(3)画出相应二次函数的图象,方程有根的将根

标在图中;
(4)观察图象中位于x 轴上方或下方的部分,对

比不等式中不等号的方向,写出解集.

三个“二次”之间的关系

               1.若 不 等 式 ax2 +bx + 2 > 0 的 解 集 是

x -
1
2<x<

1
3{ },则a-b的值为 (  )

A.14 B.-14
C.10 D.-10
D 解析:由 不 等 式ax2+bx+2>0的 解 集 是

x -
1
2<x<

1
3{ },可得-

1
2
,1
3

是一元二次方程

ax2 +bx + 2 = 0 的 两 个 实 数 根.所 以

-
1
2+

1
3=-

b
a
,

-
1
2×

1
3=

2
a
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得a=-12,b=-2.所以a-

b=-12-(-2)=-10.故选D.
2.若不等式ax2+bx+c≤0的解集为{x|x≤-3,或

x≥4},求不等式bx2+2ax-c-3b≥0的解集.
解:因为不等式ax2+bx+c≤0的解集为{x|x≤
-3,或x≥4},
所以a<0,且-3,4是方程ax2+bx+c=0的两

根.由根与系数的关系可得
-3+4=-

b
a
,

-3×4=
c
a
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即
b=-a,

c=-12a.{
所以不等式bx2+2ax-c-3b≥0可化为-ax2+
2ax+15a≥0,即x2-2x-15≥0,解得x≤-3或
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x≥5.故所求不等式的解集为{x|x≤-3,或x≥5}.
【类题通法】

三个“二次”之间的关系

注意:不要忽视二次项系数的符号和不等号的

方向.

一元二次不等式的恒成立问题

[探究活动]
探究1:若不等式ax2+bx+c>0恒成立,则a,

b,c应满足什么条件?
提示:当a=0时,b=0,c>0;

当a≠0时,a>0
,

Δ<0,{ 即
a>0,

b2-4ac<0.{
探究2:若不等式ax2+bx+c<0恒成立,则a,

b,c应满足什么条件?
提示:当a=0时,b=0,c<0;

当a≠0时,a<0
,

Δ<0,{ 即
a<0,

b2-4ac<0.{
[评价活动]

1.若ax2+ax-1<0恒成立,则a 的取值范围是

(  )

A.a≤0
B.a<-4
C.-4<a<0
D.-4<a≤0
D 解析:当a=0时,ax2+ax-1=-1<0恒

成立;

当a≠0时,则 a<0,

Δ<0,{ 即
a<0,

a2+4a<0,{ 解得-4<a

<0.综上,-4<a≤0.
2.若关于x 的不等式ax2+2x+a>0的解集为R,则

实数a 的取值范围是    .
{a|a>1} 解析:当a=0时,易知条件不成立;当

a≠0时,要使不等式ax2+2x+a>0的解集为 R,

必须满足
a>0,

Δ=4-4a2<0,{ 解得a>1.

3.不等式(m2-2m-3)x2-(m-3)x-1<0的解集

为R,求m 的取值范围.
解:①当m2-2m-3=0时,解得m=3或m=-1.
若m=3,原不等式化为-1<0,恒成立,原不等式

的解集为R.

若m=-1,原不等式化为4x-1<0,得x<
1
4
,原

不等式的解集为 x x<
1
4{ },不合题意,舍去.

②当m2-2m-3≠0时,依题意有

m2-2m-3<0,

Δ=(m-3)2+4(m2-2m-3)<0,{

所以
-1<m<3,

-
1
5<m<3,

ì

î

í

ïï

ïï
所以-

1
5<m<3.

综上所述,当-
1
5<m≤3

时,不等式(m2-2m-3)x2

-(m-3)x-1<0的解集为R.
【类题通法】

  一元二次不等式恒成立的条件

(1)ax2+bx+c>0(a≠0)对∀x∈R恒成立的

充要条件是
a>0,

b2-4ac<0;{
(2)ax2+bx+c<0(a≠0)对∀x∈R恒成立的

充要条件是
a<0,

b2-4ac<0.{
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课后素养评价(十四)

1.不等式4x2-12x+9≤0的解集是 (  )

A.⌀ B.R

C.x x≠
3
2{ } D.32{ }

D 解析:原不等式可化为(2x-3)2≤0,故x=
3
2.

故选D.
2.若集合A={x|(2x+1)(x-3)>0},B={x∈N*

|x≤4},则A∩B= (  )

A.{1,2,3} B.{4}

C.{3,4} D.{1,2,3,4,5}

B 解析:由题意,A= x x<-
1
2

或x>3{ },B=
{1,2,3,4},所以A∩B={4}.

3.(多选)下列四个不等式中,解集为⌀的是 (  )

A.-x2+x+1≤0
B.2x2-3x+4<0
C.x2+3x+10≤0

D.-x2+4x- a+
4
a

æ

è
ç

ö

ø
÷>0(a>0)

BCD 解析:对于A,-x2+x+1≤0化为x2-x
-1≥0,其解集不为⌀;
对于B,2x2-3x+4<0,Δ=9-32<0,其 解 集

为⌀;
对于C,x2+3x+10≤0,Δ=9-40<0,其解集为⌀;

对于D,-x2+4x- a+
4
a

æ

è
ç

ö

ø
÷>0化 为x2-4x+

a+
4
a

æ

è
ç

ö

ø
÷<0,Δ=16-4a+

4
a

æ

è
ç

ö

ø
÷≤16-4×2a·4

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

=0,当且仅当a=2时取等号,故不等式的解集为⌀.

4.已知二次函数y=ax2+bx+c(a,b,c∈R)中,x,y
满足如下表所给的对应关系:

x 1 2 4

y 0 -1 0

则方程y=0的根为    ;不等式y<0的解集

为    .
1和4 {x|1<x<4} 解析:设函数y=ax2+bx
+c(a≠0),
由表中数据知1和4是方程y=0的两根.
又x=2时,y=-1<0,故此二次函数图象是开口

向上的抛物线,并且与x 轴交于两点(1,0)和(4,

0),所以不等式y<0的解集为{x|1<x<4}.
5.设函数y=2x2+bx+c.若关于x 的不等式2x2+
bx+c<0的解集是{x|1<x<5},则b,c的值分别

为    .
-12,10 解析:由题意知1和5是方程2x2+bx
+c=0的两个根.

由根与系数的关系,知-
b
2=6

,c
2=5

,

解得b=-12,c=10.
6.若关于x 的不等式(a+1)x2+ax+a>0对任意实

数x 恒成立,求实数a 的取值范围.
解:当a+1=0,即a=-1时,原不等式化为-x-
1>0,得x<-1,不合题意;

当a+1≠0时,由题意,得 a+1>0,

Δ=a2-4a(a+1)<0,{

解得
a>-1,

a>0或a<-
4
3.

ì

î

í

ïï

ïï
所以a>0.

所以实数a 的取值范围为{a|a>0}.
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1.已知p:x2<2x+3和q:|x-1|≤2,则p 是q的

(  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:因为x2<2x+3⇒x|-1<x<3,|x-1|
≤2⇒-1≤x≤3,所以p 是q 的充分不必要条件.

2.若关于x 的方程x2+mx+1=0有两个不相等的

实数根,则 (  )

A.-1<m<1 B.m<-1或m>1
C.-2<m<2 D.m<-2或m>2
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D 解析:因为方程x2+mx+1=0有两个不相等的实

数根,所以Δ=m2-4>0,所以m>2或m<-2.
3.(多选)关于x 的一元二次不等式x2-6x+a≤0(a
∈Z)的解集中有且仅有3个整数,则a 的值可以是

(  )

A.7 B.8 C.9 D.10
AB 解析:设函数y=x2-6x+a,其图象是开口

向上,对称轴是x=3的抛物线,如图.

若关于x 的一元二次不等式x2-6x+a≤0的解集

中有且仅有3个整数,则当x=2时,y≤0,当x=1

时,y>0,即
4-12+a≤0,

1-6+a>0,{ 解得5<a≤8.

又a∈Z,所以a=6或7或8.
4.若关于x 的不等式ax2+3x-1>0的解集是

x
1
2<x<1{ },则a 的值为   .不等式ax2-

3x+a2+1>0的解集为       .

-2 x -
5
2<x<1{ } 解析:依题意,可知方程

ax2+3x-1=0的两个实数根为
1
2

和1,
1
2+1=

-
3
a
,1
2×1=-

1
a
,解得a=-2.不等式ax2-3x

+a2+1>0可化为-2x2-3x+5>0,即2x2+3x
-5<0.

因为2x2+3x-5=0有两根为x1=1,x2=-
5
2
,

所以不等式的解集为 x -
5
2<x<1{ }.

5.若关于x 的不等式(a2-1)x2-(a-1)x-1<0的

解集为R,则实数a 的取值范围是    .

a -
3
5<a≤1{ } 解析:①当a2-1≠0,即a≠

±1时,

由
a2-1<0,

Δ=(a-1)2+4(a2-1)<0,{
解得-

3
5<a<1.

②当a2-1=0,即a=±1时,
若a=1,则原不等式为-1<0,恒成立;

若a=-1,则原不等式为2x-1<0,即x<
1
2
,不

符合题目要求,舍去.

综上所述,当-
3
5<a≤1

时,原不等式的解集为R.

6.解不等式x2-3|x|+2≤0.
解:原不等式等价于|x|2-3|x|+2≤0,
即1≤|x|≤2.
当x≥0时,1≤x≤2;
当x<0时,-2≤x≤-1.
所以原不等式的解集为{x|-2≤x≤-1,或1≤x≤2}.
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第2课时 一元二次不等式的应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.会求分式不等式的解集.
2.能利用一元二次不等式解决实际问题.
3.会利用分类讨论思想解含参数的一元二次不等式.
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分式不等式的解法

1.不等式
-x+1
x-2 >0

的解集是 (  )

A.{x|x<-1,或x>2}

B.{x|-1<x<2}

C.{x|1<x<2}

D.{x|x<1,或x>2}

C 解析:原不等式可化为
x-1
x-2<0

,等价于(x-1)·

(x-2)<0,其解集为{x|1<x<2}.

2.不等式2>
1
x

的解集是    .

x x<0或x>
1
2{ } 解析:不等式2>

1
x
,可化为
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2x-1
x >0,解得x<0或x>

1
2.

3.解不等式:x+1
2x-3≤1.

解:因为
x+1
2x-3≤1

,所以
x+1
2x-3-1≤0.

所以
-x+4
2x-3≤0

,即x-4

x-
3
2

≥0.

此不等 式 等 价 于(x-4)x-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷≥0,且 x-

3
2

≠0,

解得x<
3
2

或x≥4.

所以原不等式的解集为 x x<
3
2

或x≥4{ }.
【类题通法】

分式不等式的解题策略

(1)直接法:不等号右边为零的分式不等式,可直

接转化为一元二次不等式或一元二次不等式组求解,
但要注意分母不为零.

(2)转化法:不等号右边不为零的分式不等式,要
先移项、通分,使不等号右边变为零,再用直接法

求解.
注意:对于不等号右边不为零的分式不等式,求

解时,一定不要直接去分母.

一元二次不等式的实际应用

1.某蛋糕厂生产某种蛋糕的成本为40元/个,出厂价

为60元/个,日销售量为1000个.为适应市场需求,
计划提高蛋糕档次,适度增加成本.若每个蛋糕成

本增加的百分率为x(0<x<1),则每个蛋糕的出

厂价相应提高的百分率为0.5x,同时预计日销售量

增加的百分率为0.8x.为使日利润有所增加,求x
的取值范围.
解:设增加成本后的日利润为y 元.
y=[60×(1+0.5x)-40×(1+x)]×1000×(1+
0.8x)=2000(-4x2+3x+10)(0<x<1).
要保证日利润有所增加,
则y>(60-40)×1000,且0<x<1,

即
-4x2+3x>0,

0<x<1,{ 解得0<x<
3
4.

所 以,为 使 日 利 润 有 所 增 加,x 的 取 值 范 围

为 x 0<x<
3
4{ }.

2.如图所示,学校要在一块长40m、宽30m的矩形

地面上进行绿化,四周种植花卉(花卉带的宽度相

同),中间铺设草坪.要求草坪的面积不少于总面积

的一半,求花卉带宽度的取值范围.

解:设花卉带的宽度为x m,则草坪的长和宽分别

是(40-2x)米,(30-2x)m,

所以

(40-2x)(30-2x)≥
1
2×40×30

,

40-2x>0,

30-2x>0,

x>0,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解得

x≤5或x≥30,

x<20,

x<15,

x>0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

所以0<x≤5.

故花卉带宽度x 的取值范围为{x|0<x≤5}.
【类题通法】

含参数的一元二次不等式的解法

[探究活动]
探究1:如果不等式的二次项的系数a 为参数,

如何对a 进行讨论?
提示:二次项系数a 应分三种情况讨论,即a>

0,a<0,a=0.
探究2:已知a≠0,在求解一元二次不等式时,如

果对应的方程的根不确定,应如何进行讨论?
提示:关于不等式对应的方程根的讨论,应分三

种情况:(1)Δ>0,方程有两个不相等的实数根;(2)Δ
=0,方程有两个相等的实数根;(3)Δ<0,方程没有

实数根.
探究3:若一元二次不等式所对应的方程的根含

有参数,应如何讨论?
提示:关于不等式对应的方程根的大小,应分三

种情况讨论:x1>x2,x1=x2,x1<x2.
[评价活动]

1.解关于x 的不等式x2-ax-2a2<0.
解:原不等式变形为(x-2a)(x+a)<0.
①若a>0,则-a<x<2a,此时不等式的解集为
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{x|-a<x<2a};

②若a<0,则2a<x<-a,此时不等式的解集为

{x|2a<x<-a};

③若a=0,则原不等式即为x2<0,此时解集为⌀.
综上所述,当a>0时,原不等式的解集为{x|-a<x
<2a};
当a=0时,原不等式的解集为⌀;
当a<0时,原不等式的解集为{x|2a<x<-a}.

2.解关于x 的不等式ax2-(a+1)x+1<0.
解:①当a=0时,原不等式可化为x>1.
②当a≠0时,原不等式可化为(ax-1)(x-1)<0.

当a<0时,不等式可化为 x-
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷(x-1)>0.

因为
1
a<1

,所以x<
1
a

或x>1.

当a>0时,原不等式可化为 x-
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷(x-1)<0.

若
1
a<1

,即a>1,则
1
a<x<1

;

若
1
a=1

,即a=1,则x∈⌀;

若
1
a>1

,即0<a<1,则1<x<
1
a.

综 上 所 述,当 a<0 时,原 不 等 式 的 解 集 为

x x<
1
a

或x>1{ };当a=0时,原不等式的解集

为{x|x>1};当0<a<1时,原不等式的解集为

x 1<x<
1
a{ };当a=1时,原不等式的解集为⌀;

当a>1时,原不等式的解集为 x 1
a<x<1{ }.

3.解关于x的不等式ax2-2≥2x-ax(a<0).
解:原不等式移项得ax2+(a-2)x-2≥0,化简为(x

+1)(ax-2)≥0.

因为a<0,所以(x+1)x-
2
a

æ

è
ç

ö

ø
÷≤0.

当
2
a<-1

,即-2<a<0时,解得
2
a≤x≤-1

;

当
2
a=-1

,即a=-2时,解得x=-1;

当
2
a>-1

,即a<-2时,解得-1≤x≤
2
a.

综上所述,

当-2<a<0时,不等式的解集为 x 2
a≤x≤-1{ };

当a=-2时,不等式的解集为{x|x=-1};

当a<-2时,不等式的解集为 x -1≤x≤
2
a{ }.

【类题通法】
解含参数的一元二次型不等式的策略

在解含参数的一元二次型的不等式时,往往要对

参数进行分类讨论.为了做到分类“不重不漏”,讨论

需从如下三个方面进行考虑:
(1)关于不等式类型的讨论:二次项系数a>0,a

<0,a=0.
(2)关于不等式对应方程的根的讨论:两根(Δ>

0),一根(Δ=0),无根(Δ<0).
(3)关于不等式对应方程的根的大小的讨论:x1

>x2,x1=x2,x1<x2.
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课后素养评价(十五)

1.不等式
x-1
x+2<0

的解集为 (  )

A.{x|x>1}

B.{x|x<-2}

C.{x|-2<x<1}

D.{x|x>1,或x<-2}

C 解析:原不等式等价于(x-1)(x+2)<0,解得

-2<x<1.
2.产品的总成本y(单位:万元)与产量x(单位:台)之

间的函数关系式是y=3000+20x-0.1x2,x∈(0,

240).若每台产品的售价为25万元,则生产者不亏本

时(销售收入不小于总成本)的最低产量是 (  )

A.100台 B.120台

C.150台 D.180台

C 解析:由题设,产量x 台时,总售价为25x;欲使

生产者不亏本,必须满足总售价大于等于总成本,即
25x≥3000+20x-0.1x2,即0.1x2+5x-3000≥0,x2

+50x-30000≥0,解得x≥150或x≤-200(舍去).
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故欲使生产者不亏本,最低产量是150台.

3.已知集合M= x
x+3
x-1<0{ },N={x|x≤-3},则

集合{x|x≥1}= (  )
A.M∩N B.M∪N
C.∁R(M∩N) D.∁R(M∪N)

D 解析:x+3
x-1<0⇔

(x+3)(x-1)<0⇔-3<x

<1,故集合 M 可化为{x|-3<x<1}.
将集合 M 和集合N 在数轴上表示出来(如图).

易知答案为D.
4.设 a<-1,则 关 于 x 的 不 等 式 a(x-a)·

x-
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷<0的解集为      .

x x>
1
a
,或x<a{ } 解 析:因 为 a<-1,所 以

a(x-a)· x-
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷<0⇔(x-a)· x-

1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷>0.

又a<-1,所以
1
a>a

,所以x>
1
a
,或x<a.

5.若关于x 的不等式(mx-1)(x-2)>0的解集为

x
1
m<x<2{ },则m 的取值范围是    .

{m|m<0} 解析:因为不等式(mx-1)(x-2)>0

的解集为 x 1
m<x<2{ },

所以方程(mx-1)(x-2)=0的两个实数根为
1
m

和2,

且

m<0,

1
m<2

,

ì

î

í

ïï

ïï

解得m<0.所以m 的取值范围是m<0.

6.解关于x 的不等式x2-ax-2a2<0.
解:原不等式可变形为(x-2a)(x+a)<0.
①若a>0,则-a<x<2a,此 时 不 等 式 的 解 集

为{x|-a<x<2a};

②若a<0,则2a<x<-a,此时不等式的解集为

{x|2a<x<-a};

③若a=0,则原不等式即为x2<0,此时解集为⌀.

7.某地区原计划以2400元/t的价格收购某种农产品

mt.按规定,种植户出售该农产品每收入100元需

纳税8元(称作税率为8个百分点,即8%).为了减

轻种植户负担,制定积极的收购政策,政府计划调

低税率.根据市场规律,税率降低x 个百分点,收购

量能增加2x 个百分点.试确定x 的范围,使税率调

低后,该 地 区 此 项 税 收 总 收 入 不 低 于 原 计 划

的78%.
解:设税率调低后,税收总收入为y 元.

y=2400m(1+2x%)·(8-x)%=-
12
25m

(x2+

42x-400).
依题意,得y≥2400m×8%×78%,

即-
12
25m

(x2+42x-400)≥2400m×8%×78%.

整理,得x2+42x-88≤0,解得-44≤x≤2.
根据x 的实际意义,知0<x≤8.所以0<x≤2.
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1.关于x 的不等式x2-2ax-8a2<0(a>0)的解集

为{x|x1<x<x2},且x2-x1=15,则a= (  )

A.
5
2 B.

7
2

C.
15
4 D.

15
2

A 解析:(方法一)x2-2ax-8a2<0可化为(x+

2a)·(x-4a)<0.
因为a>0且解集为{x|x1<x<x2},所以x1=

-2a,x2=4a.所以x2-x1=6a=15.故a=
5
2.

(方法二)由题意知x1,x2 为方程x2-2ax-8a2=

0的两根,则x1+x2=2a,x1x2=-8a2.故(x2-

x1)2=(x1+x2)2-4x1x2=(2a)2-4×(-8a2)=

36a2=152,结合a>0得a=
5
2.

2.若 0<m <1,则 关 于 x 的 不 等 式 (x -

m)x-
1
m

æ

è
ç

ö

ø
÷<0的解集为 (D)

A.x
1
m<x<m{ }

B.x x>
1
m
,或x<m{ }

C.x x>m,或x<
1
m{ }

D.x m<x<
1
m{ }

3.已知关于x 的不等式
x+1
x+a<2

的解集为P,若1∉
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P,则实数a 的取值范围为 (  )

A.{a|a≥0或a≤-1}

B.{a|-1≤a≤0}

C.{a|a>0或a<-1}

D.{a|-1<a<0}

B 解析:由题意可得
1+1
1+a≥2

,或式子
1+1
1+a

无意义.

化简可得
a
1+a≤0

或a=-1.

解得-1≤a≤0.

4.(多选)若不等式x2+ax+1≥0对任意0<x<
1
2

恒成立,则a 的值可以为 (  )

A.0 B.-2

C.-
5
2 D.-3

ABC 解析:因为0<x<
1
2
,

所以原不等式等价于a≥- x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为x+
1
x≥2

,当且仅当x=
1
x
,即x=1时,等号

成立,又0<x<
1
2
,所以x+

1
x>

5
2
,

所以- x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷<-

5
2
,所以a≥-

5
2.

5.若 集 合 A = {x|-1≤2x +1≤3},B =

x
x-2
x ≤0{ },则A∩B=     .

{x|0<x≤1} 解析:由题可得A={x|-1≤x≤

1}.因为
x-2
x ≤0,所以

(x-2)x≤0,

x≠0,{ 解得0<x≤

2,B={x|0<x≤2},所以A∩B={x|0<x≤1}.
6.党的二十大报告指出:我们要构建高水平社会主义

市场经济体制,坚持和完善社会主义基本经济制

度,毫不动摇巩固和发展公有制经济,毫不动摇鼓

励、支持、引导非公有制经济发展,充分发挥市场在

资源配置中的决定性作用,更好发挥政府作用.某非

公有制企业抓住机遇推进生产改革,生产的某种产

品月销售量x(单位:件)与售价p(单位:万元/件)

之间的关系为p=160-2x,生产x 件产品的成本r
=500+30x(万元).若该企业销售这种产品月获利

不少于1300万元,则x 的取值范围是    .

20≤x≤45,且x∈Z 解析:设月产量为x(x∈Z)

件,由题意可知(160-2x)x-(500+30x)≥1300,

即x2-65x+900≤0,解得20≤x≤45.
7.如图,有一长30m、宽20m的矩形空地,物业计划将

其中的一部分(矩形ABCD)建为仓库,要求顶点C
在空地的对角线MN 上,B,D 分别在边AM,AN
上,其他地方建停车场和路.设AB=x m.
(1)求仓库占地面积S 关于x 的函数解析式;

(2)若要求仓库占地面积不小于144m2,求x 的取

值范围.

解:(1)由 题 意 知,△NDC∽ △NAM,则
DC
AM =

ND
NA

,即x
30=

20-AD
20

,解得AD=20-
2
3x.

所以仓库占地面积S 关于x 的函数解析式为S=

20x-
2
3x

2(0<x<30).

(2)由题意得20x-
2
3x

2≥144,即x2-30x+216

≤0,解得12≤x≤18.
故x 的取值范围是{x|12≤x≤18}.

8.解关于x 的不等式x2-(a+a2)x+a3>0(a∈R).
解:原不等式可化为(x-a)(x-a2)>0.
当a<0时,a<a2,原不等式的解集为{x|x<a,或

x>a2};

当a=0时,a2=a,原不等式的解集为{x|x≠0,x
∈R};

当0<a<1时,a2<a,原不等式的解集为{x|x<
a2,或x>a};

当a=1时,a2=a,原不等式的解集为{x|x≠1,x
∈R};

当a>1时,a<a2,原不等式的解集为{x|x<a,或x
>a2}.
综上所述,当a<0或a>1时,原不等式的解集为

{x|x<a,或x>a2};

当0<a<1时,原不等式的解集为{x|x<a2,或x
>a};

当a=1时,原不等式的解集为{x|x≠1,x∈R};

当a=0时,原不等式的解集为{x|x≠0,x∈R}.
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任务一 不等式的性质

实数可分为正数、零和负数,任给一个实数,它只可能

为正数、零和负数中的一种.那么,对于任意两个实数

a,b,它们的差a-b也只可能为正数、零和负数中的

一种.
问题1 有如图所示的两种广告牌:图①由两个等腰

直角三角形构成,图②是一个矩形.试比较这两个广

告牌面积的大小,并将这种大小关系用含字母a,b的

不等式表示出来.

答案:图①的面积大,1
2a

2+
1
2b

2>ab.

问题2 (1)如果a>b,且c>d,能否判断ac与bd
的大小?

(2)如果a>b,c<d,且c≠0,d≠0,能否判断
a
c

与

b
d

的大小?

答案:(1)不能判断,例如a=2,b=-1,c=-1,d=
-2时,ac<bd;当a=2,b=1,c=1,d=-2时,ac
>bd.

(2)与(1)类似,也无法判断
a
c

与
b
d

的大小.

问题3 假设有一种机器可以抽取糖水中的糖,生活

常识告诉我们:若把糖水中的糖抽取掉一部分,则糖

水会变淡.据此可得出一个结论:若a>b>m>0,则
b-m
a-m<

b
a
,你能证明这个结论吗?

答案:略

1.(多选)若a,b,c∈R,则下列命题正确的是 (  )

A.若b>a>0,则
1
a>

1
b

B.若a>b,则ac>bc
C.若a>b,c>d,则a+c>b+d
D.若ac2>bc2,则a>b
ACD 解析:选项A,因为b>a>0,所以ab>0.在

不等式b>a 两边同除以ab得
1
a>

1
b
,A正确;

选项B,当c=0时,ac=bc,B错误;
选项C,同向不等式相加,不等号方向不变,C正确;
选项D,因为ac2>bc2,所以c2>0,两边同除以c2,
得a>b,D正确.
故选ACD.

2.如果ac>bc,那么下列不等式中,一定成立的是

(  )

A.ac2>bc2 B.a>b

C.a+c>b+c D.
a
c>

b
c

D 解析:若c<0,则a<b,所以,ac2<bc2,a+c<
b+c.

因为ac>bc,c2>0,则
ac
c2>

bc
c2
,即a

c>
b
c.故选D.

【规律方法】
判断不等式是否成立的方法

不等式是否成立,主要根据不等式的性质进行判

断,要注意不等式的性质的适用范围和条件.特例法

也是判断不等式是否成立的一种好方法,用特例法验

证时要注意,适合的不一定对,不适合的一定错,故特

例法只能判定不等式不成立.
提醒:运用不等式的性质时,要注意不等式成立

的条件及其是否具有可逆性.
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任务二 基本不等式

问题1 把一个物体放在天平的一端,在另一端放砝

码使天平平衡,称得物体的质量为a.如果天平制造

得不精确,天平的两臂长略有不同(其他因素不计),
那么a 并非物体的实际质量.不过,我们可进行第二

次测量:把物体调换到天平的另一端,此时称得物体

的质量为b.如何合理地表示物体的质量呢?
简单的做法是把两次称得物体的质量“平均”一下,以

A=
a+b
2

表示物体的质量.这样的做法合理吗? 如果

不合理,请你求出物体的实际质量.
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答案:不合理,物体的实际质量为 ab.
问题2 甲、乙两人同时从A地出发,沿同一条线路步行

到B地.甲在前一半时间的行走速度为a,后一半时间的

行走速度为b;乙用速度a走完前半段路程,用速度b走

完后半段路程.若a≠b,问甲、乙两人谁先到达B地?
答案:甲先到达B地.

1.正实数a,b满足
1
a+

2
b=1

,则(a+2)(b+4)的最

小值为 (  )

A.16 B.24
C.32 D.40

C 解析:因为正实数a,b 满足
1
a+

2
b=1

,所以1

≥2
2
ab
,解得ab≥8,当且仅当b=2a=4时取等

号,1
a+

2
b=1

化简得ab=2a+b,所以(a+2)(b+

4)=ab+2(2a+b)+8=3ab+8≥32.故选C.

2.已知x>0,y>0,且x+y=4,则
1
x+

9
y

的最小值

为    .

4 解析:因为x+y=4,即
x
4+

y
4=1

,所以
1
x+

9
y

= x
4+

y
4

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
x+

9
y

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
4

y
x+

9x
y
+10

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又因为x>0,y>0,所以
y
x+

9x
y
≥2

y
x

·9x
y
=6,

当且仅当
y
x=

9x
y

且x+y=4,即x=1,y=3时,等

号成立,则1
x+

9
y

的最小值为4.

3.已知x>0,则2x+
4

2x+1
的最小值为    .

3 解析:2x+
4

2x+1=2x+1+
4

2x+1-1≥

2 (2x+1)·
4

2x+1-1=3
,当且仅当2x+1=2,

即x=
1
2

时,等号成立.

4.设a 为正数,计算下列各组数的算术平均数与几何

平均数.
(1)4,16;(2)3,12;(3)1,4a2;(4)5a,5a.

解:(1)4和16的算术平均数为
4+16
2 =10,几何平

均数为 4×16=8.

(2)3和12的算术平均数为
3+12
2 =

15
2
,几何平均

数为 3×12=6.

(3)1和4a2 的算术平均数为
1+4a2

2
,几何平均数为

1×4a2=2a.

(4)5a 与5a 的算术平均数为
5a+5a
2 =5a,几何平

均数为 5a×5a=5a.
【规律方法】

利用基本不等式求最值的解题技巧

(1)凑项:通过变换项的符号,使其积或和为定值,再
利用基本不等式求最值.

(2)凑系数:通过配凑项的系数,使其和或积为定

值,再利用基本不等式求最值.
(3)换元:分式求最值,通常直接将分子配凑后将

分式折开或将分母换元后将分式折开,再利用基本不

等式求最值.
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任务三 一元二次不等式

问题1 一元二次不等式ax2+bx+c>0(a>0)的
求解思路,如图.

请你试着画出当a<0时,ax2+bx+c>0的求解

思路.
答案:略

问题2 形如
ax+b
cx+d≥0

的不等式如何求解?

答案:转化成解不等式组
(ax+b)(cx+d)≥0,

cx+d≠0.{
问题3 若ax2+bx+c>0的解集为R,则a,b,c应

满足怎样的条件? 当解集为⌀时呢?

答案:解集为R时,a=0,b=0,且c>0或a>0,且Δ
<0;解集为⌀时,a=0,b=0,且c≤0或a<0,且Δ
<0.
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1.设集合A={x|x2+x-6≤0},B={-1,0,1,2,

3},则A∩B= (  )

A.{-1,0} B.{-1,0,1,2}

C.{-1,0,1,2,3} D.{1,2,3}

B 解析:因为A={x|x2+x-6≤0}={x|-3≤

x≤2},B={-1,0,1,2,3},所以A∩B={-1,0,

1,2}.故选B.

2.不等式(x+1)2-x≥7的解集为 (  )

A.{x|x≤-2,或x≥3}

B.{x|-2≤x≤3}

C.{x|x≤-3,或x≥2}

D.{x|-3≤x≤2}

C 解析:不等式(x+1)2-x≥7整理得x2+x-6≥0,

解得x≤-3或x≥2,则不等式(x+1)2-x≥7的

解集为{x|x≤-3,或x≥2}.故选C.

3.对任意实数x,不等式2kx2+kx-3<0恒成立,则

实数k的取值范围是 (  )

A.0<k<24 B.-24<k≤0

C.0<k≤24 D.k≥24

B 解析:当k=0时,不等式即为-3<0,恒成立;

当 k ≠ 0 时, 若 不 等 式 恒 成 立, 则

k<0,

Δ=k2+24k<0{ ⇒-24<k<0,于是-24<k≤0.

故选B.

【规律方法】

一元二次不等式的解集的确定因素

(1)不含参数的一元二次不等式的解集受二次项

系数的符号以及对应方程的根的判别式的符号的影

响,且与相应的二次函数、一元二次方程有密切联系.

(2)含有参数的不等式的求解,常就“二次项系

数”“对应方程的根的判别式Δ”“对应方程的两个根

的大小”对参数进行讨论.
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第二章综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分).

1.若m<0,n>0且m+n<0,则下列不等式成立的是

(  )

A.-n<m<n<-m

B.-n<m<-m<n

C.m<-n<-m<n

D.m<-n<n<-m

D 解析:(方法一)令 m=-3,n=2,分别代入各

选项检验,可知D正确.

(方法二)m+n<0⇒m<-n⇒n<-m.

由于m<0<n,故m<-n<n<-m 成立.

2.若a>b>c且a+b+c=0,则下列不等式中正确

的是 (  )

A.ab>ac B.ac>bc

C.a|b|>c|b| D.a2>b2>c2

A 解析:由a>b>c及a+b+c=0,知a>0,c<0.

又因为a>0,b>c,所以ab>ac.故选A.

3.设M=2a(a-2),N=(a+1)(a-3),则 (  )

A.M>N B.M≥N

C.M<N D.M≤N

A 解析:因为M-N=2a(a-2)-(a+1)(a-3)

=(2a2-4a)-(a2-2a-3)=a2-2a+3=(a-

1)2+2>0,所以 M>N.

4.已知集合A={x|x2-3x-4<0},B={-4,1,3,

5},则A∩B= (  )

A.{-4,1} B.{1,5}

C.{3,5} D.{1,3}

D 解析:由x2-3x-4<0,解得-1<x<4.所以

A={x|-1<x<4}.

又因为B={-4,1,3,5},所以 A∩B={1,3}.故

选D.

5.不等式
x-2
x+1≤0

的解集是 (  )

A.{x|x<-1或-1<x≤2}
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B.{x|-1≤x≤2}

C.{x|x<-1或x≥2}

D.{x|-1<x≤2}

D 解析:原不等式等价于
x+1≠0,

(x-2)(x+1)≤0,{ 解

得-1<x≤2.故选D.

6.设A=
b
a+

a
b
,其中a,b 是正实数,且a≠b,B=

-x2+4x-2,则A 与B 的大小关系是 (  )

A.A≥B B.A>B

C.A<B D.A≤B

B 解析:因为a,b都是正实数,且a≠b,

所以A=
b
a+

a
b>2

b
a

·a
b =2,即A>2.

B=-x2+4x-2=-(x2-4x+4)+2

=-(x-2)2+2≤2,即B≤2,所以A>B.

7.已知b<a<0,则下列选项正确的是 (  )

A.a2>b2

B.a+b>ab

C.|a|<|b|

D.ab>b2

C 解析:因为b<a<0,所以b2>a2,所以 A错

误;因为a+b<0,ab>0,所以B错误;因为|a|<

|b|,所以C正确;因为b2-ab=b(b-a)>0,所以

D错误.

8.设a>0,b>0,且不等式
1
a+

1
b+

k
a+b≥0

恒成立,

则实数k的最小值等于 (  )

A.0 B.4

C.-4 D.2

C 解析:由1
a+

1
b+

k
a+b≥0

,得k≥-
(a+b)2

ab .

而
(a+b)2

ab =
b
a+

a
b+2≥4

(当且仅当a=b 时取等

号).所 以 -
(a+b)2

ab ≤ -4.因 此,要 使 k ≥

-
(a+b)2

ab
恒成立,应有k≥-4,即实数k 的最小

值等于-4.

二、多项选择题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

9.对于任意实数a,b,c,d,下列四个命题中为假命题

的是 (  )

A.若a>b,c≠0,则ac>bc

B.若a>b,则ac2>bc2

C.若ac2>bc2,则a>b

D.若a>b>0,c>d,则ac>bd

ABD 解析:A中,当a>b,c<0时,ac<bc,A错

误;B中,若c=0,则有ac2=bc2,B错误;C正确;D

中,只有c>d>0时,ac>bd 才成立,D错误.故

选ABD.

10.若正实数a,b满足a+b=1,则下列说法正确的是

(  )

A.ab有最小值
1
4

B.a+b有最大值 2

C.
1

a+2b+
1

2a+b
有最小值

4
3

D.a2+b2有最小值
1
2

BCD 解析:由正实数a,b满足a+b=1,则ab≤

a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
1
4
,当且仅当a=b=

1
2

时,等号成立,

所以ab的最大值为
1
4
,故A选项错误;

由(a+b)2=a+b+2ab≤2(a+b)=2,则

a+b≤ 2,当且仅当a=b=
1
2

时,等号成立,

所以 a+b有最大值 2,故B选项正确;

由
1

a+2b+
1

2a+b=
1
3
(3a+3b)( 1

a+2b+
1

2a+b)

=
1
3

(a+2b)+(2a+b)[ ]
1

a+2b+
1

2a+b
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

1
32+

2a+b
a+2b+

a+2b
2a+b

æ

è
ç

ö

ø
÷≥
1
3 (2+2 a+2b

2a+b
·2a+b
a+2b )

=
4
3
,当 且 仅 当a=b=

1
2

时,等 号 成 立,所 以

1
a+2b+

1
2a+b

有最小值
4
3
,故C选项正确;

由a2+b2=(a+b)2-2ab≥(a+b)2-2×
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a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
(a+b)2

2 =
1
2
,当且仅当a=b=

1
2

时,

等号 成 立,所 以a2+b2有 最 小 值
1
2
,故 D选 项

正确.

11.使不等式(a2-1)x2-(a-1)x-1<0的解集为

R的a 的值可能为 (AB)

A.0 B.1 C.2 D.-1

12.几何代数法是以几何方法研究代数问题的一种方

法,利用这一方法,很多的代数公理或定理都能够

通过图形实现证明.如图所示,C 为线段AB 上的

点,且AC=a,BC=b,O 为AB 的中点,以AB 为

直径作半圆.过点C 作AB 的垂线交半圆于点D,

连接OD,AD,BD,过点C 作OD 的垂线,垂足为

E.下列不等式可以利用该图形证明的是 (  )

A.
a+b
2 ≥ ab(a>0,b>0)

B.a2+b2≥2ab(a>0,b>0)

C.ab≥
2

1
a+

1
b

(a>0,b>0)

D.
a2+b2

2 ≥
a+b
2
(a>0,b>0)

AC 解析:由题知AC+CB=a+b,由射影定理

可知CD= ab.又OD≥CD,所以
a+b
2 ≥ ab(a

>0,b>0),A正确;由射影定理可知CD2=DE·

OD,即DE=
CD2

OD =
ab

a+b
2

=
2

1
a+

1
b

.又CD≥DE,

即 ab≥
2

1
a+

1
b

(a>0,b>0),C正确.故选AC.

三、填空题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

得分 13.a,b∈R,a<b 和
1
a<

1
b

同时成立的

条件是    .

a<0<b 解析:若ab<0,由a<b 两边同除以

ab,得
1
b>

1
a
,即1

a<
1
b
;若ab>0,则

1
a>

1
b.所以

a<b和
1
a<

1
b

同时成立的条件是a<0<b.

得分 14.已知不等式x2-ax-b<0的解集为

{x|2<x<3},则不等式bx2-ax-1>0的解集为

    .

x -
1
2<x<-

1
3{ } 解析:由题意知方程x2-

ax-b=0的两个根为2,3.

由根与系数的关系得a=5,b=-6.

所以不等式bx2-ax-1>0即6x2+5x+1<0,

解得-
1
2<x<-

1
3.

所以所求不等式的解集为 x -
1
2<x<-

1
3{ }.

得分 15.(2021·天津)若a>0,b>0,则
1
a+

a
b2+b

的最小值为    .

22 解析:因为a>0,b>0,

所以
1
a +

a
b2 +b≥2

1
a

·a
b2 +b=

2
b +b≥

2
2
b

·b=22,

当且仅当
1
a =

a
b2

且
2
b =b

,即a=b= 2时 等 号

成立,

所以
1
a+

a
b2+b

的最小值为22.

得分 16.若x,y 为正实数,且x+2y=4,则当

y=     时,xy 取 得 最 大 值,最 大 值

为    .

1 2 解析:xy=
1
2

·x·(2y)≤
1
2

· x+2y
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=2,当且仅当x=2y 且x+2y=4,即x=2,y=1

时,等号成立.

四、解答题(本题共6小题,共70分).

得分 17.(10分)已知a>0,b>0,a+b=3ab.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—66—



(1)求a+b的最小值;

(2)证明:a
b+

b
a≥

8
9ab.

(1)解:因为a+b=3ab,所以
1
3

· 1
a+

1
b

æ

è
ç

ö

ø
÷=1.

所以a+b=
1
3
1
a+

1
b

æ

è
ç

ö

ø
÷(a+b)=

1
3 (2+b

a+
a
b )

≥
1
3 (2+2 b

a
·a
b )=43.

当且仅当
b
a=

a
b
,即a=b=

2
3

时等号成立.

(2)证明:因为a>0,b>0,所以要证
a
b+

b
a≥

8
9ab
,

只需证a2+b2≥
8
9.

a2+b2=(a+b)2-2ab=(a+b)2-
2(a+b)
3

,

令t=a+b,由(1)得t≥
4
3
,

所以a2+b2=t2-
2t
3=t-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
1
9.当t=

4
3

时,

t2-
2t
3

取得最小值
8
9.所以a2+b2≥

8
9.

得分 18.(12分)(1)解关于a 的不等式a2-6a

-3<0;

(2)若不等式-3x2+a(6-a)x+6>b 的解集为

{x|-1<x<3},求实数a,b的值.

解:(1)由不等式a2-6a-3<0,

解得3-23<a<3+23,

所以原不等式的解集为{a|3-23<a<3+23}.

(2)不等式-3x2+a(6-a)x+6>b 的解集为{x|

-1<x<3}等价于方程-3x2+a(6-a)x+6-b

=0 的 两 根 为 -1,3,即

-1+3=
a(6-a)
3

,

-1×3=-
6-b
3
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

解

得
a=3± 3,

b=-3.{
得分 19.(12分)已知a>0,b>0,c>0,d>0,

a2+b2=ab+1,cd>1.

(1)求证:a+b≤2;

(2)判断等式 ac+ bd=c+d 能否成立,并说明

理由.

(1)证明:由题意得(a+b)2=3ab+1≤3a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+1,当且仅当a=b时取等号,

解得(a+b)2≤4.

又a>0,b>0,所以a+b≤2.

(2)解:不能成立.

理由:由基本不等式得 ac+ bd≤
a+c
2 +

b+d
2
,

当且仅当a=c且b=d 时等号成立.

因为a+b≤2,所以 ac+ bd≤1+
c+d
2 .

因为c>0,d>0,cd>1,所以c+d=
c+d
2 +

c+d
2

≥
c+d
2 + cd>

c+d
2 +1≥ ac+ bd.

故 ac+ bd=c+d 不成立.

得分 20.(12分)某汽车厂上年度生产某型号

汽车的投入成本为10万元/辆,出厂价为12万元/

辆,年销售量为10000辆.本年度为适应市场需求,

计划提高产品质量,适度增加投入成本.若投入成

本增加的比例为x(0<x<1),则出厂价相应提高

的比例为0.75x,同时预计年销售量增加的比例为

0.6x,已知年利润=(出厂价-投入成本)×年销

售量.

(1)写出本年度预计的年利润y 与投入成本增加的

比例x 的关系式;

(2)为使本年度的年利润比上年度有所增加,则投

入成本增加的比例x 应在什么范围内?

解:(1)由题意得y=[12(1+0.75x)-10(1+x)]

×10000×(1+0.6x)(0<x<1),

整理得y=-6000x2+2000x+20000(0<x<1).

(2)要保证本年度的年利润比上年度有所增加,

必须有y-(12-10)×10000>0(0<x<1),

即-6000x2+2000x>0(0<x<1),解得0<x
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<
1
3.

所以x 的取值范围为 x 0<x<
1
3{ }.

得分 21.(12分)经观测,某路段在某时段内的

车流量y(千辆/h)与汽车的平均速度v(km/h)之

间有函数关系:y=
920v

v2+3v+1600
(v>0).

(1)在该时段内,当汽车的平均速度v 为多少时车

流量y 最大? 最大车流量为多少? (精确到0.01)

(2)为保证在该时段内车流量至少为10千辆/h,则

汽车的平均速度应控制在什么范围内?

解:(1)y=
920v

v2+3v+1600=
920

v+
1600
v +3

≤
920

2 v·1600
v +3

=
920
83≈11.08

,当且仅当v=40

时,等号成立.

即平均速度为40km/h时,车流量最大,最大车流量

为11.08千辆/h.

(2)根据题意,有 920v
v2+3v+1600≥10

,

化简得v2-89v+1600≤0,即(v-25)(v-64)

≤0.

所以25≤v≤64.

所以汽车的平均速度v 应控制在25≤v≤64这个

范围内.

得分 22.(12分)已知关于x 的不等式ax2+

2ax+1≥0恒成立.

(1)求a 的取值范围;

(2)解关于x 的不等式x2-x-a2+a<0.

解:(1)①当a=0时,1≥0恒成立;

②当a≠0时,则
a>0,

Δ=4a2-4a≤0,{
解得0<a≤1.

综上,a 的取值范围为{a|0≤a≤1}.

(2)由x2-x-a2+a<0,得(x-a)[x-(1-a)]

<0.

由(1)知0≤a≤1.

①当1-a>a,即0≤a<
1
2

时,a<x<1-a;

②当1-a=a,即a=
1
2

时,x-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

<0,不等式

无解;

③当1-a<a,即
1
2<a≤1

时,1-a<x<a.

综上所述,当0≤a<
1
2

时,解集为{x|a<x<1-a};

当a=
1
2

时,解集为⌀;

当
1
2<a≤1

时,解集为{x|1-a<x<a}.
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3.1　函数的概念及其表示

3.1.1 函数的概念

第1课时 函数的概念

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.在初中用变量之间的依赖关系描述函数的基础上,用集合语言和对应关系刻画函数,建立完整的函数概念.
2.了解构成函数的三要素.
3.能构造问题情境描述解析式中变量的关系.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 函数的概念

(1)定义:一般地,设A,B 是非空的实数集,如果对于

集合A 中的任意一个数x,按照某种确定的对应关系

f,在集合B 中都有唯一确定的数y 和它对应,那么

就称f:A→B 为从集合A 到集合B 的一个函数.
(2)记法:y=f(x),x∈A.
(3)定义域:其中x叫做自变量,x的取值范围A 叫做函

数的定义域.
(4)值域:与x 的值相对应的y 值叫做函数值,函数

值的集合{f(x)|x∈A}叫做函数的值域.
知识点二 常见函数的定义域和值域

(1)一次函数y=ax+b(a≠0)的定义域是R,值域也

是R.对应关系f 把 R中的任意一个数x,对应到 R

中唯一确定的数ax+b(a≠0).
(2)二次函数y=ax2+bx+c(a≠0)的定义域是 R,

值域是B.当a>0时,B= y y≥
4ac-b2

4a{ };当a<0

时,B= y y≤
4ac-b2

4a{ }.对应关系f 把R中的任意

一个数x,对应到B 中唯一确定的数ax2+bx+c(a
≠0).
[微训练]
1.函数y=-x2+1的值域是{y|y≤1}.
2.函 数 y =x +1,x ∈ {1,2,3,4,5}的 值 域

是{2,3,4,5,6}.
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函数的概念

1.下列等式中,表示y 关于x 的函数的是 (  )
A.y=x2      B.y2=x
C.|y|=x D.|y|=|x|
A 解析:结合函数的定义可知A正确.故选A.

2.下列对应关系中,f∶A→B 是从集合A 到集合B 的

函数的是 (  )

A.A=R,B=R,f∶x→y= 1-x2

B.A={1,2,3,4},B={0,1},对应关系f 如图:

C.A=R,B=R,f:x→y=
1

x-2
D.A=Z,B=Z,f:x→y= 2x-1
B 解析:x2+y2=1可化为y=± 1-x2,显然

对任意x∈A,y 值不唯一,故 A项不符合.B项符

合函数的定义.2∈A,但在集合B 中找不到与之相

对应的数,故C项不符合.-1∈A,但在集合B 中

找不到与之相对应的数,故D项不符合.
3.下列图形中,能表示函数y=f(x)的图象的是

(  )

    A          B
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    C          D
D 解析:根据题意,对于选项A,B中的两个图象,可
以找到一个x 与两个y 对应的情形;选项C中的图

象,当x=0时,有两个y 值对应;选项D中图象能表

示y 是x 的函数.故选D.
【类题通法】

1.判断等式是否为函数的方法

2.判断图形是否为函数图象的方法

(1)任取一条垂直于x 轴的直线l;
(2)平行移动直线l,保证垂足的横坐标在x 的

取值范围内;
(3)若l与图形始终有且只有一个交点,则是函

数图象;若没有交点或有两个及两个以上的交点,则
不是函数图象.

函数的三要素

1.函数y=f(x)的图象如图所示,则定义域为{x|
-2≤x≤3},值域为{y|-1≤y≤3},f(0)=1,

f(1)=-1.

2.已知集合A=B={1,2,3},设f:A→B 为从集合

A 到集合B 的函数.
(1)求函数的定义域.
(2)这样的函数一共有多少个?
(3)函数的值域一共有多少种不同的情况?
解:(1)函数的定义域是{1,2,3}.
(2)因为定义域中有三个元素1,2,3,其中每个元素

都可以对应到集合B 中的三个元素中的任意一个,
所以对应关系f 共有3×3×3=27(种),所以从集

合A 到集合B 的函数共有27个.
(3)将(2)中对应关系分为:一对一,多对一(二对

一、三对一).
若只有一对一,值域为{1,2,3},共1种情况;
若有一对一和二对一,值域为{1,2}或{1,3}或{2,

3},共3种情况;
若只有三对一,值域有{1}或{2}或{3},共3种情况.

所以所求函数的值域共有7种不同情况.
【类题通法】

由函数图象求函数定义域、值域的方法

若函数用图象给出,则图象在x 轴上的射影所

对应的x 的集合即为定义域,图象在y 轴上的射影

所对应的y 的集合即为值域.

根据解析式构建问题情境

[探究活动]

探究1:你能构建一个问题情境,使其中的变量关

系可以用y=x(10-x),x∈{x|0<x<10}来描述吗?

提示:构建如下情境:

长方形的周长为20,设其中一边长为x,面积为

y,那么y=x(10-x).其中,x 的取值范围是{x|0<

x<10},y 的取值范围是{y|0<y≤25},对应关系f
把每一个长方形的边长x,对应到唯一确定的面积

x(10-x).(答案不唯一,合理即可)

  探究2:你能构建可用解析式y=x(10-x)描述

其中变量关系的问题情境吗?

提示:设两个实数的和为10,其中一个数为x,这

两个数的积为y,则y=x(10-x),其中x 的取值范

围为R,y 的取值范围是{y|y≤25}.对应关系f 把任

意的一个x 值,对应到唯一确定的数x(10-x).
[评价活动]

1.构建两个问题情境,使得其中的变量关系可以分别

用解析式y=
10
x

和y=2x+
10
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 来描述.

解:由y=
10
x

可得xy=10,联想到矩形的面积公式,

可构建如下的问题情境:

已知矩形的面积为10.如果矩形的一边长为x(x>

0),另一边长为y(y>0),那么xy=10,即y=
10
x
,

定义域为{x|x>0},值域为{y|y>0}.同理,对于

函数y=2x+
10
x

æ

è
ç

ö

ø
÷,可构建如下问题情境:

已知矩形的面积为10,周长为y,如果矩形的一边

长为x,那么另一边长为
10
x.所以矩形的周长为y=

2x+
10
x

æ

è
ç

ö

ø
÷,定义域为{x|x>0}.由基本不等式可知

y=2(x+10x )≥4 10,当且仅当x= 10时,等号

成立,即函数的值域为{y|y≥4 10}.
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2.构建一个问题情境,使得其中的变量关系能用解析

式s=30t来描述.
解:设运动的物体的速度为30m/s,运动的时间为

ts,则运动的距离为s=30t.定义域为{t|t≥0},值

域为{s|s≥0}.
【类题通法】

构建问题情境的策略

常见的函数有一次函数、二次函数、正比例函数、

反比例函数等,要熟悉这些函数与常见的几何图形、

实际问题的联系,根据函数的解析式构建与其相符的

问题情境.
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课后素养评价(十六)

1.有下列三个说法:

①若函数的值域只含有一个元素,则定义域也只含

有一个元素;②若f(x)=5(x∈R),则f(π)=5一

定成立;③函数就是两个集合之间的对应关系.
其中正确说法的个数为 (  )

A.0 B.1 C.2 D.3

B 解析:①错误,若函数的值域只含有一个元素,

则定义域不一定只含有一个元素;

②正确,因为f(x)=5,这个数值不随x 的变化而

变化,所以f(π)=5;

③错误,函数是两个非空数集之间的对应关系.

2.(多选)下列各图中,可能是函数图象的是 (  )

   

     A        B

   

     C        D

ACD 解析:B选项,x>0时有两个y 值与之对

应,不是函数,B错误,其他均符合函数的定义.

3.(多选)下列两个集合间的对应关系中,f:A→B 是

从A 到B 的函数的有 (  )

A.A={-1,0,1},B={-1,0,1},f:A 中的数的

平方

B.A={0,1,2},B={-1,0,1},f:A 中的数的相

反数

C.A=Z,B=Q,f:A 中的数的倒数

D.A={1,2,3,4},B={2,4,6,8},f:A 中的数的

2倍

AD 解析:对于A,满足函数的定义,A正确;对于

B,不是函数关系,因为2没有对应元素,所以不是

函数关系,B不正确;对于C,不是函数关系,因为0
的倒数不存在,所以0没有对应元素,不是函数关

系,C不正确;A={1,2,3,4},B={2,4,6,8},f:A
中的数的2倍,即m=2n,其中n∈A,m∈B,故此

对应关系是A 到B 的函数,D正确.

4.已知函数f:A→B(A,B 为非空数集)的定义域为

M,值域为N,则A,B,M,N 的关系是 (  )

A.M=A,N=B B.M⊆A,N=B

C.M=A,N⊆B D.M⊆A,N⊆B

C 解析:根 据 函 数 的 定 义,有 M=A,N⊆B.故

选C.

5.已知P={y|y=x2+1,x∈R},Q={y|y=x+1,

x∈R},则P∩Q=    .
{y|y≥1} 解析:因为P={y|y=x2+1,x∈R}

={y|y≥1},Q={y|y=x+1,x∈R}=R,所以

P∩Q={y|y≥1}.
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1.下列图形中可以表示以 M={x|0≤x≤1}为定义

域,以N={y|0≤y≤1}为值域的函数的图象的是

(  )

A B C D

C 解析:由函数的定义可知,选项C正确.
2.以下集合M 与N 的对应关系中,f:M→N 是从M

到N 的函数的是 (B)
A.M=R,N={y|y>0},f:x→y=|x|
B.M={x|x≥2,x∈N*},N={y|y>0,y∈N*},

f:x→y=x2-2x+2

C.M={x|x>0},N=R,f:x→y=± x

D.M=R,N=R,f:x→y=
1
x

3.函数y=f(x)的部分图象如图,则f(3)等于

2,函数的值域为{y|-2≤y≤2}.

4.构建一个问题情境,使其中的变量关系能用解析式

y=(300+10x)(200-4x)来描述,其中1≤x≤50,

x∈N*.

解:某汽车租赁公司有200辆小汽车.若每辆车一天

的租金为300元,可全部租出;若将每天出租收费

标准提高10x(1≤x≤50,x∈N*)元,则租出的车

辆会相应减少4x 辆.

设该汽车租赁公司每天的收入为y 元,则y=(300

+10x)(200-4x).
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第2课时 函数概念的应用

学习任务目标
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  1.能正确使用区间表示数集.
2.能求简单函数的定义域.
3.理解同一函数的概念,会判断两个函数是不是同一函数.
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                 知识点一 区间及有关概念

设a,b是两个实数,且a<b,规定如下:

区间 类别 含义 数轴表示

[a,b] 闭区间 {x|a≤x≤b}

(a,b) 开区间 {x|a<x<b}

[a,b)
半 开 半

闭区间
{x|a≤x<b}

(a,b]
半 开 半

闭区间
{x|a<x≤b}

[微训练]

1.若[a,3a-1]为一个确定的区间,则a 的取值范围

是    .
1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:由题意知3a-1>a,则a>

1
2.

2.不等 式(x+2)(x-3)>0的 解 集 用 区 间 表 示

为        .
(-∞,-2)∪(3,+∞) 解析:因为方程(x+2)·
(x-3)=0的两根为-2和3,所以不等式(x+2)·
(x-3)>0的解集为(-∞,-2)∪(3,+∞).

知识点二 函数的三要素与同一个函数

(1)一个函数的构成要素为定义域、对应关系和值域.
(2)同一个函数:如果两个函数的定义域相同,并且对

应关系完全一致,即相同的自变量对应的函数值也相

同,那么这两个函数是同一个函数.
[微训练]
下列函数中,与函数y=x 是同一个函数的是 (  )
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A.y=(x)2 B.y= x2

C.y=|x| D.y=
3
x3

D 解析:函数y=x 的定义域为 R,y=(x)2 的定

义域为[0,+∞),定义域不同;函数y= x2=|x|与

y=x 的对应关系不同;函数y=|x|与y=x 的对应

关系不同;函数y=
3
x3=x,定义域为R,与函数y=

x 是同一个函数.故选D.
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已知函数的解析式求定义域

1.函数y=
3

1- 1-x
的定义域用区间表示为  

  .

(-∞,0)∪(0,1] 解析:由
1-x≥0,

1- 1-x≠0,{ 解得

x≤1且x≠0,用区间表示为(-∞,0)∪(0,1].

2.求下列函数的定义域:

(1)y=
(x+2)0

|x|-x
;

(2)f(x)=
x2-1
x-1- 4-x.

解:(1)要使函数有意义,自变量x 的取值必须满足

x+2≠0,

|x|-x≠0,{ 即
x≠-2,

|x|≠x,{ 解得x<0,且x≠-2.故

原函数的定义域为(-∞,-2)∪(-2,0).
(2)要使函数有 意 义,自 变 量x 的 取 值 必 须 满 足

4-x≥0,

x-1≠0,{ 即
x≤4,

x≠1.{ 故原函数的定义域为(-∞,

1)∪(1,4].
【类题通法】

求函数定义域的策略

(1)分式的分母不为零;

(2)偶次根式的被开方数大于或等于零;

(3)零次幂的底数不为零;

(4)要使实际问题有意义.

求函数值

1.已知函数f(x)=
3
x
,则f

1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷= (  )

A.
1
a B.

3
a C.a D.3a

D 解析:f
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷=3a.故选D.

2.若f(x)=
1

1-x2,则f(3)=    .

-
1
8 

解析:f(3)=
1
1-9=-

1
8.

3.已知f(x)=
1
1+x

(x∈R,且x≠-1),g(x)=x2

+2(x∈R),求f(2),g(2),f(g(2))的值.

解:因为f(x)=
1
1+x

,所以f(2)=
1
1+2=

1
3.

因为g(x)=x2+2,所以g(2)=22+2=6.

所以f(g(2))=f(6)=
1
1+6=

1
7.

【类题通法】

求函数值的方法

(1)已知函数f(x)的解析式时,只需用a 替换

解析式中的x 即得f(a)的值.
(2)求f(g(a))的值应遵循由里往外的原则,先

根据函数g(x)求出g(a)的值,再由函数f(x)求出

f(g(x))的值.

同一个函数的判定

[探究活动]

探究1:我们知道,当两个函数的定义域和对应

关系相同时,它们为同一个函数.如果两个函数的定

义域和值域相同,它们是否为同一个函数? 请举例

说明.
提示:不一定为同一个函数,例如函数y=x 与y

=x-1,定义域、值域均为R,但不是同一个函数.
探究2:函数u=t2,t∈R与函数x=y2,y∈R

以及y=x2,x∈R是同一个函数吗?

提示:因为三个函数的定义域都是 R,对应关系

u=t2,x=y2,y=x2 虽然所用字母不一样,但实质

是相同的,所以它们是同一个函数.
[评价活动]

1.(多选)下列各组函数是同一个函数的是 (  )

A.f(x)= -2x3与g(x)=x -2x

B.f(x)=x 与g(x)= x2

C.f(x)=x0与g(x)=
1
x0

D.f(x)=x2-2x-1与g(t)=t2-2t-1

CD 解 析:对 于 选 项 A,f (x)= -2x3 =
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|x| -2x与g(x)=x -2x的对应关系不同,故

不是同一个函数;对于选项B,g(x)= x2=|x|
与f(x)=x 的对应关系不同,故不是同一个函数;

对于选项C,f(x)=x0与g(x)=
1
x0都可化为y=

1且定义域都是{x|x≠0},是同一个函数;对于选

项D,f(x)=x2-2x-1与g(t)=t2-2t-1的定

义域都是R,对应关系也相同,而与用什么字母表

示无关,故是同一个函数.故选CD.

2.下列各组函数是否为同一个函数? 为什么?

(1)f(x)=|x|与φ(t)= t2;

(2)y= x2与y=(x)2;

(3)f(x)= x· x+1与g(x)= x(x+1);

(4)f(x)=1与g(x)=x0(x≠0).

解:(1)在定义域R上,f(x)=|x|和φ(t)= t2=

|t|的对应关系完全相同,是同一个函数.

(2)y= x2 的定义域为 R,y=(x)2 的定义域为

[0,+∞),两者定义域不同,不是同一个函数.
(3)f(x)的定义域为[0,+∞),g(x)的定义域为

(-∞,-1]∪[0,+∞),不是同一个函数.
(4)f(x)的定义域为 R,g(x)的定义域为{x|x≠

0},不是同一个函数.
【类题通法】

判断函数是否为同一个函数的方法

(1)先看定义域,若定义域不同,则不是同一个

函数;

(2)若定义域相同,再化简函数的解析式,看对应

关系是否相同.

复合函数、抽象函数的定义域

1.若函数y=f(x+1)的定义域为[-1,2],则函数y
=f(1-x)的定义域为 (  )

A.[0,3] B.[0,2]

C.[-1,1] D.[-2,1]

D 解析:因 为 函 数 y=f(x+1)的 定 义 域 为

[-1,2],即-1≤x≤2,所以0≤x+1≤3,

所以0≤1-x≤3⇒-1≤-x≤2⇒-2≤x≤1,

所以函数y=f(1-x)的定义域为[-2,1].

2.已知函数f(x)的定义域是[-1,4],则函数f(2x

+1)的定义域为     .

-1,
3
2

é

ë
êê

ù

û
úú 解析:已知f(x)的定义域是[-1,4],

即-1≤x≤4.
故对于f(2x+1)应有-1≤2x+1≤4,

所以-2≤2x≤3,所以-1≤x≤
3
2.

所以函数f(2x+1)的定义域是 -1,
3
2

é

ë
êê

ù

û
úú.

3.已知函数f(x)的定义域为(-1,1),则函数g(x)

=f
x
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+f(x-1)的定义域是    .

(0,2) 解析:由题意知
-1<

x
2<1

,

-1<x-1<1,

ì

î

í

ïï

ïï

即
-2<x<2,

0<x<2,{ 解得0<x<2,于是函数g(x)的定

义域为(0,2).
【类题通法】

抽象函数定义域的求解方法

解此类问题的关键是明确对应关系,在同一对应

关系下,不管对应关系中的对象是单个字母还是复杂

的代数式,其限制条件是一致的,即都在同一取值范

围内.求复合函数的定义域,应取使各部分都有意义

的自变量x 的取值范围的公共部分(取交集),可通

过解不等式组求得.对于含有参数的函数,求其定义

域时必须对参数作分类讨论,并要注意函数的定义域

为非空数集.
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课后素养评价(十七)

1.函数f(x)=
1
x
=+ 4-x2的定义域为 (  )

A.[-2,2] B.[0,2]

C.(0,2] D.[-2,0)∪(0,2]

C 解析:由题意,
x>0,

4-x2≥0,{ 解得0<x≤2.

所以函数f(x)=
1
x+ 4-x2的定义域为(0,2].

2.(多选)若函数f(x)=
5x

x2+1
,且f(a)=2,则a 的

值可以为 (  )

A.
1
2 B.1 C.2 D.3

AC 解析:由f(a)=2,得
5a

a2+1=2
,解得a=2或

1
2.

3.已知2∈(m,3m2-m],则实数 m 的取值范围为

-∞,-
2
3

æ

è
ç

ù

û
úú∪[1,2).

4.若函数f(x)的定义域为[2,3],则函数f(x-1)的
定义域为    .
[3,4] 解析:函数f(x)的定义域为[2,3],则在函

数f(x-1)中,2≤x-1≤3,解得3≤x≤4,即函数

f(x-1)的定义域为[3,4].

5.已知函数y=f(x)与函数y= x+3+ 1-x是

同一个函数,则函数y=f(x)的定义域是  
  .
[-3,1] 解析:由于y=f(x)与y= x+3+

1-x是同一个函数,故二者定义域相同,所以y
=f(x)的定义域为{x|-3≤x≤1}.故写成区间形

式为[-3,1].

6.已知函数f(x)=
6

x-1- x+4.

(1)求函数f(x)的定义域;
(2)求f(-1),f(12)的值.
解:(1)根据题意知x-1≠0且x+4≥0,
所以x≥-4且x≠1.
即函数f(x)的定义域为[-4,1)∪(1,+∞).

(2)f(-1)=
6
-2- -1+4=-3- 3,

f(12)=
6

12-1- 12+4=
6
11-4=-

38
11.
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1.设函数f(x)=ax+b.若f(1)=-2,f(-1)=0,则
(  )

A.a=1,b=-1 B.a=-1,b=-1
C.a=-1,b=1 D.a=1,b=1
B 解析:由f(1)=-2,得a+b=-2;
由f(-1)=0,得-a+b=0.
所以a=-1,b=-1.故选B.

2.设函数f(x)=3x2-1,则f(a)-f(-a)的值是

(  )

A.0 B.3a2-1
C.6a2-2 D.6a2

A 解析:f(a)-f(-a)=3a2-1-[3(-a)2-1]=0.
3.(多选)在下列四组函数中,f(x)与g(x)表示同一

函数的是 (  )

A.f(x)=x-1,g(x)=
x2-1
x+1

B.f(x)=|x+1|,g(x)=
x+1,x≥-1,

-1-x,x<-1{

C.f(x)=1,g(x)=(x+1)0

D.f(x)=
(x)2

x
,g(x)=

x
(x)2

BD 解析:对于A,f(x)=x-1(x∈R),g(x)=
x2-1
x+1=x-1

(x≠-1),两函数的定义域不同,故

不为 同 一 函 数;对 于 B,f(x)=|x +1|=
x+1,x≥-1,
-1-x,x<-1,{ 即两函数的定义域相同,对应关

系相同,故为同一函数;对于C,f(x)=1,x∈R,
g(x)=(x+1)0=1(x≠-1),两函数的定义域不

同,故不为同一函数;对于D,f(x)=
(x)2

x =1(x

>0),g(x)=
x
(x)2

=1(x>0),即两函数的定义

域相同,对应关系相同,故为同一函数.
4.函数f(x)=x2-2x+2(x≥2)的值域是 (D)
A.[0,+∞) B.[1,+∞)

C.[3,+∞) D.[2,+∞)
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5.已知函数f(x)=
x2

1+x2.

(1)求f(2)+f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,f(3)+f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值;

(2)求证:f(x)+f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是定值.

(1)解:因为f(x)=
x2

1+x2,

所以f(2)+f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

22

1+22+

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

1+ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2=1,

f(3)+f
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

32

1+32+

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

1+ 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2=1.

(2)证明:f(x)+f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=

x2

1+x2+

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

1+ 1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2=

x2

1+x2+
1

x2+1=
x2+1
x2+1=1

,为定值.
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3.1.2 函数的表示法

第1课时 函数的表示法

学习任务目标
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  1.掌握函数的三种表示方法,会根据不同的需要选择恰当的方法表示函数.
2.理解函数图象的作用,能作出函数的图象.
3.掌握求函数解析式的常用方法.
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                 知识点 函数的表示法

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)任何一个函数都可以用解析法表示. (×)

(2)函数的图象一定是定义区间上一条连续不断的

曲线. (×)

2.已知函数y=f(x)的图象如图所示,则其定义域是

    .

[-2,3] 解析:由 图 象 可 知 f(x)的 定 义 域

为[-2,3].
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函数的表示方法

1.购买某种饮料x 听,需要y 元.若每听2元,用解析法

将y表示成x(x∈{1,2,3,4})的函数为 (  )

A.y=2x
B.y=2x(x∈R)

C.y=2x(x∈{1,2,3,…})

D.y=2x(x∈{1,2,3,4})

D 解析:题中已给出自变量的取值范围,x∈{1,2,

3,4}.故选D.

2.某学生离家去学校,一开始跑步前进,跑累了再走完

余下的路程.下列图中纵轴表示离学校的距离,横轴表

示出发后经过的时间,则较符合该事件的是 (  )

  A     B     C     D
D 解析:结合题意可知,该生离校的距离先快速减

少,又较慢减少,最后到0.故选D.
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3.由下表给出函数y=f(x),则f(f(1))等于

(  )

x 1 2 3 4 5

y 4 5 3 2 1

A.1 B.2 C.4 D.5

B 解析:由题意可知,f(1)=4,f(4)=2,

所以f(f(1))=f(4)=2.故选B.

4.已知f(1-2x)=
1
x2
,则f

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值为 (  )

A.4 B.
1
2 C.16 D.

1
16

C 解析:根据题意,令1-2x=
1
2
,解得x=

1
4
,

故f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2=16.

【类题通法】

理解函数表示法的关注点

(1)列表法、图象法、解析法均是函数的表示法,

无论用哪种方法表示函数,都必须满足函数的概念;

(2)列表法直观具体,图象法从形的角度描述函

数,解析法从数的角度描述函数;

(3)许多函数是可以用三种方法表示的,但在实

际应用中,仍以解析法为主.

函数的图象及应用

[探究活动]

探究1:函数的图象是由哪些元素构成的? 请举

例说明.

提示:略

探究2:作 出 一 个 函 数 的 图 象 的 一 般 方 法 是

什么?

提示:作函数的图象最常用的方法是描点法.

探究3:设函数y=f(x)的定义域为A,则集合

P={(x,y)|y=f(x),x∈A}与Q={y|y=f(x),

x∈A}相等吗? 说明理由.

提示:不相等.因为P 是点的集合,据此可得函数

的图象,而Q 是数的集合,仅为函数的值域.

[评价活动]

1.已知函数y=f(x)的图象如图,则f(x)的定义域是

(  )

A.(-∞,1)∪(1,+∞) B.R

C.(-∞,0)∪(0,+∞) D.(-1,0)

C 解析:由图象,知x≠0,即x∈(-∞,0)∪(0,+∞).

2.作出下列函数的图象并求出其值域.
(1)y=-x,x∈{0,1,-2,3};

(2)y=
2
x
,x∈[2,+∞);

(3)y=x2+2x,x∈[-2,2).
解:(1)列表:

x 0 1 -2 3
y 0 -1 2 -3

函数图象是四个点(0,0),(1,-1),(-2,2),(3,

-3),其值域为{0,-1,2,-3}.

(2)列表:

x 2 3 4 5 …

y 1 2
3

1
2

2
5

…

描点并用光滑的曲线连接,得函数的图象,如图.

图象是反比例函数y=
2
x

的图象的一部分,观察图

象可知其值域为(0,1].
(3)列表:

x -2 -1 0 1 2

y 0 -1 0 3 8
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描点并用光滑的曲线连接,得函数的图象,如图.图
象是抛物线y=x2+2x 在-2≤x<2之间的部分,
由图象可得函数的值域为[-1,8).
【类题通法】

作函数图象的注意点

(1)要在函数的定义域内作图.
(2)要标出图象的关键点,例如图象的顶点、端

点、与坐标轴的交点等.要分清这些关键点是实心点

还是空心圈.

函数解析式的求法

1.已知f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=

x
1-x

,则当x≠0且x≠1时,f(x)=

(  )

A.
1
x B.

1
x-1 C.

1
1-x D.

1
x-1

B 解析:令1
x=t

,则x=
1
t.代入f

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=

x
1-x

,

得f(t)=

1
t

1-
1
t

=
1

t-1.
所以f(x)=

1
x-1.

故选B.

2.已知f(x)+2f(-x)=x2+2x,则f(x)的解析式

为      .

f(x)=
1
3x

2-2x 解析:以-x 代替x 得f(-x)

+2f(x)=x2-2x,与f(x)+2f(-x)=x2+2x

联立,解得f(x)=
1
3x

2-2x.

3.已知f(x)是二次函数,且满足f(0)=1,f(x+1)

-f(x)=2x,求f(x)的解析式.
解:设f(x)=ax2+bx+c(a≠0).
因为f(0)=1,所以c=1.
又因为f(x+1)-f(x)=2x,

所以a(x+1)2+b(x+1)+1-(ax2+bx+1)

=2x,

整理得2ax+(a+b)=2x,所以
2a=2,

a+b=0,{
解得a=1,b=-1,所以f(x)=x2-x+1.
【类题通法】

求函数解析式的四种常用方法

(1)待定系数法:若已知函数f(x)的类型,设出

它的一般形式,根据特殊值确定相关的系数即可.
(2)换元法:设t=g(x),解出x,代入f(g(x)),

求出f(t)的解析式即可.
(3)配凑法:对f(g(x))的解析式进行配凑变

形,使它能用g(x)表示出来,再用x 代替两边所有

的“g(x)”即可.
(4)方程组法:当同一个对应关系中的两个变量

互为相反数或互为倒数时,可构造方程组求解.
提醒:应用换元法求函数解析式时,务必保证函

数在换元前后的等价性.
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课后素养评价(十八)

1.已知函数f(x)由下表给出,则f(f(3))等于 (  )

x 1 2 3 4
f(x) 3 2 4 1

A.1 B.2 C.3 D.4
A 解析:因为f(3)=4,所以f(f(3))=f(4)=1.

2.已知函数y=f(x)的图象如图所示,其中点A,B
的坐标分别为(0,3),(3,0),则f(f(0))= (  )
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A.2 B.4 C.0 D.3
C 解析:结合图象可知f(0)=3,则f(f(0))=
f(3)=0.

3.下列函数中,对任意x,不满足2f(x)=f(2x)的是

(D)

A.f(x)=|x| B.f(x)=-2x
C.f(x)=x-|x| D.f(x)=x-1

4.若一次函数的图象经过点A(1,6)和B(2,8),则该

函数的图象还可能经过的点的坐标为 (  )

A.12
,5

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.14

,4
æ

è
ç

ö

ø
÷

C.(-1,3) D.(-2,1)

A 解析:设一次函数的解析式为y=kx+b(k≠0).
由该函数的图象经过点A(1,6)和B(2,8),

得
k+b=6,

2k+b=8,{ 解得
k=2,

b=4.{
所以此函数的解析式为y=2x+4.
只有A选项的坐标符合此函数的解析式.故选A.

5.(多选)如图是反映某市某一天的温度随时间变化

情况的图象.由图象可知,下列说法中正确的是

(  )

A.这天15时的温度最高

B.这天3时的温度最低

C.这天的最高温度与最低温度相差13℃
D.这天21时的温度是30℃

ABD 解析:由图象知,这天15时的温度最高,为

36℃;3时的温度最低,为22℃;这天的最高温度

与最低温度相差36-22=14(℃);21时的温度是

30℃,只有C错误.
6.已知函数f(x),g(x)分别由下表给出.

x 1 2 3

f(x) 2 1 1

x 1 2 3

g(x) 3 2 1

f(g(1))的值为    ;当g(f(x))=2时,x=
    .
1 1 解析:由于函数关系是用表格形式给出的,
知g(1)=3,所以f(g(1))=f(3)=1.由于g(2)=
2,所以f(x)=2,所以x=1.

7.已知f(x)为二次函数,且f(x+1)+f(x-1)=2x2

-4x,则f(x)=    .
x2-2x-1 解析:设f(x)=ax2+bx+c(a≠0).
所以f(x+1)+f(x-1)=a(x+1)2+b(x+1)+
c+a(x-1)2+b(x-1)+c=2ax2+2bx+2a+2c
=2x2-4x.
所以2a=2,2b=-4,2a+2c=0.所以a=1,b=
-2,c=-1.所以f(x)=x2-2x-1.

8.已知函数f(x)=ax+b,且f(-1)=-4,f(2)=
5.求:
(1)a,b的值;
(2)f(0)的值.

解:(1)由
f(-1)=-4,

f(2)=5,{ 得
-a+b=-4,

2a+b=5,{
解得a=3,b=-1.
(2)由(1)知f(x)=3x-1,所以f(0)=-1.
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1.已知函数f(2x+1)=3x+2,且f(a)=2,则a 的

值为 (  )

A.-1 B.5 C.1 D.8
C 解析:由3x+2=2得x=0.所以a=2×0+1=
1.故选C.

2.如果函数y=x2+2的定义域为{-2,-1,0,1,2},
那么其值域为 (B)

A.{3,6,2,3,6} B.{2,3,6}

C.{y|-3≤y≤6} D.{y|2≤y≤6}

3.(多选)如果二次函数的图象关于直线x=1对称,且过

点(0,0),则此二次函数的解析式可以是 (  )

A.f(x)=x2-1

B.f(x)=-(x-1)2+1

C.f(x)=(x-1)2+1

D.f(x)=(x-1)2-1

BD 解析:由题意设f(x)=a(x-1)2+b(a≠0),

由于点(0,0)在图象上,所以a+b=0,a=-b,故
符合条件的是选项B,D.

4.某商场一年中各月份的收入、支出情况如图所示,

则下列说法中正确的是 (  )
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A.支出最高值与支出最低值的比是8∶1
B.4至6月份的平均收入为50万元

C.利润最高的月份是2月份

D.2至3月份的收入的变化率与11至12月份的收

入的变化率相同

D 解析:由图可知,支出最高值为60万元,支出最

低值为10万元,其比是6∶1,故A错误;由图可知,

4至6月份的平均收入为
1
3
(50+30+40)=40(万

元),故B错误;由图可知,利润最高的月份为3月

份和10月份,故C错误;由图可知2至3月份的收

入的变化率与11至12月份的收入的变化率相同,
故D正确.

5.若一个长方体的高为80,长比宽多10,则这个长方

体的体积y 与长方体的宽x 之间的关系式是  
  .

y=80x(x+10),x∈(0,+∞) 解析:由题意可知,长
方体的长为(x+10),从而长方体的体积y=80x(x+
10),x>0.

6.已知f(x)=2x+a,g(x)=
1
4
(x2+3).

(1)若f(g(1))=5,则a=    ;
(2)若g(f(x))=x2-x+1,则a=   .

(1)3 (2)-1 解析:(1)因为g(1)=
1
4×

(1+3)=1,

所以f(g(1))=f(1)=2+a=5.所以a=3.

(2)因 为 g(x)=
1
4
(x2+3),所 以 g(f(x))=

1
4
[(2x+a)2+3]=

1
4
(4x2+4ax+a2+3)=x2+ax

+
a2+3
4 =x2-x+1,解得a=-1.

7.已知函数f(x)=x2-2x(-1≤x≤2).
(1)画出f(x)的图象;

(2)根据函数图象写出f(x)的值域.
解:(1)f(x)的图象如图所示.

(2)观察f(x)的图象可知,f(x)图象上所有点的

纵坐标的取值范围是[-1,3],即f(x)的值域是

[-1,3].

8.如图,某灌溉渠的横断面是等腰梯形,底宽为2m,

渠深为1.8m,斜坡的倾斜角是45°.
(1)试将横断面中水的面积 A(m2)表示成水深

h(m)的函数;

(2)确定(1)中函数的定义域和值域.

解:(1)由已知条件,横断面中水的形状为等腰梯

形,下底为2m,上底为(2+2h)m,高为hm,

所以水的面积A=
[2+(2+2h)]h

2 =h2+2h.

(2)函数的定义域为{h|0<h≤1.8}.
由函数A=h2+2h=(h+1)2-1的图象(图略)可

知,在区间(0,1.8]上函数值 A 随自变量h 的增大

而增大.
所以0<A≤6.84.故函数的值 域 为{A|0<A≤

6.84}.
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第2课时 分段函数及其应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解分段函数的概念,会求分段函数的函数值,能画出分段函数的图象.
2.能在实际问题中列出分段函数的解析式,并能解决有关问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 分段函数

(1)在定义域内,对于自变量的不同取值范围有不同

的函数解析式.像这样的函数,通常叫做分段函数.

(2)分段函数的定义域是各段定义域的并集,其值域

是各段值域的并集.

(3)分段函数是一个函数,在画分段函数的图象时,应

根据自变量的取值范围及各段对应解析式画出各段

函数图象.

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)分段函数有几段就是几个函数. (×)

(2)分段函数的定义域要分开写成几个集合的形式.

(×)

(3)函数f(x)=
0,x<0,

1,x≥0{ 不是分段函数. (×)

2.已知函数f(x)=
x+5,x≥4,

x-2,x<4,{ 则f(3)的值是(  )

A.1        B.2

C.8 D.9

A 解析:f(3)=3-2=1.

3.函数y=f(x)的图象如图所示,则它的定义域为

[-5,0]∪[2,6),值域为[0,+∞).
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分段函数的图象

1.函数y=x+
|x|
x

的图象是 (  )

     A          B

     C          D

C 解析:对于y=x+
|x|
x
,当x>0时,y=x+1;

当x<0时,y=x-1.即y=
x+1,x>0,

x-1,x<0,{ 故其图

象应为C.

2.函数y=f(x)的图象如图所示,则其解析式为  

  .

f(x)=

2x,0≤x≤1,

2,1<x<2,

3,x≥2

ì

î

í

ï
ï

ïï

 解析:当0≤x≤1时,设

f(x)=kx,又函数图象过点(1,2),故k=2,所以

f(x)=2x.
当1<x<2时,f(x)=2.当x≥2时,f(x)=3.

综上,f(x)=

2x,0≤x≤1,

2,1<x<2,

3,x≥2.

ì

î

í

ï
ï

ïï
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3.将函数f(x)=|x-2|用分段函数的形式表示出

来,并作出其图象.

解:f(x)=|x-2|=
x-2,x≥2,

2-x,x<2.{
函数f(x)的图象如图所示.

【类题通法】
画分段函数图象的方法

(1)整段作图分段取:先不考虑定义域的限制,用
虚线分别作出各段图象,再用实线保留定义域内的

图象.
(2)端点虚实要明确:一定要明确区间端点是否

包含在内,由此确定端点的虚实.

分段函数求值

1.若 函 数 f (x)=
x-3,x≥10,

f(f(x+5)),x<10,{ 则

f(7)=    .

8 解析:因为函数f(x)=
x-3,x≥10,

f(f(x+5)),x<10,{
所以f(7)=f(f(12))=f(9)=f(f(14))=
f(11)=8.

2.已知f(x)=
x2-1,x≤1,

-x+1,x>1,{ 则f(f(-1))=   ;

若f(x)=-1,则x=    .
-1 0或2 解析:由-1<1,得f(-1)=(-1)2

-1=0.由0<1,得f(0)=-1.所以f(f(-1))=
f (0)= - 1.因 为 f (x)= - 1,所 以

x≤1,

x2-1=-1{ 或
x>1,

-x+1=-1,{
解得x=0或x=2,满足题意.

3.已知函数f(x)=
x+1,x≤-2,

x2+2x,-2<x<2,

2x-1,x≥2.

ì

î

í

ï
ï

ïï

若f(a)=

3,求实数a 的值.
解:①当a≤-2时,a+1=3.所以a=2>-2,不合

题意,舍去.
②当-2<a<2时,a2+2a=3,即a2+2a-3=0.
所以(a-1)(a+3)=0.所以a=1或a=-3.
因为1∈(-2,2),-3∉(-2,2),所以a=1,符合

题意.
③当a≥2时,2a-1=3,所以a=2,符合题意.
综合①②③,当f(a)=3时,a=1或a=2.

【类题通法】
分段函数求值的关注点

(1)注意所给自变量的值所在的范围,代入相应

的解析式求得;
(2)多层函数嵌套时,按照由里到外的顺序,层层

处理;
(3)已知函数值求相应的自变量的值时,应在各

段中分别求解.

选择恰当的方法表示函数关系

[探究活动]

探究1:若函数f(x)=
-x,x≤0,

ax,x>0{ 是分段函

数,则a 的值满足什么条件?
提示:分段函数在不同段上对应关系不同,所以

a≠-1.

探究2:函数f(x)=
-x,x≤0,

2x,x>0{ 的定义域是{x

|x≤0}吗? 是{x|x>0}吗? 还是它们的并集?
提示:该函数的定义域既不是{x|x≤0},也不是

{x|x>0},应是它们的并集R.
探究3:你能举几个现实生活中的分段函数的例

子吗?
提示:如出租车计费问题、个人所得税问题、邮资

问题等.
[评价活动]

1.某地居民生活用水按三档分阶梯计费(如下表所

示),水费以年为周期结算,不同周期之间不累计、
不结转.

阶梯 年用水量/t 单价/(元/t)

第一阶梯 0~144(含) 3.50

第二阶梯 144~204(含) 7.00

第三阶梯 204以上 9.00

若一户家庭一年所缴水费为756元,则其一年用水

多少吨?
解:设用水量为xt,所缴水费为f(x)元.
当0≤x≤144时,f(x)=3.5x;
当144<x≤204时,f(x)=144×3.5+7(x-144)

=7x-504;
当x>204时,f(x)=144×3.5+7×(204-144)+
9(x-204)=9x-912.
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故f(x)=
3.5x,0≤x≤144,

7x-504,144<x≤204
9x-912,x>204.

ì

î

í

ï
ï

ïï

,

由3.5x=756,解得x=216,不符合题意;
由7x-504=756,解得x=180,符合题意.
180∈(144,204],
所以一年用水180t.

2.已知某工厂一条手机配件生产线的产量ω(单位:
百个)与生产成本x(单位:百元)满足如下关系:

ω(x)=

1
2x

2+3,0≤x≤2,

6-
3
1+x

,2<x≤5.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

此外,还需要投入其他成本(如运输、包装成本等)

2x 百元.已知这种手机配件的市场售价为16元/个

(即16百元/百个),且始终供不应求.记由这条生产

线获得的利润为L(x)(单位:百元).
(1)求L(x)的函数解析式.
(2)当投入的生产成本为多少时,由这条生产线获

得的利润最大? 最大利润是多少?
解:(1)L(x)=16ω(x)-2x-x

=
8x2-3x+48,0≤x≤2,

96-
48
1+x-3x

,2<x≤5.

ì

î

í

ïï

ïï

(2)当0≤x≤2时,L(x)=8x2-3x+48,图象的

对称轴方程为x=
3
16.

所以L(x)max=L(2)=74.

当2<x≤5时,L(x)=99- 48
x+1+3

(x+1)é

ë
êê

ù

û
úú≤

99-2
48

x+1×3
(x+1)=75.

当且仅当
48

x+1=3
(x+1),即x=3时,等号成立.

因为75>74,所以当投入的生产成本为300元时,
由这 条 生 产 线 获 得 的 利 润 最 大,最 大 利 润 是7
500元.
【类题通法】

用分段函数表示函数关系的方法

(1)当两个变量在不同取值区间有不同的对应关

系时,往往需要用分段函数来表示两变量间的对应

关系;
(2)写出分段函数的关键是确定分段的各分界

点,即明确自变量的取值区间,对每一个区间进行分

类讨论,从而写出相应的函数解析式.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(十九)

1.设函数f(x)=
x2+1,x≤1,

2
x
,x>1,

ì

î

í

ïï

ïï
则f(f(3))= (  )

A.
1
5 B.3 C.

2
3 D.

13
9

D 解析:因 为 f(3)=
2
3≤1

,所 以 f(f(3))=

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+1=
13
9.

2.下列图形是函数y=x|x|的图象的是 (  )

    A         B

    C         D

D 解析:函数y=x|x|=
x2,x≥0,

-x2,x<0.{ 故选D.

3.(2021· 浙 江)已 知 a ∈ R,函 数 f (x)=
x2-4,x>2,

|x-3|+a,x≤2,{ 若f(f(6))=3,则a=  

  .

2 解析:f(f(6))=f(6-4)=f(2)=|2-3|+
a=3,故a=2.

4.若函数f(x)=
x,x>0,
x2-1,x<0,{ 则f(x)的定义域为
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    ,值域为    .
{x|x≠0} {y|y>-1} 解析:定义域为{x|x>
0或x<0}={x|x≠0}.
当x>0时,f(x)>0,当x<0时,f(x)>-1,所
以值域为{y|y>-1}.

5.某单位为鼓励职工节约用水,作出了如下规定:每
位职工每月用水量不超过10m3的,按每立方米m
元收费;用水量超过10m3的,超过部分按每立方米

2m 元收费.某职工某月缴水费16m 元,则该职工这

个月实际用水量为    m3.
13 解析:设该单位职工每月应缴水费为y 元,实
际用 水 量 为 x m3,则 满 足 的 关 系 式 为 y =
mx,0≤x≤10,

2mx-10m,x>10.{ 由 y=16m,可 知 x>10.令

2mx-10m=16m,解得x=13.
6.如图,函数f(x)的图象是折线段ABC,其中A,B,

C 的坐标分别为(0,4),(2,0),(6,4).

(1)求f(f(0))的值;

(2)求函数f(x)的解析式.
解:(1)直接由图可得f(f(0))=f(4)=2.
(2)设线段AB 所对应的函数解析式为y=kx+b.
将A(0,4),B(2,0)代入,

得
4=b,

0=2k+b,{ 解得
b=4,

k=-2.{
所以y=-2x+4(0≤x≤2).
同理,线段BC 所对应的函数解析式为y=x-2(2

<x≤6).所以f(x)=
-2x+4,0≤x≤2,

x-2,2<x≤6.{
7.已知函数f(x)=

x2-4,0≤x≤2,

2x,x>2.{
(1)求f(2),f(f(2))的值;

(2)若f(x0)=8,求x0 的值.
解:(1)因为0≤x≤2时,f(x)=x2-4,

所以f(2)=22-4=0,f(f(2))=f(0)=02-4=

-4.

(2)当0≤x0≤2时,由x2
0-4=8,得x0=±2 3

(舍去);

当x0>2时,由2x0=8,得x0=4.所以x0=4.
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1.(多选)已知函数f(x)=
x2+1(x≤0),

2x(x>0),{ 若f(a)=10,

则a 的值可以是 (  )

A.3 B.-3 C.-5 D.5

BD 解析:若a≤0,则f(a)=a2+1=10,所以a

=-3(a=3舍去).若a>0,则f(a)=2a=10,所

以a=5.综上可得,a=5或a=-3.

2.函数f(x)=x2-2|x|的图象是 (C)

     A          B

     C          D

3.设 函 数 f (x)=
x,0<x<2,

2x-4,x≥2.{ 若 f (a)=

f(a+2),则f
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷= (  )

A.2 B.4

C.6 D.8

B 解析:若0<a<2,则a+2>2.

由f(a)=f(a+2),得 a=2(a+2)-4,解得a=

1
4

或a=0(舍去).

所以f
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷=f(4)=2×4-4=4.

若a≥2,由f(a)=f(a+2),得2a-4=2(a+2)

-4,无解.

综上,f
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷=4.故选B.

4.已知函数y=f(x)的图象如图所示,则f(x)的解

析式是      .
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f(x)=
x+1,-1≤x<0,

-x,0≤x≤1{  解析:由题图可知,函

数f(x)的图象由两条线段组成.
当-1≤x<0时,设f(x)=ax+b.

将(-1,0),(0,1)代入解析式,则
-a+b=0,

b=1,{
所以

a=1,

b=1,{ 即f(x)=x+1.

当0≤x≤1时,设f(x)=kx.
将(1,-1)代入f(x)=kx,则k=-1,即f(x)=

-x.

综上,f(x)=
x+1,-1≤x<0,

-x,0≤x≤1.{

5.已知函数f(x)=
1
2x+1

,x≤0,

-(x-1)2,x>0,

ì

î

í

ïï

ïï

则当f(x)≥

-1时,x 的取值范围是[-4,2].

6.如图,在矩形ABCD 中,AB=6,BC=8,点P 从点

A 出发沿A→B→C→D 的路线移动.设点P 移动

的路线长为x,△PAD 的面积为y.

(1)写出y 关于x 的函数解析式.
(2)当x=4和x=18时,求函数值y.
(3)当x 取何值时,y=20? 请说明此时点P 在矩

形的哪条边上.
解:(1)当点P 在线段AB 上运动时,AP=x.根据

三角形的面积公式可得y=
1
2

·AD·AP=
1
2×

8×x=4x.
当点P 在线段BC 上运动时,△PAD 的面积不变,

y=
1
2

·AD·AB=
1
2×8×6=24.

当点P 在线段CD 上运动时,DP=6+8+6-x=

20-x,AD=8.根据三角形的面积公式可得y=
1
2

·

AD·DP=
1
2×8×

(20-x)=80-4x.

所 以 y 与 x 之 间 的 函 数 关 系 式 为

y=
4x,0≤x≤6,

24,6<x≤14,

80-4x,14<x≤20.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)当x=4时,y=4x=4×4=16;
当x=18时,y=80-4×18=8.
(3)由y=4x=20,解得x=5,此时点 P 在线段

AB 上;
由y=80-4x=20,解得x=15,此时点P 在线段

CD 上.

7.已知函数f(x)=1+
|x|-x
2

(-2<x≤2).

(1)用分段函数的形式表示f(x);
(2)画出f(x)的图象;
(3)若f(a)=2,求实数a 的值.

解:(1)当0≤x≤2时,f(x)=1+
x-x
2 =1;

当-2<x<0时,f(x)=1+
-x-x
2 =1-x.

所以f(x)=
1,0≤x≤2,

1-x,-2<x<0.{
(2)函数f(x)的图象如图所示.

(3)因为f(a)=2,由函数图象可知a∈(-2,0),
所以1-a=2,即a=-1.
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3.2　函数的基本性质

3.2.1 单调性与最大(小)值

第1课时 函数的单调性

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解函数单调性、单调区间等概念.
2.会利用函数图象判断一次函数、二次函数的单调性.
3.能利用定义判断一些简单函数在给定区间上的单调性,掌握利用单调性的定义判断、证明函数单调性

的方法.
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􀪋

􀪋
􀪋
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􀪋
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 函数的单调性

前提

条件

一般地,设函数f(x)的定义域为 D,区
间I⊆D

条件

如果∀x1,x2∈I,当x1<x2 时,都有

f(x1)<f(x2) f(x1)>f(x2)

图示

结论
f(x)在区间I 上

单调递增

f(x)在区间I 上单

调递减

特别地

当函数f(x)在它

的定义域上单调递

增时,我们就称它

是增函数

当函数f(x)在它的

定义域上单调递减

时,我们就称它是减

函数

[微训练]

1.函数y=f(x)在区间(a,b)上单调递减,x1,x2∈
(a,b),且x1<x2,则有 (  )

A.f(x1)<f(x2) B.f(x1)>f(x2)

C.f(x1)=f(x2) D.以上都有可能

B 解析:因为函数y=f(x)在(a,b)上单调递减,
且x1<x2,所以f(x1)>f(x2).故选B.

2.函数f(x)=2在区间[-2,4]上 (  )
A.单调递减 B.单调递增

C.先减后增 D.不具有单调性

D 解析:当x∈[-2,4]时,f(x)的值恒等于2,故
函数f(x)=2在[-2,4]上不具有单调性.

知识点二 函数的单调性与单调区间

如果函数y=f(x)在区间I 上单调递增或单调递

减,那么就说函数y=f(x)在这一区间具有(严格

的)单调性,区间I叫做y=f(x)的单调区间.
[微训练]
1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)函数在其定义域上都具有单调性. (×)
(2)若函数y=f(x)在定义域上有f(1)<f(2),则
该函数是单调递增函数. (×)
(3)若函数y=f(x)在[0,2]上单调递增,则该函数

的单调递增区间是[0,2]. (×)
2.(多选)函数y=f(x)的图象如图所示,则下列区间

中,是y=f(x)的单调递减区间的有 (  )

A.[-4,1]
B.[-4,-3]
C.[-3,1]
D.[1,4]
BD 解析:根 据 函 数 单 调 性 定 义 及 函 数 图 象 知

f(x)在[-4,-3]和[1,4]上单调递减,故选BD.
3.函数f(x)=x2-2x+3的单调递减区间是  .
(-∞,1] 解析:因为函数f(x)=x2-2x+3的

图象开口向上,其对称轴为x=1,所以函数f(x)
的单调递减区间是(-∞,1].
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判断函数的单调性

1.(多选)如图是定义在区间[-5,5]上的函数y=f(x)
的图象,则下列说法正确的是 (  )

A.f(x)在区间[-5,-3]上单调递增

B.f(x)在区间[1,4]上单调递增

C.f(x)在区间[-3,1]∪[4,5]上单调递减

D.f(x)在区间[-5,5]上没有单调性

ABD 解析:由题图可知,f(x)在区间[-5,-3]
上单调递增,在区间[-3,1]上单调递减,在区间

[1,4]上单调递增,在区间[4,5]上单调递减,选项

ABD正确.而单调区间不可以用“∪”连接,所以选

项C错误.
2.下列函数中,在区间(0,1)上单调递增的是 (  )

A.y=|x| B.y=3-x

C.y=
1
x D.y=-x2+4

A 解析:因为-1<0,所以一次函数y=3-x=
-x+3在 R上单调递减,B不符合.反比例函数y

=
1
x

在(0,+∞)上单调递减,C不符合.二次函数y

=-x2+4在(0,+∞)上单调递减,D不符合.

3.画出函数f(x)=
-x-3,x≤1,
(x-2)2+3,x>1{ 的图象,并写

出函数的单调区间.

解:f(x)=
-x-3,x≤1,
(x-2)2+3,x>1{ 的图象如图所示.

由图象可知,函数的单调递减区间为(-∞,1]和
(1,2];单调递增区间为(2,+∞).
【类题通法】

由图象求函数单调区间的关注点

(1)首先确定定义域;
(2)确定在某个区间内,函数的图象由左至右是

上升的还是下降的.

注意:当单调性相同的区间多于一个时,用“和”
或“,”连接,不能用“∪”连接.

函数单调性的判断与证明

1.用函数单调性的定义证明:函数f(x)=2x2+4x
在(-∞,-1]上单调递减.
证明:设x1<x2≤-1,则

f(x1)-f(x2)=(2x2
1+4x1)-(2x2

2+4x2)

=2(x2
1-x2

2)+4(x1-x2)

=2(x1-x2)(x1+x2+2).
因为x1<x2≤-1,所以x1-x2<0,x1+x2+2
<0.
所以f(x1)-f(x2)>0,即f(x1)>f(x2).
所以f(x)在(-∞,-1]上单调递减.

2.证明:函数f(x)=x+
1
x

在区间(0,1)上单调递减.

证明:设x1,x2 是区间(0,1)上的任意两个实数,且

x1<x2,则 f (x1)-f (x2)= x1+
1
x1

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

x2+
1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷=(x1-x2)+

1
x1
-
1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷=(x1-x2)+

x2-x1
x1x2 = (x1 - x2 ) · ( 1 -

1
x1x2

)

=
(x1-x2)(x1x2-1)

x1x2
.

因为0<x1<x2<1,
所以x1-x2<0,0<x1x2<1,则x1x2-1<0,

所以
(x1-x2)(x1x2-1)

x1x2
>0,即f(x1)>f(x2),

所以f(x)=x+
1
x

在区间(0,1)上单调递减.

【类题通法】
利用定义证明函数单调性的步骤
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函数单调性的应用

[探究活动]
探究1:若f(x)是R上的增函数,且x1>x2,则

f(x1)与f(x2)的大小关系如何? 若f(x)是 R上的

减函数呢?
提示:由增函数的定义知,若x1>x2,则f(x1)

>f(x2);而当f(x)是R上的减函数时,若x1>x2,
则f(x1)<f(x2).
  探究2:若f(x)是 R 上的增函数,且f(x1)>
f(x2),则x1 与x2 的大小关系如何? 若f(x)是 R
上的减函数呢?

提示:因为f(x)是 R上的增函数,所以f(x1)

>f(x2)⇔x1>x2;同理,若f(x)是 R上的减函数,
则f(x1)>f(x2)⇔x1<x2.
[评价活动]

1.已知函数y=f(x)是 R上的增函数,且f(2x-3)

>f(5x-6),则实数x 的取值范围为    .
(-∞,1) 解析:因为f(x)是 R 上的增函数,且

f(2x-3)>f(5x-6),
所以2x-3>5x-6,即x<1.
所以实数x 的取值范围为(-∞,1).

2.已知函数f(x)=-x2-2(a+1)x+3,若函数

f(x)在区间(-∞,3]上单调递增,则实数a 的取

值范围为    ;若函数f(x)在(1,2)上是单调

函数,则实数a 的取值范围为        .
(-∞,-4] (-∞,-3]∪[-2,+∞) 解析:因
为f(x)=-x2-2(a+1)x+3的图象开口向下,
要使f(x)在(-∞,3]上单调递增,只需-(a+1)

≥3,即a≤-4.
所以实数a 的取值范围为(-∞,-4].

由题意可知-(a+1)≤1或-(a+1)≥2,
即a≤-3或a≥-2.
所以a 的取值范围为(-∞,-3]∪[-2,+∞).

3.已知f(x)是定义在区间[-1,1]上的增函数,且

f(x-2)<f(1-x),求x 的取值范围.

解:由题意,得 -1≤x-2≤1,

-1≤1-x≤1,{
解得1≤x≤2①.
因为f(x)在区间[-1,1]上单调递增,且f(x-2)

<f(1-x),所以x-2<1-x,解得x<
3
2②.

由①②得1≤x<
3
2.

所以,满足题设条件的x 的取值范围为 1,
3
2

é

ë
êê

ö

ø
÷.

【类题通法】
由单调性求二次函数中的参数的方法

(1)若已知函数的单调中区间,则根据图象的对

称轴对应区间的端点求参数的值(范围);
(2)若已知函数在某区间上的单调性,则根据该

区间是函数单调区间的子区间,利用区间端点关系求

参数的值(范围).
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课后素养评价(二十)

1.若函数f(x)在R上是减函数,则有 (  )

A.f(3)<f(5) B.f(3)≤f(5)

C.f(3)>f(5) D.f(3)≥f(5)

C 解析:因为f(x)在 R上是减函数,且3<5,所
以f(3)>f(5).

2.函数f(x)=-x2+2x+3的单调递减区间是

(  )

A.(-∞,1) B.(1,+∞)

C.(-∞,2) D.(2,+∞)

B 解析:易知函数f(x)=-x2+2x+3是图象开

口向下的二次函数,其对称轴为x=1,所以其单调

递减区间是(1,+∞).

3.函数y=
1
x

的单调递减区间是 (  )

A.(0,+∞)

B.(-∞,0)

C.(-∞,0)和(0,+∞)

D.(-∞,0)∪(0,+∞)
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C 解析:函数y=
1
x

的定义域是(-∞,0)∪(0,

+∞).由函数的图象可知y=
1
x

在区间(-∞,0)和

(0,+∞)上分别单调递减.
4.(多选)下列函数中满足对任意x1,x2∈(0,+∞),

都有
f(x1)-f(x2)

x1-x2
>0的是 (  )

A.f(x)=-
2
x

B.f(x)=-3x+1
C.f(x)=x2+4x+3
D.f(x)=x-1
ACD 解析:因为对任意x1,x2∈(0,+∞),都有

f(x1)-f(x2)
x1-x2

>0,所以f(x)在(0,+∞)上单调

递增.对于 A,根据反比例函数性质可知f(x)=

-
2
x

在(0,+∞)上单调递增,符合题意;对于B,根

据一次函数的性质可知,f(x)=-3x+1在(0,

+∞)上单调递减,不符合题意;对于C,根据二次函

数的性质可知f(x)=x2+4x+3在(0,+∞)上单

调递增,符合题意;对于D,根据一次函数的性质可

知,f(x)=x-1在(0,+∞)上 单 调 递 增,符 合

题意.

5.若f(x)=
a
x
,x≥1,

-x+3a,x<1

ì

î

í

ïï

ïï
是 R上的单调函数,则

实数a 的取值范围为    .

1
2
,+∞

é

ë
êê

ö

ø
÷ 解析:因为函数f(x)=-x+3a 在

(-∞,1)上单调递减,又f(x)=
a
x
,x≥1,

-x+3a,x<1

ì

î

í

ïï

ïï

是R

上的单调函数,所以f(x)=
a
x

在[1,+∞)上单调递

减,所以a>0,且
a
1≤-1+3a

,即a≥
1
2.

综上所述,a 的取值范围为 1
2
,+∞

é

ë
êê

ö

ø
÷.

6.若f(x)是定义在(0,+∞)上的增函数,且对一切

x,y>0,满足f
x
y

æ

è
ç

ö

ø
÷=f(x)-f(y).

(1)f(1)的值为0.

(2)若f(6)=1,则不等式f(x+3)-f
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷<2的

解集为{x|-3<x<9}.

7.用函数单调性的定义证明:函数y=
2x

x+1
在(-1,

+∞)上单调递增.
证明:设x1>x2>-1,

则x1-x2>0,x1+1>0,x2+1>0,

y1-y2=
2x1

x1+1
-
2x2

x2+1
=

2(x1-x2)
(x1+1)(x2+1)

>0.

所以y1>y2.

所以,函数y=
2x

x+1
在(-1,+∞)上单调递增.
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1.(多选)下列函数中,在区间(0,+∞)上单调递减的是

(  )

A.y=3-x B.y=x2+1

C.y=
1
x D.y=-x2

ACD 解析:分别画出各个函数的图象(图略),可
知在区间(0,+∞)上单调递减的有A,C,D.

2.已知f(x)是定义在[-1,1]上的减函数,且f(2a
-3)<f(a-2),则实数a 的取值范围是 (  )

A.(1,2] B.(1,3]

C.(1,4] D.(1,+∞)

A 解析:因为f(x)是定义在[-1,1]上的减函数,
且f(2a-3)<f(a-2),

所以

-1≤2a-3≤1,

-1≤a-2≤1,

2a-3>a-2,

ì

î

í

ïï

ïï

解得1<a≤2.

3.函数f(x)=|x|,g(x)=x(2-x)的单调递增区

间依次是 (C)

A.(-∞,0],(-∞,1]

B.(-∞,0],(1,+∞)

C.[0,+∞),(-∞,1]

D.[0,+∞),[1,+∞)

4.(多选)关于函数f(x)=
3-x
x+1

,下列判断正确的是

(  )

A.f(x)在(-1,+∞)上单调递减

B.f(x)在(-1,+∞)上单调递增

C.f(x)在(-∞,-1)上单调递减

D.f(x)在(-∞,-1)上单调递增

AC 解析:根据题意,f(x)=
3-x
x+1=-1+

4
x+1.
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f(x)的图象由函数y=
4
x

的图象向左平移1个单

位长度,再向下平移1个单位长度得到,
故f(x)在(-∞,-1)和(-1,+∞)上单调递减,
则A,C正确,B,D错误.

5.若函数f(x)=
1

x+1
在(a,+∞)上单调递减,则a

的取值范围是    .

[-1,+∞) 解析:函数f(x)=
1

x+1
的单调递减

区间为(-∞,-1),(-1,+∞),
又f(x)在(a,+∞)上单调递减,所以a≥-1.

6.已知f(x)在定义域内是减函数,且f(x)>0,下列

函数在其定义域内为增函数的是    .
①y=a+f(x)(a 为常数);

②y=a-f(x)(a 为常数);

③y=
1

f(x)
;

④y=[f(x)]2.
②③ 解析:f(x)在定义域内是减函数,且f(x)

>0时,-f(x),
1

f(x)
均为增函数,故选②③.

7.证明:函数f(x)=x2-
1
x

在区间(0,+∞)上单调

递增.
证明:任取x1,x2∈(0,+∞),且x1<x2,

则f(x1)-f(x2)=x2
1-
1
x1
-x2

2+
1
x2

=(x1-x2)x1+x2+
1

x1x2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为0<x1<x2,所 以 x1-x2<0,x1+x2+
1

x1x2
>0.

所以f(x1)-f(x2)<0,即f(x1)<f(x2).

所以,函数f(x)=x2-
1
x

在区间(0,+∞)上单调

递增.
8.函数f(x)对任意a,b∈R,都有f(a+b)=f(a)+
f(b)-1,并且当x>0时,f(x)>1.
(1)求证:f(x)在R上是增函数;
(2)若f(4)=5,解不等式f(3m-2)<3.
(1)证明:设x1,x2∈R,且x1<x2,则x2-x1>0,

f(x2-x1)>1.
所以f(x2)-f(x1)=f((x2-x1)+x1)-f(x1)

=f(x2-x1)+f(x1)-1-f(x1)=f(x2-x1)-1>0.
所以f(x2)>f(x1).故f(x)在R上是增函数.
(2)解:因为f(4)=f(2+2)=f(2)+f(2)-1=
5,所以f(2)=3.
所以原不等式可化为f(3m-2)<f(2).
因为f(x)在R上是增函数,所以3m-2<2,

解得m<
4
3.故不等式的解集为 -∞,

4
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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第2课时 函数的最大(小)值

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解函数的最大值和最小值的概念及其几何意义.
2.能借助函数的图象和单调性,求一些简单函数的最值.
3.能利用函数的最值解决有关的实际应用问题.
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                 知识点 函数的最大(小)值

最大值 最小值

条件

一般地,设函数y=f(x)的定义域为D,如
果存在实数M 满足∀x∈D,都有

f(x)≤M f(x)≥M

∃x0∈D,使得f(x0)=M

续表

最大值 最小值

结论
M 是函数y=f(x)
的最大值

M 是函数y=f(x)
的最小值

几何

意义
f(x)图象上最高点

的纵坐标

f(x)图象上最低点

的纵坐标
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[微训练]

1.在函数y=f(x)的定义域中存在无数个实数x 满

足f(x)≥M,则 (  )

A.函数y=f(x)的最小值为 M
B.函数y=f(x)的最大值为 M
C.函数y=f(x)无最小值

D.不能确定 M 是函数y=f(x)的最小值

D 解析:根据函数最值的定义,易知选D.

2.设函数f(x)=2x-1(x<0),则f(x) (  )

A.有最大值

B.有最小值

C.既有最大值又有最小值

D.既无最大值又无最小值

D 解析:因为f(x)在(-∞,0)上单调递增,所以

f(x)<f(0)=-1.故选D.
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用图象法求函数的最值

[探究活动]
探究1:观察如图所示的两个函数图象,并结合

函数最大值、最小值的概念观察下图,探究以下问题.

这两个函数图象有何共同特征? 函数图象上最

高点的纵坐标叫什么?
提示:共同特征是对定义域内任意x,都有f(x)

≤f(x0)=M;最高点的纵坐标叫函数的最大值.
探究2:如果函数f(x)在定义域内存在x1 和

x2,使对定义域内任意 x 都有f(x1)≤f(x)≤
f(x2)成立,由此你能得到什么结论?

提示:函数f(x)的最小值为f(x1),最大值为

f(x2).
[评价活动]

1.函数y=f(x)在[-2,2]上的图象如图所示,则此函

数的最小值和最大值分别是 (  )

A.-1,0 B.0,2

C.-1,2 D.
1
2
,2

C 解析:由题图可知,f(x)的最大值为f(1)=2,

f(x)的最小值为f(-2)=-1.故选C.
2.函数y=-|x|在R上 (  )

A.有最大值0,无最小值

B.无最大值,有最小值0
C.既无最大值,又无最小值

D.以上都不对

A 解析:画出y=f(x)的图象(图略)可知,函数

y=-|x|在(-∞,0]上单调递增,在(0,+∞)上
单调递减,所 以 当 x=0时,y 取 最 大 值0,无 最

小值.
3.用min{a,b}表示a,b两个数中的较小者.设f(x)
=min{x+2,10-x}(x≥0),则f(x)的最大值为

    .
6 解析:在同一个平面直角坐标系内,画出函数y
=x+2和y=10-x 的图象,如图所示.

根据min{x+2,10-x}(x≥0)的含义可知,f(x)
的图象应为图中的实线部分.
解方程x+2=10-x,得x=4,此时y=6.故两图

象的交点为(4,6).

所以f(x)=
x+2,0≤x≤4,

10-x,x>4,{ 其最大值为交点的

纵坐标,所以f(x)的最大值为6.
【类题通法】

图象法求函数最值的步骤

利用单调性求函数的最值

[探究活动]
探究1:若y=f(x)在[a,b]上是增函数,则y=

f(x)在此区间上的最大值是f(b),最小值是f(a).
  探究2:若y=f(x)在[a,b]上是减函数,在[b,
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c]上是增函数,则y=f(x)在区间[a,c]上的最小值

与最大值的情况如何?
提示:最小值是f(b),最大值不确定,但一定是

f(a)与f(c)中的较大者.
[评价活动]

1.函数y=x2-2x,x∈[0,3]的值域为 (  )

A.[0,3] B.[-1,0]

C.[-1,+∞) D.[-1,3]

D 解析:因为函数y=x2-2x=(x-1)2-1,x∈
[0,3],所以,当x=1时,函数取得最小值为-1;当

x=3时,函 数 取 得 最 大 值 为3.故 函 数 的 值 域 为

[-1,3].故选D.

2.函数f(x)= 6-x-3x 在区间[2,4]上的最大值

为    .

-4 解析:因为y= 6-x 在区间[2,4]上单调递

减,y=-3x 在区间[2,4]上单调递减,所以函数f(x)

= 6-x-3x 在区间[2,4]上单调递减,所以函数

f(x)的最大值为f(2)= 6-2-3×2=-4.

3.已知函数f(x)=
2x+1
x+1.

(1)判断函数f(x)在区间(-1,+∞)上的单调性,
并用定义证明你的结论;
(2)求该函数在区间[2,4]上的最大值和最小值.
解:(1)f(x)在(-1,+∞)上单调递增.
证明:任取-1<x1<x2,

则 f (x1)- f (x2)=
2x1+1
x1+1

-
2x2+1
x2+1

=
x1-x2

(x1+1)(x2+1)
.

因为-1<x1<x2,所以x1+1>0,x2+1>0,x1-
x2<0,所 以 f(x1)-f(x2)<0,即 f(x1)

<f(x2),
所以f(x)在(-1,+∞)上单调递增.
(2)由(1)知f(x)在[2,4]上单调递增,

所以f(x)的最小值为f(2)=
2×2+1
2+1 =

5
3
,

最大值为f(4)=
2×4+1
4+1 =

9
5.

【类题通法】
利用函数的单调性求最值的关注点

(1)若函数y=f(x)在区间[a,b]上单调递增,
则f(x)在区间[a,b]上的最大值为f(b),最小值

为f(a).
(2)若函数y=f(x)在区间[a,b]上单调递减,

则f(x)在区间[a,b]上的最大值为f(a),最小值

为f(b).

(3)若函数y=f(x)有多个单调区间,则先求出

各区间上的最值,再从各区间上的最值中找出最大

(小)值.函数的最大(小)值是整个值域范围内的最大

(小)值.
(4)若函数的定义域为半开半闭区间或开区间,

则不但要考虑函数在该区间上的单调性,还要考虑函

数在端点处的函数值或发展趋势.

函数最值的应用

1.某公司试销一种成本为50元/件的新产品,规定试

销时售价不低于成本,且不高于80元/件.经试销调

查,发现销售量y(件)与售价x(元/件)可近似看作

一次函数关系y=kx+b(如图所示).

(1)根据图象,求一次函数y=kx+b的解析式.
(2)设公司获得的利润为S 元(利润=销售额-总

成本,销售额=售价×销售量,总成本价=成本×
销售量).
①试用售价x 表示利润S.
②试问售价定为多少时,该公司可获得最大利润?
最大利润是多少? 此时的销售量是多少?
解:(1)由图象知,当x=60时,y=40;
当x=70时,y=30.

代入y=kx+b中,得 40=60k+b,

30=70k+b,{
解得

k=-1,

b=100.{
所以y=-x+100(50≤x≤80).
(2)①由题意可知S=xy-50y
=x(-x+100)-50(-x+100)

=-x2+150x-5000
=-(x-75)2+625(50≤x≤80).
②由①知,当x=75时,利润S 取得最大值625,所
以当售 价 定 为75元/件 时,可 获 得 最 大 利 润625
元,此时销售量为25件.

2.如图,某中学准备在校园里利用院墙的一段,用篱笆围

成一个矩形花园ABCD.已知院墙MN 的长为25m,
篱笆长为50m(篱笆全部用完),设AB 的长为xm.
(1)当 AB 的 长 为 多 少 时,矩 形 花 园 的 面 积

为300m2?
(2)若围成的矩形花园的面积为S m2,当x 为何值

时,S 有最大值? 最大值是多少?
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解:(1)因为AB=x m,所以BC=(50-2x)m.
由题意得,x(50-2x)=300,
解得x1=15,x2=10.
因为50-2x≤25,所以x≥12.5,所以x=15,
所以,AB 的 长 为15 m 时,矩 形 花 园 的 面 积 为

300m2.
(2)由 题 意 得,S=x(50-2x)=-2x2+50x=
-2(x-12.5)2+312.5,12.5≤x<25,
所以x=12.5时,S 取得最大值,最大值为312.5.

【类题通法】
求解实际应用中的最值问题的步骤

(1)审题:把问题情境译为数学语言,找出问题中

的主要关系.
(2)建模:建立函数解析式,把实际问题转化成函

数问题.
(3)求解:选择合适的数学方法求出函数的最值.
(4)验证:对结果进行验证,最后将结果应用于现

实,作出解释.
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课后素养评价(二十一)

1.函数y=
1

x-1
在[2,3]上的最小值为 (  )

A.2 B.
1
2 C.

1
3 D.-

1
2

B 解析:函数y=
1

x-1
在[2,3]上单调递减,所以

当x=3时,ymin=
1
3-1=

1
2.

2.函数f(x)=-2x2+4x,x∈[-1,2]的值域为

(  )

A.[-6,2] B.[-6,1]

C.[0,2] D.[0,1]

A 解析:函数f(x)=-2x2+4x 的图象开口向

下,对称轴为x=1,
所以f(x)在[-1,1]上单调递增,在[1,2]上单调

递减,
所以f(x)max=f(1)=2,f(x)min=f(-1)=-6,
所以函数f(x)=-2x2+4x,x∈[-1,2]的值域

为[-6,2].
3.(多选)若函数y=ax+1在[1,2]上的最大值与最

小值的差为2,则实数a 的值可能是 (  )

A.2 B.-2
C.1 D.0
AB 解析:由题意知a≠0,当a>0时,y=ax+1
在[1,2]上单调递增,
有(2a+1)-(a+1)=2,解得a=2;当a<0时,y
=ax+1在[1,2]上单调递减,
有(a+1)-(2a+1)=2,解得a=-2.综上知a=±2.

4.已知函数f(x)=
x2,-1<x≤1,

1
x
,x>1,

ì

î

í

ïï

ïï
则函数f(x)的最大值

为   ,最小值为    .
1 0 解析:作出函数f(x)的图象(如图).

由图象可知,当x=1时,f(x)取最大值为f(1)=1;当x
=0时,f(x)取最小值f(0)=0.
故f(x)的最大值为1,最小值为0.

5.函数y=x2-2x,x∈[0,3]的值域为    .
[-1,3] 解析:因为函数y=x2-2x=(x-1)2-
1,x∈[0,3],所以当x=1时,函数取得最小值为

-1,当x=3时,函数取得最大值为3.故函数的值

域为[-1,3].

6.已知函数f(x)=
3x+7
x+2

,x∈[-1,1].

(1)判断f(x)的单调性,并证明;
(2)求f(x)的最大值和最小值.

解:(1)函数f(x)=
3x+7
x+2

在区间[-1,1]上单调

递减.
证明如下:
设x1,x2 是区间[-1,1]上的任意两个实数,且x1

<x2,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—39—



则f(x1)-f(x2)=
3x1+7
x1+2

-
3x2+7
x2+2

=
(3x1+7)(x2+2)-(3x2+7)(x1+2)

(x1+2)(x2+2)

=
x2-x1

(x1+2)(x2+2)
.

因为-1≤x1<x2≤1,
所以x2-x1>0,(x1+2)(x2+2)>0,
于是f(x1)-f(x2)>0,即f(x1)>f(x2),

所以函数 f(x)=
3x+7
x+2

在 区 间[-1,1]上 单 调

递减.
(2)由(1)知,函 数 f(x)在 区 间[-1,1]上 单 调

递减,
所以当x=-1时,f(x)取最大值,f(-1)=4;

当x=1时,f(x)取最小值,f(1)=
10
3.
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1.设函数f(x)=
2x

x-2
在区间[3,4]上的最大值和最

小值分别为M,m,则M+m= (  )

A.4 B.6 C.10 D.24

C 解析:因为f(x)=
2(x-2)+4

x-2 =2+
4

x-2
,所

以f(x)在[3,4]上单调递减.
所以m=f(4)=4,M=f(3)=6.所以 M+m=6+
4=10.

2.规定 max{a,b}表示取a,b 中 的 较 大 者,例 如

max{0.1,-2}=0.1,max{2,2}=2.则函数f(x)=
max{x+1,4-2x}的最小值为 (  )

A.1 B.2 C.3 D.4
B 解析:根据定义,通过y=x+1和y=4-2x 的

图象作出函数f(x)=max{x+1,4-2x}的图象,
如图中实线所示.

由x+1=4-2x,解得x=1,此时y=1+1=2.
由图可知,当x=1时,f(x)有最小值2,即f(x)=
max{x+1,4-2x}的最小值为2.

3.(多选)下列关于函数f(x)= -x2+4x的结论正确

的是 (CD)

A.定义域为(0,4)

B.单调递增区间是(-∞,2]

C.值域为[0,2]

D.单调递减区间是[2,4]

4.已知函数f(x)=x2-6x+8,x∈[1,a],且函数

f(x)的 最 小 值 为 f(a),则 实 数 a 的 取 值 范

围是    .
(1,3] 解析:因为函数f(x)=x2-6x+8的图象

的对称轴为直线x=3,且在区间[1,a]上,f(x)min
=f(a),所以a≤3.又a>1,所以1<a≤3.

5.已知函数f(x)=
x2-x,0≤x≤2,

2
x-1

,x>2,

ì

î

í

ïï

ïï
则函数f(x)的

最大值为2,最小值为-
1
4.

6.已知函数f(x)=-x2+2x-3.
(1)求f(x)在区间[2a-1,2]上的最小值g(a);
(2)求g(a)的最大值.
解:(1)f(x)=-x2+2x-3=-(x-1)2-2,

f(2)=-3,f(0)=-3,

所以,当2a-1≤0,即a≤
1
2

时,f(x)min=f(2a-

1)=-4a2+8a-6;

当0<2a-1<2,即
1
2<a<

3
2

时,f(x)min=

f(2)=-3.

所以g(a)=
-4a2+8a-6,a≤

1
2
,

-3,
1
2<a<

3
2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)当a≤
1
2

时,g(a)=-4a2+8a-6单调递增,

所以g(a)≤g
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-3;

又当
1
2<a<

3
2

时,g(a)=-3,

所以g(a)的最大值为-3.
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3.2.2 奇偶性

第1课时 函数的奇偶性

学习任务目标
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  1.了解奇偶性的概念,掌握判断函数奇偶性的方法.
2.了解奇函数、偶函数图象的特征.
3.会利用函数的奇偶性求函数或参数的值.
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                 知识点一 函数的奇偶性

奇偶性 偶函数 奇函数

条件
一般地,设函数f(x)的定义域为D,如
果∀x∈D,都有-x∈D

结论 f(-x)=f(x) f(-x)=-f(x)

图象特点 关于y 轴对称 关于原点对称

知识点二 奇函数、偶函数的运算性质

在公共定义域内,有如下结论:
(1)两个奇函数的和是奇函数,两个奇函数的积是偶函数;
(2)两个偶函数的和、积都是偶函数;
(3)一个奇函数、一个偶函数的积是奇函数.
[微训练]

1.下列图象表示的函数具有奇偶性的是 (  )

     A          B

     C          D

B 解析:B选项的图象关于y 轴对称,是偶函数,

其余选项都不具有奇偶性.

2.若函数y=f(x),x∈[-1,a](a>-1)是奇函数,

则a 等于 (  )

A.-1 B.0

C.1 D.无法确定

C 解析:因为奇函数的定义域关于原点对称,所以

a-1=0,即a=1.

3.已知函数f(x)是定义域为R的偶函数,若f(2)=

4,则f(-2)=   .

4 解析:根据偶函数的定义,f(-2)=f(2)=4.
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函数奇偶性的判断

1.已知函数f(x)=|x|+1,则 (  )

A.f(x)是奇函数  
B.f(x)是偶函数

C.f(x)既是奇函数又是偶函数

D.f(x)是非奇非偶函数

B 解析:显然f(x)的定义域为 R,∀x∈R,都有

-x∈R,且f(-x)=|-x|+1=|x|+1=f(x),
所以函数f(x)为偶函数.

2.已知y=f(x),x∈(-a,a),F(x)=f(x)+
f(-x),则F(x) (  )

A.是奇函数

B.是偶函数

C.既是奇函数又是偶函数

D.是非奇非偶函数

B 解析:显然F(x)的定义域为(-a,a),关于原

点对称,∀x∈(-a,a),都有-x∈(-a,a),且
F(-x)=f(-x)+f(x)=F(x).所以F(x)是偶

函数.
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3.(多选)设函数f(x),g(x)的定义域都为 R,且

f(x)是奇函数,g(x)是偶函数,则下列结论中正确

的是 (  )

A.f(x)g(x)是奇函数

B.|f(x)|g(x)是偶函数

C.f(x)|g(x)|是偶函数

D.|f(x)g(x)|是偶函数

ABD 解析:因为f(x)是奇函数,g(x)是偶函数,
所以|f(x)|为偶函数,|g(x)|为偶函数.
再根据两个奇函数的积是偶函数、两个偶函数的积

是偶函数、一个奇函数与一个偶函数的积是奇函

数,可得A项为奇函数,B项为偶函数,C项为奇函

数,D项为偶函数.故选ABD.
【类题通法】

判断函数奇偶性的方法

(1)定义法:

(2)图象法:

奇函数、偶函数图象的应用

[探究活动]
观察以 下 两 个 函 数 图 象 的 对 称 性,探 究 下 列

问题.

  探究1:奇函数的图象关于原点对称,一定有

f(0)=0吗?
提示:不一定.若0在定义域内,则图象一定过原

点,即有f(0)=0,否则图象不过原点.
探究2:偶函数的图象一定与y 轴相交吗?
提示:偶函数的图象关于y 轴对称,但不一定与y

轴相交,如y=
1
|x|

为偶函数,但图象与y轴不相交.

探究3:图 象 过 原 点 的 单 调 函 数 一 定 是 奇 函

数吗?

提示:不一定.图象过原点的单调函数的图象不

一定关于原点对称,所以不一定是奇函数.
[评价活动]

1.我国著名数学家华罗庚先生曾说:“数缺形时少直

观,形少数时难入微,数形结合百般好,隔离分家万

事休.”在数学的学习和研究中,经常用函数的图象

来研究函数的性质,也经常用函数的解析式来研究

函数图象的特征.若函数y=f(|x|)在区间[a,b]
上的图象如图,则函数y=f(x)在区间[a,b]上的

图象可能是 (  )

  
     A          B

  
     C          D
D 解析:函数y=f(|x|)是偶函数,所以它的图

象是由y=f(x)把x≥0的图象保留,再关于y 轴

对称得到的.结合选项可知选项D正确.
2.已知奇函数f(x)的定义域为[-5,5],且在区间

[0,5]上的图象如图所示.

(1)画出f(x)在区间[-5,0]上的图象;
(2)写出使f(x)<0的x 的取值范围.
解:(1)因为函数f(x)是奇函数,所以y=f(x)在
[-5,5]上的图象关于原点对称.
由y=f(x)在[0,5]上的图象,可知它在[-5,0]上
的图象,如图所示.

(2)由 图 象 知,使 f(x)<0的 x 的 取 值 范 围 为

(-2,0)∪(2,5).
【类题通法】

巧用奇、偶函数的图象解决问题的依据

根据奇、偶函数图象的对称性可以解决诸如求
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值、比较大小及解不等式问题.依据为奇函数⇔图象

关于原点对称,偶函数⇔图象关于y 轴对称.

利用函数的奇偶性求值

1.设f(x)是定义在 R 上的奇函数,且当x≤0时,

f(x)=x2-
1
2x
,则f(1)= (  )

A.-
3
2 B.-

1
2

C.
3
2 D.

1
2

A 解析:因为f(x)是定义在 R上的奇函数,所以

f(1)=-f(-1)=-
3
2.

2.若 f(x)=(x+a)(x-4)为 偶 函 数,则 实 数

a=    .
4 解析:(方法一)f(x)=(x+a)(x-4)=x2+
(a-4)x-4a,f(-x)=x2-(a-4)x-4a,两式

恒相等,则a-4=0,即a=4.
(方法二)f(x)=(x+a)(x-4)=x2+(a-4)x-
4a,要使函数为偶函数,只需多项式的奇次项系数

为0,即a-4=0.所以a=4.
3.已知f(x)=x7-ax5+bx3+cx+2.若f(-3)=
-3,则f(3)=    .
7 解析:令g(x)=x7-ax5+bx3+cx,则g(x)
是奇函数.所以f(-3)=g(-3)+2=-g(3)+2.
又f(-3)=-3,所以g(3)=5.
所以f(3)=g(3)+2=5+2=7.

4.设f(x)是定义在 R 上的奇函数,且当x≥0时,

f(x)=x2.若对任意的 x∈[a,a+2],不等式

f(x+a)≥2f(x)恒 成 立,则 实 数 a 的 取 值 范

围是    .

[2,+∞) 解析:由题意知f(x)=
x2,x≥0,

-x2,x<0,{
则2f(x)=f(2x).
因此,原不等式等价于f(x+a)≥f(2x).
易知f(x)在R上是增函数,所以x+a≥ 2x,即a

≥(2-1)x.又x∈[a,a+2],所以当x=a+2
时,(2-1)x 取得最大值(2-1)(a+2).
因此,a≥(2-1)(a+2),解得a≥ 2.故a 的取值

范围是[2,+∞).
【类题通法】

利用函数奇偶性求值的常见类型

(1)求参数值:若解析式含参数,则根据f(-x)

=-f(x)或f(-x)=f(x)列式,比较系数,利用待

定系数法求解;若定义域含参数,则根据定义域特点,
利用区间的端点和为0求解.

(2)求函数值:利用f(-x)=-f(x)或f(-x)

=f(x)求解,有时需要构造奇函数或偶函数以便于

求值.
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课后素养评价(二十二)

1.已知函数f(x)=3x2,x∈(-2,2],则 (  )

A.f(x)是奇函数

B.f(x)是偶函数

C.f(x)既是奇函数又是偶函数

D.f(x)是非奇非偶函数

D 解析:函数的定义域为(-2,2],∀x∈(-2,

2],-x∉(-2,2],故此函数既不是奇函数,也不是

偶函数.

2.函数f(x)=2x-
1
x

的图象关于 (  )

A.y 轴对称

B.直线y=-x 对称

C.直线y=x 对称

D.坐标原点对称

D 解析:函数的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞),则

f(-x)=-2x+
1
x=- 2x-

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f(x),

所以函数f(x)是奇函数.所以函数f(x)=2x-
1
x

的图象关于坐标原点对称.故选D.
3.设f(x)是定义在 R上的一个函数,函数F(x)=
f(x)-f(-x),则 (  )

A.F(x)是奇函数

B.F(x)是偶函数
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C.F(x)既是奇函数又是偶函数

D.F(x)是非奇非偶函数

A 解析:因为F(-x)=f(-x)-f[-(-x)]=
f(-x)-f(x)=-[f(x)-f(-x)]=-F(x),
定义域为R,所以函数F(x)在R上是奇函数.

4.若函数f(x)=ax2+bx+3a+b是偶函数,定义域为

[a-1,2a],则a=    ,b=    .
1
3 0 

解析:因为f(x)是偶函数,所以a-1=

-2a,解得a=
1
3.

又函数f(x)=
1
3x

2+bx+b+1为二次函数,结合

偶函数图象的特点,易得b=0.
5.已知函数f(x)=ax5+bx3+2,若f(2)=7,则

f(-2)=-3.

6.已知定义在[-3,-1]∪[1,3]上的函数f(x)是奇

函数,其部分图象如图所示.
(1)请在坐标系中补全函数f(x)的图象;
(2)比较f(1)与f(3)的大小.

解:(1)因为f(x)是奇函数,所以其图象关于原点

对称,如图所示.

(2)观察图象,知f(3)<f(1).
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1.(2021·全国乙卷)设函数f(x)=
1-x
1+x

,则下列函

数中为奇函数的是 (  )
A.f(x-1)-1 B.f(x-1)+1
C.f(x+1)-1 D.f(x+1)+1

B 解析:由题意可得f(x)=
1-x
1+x=-1+

2
1+x

,

对于A,f(x-1)-1=
2
x-2

不是奇函数;

对于B,f(x-1)+1=
2
x

是奇函数;

对于C,f(x+1)-1=
2

x+2-2
,不是奇函数;

对于D,f(x+1)+1=
2

x+2
,不是奇函数.

2.如图是偶函数y=f(x)的部分图象,根据图象所给
信息,下列结论正确的是 (  )
A.f(-2)-f(6)=0
B.f(-2)-f(6)<0
C.f(-2)+f(6)<0
D.f(-2)-f(6)>0
B 解析:由 图 象 可 知,f(2)<
f(6),又因为f(x)为偶函数,所以f(-2)=f(2),
所以f(-2)-f(6)<0,f(-2)+f(6)>0.故选B.

3.设f(x)是定义在R上的奇函数,当x>0时,f(x)
=x2+1,则f(-2)+f(0)=    .
-5 解析:由题意知f(-2)=-f(2)=-(22+
1)=-5,f(0)=0,所以f(-2)+f(0)=-5.

4.函数f(x)=
4-x2

2-|x+2|
的定义域为    ,

f(x)为    (填“奇”或“偶”)函数.

[-2,0)∪ (0,2] 奇  解 析:依 题 意 有

4-x2≥0,
2-|x+2|≠0,{ 解得-2≤x≤2且x≠0.

所以f(x)的定义域为[-2,0)∪(0,2].

因为f(x)=
4-x2

2-|x+2|=
4-x2

-x =-
4-x2

x
,

所以f(-x)=
4-x2

x =-f(x).所以f(x)为奇

函数.

5.已知函数f(x)=
ax2+1
bx+c

是奇函数,且f(1)=3,

f(2)=5,求a,b,c的值.

解:因为函数f(x)=
ax2+1
bx+c

是奇函数,

所 以 f (-x)= -f (x).故
a(-x)2+1
b(-x)+c =

-
ax2+1
bx+c

,即ax2+1
-bx+c=-

ax2+1
bx+c.所以-bx+c=

-(bx+c),即c=-c,解得c=0.

所以f(x)=
ax2+1

bx .

而f(1)=
a+1
b =3,所以a+1=3b.①

由f(2)=5,即
4a+1
2b =5,所以4a+1=10b.②

解①②组成的方程组,得
a=

7
2
,

b=
3
2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

故a=
7
2
,b=

3
2
,c=0.
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第2课时 函数的奇偶性的应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.会判断分段函数、抽象函数的奇偶性.
2.掌握用奇偶性求解析式的方法.
3.理解奇偶性对单调性的影响,并能用于比较大小、求最值和解不等式.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

分段函数、抽象函数的奇偶性

1.已知函数f(x)=

1
2x

2+1,x>0,

-
1
2x

2-1,x<0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

则 (  )

A.f(x)是奇函数

B.f(x)是偶函数

C.f(x)既是奇函数又是偶函数

D.f(x)是非奇非偶函数

A 解析:函数的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞),关
于原点对称.

当x>0时,-x<0,则f(-x)=-
1
2
(-x)2-1

=- 1
2x

2+1
æ

è
ç

ö

ø
÷=-f(x);

当x<0时,-x>0,则f(-x)=
1
2
(-x)2+1=

1
2x

2+1=- -
1
2x

2-1
æ

è
ç

ö

ø
÷=-f(x).综上可知,函

数f(x)=

1
2x

2+1,x>0,

-
1
2x

2-1,x<0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

是奇函数.

2.已知函数y=f(x)(x∈R),若对于任意实数a,b
都有f(a+b)=f(a)+f(b),且f(x)不恒为零,则

(  )

A.f(x)是奇函数

B.f(x)是偶函数

C.f(x)既是奇函数又是偶函数

D.f(x)是非奇非偶函数

A 解析:令a=0,则f(b)=f(0)+f(b).所以

f(0)=0.
再令a=-x,b=x,则f(0)=f(-x)+f(x).所
以f(-x)=-f(x),且定义域关于原点对称.所以

f(x)是奇函数.

3.已知f(x)是奇函数,g(x)是偶函数,且f(-1)+
g(1)=2,f(1)+g(-1)=4,则g(1)=    .
3 解析:由 题 意 知f(-1)+g(1)=-f(1)+
g(1)=2,f(1)+g(-1)=f(1)+g(1)=4,两式

相加,解得g(1)=3.
【类题通法】

1.分段函数奇偶性的判断方法

(1)图象法:画出图象,根据图象的对称性判断.
(2)定义法:利用奇、偶函数的定义,分段判断,要

注意每段函数的定义域.
2.抽象函数奇偶性的判断方法

赋值法:先根据函数的结构特点赋值,再利用奇、
偶函数的定义判断.

利用奇偶性求解析式

[探究活动]

探究1:已知x∈(m,+∞),则-x∈(-∞,-m).
  探究2:我们已经学会判断分段函数的奇偶性.如
果已知分段函数的奇偶性和某段上的解析式,如何求

分段函数在整个定义域上的解析式呢?
提示:略

[评价活动]

1.已知函数y=f(x)的图象关于原点对称,且当x>
0时,f(x)=x2-2x+3.试求f(x)在 R 上的解

析式.
解:因为函数f(x)的图象关于原点对称,
所以f(x)为奇函数,则f(0)=0.设x<0,则-x>
0.因为x>0时,f(x)=x2-2x+3,所以f(x)=
-f(-x)=-(x2+2x+3)=-x2-2x-3.

所以f(x)=
x2-2x+3,x>0,

0,x=0,

-x2-2x-3,x<0.

ì

î

í

ï
ï

ïï
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2.设f(x)是偶函数,g(x)是奇函数,且f(x)+

g(x)=
1

x-1
,求函数f(x),g(x)的解析式.

解:因为f(x)是偶函数,g(x)是奇函数,
所以f(-x)=f(x),g(-x)=-g(x).

由f(x)+g(x)=
1

x-1①
,

用-x 代替x,

得f(-x)+g(-x)=
1

-x-1
,

所以f(x)-g(x)=
1

-x-1②.

联立①②解得f(x)=
1

x2-1
,g(x)=

x
x2-1.

【类题通法】
利用函数奇偶性求解析式的方法

(1)“求谁设谁”,即在哪个区间上求解析式,就应

在哪个区间上设自变量x;
(2)利用函数在已知区间上的解析式,并结合

f(x)的奇偶性求出-f(x)或f(-x),从而得出f(x)
在整个定义域上的解析式.
  提醒:若函数f(x)的定义域内含0且为奇函数,
则必有f(0)=0;若为偶函数,则未必有f(0)=0.

函数单调性与奇偶性的应用

1.已知偶函数f(x)在[0,+∞)上单调递减,f(2)=
0.若f(x-1)>0,则x 的取值范围是    .
(-1,3) 解析:因为f(2)=0,

f(x-1)>0,所以f(x-1)>f(2).
又因为f(x)是偶函数,且在[0,+∞)上单调递减,
所以f(|x-1|)>f(2),所以|x-1|<2,
所以-2<x-1<2,
所以-1<x<3,所以x∈(-1,3).

2.已知f(x)是定义域为 R 的偶函数,当x≥0时,

f(x)=x2-4x,那么不等式f(x+2)<5的解集是

    .

{x|-7<x<3} 解析:因为f(x)为偶函数,所以

f(|x+2|)=f(x+2),所以f(x+2)<5可化为

f(|x+2|)<5,即|x+2|2-4|x+2|<5,
即(|x+2|+1)(|x+2|-5)<0,
所以|x+2|<5,解得-7<x<3,
所以不等式f(x+2)<5的解集是{x|-7<x<
3}.

3.已知奇函数f(x)在[0,+∞)上单调递减,解不等

式f(x-1)+f(2x+3)>0.
解:因为f(x)在[0,+∞)上单调递减且为奇函数,
所以f(x)在(-∞,+∞)上单调递减,
所以f(x-1)+f(2x+3)>0⇔f(x-1)>
-f(2x+3)=f(-2x-3)⇔x-1<-2x-3,

解得x<-
2
3
,

所以原不等式的解集为 x x<-
2
3{ }.

【类题通法】
利用奇偶性、单调性解不等式的方法

(1)若f(x)为奇函数,则在连续的区间上,由

f(a),f(b)的大小关系,利用单调性可直接得到关于

a,b的大小关系;
(2)若f(x)为偶函数,则在连续的区间上,由

f(a),f(b)的大小关系,可得出|a|,|b|的大小关系.
注意:解不等式不能忽视定义域,解出的自变量

的取值范围要与定义域求交集.
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课后素养评价(二十三)

1.已知函数f(x)=
x2+x,x<0,

x-x2,x>0,{ 则 (  )

A.f(x)是奇函数

B.f(x)是偶函数

C.f(x)既是奇函数又是偶函数

D.f(x)是非奇非偶函数

A 解析:显然函数f(x)的定义域关于原点对称.
当x>0时,-x<0,f(-x)=x2-x=-(x-x2)

=-f(x);
当x<0时,-x>0,f(-x)=-x-x2=-(x2+
x)=-f(x).
所以f(-x)=-f(x).所以函数f(x)为奇函数.
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2.下列函数中,既是偶函数又在(0,+∞)上单调递增

的是 (  )

A.y=x3 B.y=|x|+1

C.y=-x2+1 D.y=x-
1
x

B 解析:因为y=x3在定义域R上是奇函数,故A
不符合;y=-x2+1在定义域 R上是偶函数,但在

(0,+∞)上是减函数,故C不符合;y=x-
1
x

是奇

函数,在(0,+∞)上是增函数,故D不符合;B中y
=|x|+1是偶函数,且在(0,+∞)上是增函数.

3.(多选)下列函数中,既是奇函数又是增函数的是

(  )

A.y=2x B.y=-x2

C.y=
1
x D.y=x|x|

AD 解析:函数y=2x 既是奇函数又是增函数,函

数y=-x2是偶函数,函数y=
1
x

不是增函数,函数

y=x|x|=
x2,x≥0,

-x2,x<0{ 是奇函数,且在 R 上单调

递增.故选AD.
4.(多选)已知函数f(x)是定义在 R上的奇函数,则

下列说法正确的有 (  )

A.f(0)=0
B.若f(x)在(0,+∞)上有最小值-3,则f(x)在
(-∞,0)上有最大值3

C.若f(x)在(1,+∞)上单调递减,则f(x)在
(-∞,-1)上单调递增

D.f(-1)=f(1)

AB 解析:对于A,因为f(x)是定义在 R上的奇

函数,所 以 f(-x)=-f(x),所 以 f(-0)=
-f(0),即f(0)=0,故A正确;对于B,若f(x)在
(0,+∞)上有最小值-3,即当x>0时,f(x)≥
-3,所以当x<0时,-x>0,所以f(-x)≥-3,
因为f(x)为奇函数,所以f(x)=-f(-x)≤
-(-3)=3,即f(x)在(-∞,0)上有最大值3,故

B正确;对于C,根据奇函数在对称区域内的单调性

一致,可 知 若 f(x)在(1,+∞)上 单 调 递 减,则

f(x)在(-∞,-1)上单调递减,故C错误;对于D,

f(-1)=-f(1),故D错误.
5.已知函数f(x)是定义在 R 上的奇函数,当x∈
(-∞,0)时,f(x)=2x3+x2,则f(2)=    .
12 解析:因 为 当 x∈(-∞,0)时,f(x)=2x3

+x2,
所以f(-2)=2×(-2)3+(-2)2=-16+4=
-12.
又因为f(x)是定义在R上的奇函数,
所以f(-2)=-f(2)=-12,所以f(2)=12.

6.已知f(x),g(x)均为 R 上的奇函数,且F(x)=
af(x)+bg(x)+2在区间(0,+∞)上的最大值为

8,则F(x)在区间(-∞,0)上的最小值为-4.
7.已知函数y=f(x)(x∈R),若对任意实数x1,x2,

都有f(x1+x2)+f(x1-x2)=2f(x1)·f(x2),求
证:f(x)为偶函数.
证明:令 x1=0,x2=x,得 f(x)+f(-x)=
2f(0)·f(x)①;
令x1=x,x2=0,得 f(x)+f(x)=2f(x)·

f(0)②.
由①②,得f(-x)=f(x),且定义域为 R,所以函

数f(x)为偶函数.
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1.若奇函数f(x)在(-∞,0)上的解析式为f(x)=x
(1+x),则f(x)在(0,+∞)上有 (  )

A.最大值-
1
4 B.最大值

1
4

C.最小值-
1
4 D.最小值

1
4

B 解析:当x>0时,-x<0,
所以f(-x)=-x(1-x).又f(-x)=-f(x),

所以f(x)=x(1-x)=-x2+x=- x-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
1
4
,

所以f(x)有最大值
1
4.

2.设f(x)是R上的偶函数,且在(0,+∞)上单调递

减.若x1<0且x1+x2>0,则 (  )

A.f(-x1)>f(-x2)

B.f(-x1)=f(-x2)

C.f(-x1)<f(-x2)

D.f(-x1)与f(-x2)的大小关系不确定

A 解析:因为x2>-x1>0,f(x)是 R上的偶函

数,所以f(-x2)=f(x2).
又f(x)在(0,+∞)上单调递减,

所以f(-x2)=f(x2)<f(-x1).
3.已知偶函数f(x)在区间[0,+∞)上单调递增,则

满足f(2x-1)<f
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的x 的取值范围为 (  )
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A.13
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.13

,2
3

é

ë
êê

ö

ø
÷

C.12
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.12

,2
3

é

ë
êê

ö

ø
÷

A 解析:因为f(x)为偶函数,且在[0,+∞)上单

调递增,所以不等式f(2x-1)<f
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,即-

1
3<

2x-1<
1
3
,解得

1
3<x<

2
3.

4.设f(x)为偶函数,且在区间(-∞,0)上单调递增,

f(-2)=0,则xf(x)<0的解集为 (  )

A.(-1,0)∪(2,+∞)

B.(-∞,-2)∪(0,2)

C.(-2,0)∪(2,+∞)

D.(-2,0)∪(0,2)

C 解析:根据题意,偶函数f(x)在(-∞,0)上单

调递增,且f(-2)=0,
则函数f(x)在(0,+∞)上单调递减,且f(-2)=
f(2)=0,作出函数f(x)的草图如图所示.

又由xf(x)<0,

可得
x<0,

f(x)>0,{ 或
x>0,

f(x)<0.{
由图可得-2<x<0或x>2,
即不等式的解集为(-2,0)∪(2,+∞).

5.已知y=f(x)是定义在 R 上的奇函数,当x≥0
时,f(x)=x2-2x,则f(x)在 R 上的解析式

为          .

f(x)=
x2-2x,x≥0,

-x2-2x,x<0{  解析:当x<0时,-x

>0,所以f(-x)=x2+2x.
又因为f(x)是奇函数,所以f(x)=-f(-x)=-x2

-2x.所以f(x)=
x2-2x,x≥0,

-x2-2x,x<0.{
6.已知定义R上的函数f(x),对一切x,y都有f(x+y)=
f(x)+f(y).
(1)求证:f(x)是奇函数;
(2)若f(-3)=a,试用a 表示f(12).

(1)证明:由已知f(x+y)=f(x)+f(y),
令y=-x,得f(0)=f(x)+f(-x).
令x=y=0,得f(0)=2f(0),所以f(0)=0.
所以f(x)+f(-x)=0,即f(-x)=-f(x),
故f(x)是奇函数.
(2)解:因为f(x)为奇函数,
所以f(-3)=-f(3)=a,
所以f(3)=-a.
又f(12)=f(6)+f(6)=2f(3)+2f(3)=4f(3),
所以f(12)=-4a.

7.已知函数f(x)=x2+
a
2x
(x≠0,a∈R).

(1)判断函数f(x)的奇偶性,并说明理由;
(2)若函数f(x)在[1,+∞)上是增函数,求实数a
的取值范围.
解:(1)当a=0时,f(x)=x2,
对任意x∈(-∞,0)∪(0,+∞),
有f(-x)=(-x)2=x2=f(x),
所以f(x)为偶函数.

当a≠0时,f(x)=x2+
a
2x
(x≠0),

取x=±1,得f(-1)+f(1)=2≠0,

f(-1)-f(1)=-a≠0,
所以f(-1)≠-f(1),f(-1)≠f(1).
所以函数f(x)是非奇非偶函数.
综上所述,当a=0时,函数f(x)为偶函数;当a≠
0时,函数f(x)为非奇非偶函数.
(2)设1≤x1<x2,

f(x1)-f(x2)=x2
1+

a
2x1

-x2
2-

a
2x2

=
x1-x2

x1x2
x1x2(x1+x2)-

a
2

é

ë
êê

ù

û
úú.

要使函数f(x)在[1,+∞)上为增函数,
则f(x1)-f(x2)<0恒成立.
因为x1-x2<0,x1x2>1,

所以x1x2(x1+x2)-
a
2>0

,

即a<2x1x2(x1+x2)恒成立.
又因为x1+x2>2,所以2x1x2(x1+x2)>4,
所以a 的取值范围是(-∞,4].
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3.3　幂函数
学习任务目标
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  1.了解幂函数的概念,会求幂函数的解析式.

2.结合幂函数y=x,y=x2,y=x3,y=
1
x
,y=x

1
2的图象,掌握它们的性质.

3.能利用幂函数的性质解决简单的问题.
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                 知识点一 幂函数的概念

一般地,函数y=xα叫做幂函数,其中x 是自变量,α
是常数.
知识点二 幂函数的图象与性质

1.五个幂函数的图象

2.五个幂函数的性质

函数 y=x y=x2 y=x3
y=x

1
2 y=x-1

定义域 R R R [0,+∞) {x|x≠0}

值域 R [0,+∞) R [0,+∞) {y|y≠0}

奇偶性 奇 偶 奇 非奇非偶 奇

单调性 增

在 [0,

+∞)

上 增,在
(-∞,0]

上减

增 增

在(0,+∞)

上减,

在(-∞,0)

上减

[微训练]

1.下列函数中不是幂函数的是 (  )

A.y= x
B.y=x3

C.y=3x
D.y=x-1

C 解析:只有y=3x 不符合幂函数y=xα的形式.
故选C.

2.函数y=x
1
3的图象大致是 (  )

      A        B

      C        D

B 解析:当0<x<1时,x
1
3>x;当x>1时,x

1
3<

x,故选B.
3.已知幂函数f(x)=xα的图象过点(2,4),则f(4)

=    .
16 解析:由f(2)=4可知2α=4,即α=2.所以幂

函数f(x)=x2.所以f(4)=42=16.
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幂函数

1.下列函数为幂函数的是 (  )

A.y=2x4 B.y=2x3-1

C.y=
2
x D.y=x2

D 解析:y=2x4中,x4的系数为2,故A不是幂函

数;y=2x3-1不是y=xα的形式,故B不是幂函

数;y=
2
x=2x

-1,x-1的系数为2,故C不是幂函

数;只有D中的函数y=x2 是幂函数.
2.已知f(x)=(m+1)xm2+2是幂函数,则m= (  )
A.2 B.1 C.3 D.0
D 解析:由题意可知m+1=1,即m=0.
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3.若幂函数的图象过点(2,2),则该幂函数的解析式是

(  )

A.y=x-1 B.y=x
1
2

C.y=x2 D.y=x3

B 解析:设f(x)=xα,则2α= 2.所以α=
1
2.

所以f(x)=x
1
2.故选B.

【类题通法】
幂函数的判断及应用

(1)判断一个函数是否为幂函数的依据是该函数

是否为y=xα(α 为常数)的形式,需满足:①指数为

常数,②底数为自变量,③xα 的系数为1.形如y=
(3x)α,y=2xα,y=xα+5,…的函数都不是幂函数.

(2)若一个函数为幂函数,则该函数也必具有y
=xα(α为常数)这一形式.

幂函数的图象及应用

1.函数y=x
1
2-1的图象关于x 轴对称的图象大致是

(  )

  A     B     C     D

B 解析:y=x
1
2 的图象位于第一象限且为增函数,

所以函数图象是上升的,函数y=x
1
2-1的图象可

看作由y=x
1
2 的图象向下平移1个单位长度得到

的(如选项A中的图所示),将y=x
1
2-1的图象关

于x 轴对称后即为选项B.

2.当α∈ -1,
1
2
,1,3{ }时,幂函数y=xα的图象不可

能经过第    象限.
二、四 解析:幂函数y=x-1,y=x,y=x3的图象

分布在第 一、三 象 限,y=x
1
2 的 图 象 分 布 在 第 一

象限.

所以幂函数y=xα α=-1,
1
2
,1,3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象不可能

经过第二、四象限.

3.已 知 点(2,2)与 点 -2,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 分 别 在 幂 函 数

f(x),g(x)的图象上,当x 为何值时,有:
(1)f(x)>g(x)?
(2)f(x)=g(x)?
(3)f(x)<g(x)?
解:设f(x)=xα,g(x)=xβ.

因为(2)α=2,(-2)β=-
1
2
,

所以α=2,β=-1.
所以f(x)=x2,g(x)=x-1.
分别作出它们的图象,如图.

(1)当x∈(-∞,0)∪(1,+∞)时,f(x)>g(x).
(2)当x=1时,f(x)=g(x).
(3)当x∈(0,1)时,f(x)<g(x).
【类题通法】

解决幂函数图象问题应掌握的两个方法

(1)依据图象高低可判断指数大小,相关结论为:
在(0,1)上,指数越大,幂函数图象越靠近x 轴;在
(1,+∞)上,指数越大,幂函数图象越远离x 轴.

(2)依据图象确定指数α 与0,1的大小关系时,
一般根据幂函数在第一象限内的图象来判断.

幂函数性质的应用

[探究活动]
探究1:幂函数y=xα在(0,+∞)上的单调性与

α有什么关系?
提示:当α>0时,幂函数y=xα在(0,+∞)上单

调递增;当α<0时,幂函数y=xα在(0,+∞)上单调

递减.

探究2:已知幂函数y=xα,令α=
n
m
(其中m∈

N*,n∈Z,且m,n 互质),则n,m 的取值是如何影响

函数的奇偶性的?
提示:①当m 为奇数,n 为偶数时,f(x)为偶函

数,其图象关于y 轴对称;

②当m,n 都为奇数时,f(x)为奇函数,其图象关于

原点对称;

③当m 为偶数,n 为奇数时,f(x)为非奇非偶函数,
其图象只能在第一象限.
[评价活动]

1.已知幂函数y=x
p
q(p,q∈Z,q≠0且p,q 互质)的

图象关于y 轴对称,如图所示,则 (  )
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A.p,q均为奇数,且p
q
>0

B.q为偶数,p 为奇数,且p
q
<0

C.q为奇数,p 为偶数,且p
q
>0

D.q为奇数,p 为偶数,且p
q
<0

D 解析:因为函数y=x
p
q 的图象关于y 轴对称,

于是得函数y=x
p
q 为偶函数,即p 为偶数.又函数

y=x
p
q 的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞),且在(0,

+∞)上单调递减,则有
p
q
<0.又因p,q 互质,则q

为奇数,所以只有选项D正确.
2.幂函数f(x)=(m2+5m-5)xm2-3m(m∈Z)是偶

函数,且在(0,+∞)上单调递减,则m 的值为

(  )

A.-6 B.1
C.6 D.1或-6
B 解析:因为幂函数f(x)=(m2+5m-5)xm2-3m

(m∈Z)是偶函数,且在(0,+∞)上单调递减,

所以
m2+5m-5=1,

m2-3m<0,{ 且 m2-3m 为偶数,所以 m

=1.
当m=1时,m2-3m=-2满足条件.

3.已知幂函数f(x)=x
1
2.若f(10-2a)<f(a+1),

则a 的取值范围是    .
(3,5] 解析:f(x)=x

1
2= x(x≥0),易知f(x)

在(0,+∞)上为增函数.

又f(10-2a)<f(a+1),所以

a+1≥0,

10-2a≥0,

a+1>10-2a,

ì

î

í

ïï

ïï

解

得

a≥-1,

a≤5,

a>3,

ì

î

í

ïï

ïï

所以3<a≤5.

4.已知x2>x
1
3,则x 的取值范围是    .

(-∞,0)∪(1,+∞) 解析:作出函数y=x2 和y

=x
1
3的图象(如图所示),易得x<0或x>1.

5.(1)比较2.3-0.2和2.2-0.2的大小.
(2)比较1.2

1
2,0.9-

1
2,1.1的大小.

解:(1)因为函数f(x)=x-0.2在(0,+∞)上单调递

减,所以2.3-0.2<2.2-0.2.

(2)0.9-
1
2= 109

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,1.1=1.1

1
2.

因为1.2>
10
9>1.1

,且y=x
1
2 在[0,+∞)上单调

递增,

所以1.2
1
2> 109

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

>1.1
1
2,即1.2

1
2>0.9-

1
2> 1.1.

【类题通法】
比较幂函数值的大小的方法

(1)比较幂函数值的大小,一般先构造幂函数并

明确其单调性,然后由单调性判断值的大小.当不便

于利用单调性时,可先分别与0和1进行比较,这种

方法常称为“搭桥法”.
(2)利用单调性比较大小的一般步骤:

①构造幂函数;

②比较底数的大小;

③由单调性确定幂函数值的大小.
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课后素养评价(二十四)

1.在函数y=
1
x2,y=2x2,y=x2+x,y=1中,幂函

数的个数为 (  )

A.0 B.1
C.2 D.3

B 解析:y=
1
x2=x-2,是幂函数;y=2x2 不是幂

函数;

y=x2+x 是两项和的形式,不是幂函数;

y=1=x0(x≠0),可以看出,常函数y=1的图象
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比幂函数y=x0 的图象多了一个点(0,1),所以常

函数y=1不是幂函数.

2.已知函数f(x)=(a2-a-1)x
1

a-2为幂函数,则实

数a 的值为 (  )

A.-1或2 B.-2或1
C.-1 D.1

C 解析:因为f(x)=(a2-a-1)x
1

a-2为幂函数,
所以a2-a-1=1,即a=2或-1.又a-2≠0,所
以a=-1.

3.下面给出4个幂函数的图象,则图象与函数的大致

对应关系是 (  )

A.①y=x
1
3,②y=x2,③y=x

1
2,④y=x-1

B.①y=x3,②y=x2,③y=x
1
2,④y=x-1

C.①y=x2,②y=x3,③y=x
1
2,④y=x-1

D.①y=x3,②y=x
1
2,③y=x2,④y=x-1

B 解析:y=x3 的定义域为 R,且为奇函数,应为

图①;y=x2 的图象为开口向上的抛物线且顶点为

原点,应为图②.同理可得出选项B正确.
4.如图是幂函数y=xα1,yα2,y=xα3,y=xα4在第一

象限的图象,则0,α1,α2,α3,α4,1的大小关系为

(  )

A.α1<α3<0<α4<α2<1
B.0<α1<α2<α3<α4<1
C.α2<α4<0<α3<1<α1
D.α3<α2<0<α4<1<α1
D 解析:由题图知取x=2得0<2α3<2α2<1<2α4

<2α1,所以α3<α2<0<α4<α1.又α1>1,0<α4<

1,所以α3<α2<0<α4<1<α1.

5.(多选)设α∈ -1,
1
2
,1,3{ },则使函数y=xα 的定

义域是R,且为奇函数的α的值可以是 (  )

A.-1 B.
1
2

C.1 D.3
CD 解析:当α=-1时,y=x-1的定义域是{x|x
≠0},且为奇函数;当α=1时,函数y=x 的定义域

是R,且为奇函数;当α=
1
2

时,函数y=x
1
2 的定义

域是{x|x≥0},且为非奇非偶函数;当α=3时,函
数y=x3 的定义域是R,且为奇函数.故选CD.

6.写出一个同时具有下列三个性质的函数:f(x)=
x2(答案不唯一).
①f(x)为幂函数;

②f(x)为偶函数;

③f(x)在(-∞,0)上单调递减.

7.已知幂函数y=f(x)的图象经过点 2,
1
8

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(1)试求函数f(x)的解析式;
(2)判断函数f(x)的奇偶性并写出函数的单调

区间.

解:(1)由题意,得f(2)=2α=
1
8
,即α=-3.

故函数f(x)的解析式为f(x)=x-3.
(2)因为f(x)=x-3,所以要使函数f(x)有意义,
则x≠0,即定义域为(-∞,0)∪(0,+∞).
因为f(-x)=(-x)-3=-x-3=-f(x),所以

f(x)为奇函数.
当x>0时,根据幂函数的性质可知f(x)=x-3在

(0,+∞)上单调递减.
因为f(x)是奇函数,所以f(x)在(-∞,0)上也单

调递减.
故函数f(x)的单调递减区间为(-∞,0),(0,+∞),
无单调递增区间.
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1.已知幂函数f(x)=k·xα(k∈R,α∈R)的图象经

过点 4,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则k+α= (  )

A.
1
2 B.1

C.
3
2 D.2

A 解析:幂函数f(x)=k·xα(k∈R,α∈R)的图

象经过点 4,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以

k=1,

4α=
1
2
,

ì

î

í

ïï

ïï

解得k=1,α=-
1
2
,所以k+α=1-

1
2=

1
2.

2.幂函数f(x)=xm2+m-2(0≤m≤3,m∈Z)的图象
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关于y 轴对称,且f(x)在(0,+∞)上是增函数,则

m 的值为 (  )

A.0 B.2
C.3 D.2或3
D 解析:由题意,可得m2+m-2>0,且m2+m-
2为偶数,
因为0≤m≤3,m∈Z,所以m=2或3.

3.幂函数y=x-1(x>0)的图象及直线y=x,y=1,
x=1将平面直角坐标系的第一象限分成八个“卦
限”:①,②,③,④,⑤,⑥,⑦,⑧(如图所示),则幂

函数y=x
1
2的图象经过的“卦限”是 (  )

A.①,⑦ B.④,⑧
C.③,⑦ D.①,⑤

D 解析:取x=
1
2
,得y=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

=
1
2 =

2
2 ∈

1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,故经过第⑤卦限;

再取x=2,得y=2
1
2 = 2∈(1,2),故 经 过 第①

卦限.

4.当0<x<1时,f(x)=x2,g(x)=x
1
2,h(x)=x-2

的大小关系是 (D)
A.h(x)<g(x)<f(x)
B.h(x)<f(x)<g(x)
C.g(x)<h(x)<f(x)
D.f(x)<g(x)<h(x)

5.已知幂函数 f(x)的图象过点(9,3),则f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=    ,函数f
1
x-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的定义域为    .

2
2 

(0,1] 解析:设f(x)=xα.因为f(9)=3,即

9α=3,所以α=
1
2.故f(x)=x

1
2= x.

所以f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
2
2.

令
1
x-1≥0

,解得0<x≤1.故f
1
x-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的定义域

为(0,1].

6.已知幂函数f(x)=xα 的图象过点 2,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,函数

g(x)=(x-2)f(x)
1
2≤x≤1

æ

è
ç

ö

ø
÷,则函数g(x)的

最大值为    ,最小值为    .

-1 -3 解析:因为f(x)的图象过点 2,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则

有
1
2=2

α.

所以α=-1.故f(x)=x-1.

所以g(x)=(x-2)·x-1=
x-2
x =1-

2
x.

又g(x)=1-
2
x

在 1
2
,1

é

ë
êê

ù

û
úú 上是单调递增的,

所以g(x)min=g
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-3,g(x)max=g(1)=-1.

7.已知函数f(x)=(m2+2m)·xm2+m-1,m 为何值

时,函数f(x)分别满足下列条件?
(1)f(x)是正比例函数.
(2)f(x)是反比例函数.
(3)f(x)是幂函数.
解:(1)若函数f(x)为正比例函数,

则
m2+m-1=1,
m2+2m≠0,{ 所以m=1.

(2)若函数f(x)为反比例函数,

则
m2+m-1=-1,
m2+2m≠0,{ 所以m=-1.

(3)若函数f(x)为幂函数,

则m2+2m=1,所以m=-1± 2.
8.已知幂函数f(x)=x(2k-1)(3-k)(k∈Z)是偶函数且

在(0,+∞)上单调递增.
(1)求f(x)的解析式;
(2)当x∈[-1,1]时,g(x)=f(x)-mx 是单调函

数,求m 的取值范围.
解:(1)因为幂函数f(x)=x(2k-1)(3-k)(k∈Z)在(0,
+∞)上单调递增,

所以(2k-1)(3-k)>0,解得
1
2<k<3.

因为k∈Z,所以k=1或k=2.
当k=1时,(2k-1)(3-k)=2,
满足函数f(x)为偶函数;
当k=2时,(2k-1)(3-k)=3,
不满足函数f(x)为偶函数.
所以k=1,f(x)=x2.
(2)因为f(x)=x2,所以g(x)=f(x)-mx=x2

-mx,

函数g(x)图象的对称轴为直线x=
m
2.

要使函数g(x)在区间[-1,1]上是单调函数,则m
2

≤-1或
m
2≥1

,解得m≤-2或m≥2.

故m 的取值范围是(-∞,-2]∪[2,+∞).
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3.4　函数的应用（一）
学习任务目标
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  1.了解函数模型(如一次函数、二次函数、幂函数、分段函数等函数模型)在现实生活中的广泛应用.
2.能够利用给定的函数模型或建立确定的函数模型解决实际问题.
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                 知识点 函数模型

1.一次函数模型

形如y=kx+b的函数模型称为一次函数模型,其
中k≠0.

2.二次函数模型

(1)解 析 式:y=ax2+bx+c(a≠0)或 y=

ax+
b
2a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
4ac-b2

4a
(a≠0).

(2)条件:a≠0.
3.幂函数模型

(1)解析式:y=axα+b(a,b,α 为常数,a≠0,a≠0
且α≠1).
(2)单调性:由解析式中的α的值决定.
[微训练]

1.一个矩形的周长是40,则矩形的长y 关于宽x 的

函数解析式为 (  )

A.y=20-x,0<x<10
B.y=20-2x,0<x<20
C.y=40-x,0<x<10
D.y=40-2x,0<x<20

A 解析:依题意,得2x+2y=40,所以y=20-
x,0<x<10.

2.一辆汽车在某段时间内的行驶路程s关于时间t变

化的图象如图所示,那么图象所对应的函数模型是

(  )

A.一次函数模型

B.二次函数模型

C.分段函数模型

D.无法确定

C 解析:由s与t的图象,可知t分4段,则函数模

型为分段函数模型.
3.某人驾驶汽车从A 地出发,以80km/h的速度行

驶2h到达B 地,在B 地停留2h,则汽车离开A 地

的距离y(单位:km)是时间t(单位:h)的函数,该

函数的解析式是y=
80t,0≤t≤2,

160,2<t≤4.{

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

一次函数模型

1.一辆匀速行驶的汽车90min行驶的路程为180km,则
这辆汽车行驶的路程y(单位:km)关于时间t(单位:

h)的函数解析式是 (  )
A.y=2t B.y=120t
C.y=2t(t≥0) D.y=120t(t≥0)
D 解析:因为90min=1.5h,所以汽车的速度为

180÷1.5=120(km/h).所以路程y 与时间t之间

的函数解析式是y=120t(t≥0).
2.某厂日生产文具盒的总成本y(单位:元)与日产量

x(单位:套)之间的关系为y=6x+30000,而文具

盒的出售价格为每套12元.要使该厂不亏本,至少

日生产文具盒 (  )

A.2000套 B.3000套 
C.4000套 D.5000套

D 解析:设利润z=12x-(6x+30000),所以z
=6x-30000.由z≥0,解得x≥5000.故至少日生

产文具盒5000套.
3.一定范围内,某种产品的购买量y(单位:t)与单价

x(单位:元/t)之 间 满 足 一 次 函 数 关 系.若 购 买

1000t,则价格为800元/t;若购买2000t,则价格为

700元/t.某客户购买400t,其价格为    元.
860 解析:设y=kx+b,则1000=800k+b,且
2000=700k+b,解得k=-10,b=9000.所以y=
-10x+9000.令-10x+9000=400,解 得 x
=860.
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【类题通法】
一次函数模型的特点和解题方法

(1)一次函数模型的突出特点是其图象是一条直线.
(2)求解有关一次函数模型的问题时,注意待定

系数法的应用,主要步骤是:设元、列式、求解.

二次函数模型

1.某品牌电动车有两个连锁店,其月利润(单位:元)
分别为y1,y2,且y1=-5x2+900x-16000,y2=
300x-2000,其中x(单位:辆)为销售量.若某月两

店共销售了110辆电动车,则最大利润为 (  )

A.11000元 B.22000元 
C.33000元 D.40000元

C 解析:设两个店分别销售出x 辆与(110-x)辆
电动车,则两店月利润L=-5x2+900x-16000
+300(110-x)-2000=-5x2+600x+15000=
-5(x-60)2+33000.所以,当x=60时,两店的

月利润取得最大值,为33000元.
2.某水果批发商销售每箱进价为40元的苹果,假设

每箱售价不得低于50元且不得高于55元.市场调

查发现,若每箱以50元的价格销售,平均每天销售

90箱,价格每提高1元,平均每天少销售3箱.
(1)求平均每天的销售量y(箱)与销售价格x(元/
箱)之间的函数关系式.
(2)求该批发商平均每天的销售利润w(元)与销售

价格x(元/箱)之间的函数关系式.
(3)当每箱苹果的售价为多少元时,该批发商可以

获得最大利润? 最大利润是多少?
解:(1)根据题意,得y=90-3(x-50),
即y=-3x+240(50≤x≤55,x∈N).
(2)w=(x-40)(-3x+240)=-3x2+360x-
9600(50≤x≤55,x∈N).
(3)因为w=-3x2+360x-9600=-3(x-60)2

+1200,
所以当x<60时,w 随x 的增大而增大.
又50≤x≤55,x∈N,所以当x=55时,w 有最大

值,最大值为1125.
所以当每箱苹果的售价为55元时,该批发商可以

获得最大利润,且最大利润为1125元.
【类题通法】

利用二次函数求最值的方法

根据实际问题建立函数模型,求出解析式后,可
利用配方法、判别式法、换元法以及函数的单调性等

求最值,从而解决实际问题中的利润最大、用料最省

等最值问题.
注意:实际问题中应考虑取得最值时的自变量与实

际意义是否相符.

幂函数及分段函数模型

[探究活动]
分段函数在定义域内的不同区间上解析式不同,

请探究并回答以下问题.
探究1:求 分 段 函 数 的 函 数 值 时 应 注 意 什 么

问题?
提示:求分段函数的函数值时应注意确定自变量

属于定义域的哪个区间.若不能确定,应分类讨论.
探究2:如何确定分段函数的最值和值域?
提示:应先分段分别求其最值和值域,再以各段

的最大值中最大者为函数的最大值,各段的最小值中

最小者为函数的最小值;而各段值域的并集则是函数

的值域.
[评价活动]

1.已知A,B 两地相距150km,某人驾驶汽车以60
km/h的速度从A 地到B 地,在B 地停留1h后再

以50km/h的速度返回A 地.
(1)把汽车离开A 地的距离y(单位:km)表示为时

间t(单位:h)的函数;
(2)求汽车经过5h时与A 地的距离.
解:(1)汽车以60km/h的速度从 A 地到B 地需

2.5h,这时y=60t;当2.5<t≤3.5时,y=150;汽
车以50km/h的速度返回A 地需3h,这时y=150
-50(t-3.5)=-50t+325.
所求函数的解析式为

y=
60t,0≤t≤2.5,
150,2.5<t≤3.5,
-50t+325,3.5<t≤6.5.

ì

î

í

ïï

ïï

(2)当t=5时,y=-50×5+325=75,
即汽车经过5h时距离A 地75km.

2.在固定压力差(压力差为常数)下,当气体通过圆柱

形管道时,其流量速率R(单位:cm3/s)与管道半径

r(单位:cm)的四次方成正比.
(1)写出R 关于r的函数解析式;
(2)假设某气体在半径为3cm的管道中,流量速率

为400cm3/s,求该气体通过半径为r的管道时,其
流量速率R 关于r的解析式;
(3)已知(2)中的气体通过的管道半径为5cm,计算

该气体的流量速率.(结果保留整数)
解:(1)由题意,得R=kr4(k 是大于0的常数).
(2)由r=3cm,R=400cm3/s,得k·34=400.

所以k=
400
81
,故解析式为R=

400
81r

4.

(3)因为R=
400
81r

4,所以当r=5时,

R=
400
81×5

4≈3086(cm3/s).
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【类题通法】
应用分段函数时的三个注意点

(1)分段函数的“段”一定要分得合理,不重不漏.
(2)分段函数的定义域为对应每一段自变量取值

范围的并集.
(3)分段函数的值域的求法:逐段求函数值的范

围,然后取并集.
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课后素养评价(二十五)

1.甲、乙、丙、丁四辆玩具赛车同时从起点出发并做匀

速直线运动,丙车最先到达终点,丁车最后到达终

点.若甲、乙两车行驶路程s与时间t的图象如图所

示,则对于丙、丁两车行驶路程s与时间t的图象所

在区域,判断正确的是 (  )

A.丙在Ⅲ区域,丁在Ⅰ区域

B.丙在Ⅰ区城,丁在Ⅲ区域

C.丙在Ⅱ区域,丁在Ⅰ区域

D.丙在Ⅲ区域,丁在Ⅱ区域

A 解析:由图象,可得相同时间内,丙车行驶路程

最远,丁车行驶路程最近,即丙在Ⅲ区域,丁在Ⅰ区

域.故选A.
2.某市生产总值连续两年持续增加.第一年的增长率

为p,第二年的增长率为q,则该市这两年生产总值

的年平均增长率为 (  )

A.
p+q
2 B.

(p+1)(q+1)-1
2

C.pq D.(p+1)(q+1)-1
D 解析:设年平均增长率为x,原生产总值为a,则
a(1+p)(1+q)=a(1+x)2,解 得 x =
(1+p)(1+q)-1.故选D.

3.(多选)如图①是反映某条公交线路收支差额(即营

运所得票价收入与付出成本的差)y 与乘客量x 之

间关系的图象.由于目前该条公交线路亏损,公司有

关人员提出了两种调整的建议,如图②③所示.

则下列说法中,正确的有 (BC)

A.图②的建议:提高成本,并提高票价

B.图②的建议:降低成本,并保持票价不变

C.图③的建议:提高票价,并保持成本不变

D.图③的建议:提高票价,并降低成本

4.把长为12cm的细铁丝截成两段,各自围成一个正

三角形,那么这两个正三角形面积之和的最小值是

    cm2.

23 解析:设一个三角形的边长为xcm,则另一

个三角形的边长为(4-x)cm,两个三角形的面积

和为S=
3
4x2+

3
4
(4-x)2=

3
2
(x-2)2+23≥

23.
这两个正三角形面积之和的最小值是23cm2.

5.某药厂研制出一种新型药剂,投放市场后其广告投

入x(单位:万元)与销售利润y(单位:万元)存在关

系y=xα(α为常数),其中x 不超过5.已知去年投

入广告费用为3万元时,销售利润为27万元.若今

年广告投入5万元,预计今年销售利润为    
万元.
125 解析:由已知投入广告费用为3万元时,销售

利润为27万元,代入y=xα 中,即3α=27,解得α
=3,故函数解析式为y=x3,所以当x=5时,y
=125.

6.某市居民自来水收费标准如下:每户每月用水量不

超过4t时,每吨3元,当用水量超过4t时,超过部

分每吨4元.现甲、乙两户共缴水费y 元,已知甲、乙
两户该月用水量分别为5xt,3xt.
(1)求y 与x 的函数关系式;
(2)若甲、乙两户该月共缴水费40元,分别求出甲、
乙两户该月的用水量和水费.
解:(1)当甲户用水量不超过4t,即5x≤4时,乙户

用水量也不超过4t,y=(5x+3x)×3=24x;
当甲户的用水量超过4t,而乙户的用水量不超过
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4t,即5x>4且3x≤4时,

y=4×3+3x×3+4×(5x-4)=29x-4;
当甲、乙两户的用水量均超过4t,即3x>4时,y=
4×3×2+(5x-4)×4+(3x-4)×4=32x-8.

故y=

24x,0≤x≤
4
5
,

29x-4,
4
5<x≤

4
3
,

32x-8,x>
4
3.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(2)令y=f(x),因为函数y=f(x)在各段区间上

均单调递增,所以,当x∈ 0,
4
5

é

ë
êê

ù

û
úú 时,y≤f

4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=

19.2<40.

当x∈ 4
5
,4
3

æ

è
ç

ù

û
úú 时,y≤f

4
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=34

2
3<40.

故x∈ 4
3
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.

令32x-8=40,解得x=1.5.所以5x=7.5,3x=4.5.
所以甲户用水量为7.5t,乙户用水量为4.5t,分别

应付水费4×3+(7.5-4)×4=26(元),4×3+(4.5
-4)×4=14(元).
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1.某地固定电话市话收费规定:前三分钟0.20元(不
满三分钟按三分钟计算),以后每增加一分钟增收

0.10元(不满一分钟按一分钟计算),那么某人打市

话550s,应支付电话费 (  )

A.1.00元 B.0.90元

C.1.20元 D.0.80元

B 解析:设打市话x min,应支付y 元,则y=0.20
+0.10×([x]-3)([x]是不小于x 的最小整数,x

>0).令x=
550
60
,故[x]=10,则y=0.9.

2.(多选)生活经验告诉我们,当把水注进容器时(设
单位时间内进水量相同),容器内水的高度会随着

时间的变化而变化,则下列选项中容器与图象匹配

正确的是 (  )

A.甲—(3) B.乙—(1)

C.丙—(4) D.丁—(2)

BD 解析:甲容器下粗上细,水高变化为逐渐变快,
故甲应匹配(4);乙容器为球形,水高变化为先逐渐

变慢再逐渐变快,故乙应匹配(1);丙、丁容器都是

柱形的,水高变化的速度都应是不变的,但丙容器

细,丁容器粗,故丙容器水高变化快,丁容器水高变

化慢.丙 应 匹 配(3),丁 应 匹 配(2).故 正 确 匹 配 的

是BD.
3.某车间分批生产某种产品,每批产品的生产准备费

用为900元.若每批生产x 件,则平均仓储时间为
x
4

天,且每件产品每天的仓储费用为1元.为使平均到

每件产品的生产准备费用与仓储费用之和最小,每
批应生产产品 (B)

A.30件 B.60件

C.80件 D.100件

4.某辆汽车以xkm/h的速度在高速公路上匀速行驶

(考虑到高速公路行车安全,要求60≤x≤120)时,

每小时的油耗(所需要的汽油量)为1
5 (x-k+

4500
x ) L,其中k为常数.若汽车以120km/h的速

度行驶,每小时的油耗为11.5L,则k=    ,
欲使每小时的油耗不超过9L,则速度x 的取值范

围为    .
100 [60,100] 解析:设每小时的油耗为y,根据

题意得y=
1
5 x-k+

4500
x

æ

è
ç

ö

ø
÷,则当x=120时,y=

1
5 120-k+

4500
120

æ

è
ç

ö

ø
÷=11.5,解得k=100,所以y=

1
5 x-100+

4500
x

æ

è
ç

ö

ø
÷.由题意知y≤9,即

1
5 (x-100

+
4500
x )≤9,解得45≤x≤100,又因为60≤x≤

120,所以x 的取值范围为[60,100].
5.如图,在矩形ABCD 中,已知AB=13,BC=3,在
AB,AD,CD,CB 上分别截取AE,AH,CG,CF,且
AE=AH=CG=CF=x,则x=    时,四边形

EFGH的面积最大,最大面积为    .
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3 30 解析:设四边形EFGH 的面积为S,

则S=13×3-2× 1
2x

2+
1
2
(13-x)(3-x)é

ë
êê

ù

û
úú

=-2x2+16x=-2(x-4)2+32,x∈(0,3].
因为S=-2(x-4)2+32在(0,3]上单调递增,
所以当x=3时,S 有最大值为30.

6.某游乐场每天的盈利额y 元与售出的门票张数x 之

间的函数关系如图所示,试由图象解决下列问题:
(1)求y 关于x 的函数解析式;
(2)要使该游乐场每天的盈利额超过1000元,每天

至少需要卖出多少张门票?

解:(1)由图象知,当x∈[0,200]时,可设y=kx+

b(k≠0).
直线y=kx+b过点(0,-1000)和(200,1000),所

以
b=-1000,
200k+b=1000,{ 解得k=10,b=-1000.从而y

=10x-1000.
当x∈(200,300]时,可设y=mx+n(x≠0),直线

y=mx+n 过点(200,500)和(300,2000),所 以

200m+n=500,
300m+n=2000,{ 解得m=15,n=-2500,从而

y=15x-2500.

所以y=
10x-1000,x∈[0,200],
15x-2500,x∈(200,300].{

(2)每天的盈利额超过1000元,则x∈(200,300].

由15x-2500>1000,得x>
700
3 .

故每天至少需要卖出234张门票.
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任务一 函数的概念与表示

函数是变量与变量之间的确定性对应关系,确定性是

函数的“灵魂”.在一个函数中,函数的值域由函数的

定义域与对应关系确定,也就是说,函数的定义域和

对应关系是确定一个函数的两个主要要素.
问题1 矩形的面积是周长的函数吗? 如果是正方

形呢?
答案:矩形的面积不是周长的函数;正方形的面积是

周长的函数.
问题2 已知一个函数的对应关系为f:x→y=x2,
值域为 [1,4],这样的函数有多少个? 请你试着写出

2个.
答案:有无数个,例如函数y=x2(x∈[1,2]),y=
x2(x∈[-2,-1]).

问题3 设函数f(x)的解析式为f(x)=
0,x≤0,
1,x>0.{

(1)画出该函数的图象;
(2)观察函数f(x)的各段图象与函数解析式的对应

关系,并写出如图所示的函数的解析式.

答案:略

1.函数f(x)= 1+x-
1
x

的定义域是 (  )

A.[-1,0)∪(0,+∞)

B.[-1,+∞)

C.R
D.(-∞,0)∪(0,+∞)

A 解析:对于 1+x,x≥-1;对于
1
x
,x≠0.故

选A.
2.已知函数y=f(x+1)的定义域是[-2,3],则y=
f(x)的定义域是 (  )

A.[0,5] B.[-1,4]

C.[-3,2] D.[-2,3]

B 解析:因为函数y=f(x+1)的定义域是[-2,

3],所以-2≤x≤3,所以-1≤x+1≤4,所以函数

y=f(x)的定义域是[-1,4].故选B.

3.设函数f(x)=
x2,x≥0,
-x,x<0,{ 则f(f(-2))的值是

(  )

A.2 B.3 C.4 D.5

C 解析:因为函数f(x)=
x2,x≥0,
-x,x<0,{

所以f(f(-2))=f(2)=4.故选C.
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4.函数f(x)=

1
2x-1

,x≥0,

1
x
,x<0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

若f(a)=a,则实数

a 的值为 (  )

A.±1 B.-2或±1
C.-1 D.-2或-1

C 解析:当a≥0时,令1
2a-1=a

,得a=-2,与

a≥0矛盾,不符合题意;

当a<0时,令1
a=a

,得a=±1,取a=-1,符合题意.

故选C.
【规律方法】

1.理解函数的概念的关键

关键是把握函数概念中“任意”“唯一确定”的
意义.

2.函数的三要素的关系

定义域、对应关系和值域是函数的三个不可分割

的要素,其中定义域和对应关系是最本质的要素,这

两个确定了,值域也就确定了.
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任务二 函数的基本性质

问题1 一般地,设函数f(x),g(x)的定义域均为

A,请你试着填写下表.

f(x) g(x) f(x)+g(x)f(x)-g(x)

增函数 增函数

增函数 减函数

减函数 增函数

减函数 减函数

答案:增函数 不能确定 不能确定 增函数 不能

确定 减函数 减函数 不能确定

问题2 已知函数y=f(x),x∈R,对于任意x,y∈
R,f(x+y)=f(x)+f(y),求证:f(0)=0,且f(x)
是奇函数.
证明:因为对任意的x,y∈R,f(x+y)=f(x)+
f(y),
所以令x=0,y=0,则有f(0+0)=f(0)+f(0),即

f(0)=2f(0),
所以f(0)=0.
令y=-x,则有f(x-x)=f(x)+f(-x),
所以f(x)+f(-x)=0,
所以f(-x)=-f(x),x∈R,
所以f(x)是奇函数.

1.若二次函数f(x)=ax2+(2b-a)x+b-a 是定

义在[2-2a,a]上的偶函数,则a-b= (  )

A.1 B.2
C.3 D.4
A 解析:因为二次函数为偶函数,所以图象的对称

轴为y 轴,且区间[2-2a,a]满足2-2a=-a,

所以
2-2a+a=0,

2b-a=0{ ⇒
a=2,

b=1,{

所以a-b=1.故选A.
2.(2021·全国甲卷(文))设f(x)是定义域为R的奇

函数,且f(1+x)=f(-x).若f -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
3
,则

f
5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷= (  )

A.-
5
3 B.-

1
3

C.
1
3 D.

5
3

C 解 析:由 题 意 可 得 f
5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ =f 1+

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

f -
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

而f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=f 1-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f -

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

-
1
3
,故f

5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
3.

3.(2022·北京)设函数f(x)=
-ax+1,x<a,
(x-2)2,x≥a.{

若f(x)存在最小值,则a 的一个值为    ,a
的最大值为    .
0(答案不唯一) 1 解析:当a=0时,f(x)=
1,x<0,
(x-2)2,x≥0,{ 所以f(x)min=0;

若a<0,当x<a 时,f(x)=-ax+1单调递增,
当x→-∞时,f(x)→-∞,故f(x)没有最小值,
不符合题目要求;
若a>0,当x<a 时,f(x)=-ax+1单调递减,

f(x)>f(a)=-a2+1,

当x>a 时,f(x)min=
0,0<a<2,
(a-2)2,a≥2,{

所以-a2+1≥0或-a2+1≥(a-2)2,解得0<a
≤1.
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综上可得0≤a≤1.
【规律方法】

1.函数单调性的判断与证明

(1)函数的单调性可以利用函数图象的直观性判断;
(2)证明函数单调性的方法是定义法,其关键是

对差式f(x1)-f(x2)的变形,只有合理变形,才能

准确判断差式的符号.
2.求函数最值的方法

(1)一般先证明或判断函数的单调性,再利用单

调性求最值;
(2)特殊函数可以根据图象求最值.
3.函数奇偶性的判断

判断的依据是奇偶性的定义,先检查定义域是否

满足条件.也可以结合特殊值、图象等进行判断.
4.函数奇偶性的应用

函数奇偶性的应用主要体现在图象、解析式与单

调性的判断三个方面.解题时往往先利用奇偶性进行

转化,再结合单调性等函数的性质解题.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

任务三 幂函数

问题1 已知函数f(x)=x
2
3.画出函数f(x)=x

2
3

的图象,并指出其奇偶性和单调性.
答案:略

问题2 对任意x1,x2∈[0,+∞),你能利用函数

f(x)=x
2
3 的图象比较

f(x1)+f(x2)
2

和f
x1+x2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

的大小吗?

答案:略

1.已知幂函数f(x)的图象过点(9,3),则函数f(x)

的图象大致是 (  )

     A       B

     C       D

C 解析:设幂函数的解析式为f(x)=xα.
因为幂函数y=f(x)的图象过点(9,3),所以3=

9α,解得α=
1
2
,

所以y=f(x)= x,其定义域为[0,+∞),且是增

函数.
当0<x<1时,其图象在直线y=x 的上方.对照各

选项可知C满足题意.故选C.

2.如图,C1,C2,C3分别为幂函数y=xα,y=xβ,y=

xγ 在第一象限内的图象,则α,β,γ 的值依次可以是

(  )

A.
1
2
,3,-1 B.-1,3,

1
2

C.
1
2
,-1,3 D.-1,

1
2
,3

D 解析:由幂函数在第一象限内的图象,结合幂函

数的性质,

可得α<0,0<β<1,γ>1,

结合选项知,α,β,γ 的值依次可以是-1,
1
2
,3.故

选D.

3.已知点 1
3
,27

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在幂函数f(x)=(t-2)xa 的图象

上,则t+a= (  )

A.-1  B.0 C.1 D.2

B 解析:因为f(x)=(t-2)xa 为幂函数,所以t

-2=1,得t=3,又因为点 1
3
,27

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在函数图象上,

所以 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

a

=27,解得a=-3,所以t+a=0.

【规律方法】

解决与幂函数有关问题的方法

(1)首先要考虑幂函数的概念,函数必具有y=

xα(α为常数)这一形式.
(2)其次要熟记五个常见幂函数的图象与性质.
(3)对于幂函数y=xα(α 是常数),当α 的值不

同时,相应幂函数的单调性和奇偶性也不同.同时,注

意分类讨论思想的应用.
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第三章综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分).

1.函数y= x(3-x)+
1

x-1
的定义域为 (  )

A.[0,3] B.[1,3]

C.[3,+∞) D.(1,3]

D 解析:由题意,得 x(3-x)≥0,

x-1>0,{ 解得1<x≤3,

故选D.
2.下列各组函数中,是同一个函数的是 (  )

A.y=x与y=
x2

x
B.y=2x2+x+1与y=2t2+t+1

C.y=(3x)2 与y=3|x|

D.y= x+2· x-2与y= (x+2)(x-2)

B 解析:对于A,y=x 的定义域为R,y=
x2

x
的定义

域为(-∞,0)∪(0,+∞),故A不正确;对于B,两函

数的定义域均为R,且对应关系相同,故B正确;对于

C,y=(3x)2 的定义域为[0,+∞),y=3|x|的定义

域为R,故C不正确;对于D,y= x+2· x-2的定

义域为[2,+∞),对于y= (x+2)(x-2),令(x+
2)(x-2)≥0,则定义域为(-∞,-2]∪[2,+∞),故D
不正确.故选B.

3.(2022·天津)函数f(x)=
|x2-1|

x
的图象为

(  )

A B

C D

D 解析:函数f(x)=
|x2-1|

x
的定义域为{x|x≠

0},且 f (-x)=
|(-x)2-1|

-x = -
|x2-1|

x
=-f(x),
函数f(x)为奇函数,A选项错误;

又当x<0时,f(x)=
|x2-1|

x ≤0,C选项错误;

当x>1时,f(x)=
|x2-1|

x =
x2-1

x =x-
1
x
,函

数单调递增,故B选项错误.故选D.

4.若函数f(x)=
x

(2x-1)(x+a)
为奇函数,则a=

(  )

A.
1
2 B.

2
3 C.

3
4 D.1

A 解析:由函数f(x)=
x

(2x-1)(x+a)
为奇函

数,可 得 f (- x )= - f (x ),所 以

-x
(-2x-1)(-x+a)= -

x
(2x-1)(x+a)

,所 以

-x(2x-1)(x+a)=-x·(-2x-1)(-x+a),
化简得2(2a-1)·x2=0恒成立,所以2a-1=0,

即a=
1
2
,故选A.

5.已知偶函数f(x)在[0,+∞)上单调递增,则对实数

a,b,“a>b”是“f(a)>f(b)”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

D 解析:因为f(x)为偶函数,且在[0,+∞)上单

调递增,所以函数f(x)在(-∞,0)上单调递减,且
函数f(x)的图象关于y 轴对称,若a>0>-a>
b,根据函数的单调性可得f(-a)<f(b),即f(a)

<f(b),所以由a>b 不能推出f(a)>f(b);若

f(a)>f(b),根据函数的单调性可得|a|>|b|,不
能推出a>b.综上,a>b 是f(a)>f(b)的既不充

分也不必要条件,故选D.

6.已知函数f(x)=
(a-2)x+3,x≤1,

2a
x
,x>1

ì

î

í

ïï

ïï
在(-∞,

+∞)上是减函数,则a 的取值范围为 (  )

A.(0,1) B.(0,1]

C.(0,2) D.(0,2]
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B 解析:因为函数f(x)=
(a-2)x+3,x≤1,

2a
x
,x>1

ì

î

í

ïï

ïï
在

(-∞,+∞)上是减函数,所以

a-2<0,

2a>0,

a-2+3≥
2a
1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得

0<a≤1,故选B.
7.已知函数f(x)=(m2-m-5)xm2-6是幂函数,对

任 意 x1,x2 ∈ (0,+ ∞),且 x1 ≠x2,满 足

f(x1)-f(x2)
x1-x2

>0,若a,b∈R,且a+b>0,则

f(a)+f(b)的值 (  )

A.恒大于0 B.恒小于0

C.等于0 D.无法判断

A 解析:因为f(x)=(m2-m-5)xm2-6是幂函

数,所以m2-m-5=1,解得m=-2或m=3,因
为对 任 意 x1,x2∈(0,+∞),且 x1≠x2,满 足

f(x1)-f(x2)
x1-x2

>0,所以f(x)在(0,+∞)上为增

函数,所以m2-6>0,故m=3,所以f(x)=x3 为

奇函数且为R上的增函数.对任意a,b∈R,且a+b
>0,则a>-b,所以f(a)>f(-b)=-f(b),所
以f(a)+f(b)>0,故选A.

8.已知min{a,b}=
a,a≤b,

b,a>b,{ 设f(x)=min{x-2,

-x2+4x-2},则函数f(x)的最大值是 (  )

A.-2 B.1 C.2 D.3

B 解析:由x-2=-x2+4x-2,得x2-3x=0,

解得x=0或x=3.
所以当0≤x≤3时,x-2≤-x2+4x-2,当x<0
或x>3时,x-2>-x2+4x-2,

则f(x)=min{x-2,-x2+4x-2}

=
x-2,0≤x≤3,

-x2+4x-2,x<0或x>3.{
作出f(x)的图象如图所示,

由图可知,当x=3时,函数f(x)取得最大值为1.

二、多项选择题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

9.下列说法正确的是 (  )

A.若幂函数的图象经过点 1
8
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则函数解析式为

y=x-13

B.所有幂函数的图象均过点(0,0)

C.幂函数一定具有奇偶性

D.任何幂函数的图象都不经过第四象限

AD 解析:若幂函数的图象经过点 1
8
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则函数

解析式为y=x-13,所以A正确;函数y=
1
x

的图象

不经过点(0,0),所以B不正确;y=x
1
2 是非奇非

偶函数,所以幂函数不一定具有奇偶性,所以C不

正确;因为对于幂函数y=xα,当x>0时,y>0一

定成立,所以任何幂函数的图象都不经过第四象

限,所以D正确.故选AD.

10.下列函数中,满足f(2x)=2f(x)的是 (  )

A.f(x)=|2x| B.f(x)=3x-|3x|
C.f(x)=-x D.f(x)=x+2
ABC 解析:若f(x)=|2x|,则f(2x)=|2×2x
|=2|2x|=2f(x),A满足题意;若f(x)=3x-
|3x|,则f(2x)=6x-|6x|=2(3x-|3x|)=
2f(x),B满足题意;若f(x)=-x,则f(2x)=
-2x=2(-x)=2f(x),C满足题意;若f(x)=
x+2,则f(2x)=2x+2,而2f(x)=2(x+2)=
2x+4,D不满足题意,故选ABC.

11.若函数f(x)具有性质f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f(x),则称

f(x)满足“倒负”变换.下列函数满足“倒负”变换

的是 (  )

A.y=x-
1
x B.y=x+

1
x

C.y=

x,0<x<1,

0,x=1,

-
1
x
,x>1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

D.y=-x3+
1
x3

ACD 解析:对于A,y=f(x)=x-
1
x
,

则f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
x-x=-f

(x),满足“倒负”变换;

对于B,y=f(x)=x+
1
x
,则f

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
x+x≠

-f(x),不满足“倒负”变换;
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对于 C,y=f(x)=

x,0<x<1,

0,x=1,

-
1
x
,x>1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

则 f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=

-x,0<x<1,

0,x=1,

1
x
,x>1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

满足f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f(x),满足“倒

负”变换;

对于D,y=f(x)=-x3+
1
x3,则f

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-x-3

+x3,满足f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f(x),满足“倒负”变换.故

选ACD.

12.给出定义:若m-
1
2<x≤m+

1
2
(m∈Z),则称m

为离实数x 最近的整数,记作{x}=m.在此基础

上给出下列关于函数f(x)=|x-{x}|的四个结

论,其中正确的是 (ABC)

A.函数y=f(x)的定义域为R,值域为 0,
1
2

é

ë
êê

ù

û
úú

B.函数y=f(x)的图象关于直线x=
k
2
(k∈Z)

对称

C.函数y=f(x)是偶函数

D.函数y=f(x)在 -
1
2
,1
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增

三、填空题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

得分 13.某同学研究了一个幂函数f(x),并给

出这个幂函数的两个性质:(1)f(x)为偶函数;

(2)f(x)的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞).他研究

的幂函数可以是      .

f(x)=x-2(答案不唯一) 解析:由f(x)为偶函

数且f(x)的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞),可知

该函数可能为f(x)=x-2.

得分 14.德国数学家狄利克雷在1837年时提

出:“如果对于x的每一个值,y总有一个完全确定的

值与之对应,那么y是x的函数.”这个定义较清楚地

说明了函数的内涵.只要有一个关系,使得取值范围中

的每一个x,有一个确定的y 和它对应就行了,不管

这个法则是用解析式还是用图象、表格等形式表示.已

知函数f(x)由下表给出,则f(1949f(2021))的值

为    .

x x<1921
1921≤
x<1949

1949≤
x<2021

2 021
≤x<
2049

x ≥
2049

f(x) 1 2 3 4 5

5 解析:由题意知f(2023)=4,f(1949×4)=5.

得分 15.设函数f(x)=
x3+(x+1)2

x2+1
在区间

[-2,2]上的最大值为 M,最小值为 N,则(M+N
-1)2021的值为    .

1 解析:由题意知,f(x)=
x3+2x
x2+1 +1

,设g(x)

=
x3+2x
x2+1

,则g(-x)=
-x3-2x
x2+1 =-g(x),所以

g(x)为奇函数,g(x)在区间[-2,2]上的最大值

与最小值的和为0,故 M+N=2,(M+N-1)2021

=(2-1)2021=1.

得分 16.已 知 a ∈ R,函 数 f (x)=

a2-ax,x<1,

x2-ax,x≥1,{ 若f(f(a))=1,则a=    ;

若不等式f(x)≥f(1)对任意x∈R恒成立,则a
的取值范围是    .
±1 [1,2] 解析:当a<1时,f(a)=a2-a×a
=0,所以f(f(a))=f(0)=a2=1,所以a=-1;
当a≥1时,f(a)=a2-a×a=0,所以f(f(a))

=f(0)=a2=1,所以a=1,故a=±1.
因为不等式f(x)≥f(1)对任意x∈R恒成立,所
以当x=1时,f(x)取得最小值,f(x)在[1,+∞)
上单 调 递 增,在 (- ∞,1)上 单 调 递 减,所 以

-a<0,

a
2≤1

,

a2-a×1≥12-a×1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

解得1≤a≤2,所以a 的取

值范围是[1,2].
四、解答题(本题共6小题,共70分).

得分 17.(10分)已知函数f(x)=3x2-5x

+2.
(1)求函数f(x)的定义域和值域;
(2)分别求f(3),f(a),f(x+1).
解:(1)函数f(x)=3x2-5x+2的定义域为R,

因为f(x)=3x-
5
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
1
12≥-

1
12
,

所以f(x)的值域为 -
1
12
,+∞

é

ë
êê

ö

ø
÷.

(2)f(3)=3×32-5×3+2=14,
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f(a)=3a2-5a+2,

f(x+1)=3(x+1)2-5(x+1)+2=3x2+x.

得分 18.(12分)已知函数f(x)=1+
|x|-x
2

(-2<x≤2).
(1)用分段函数的形式表示该函数;

(2)画出该函数的图象;

(3)写出该函数的值域.

解:(1)f(x)=1+
|x|-x
2

(-2<x≤2),

当-2<x≤0时,f(x)=1-x;

当0<x≤2时,f(x)=1.

所以函数f(x)=
1-x,-2<x≤0,

1,0<x≤2.{
(2)函数f(x)的图象如图所示:

(3)由(2)中的图象,得函数f(x)的值域为[1,3).

得分 19.(12分)若函数f(x)为奇函数,当x

≥0时,f(x)=2x2-4x.
(1)求函数f(x)的解析式,补全函数f(x)的图

象,并求不等式xf(x)>0的解集;

(2)若函数f(x)在区间[-1,a-2]上单调递减,

求实数a 的取值范围.

解:(1)当x<0时,-x>0,f(-x)=2x2+4x.
由f(x)是奇函数,得f(x)=-f(-x)=-2x2

-4x.

所以f(x)=
2x2-4x,x≥0,

-2x2-4x,x<0.{
根据奇 函 数 的 图 象 关 于 原 点

对称这 一 性 质 即 可 补 全 函 数

f(x)的图象,如图.
不等式 xf(x)>0,当 x>0
时,f(x)>0,则x>2;

当x<0时,f(x)<0,则x<-2.

综上,不等式xf(x)>0的解集为(-∞,-2)∪
(2,+∞).
(2)由 图 象 可 知,函 数 f(x)的 单 调 递 减 区 间

是[-1,1],

要使f(x)在[-1,a-2]上单调递减,

则
a-2>-1,

a-2≤1,{ 解得1<a≤3,

所以实数a 的取值范围是(1,3].

得分 20.(12分)在①k=-1,②k=1这两个

条件中任选一个,补充在下面的问题中,并解答.

已知函数f(x)=
k
x-kx

,且    .

(1)求f(x)的定义域,并判断f(x)的奇偶性;
(2)判断f(x)的单调性,并用定义给予证明.
解:选择①.

(1)因为k=-1,所以f(x)=x-
1
x.

要使函数f(x)有意义,只需x≠0,
所以函数f(x)的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞).

因为f(-x)=-x-
1
-x=- x-

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f(x),

所以f(x)为奇函数.
(2)函数f(x)在区间(-∞,0)和(0,+∞)上均单

调递增.
证明如下:∀x1,x2∈(0,+∞),且x1<x2,

则f(x1)-f(x2)=x1-
1
x1-x2-

1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷=(x1-x2)+

x1-x2
x1x2 = (x1 - x2 ) ( 1 +

1
x1x2 )

=
(x1-x2)(x1x2+1)

x1x2
.

因为0<x1<x2,所以x1-x2<0,x1x2>0,x1x2

+1>0,
所以f(x1)-f(x2)<0,即f(x1)<f(x2),

故函数f(x)在区间(0,+∞)上单调递增.
同理可证,函数f(x)在区间(-∞,0)上单调递增,

所以函数f(x)在区间(-∞,0)和(0,+∞)上均单

调递增.
选择②.

(1)因为k=1,所以f(x)=
1
x-x.

要使函数f(x)有意义,只需x≠0,
所以函数f(x)的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞).

因为f(-x)=
1
-x-

(-x)=- 1
x-x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f(x),
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所以f(x)为奇函数.
(2)函数f(x)在区间(-∞,0)和(0,+∞)上均单

调递减.
证明如下:∀x1,x2∈(0,+∞),且x1<x2,

则f(x1)-f(x2)=
1
x1-x1-

1
x2-x2
æ

è
ç

ö

ø
÷=

x2-x1
x1x2 +

(x2 - x1 )= (x2 - x1 ) ( 1 +
1

x1x2 )

=
(x2-x1)(x1x2+1)

x1x2
,

因为0<x1<x2,所以x2-x1>0,x1x2>0,x1x2

+1>0,

所以f(x1)-f(x2)>0,即f(x1)>f(x2),

故函数f(x)在区间(0,+∞)上单调递减.
同理可证,函数f(x)在区间(-∞,0)上单调递减,

所以函数f(x)在区间(-∞,0)和(0,+∞)上均单调

递减.

得分 21.(12分)若点(2,2)在幂函数f(x)的

图象上,点 (2,12 ) 在幂函数g(x)的图象上,定义

h(x)=
f(x),f(x)≤g(x),

g(x),f(x)>g(x),{ 求函数h(x)的最大

值以及单调区间.

解:设f(x)=xα,因为点(2,2)在幂函数f(x)的

图象上,所 以(2)α=2,解 得α=2,所 以 f(x)

=x2.

设g(x)=xβ,因为点 2,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在幂函数g(x)的图

象上,所以2β=
1
2
,解得β=-1,所以g(x)=x-1.

在同一坐标系中画出函数f(x)=x2 和g(x)=
x-1的图 象(图 略),由 题 意 及 图 象,可 知 h(x)

=
x-1,x<0或x>1,

x2,0<x≤1.{
作出函数h(x)的图象如图所示,

可知函数h(x)的最大值为1,

h(x)的单调递增区间是(0,1),单调递减区间是

(-∞,0)和(1,+∞).

得分 22.(12分)已知生产某种产品需投入的

年固定成本为3万元,每生产x 万件该产品,需另

投入变动成本 W(x)万元,在年产量不足6万件

时,W(x)=
1
2x

2+x,在年产量不小于6万件时,

W(x)=7x+
81
x-37.

每件产品售价为6元.假设该

产品每年的销量等于当年的产量.
(1)写出年利润L(x)(万元)关于年产量x(万件)

的函数解析式.(注:年利润=年销售收入-固定成

本-变动成本)

(2)年产量为多少万件时,年利润最大? 最大年利

润是多少?

解:(1)由题可知,L(x)=6x-3-W(x),

所以L(x)=
6x-3- 1

2x
2+xæ

è
ç

ö

ø
÷,0<x<6,

6x-3-7x+
81
x-37

æ

è
ç

ö

ø
÷,x≥6

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

=
-
1
2x

2+5x-3,0<x<6,

-x-
81
x+34

,x≥6.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(2)当0<x<6时,L(x)=-
1
2x

2+5x-3=-
1
2

·

(x-5)2+
19
2
,

由二次函数的性质知,图象的对称轴为x=5,开口

向下,

所以当x=5时,L(x)取得最大值为-
1
2
(5-5)2

+
19
2=
19
2
;

当x≥6时,L(x)=-x-
81
x+34≤-2 x·81

x

+34=16,当且仅当x=
81
x
,即x=9时,等号成立.

因为16>
19
2
,所以年产量为9万件时,年利润最

大,最大年利润是16万元.
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4.1　指数

4.1.1 n次方根与分数指数幂

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解根式的概念及分数指数幂的含义.
2.会进行根式与分数指数幂的互化.
3.掌握根式的运算性质和有理数指数幂的运算性质.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 n次方根

(1)定义:一般地,如果xn=a,那么x 叫做a 的n 次

方根,其中n>1,且n∈N*.
(2)性质:

n是

奇数

a>0 x>0

a<0 x<0
x 仅有一个值,记为

n
a

n是

偶数

a>0
x 有两个值,且互为相反数,记为

±
n
a

a<0 x 不存在

[微训练]

判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)16的4次方根为2. (×)

(2)2是16的4次方根. (√)

(3)
4
16的运算结果为±2. (×)

(4)当n 为大于1的奇数时,na对任意a∈R都有意义.
(√)

(5)当n 为大于1的偶数时,na只有当a≥0时才有

意义. (√)

知识点二 根式

(1)定义:式子
n
a叫做根式,这里n 叫做根指数,a 叫

做被开方数.

(2)性质:当n 为奇数时,n
an =a;当n 为偶数时,

n
an=|a|=

a,a≥0,

-a,a<0.{

[微训练]

求下列各式的值.

(1)
3(-2)3=-2;

(2) (3-π)2=π-3.
知识点三 分数指数幂的意义

分

数

指

数

幂

正数的正分

数指数幂
a

m
n=

n
am (a>0,m,n∈N*,n

>1)

正数的负分

数指数幂

a-m
n=
1

a
m
n
=
1

n
am
(a>0,m,n∈

N*,n>1)

0 的 分 数

指数幂

0的正分数指数幂等于0,0的负

分数指数幂没有意义

知识点四 有理数指数幂的运算性质

(1)aras=ar+s(a>0,r,s∈Q);

(2)(ar)s=ars(a>0,r,s∈Q);

(3)(ab)r=arbr(a>0,b>0,r∈Q).
[微训练]

                1.若m 是实数,则下列式子中可能没有意义的是 (C)

A.
4
m2 B.

5
m C.

6
m D.

5
-m

2.计算:4
1
2- 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

= (C)

A.-2 B.-1 C.0 D.1

3.(多选)下列运算结果中正确的是 (BD)

A.a2·a3=a6 B.
3
a3=a

C.(a-1)0=1 D.(-a2)3=-a6
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根式的概念及运算

1.填空:
(1)16的平方根为±4,-27的3次方根为-3;

(2)已知x7=6,则x=
7
6;

(3)若
4
x-2有 意 义,则 实 数 x 的 取 值 范 围

是[2,+∞).

2.化简:(1)
n(x-π)n(x<π,n∈N*);

(2)4a2-4a+1a≤
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

解:(1)因为x<π,所以x-π<0.

当n 为偶数时,n(x-π)n=|x-π|=π-x;

当n 为奇数时,n(x-π)n=x-π.

综上,n(x-π)n=
π-x,n 为偶数,n∈N*,

x-π,n 为奇数,n∈N*.{
(2)4a2-4a+1= (2a-1)2=|2a-1|.

因为a≤
1
2
,

所以2a-1≤0,所以 4a2-4a+1=1-2a.
【类题通法】

根式化简与求值的思路及注意点

(1)思路:首先要分清根式为奇次根式还是偶次

根式,然后运用根式的性质进行化简.

(2)注意点:①正确区分(na)n 与
n
an 两式;

②运算时注意变式、整体代换,以及平方差、立方

差、完全平方、完全立方公式的运用,必要时要进行分

类讨论.

根式与分数指数幂的互化

用分数指数幂表示下列各式(a>0,b>0):

(1)a2a;(2)a a;

(3)
3
a2· a3;(4)(

3
a)2· ab3;

(5)
4

b-23 ;(6)
1

4(a3+b3)2
.

解:(1)原式=a2a
1
2=a2+12=a

5
2.

(2)原式= a·a
1
2 = a

3
2 =a

3
4.

(3)原式=a
2
3·a

3
2=a

2
3+

3
2=a

13
6.

(4)原式=(a
1
3)2·(ab3)

1
2=a

2
3·a

1
2b

3
2=a

2
3+

1
2·b

3
2

=a
7
6b

3
2.

(5)原式=b
-23
4 =b-23×

1
4=b-16.

(6)原式=[(a3+b3)2]-
1
4=(a3+b3)2× -14( ) =(a3

+b3)-
1
2.

【类题通法】
根式与分数指数幂互化的规律与应用

(1)根指数
化为
→分数指数的分母,被开方数(式)

的指数
化为
→分数指数的分子.

(2)在具体计算时,通常会把根式转化成分数指

数幂的形式,然后利用有理数指数幂的运算性质

解题.

分数指数幂的运算

[探究活动]
探究:观察分数指数幂的运算性质:
(1)asat=as+t;
(2)(as)t=ast;
(3)(ab)t=atbt.
其中a>0,b>0,s,t为有理数.
在a<0,b<0时,分数指数幂的运算性质成

立吗?

提示:不 一 定 成 立,如 (-2)-
4
2 × (-2)

5
2 =

(-2)
1
2,而(-2)

1
2 无意义,所以(-2)-

4
2×(-2)

5
2=

(-2)
1
2不成立,即当a<0,b<0时,分数指数幂的运

算性质不一定成立.
[评价活动]
计算下列各式:

(1)23×
3
1.5×

6
12;

(2)2
7
9

æ

è
ç

ö

ø
÷

0.5

+0.1-2+ 2
10
27

æ

è
ç

ö

ø
÷

-23

-3π0+
37
48
;

(3)
(3a

2
3b

1
4)×(-8a

1
2b

1
2)

-4
6
a4· b3

(a>0,b>0);

(4)14
æ

è
ç

ö

ø
÷

-12
·
(4ab-1)3

0.1-2(a3b-3)
1
2

(a>0,b>0).

解:(1)原式=2×3
1
2× 3

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

×12
1
6=21+ -13( ) +13×

3
1
2+

1
3+

1
6=2×3=6.

(2)原式= 259
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

+ 1
10
æ

è
ç

ö

ø
÷

-2

+ 6427
æ

è
ç

ö

ø
÷

-23

-3×1+
37
48=

5
3+100+

9
16-3+

37
48=100.

(3)原 式=
(-24)×a

2
3+

1
2×b

1
4+

1
2

(-4)×a
2
3×b

3
2

=6×a
2
3+

1
2-

2
3 ×
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􀪋
􀪋
􀪋
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b
1
4+

1
2-

3
2=6a

1
2b-34.

(4)原式=4
1
2·4

3
2·a

3
2·b-32

100×a
3
2·b-32

=
2×8
100=

4
25.

【类题通法】
分数指数幂运算的常用技巧

(1)有括号先算括号里的,无括号先进行指数

运算.
(2)负指数幂化为正指数幂的倒数.
(3)底数是小数的,先化成分数,底数是带分数

的,先化成假分数,然后用指数幂的运算性质进行

运算.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(二十六)

               1.若a=
3(3-π)3,b=

4(2-π)4,则a+b的值为

(  )

A.1 B.5
C.-1 D.2π-5

A 解析:a=
3(3-π)3=3-π,b=

4(2-π)4=π
-2,所以a+b=3-π+π-2=1.

2.化简
3
-a·

6
a的结果为 (  )

A.- a B.- -a

C.-a D.a
A 解析:显然a≥0,

所以
3
-a·6

a=-a
1
3 ·a

1
6=-a

1
3+

1
6=-a

1
2=

- a.
3.(多选)下列等式中,一定正确的是 (  )

A.a3·a4=a7 B.(-a2)3=a6

C.
8
a8=a D.

5(-π)5=-π
AD 解析:对于A,a3·a4=a3+4=a7,正确;对于

B,(-a2)3=-a6,错误;对于C,当a≥0时,8a8=

a,当a<0时,8a8=-a,错误;对于D,
5(-π)5

=-π,正确.

4.计算:2-
1
2+
(-4)0

2
+
1
2-1

- (1-5)0·8
2
3=  

  .

22-3 解析:原式=
1
2
+
1
2
+(2+1)-(23)

2
3

=22+1-4

=22-3.

5.计算:16
3
4-8× 6449

æ

è
ç

ö

ø
÷

-12

-8× 8
7

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=    .

-6 解析:16
3
4-8× 6449

æ

è
ç

ö

ø
÷

-12

-8× 8
7

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=8-

7-7=-6.
6.已知a>0,b>0,且ab=ba,b=9a,求a 的值.

解:(方法一)因为a>0,b>0,
又ab=ba,

所以(ab)1b=(ba)1b⇒a=b
a
b⇒a=(9a)

1
9,

所以a
8
9=9

1
9⇒a8=32⇒a=

4
3.

(方法二)因为ab=ba,b=9a,所以a9a=(9a)a,

即(a9)a=(9a)a,所以a9=9a,a8=9,a=
4
3.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

               1.若
n
an+(

n+1
a)n+1=0,a≠0,且n∈N*,则 (  )

A.a>0,且n 为偶数

B.a<0,且n 为偶数

C.a>0,且n 为奇数

D.a<0,且n 为奇数

B 解析:(n+1a)n+1=a,
n
an =-a,故n 为偶数

且a<0.

2.把
3

-22化为分数指数幂的形式是 (  )

A.2
1
2 B.-2

1
2

C.2-
1
2 D.-2-

1
2

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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B 解析:
3

-22=(-22)
1
3=(-2×2

1
2)13=

(-2
3
2)13=-2

1
2.

3.(多选)若a>0,b>0,m,n 都是有理数,则下列各

式成立的是 (  )

A.
am

bn =am·b-n B.ab
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

= b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

-m

C.am+an=amn D.am·a-n=am-n

ABD 解析:由有理数指数幂的运算性质,可知A,

B,D成立.

4.7+43+ 7-43=    .

4 解析:7+43 + 7-43 = (2+ 3)2 +

(2- 3)2=(2+ 3)+(2- 3)=4.

5.已 知
4(a-1)4 +1=a,化 简: (a-1)2 +

(1-a)2+
3(1-a)3=    .

a-1 解析:由已知
4(a-1)4+1=a,

即|a-1|=a-1知a≥1.
所以原式=(a-1)+(a-1)+(1-a)=a-1.

6.化简与计算.

(1)(m
1
4n-38)8(m>0,n>0);

(2)8
2
3-(0.5)-3+

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

-6

× 8116
æ

è
ç

ö

ø
÷

-34

.

解:(1)(m
1
4n-38)8=(m

1
4)8(n-38)8=m2n-3=

m2

n3.

(2)8
2
3-(0.5)-3+

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

-6

× 8116
æ

è
ç

ö

ø
÷

-34

=(23)
2
3-(2-1)-3+(3-

1
2)-6× 3

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

4
é

ë
êê

ù

û
úú

-34

=22-23+33× 3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-3

=4-8+27×
8
27

=4.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

4.1.2 无理数指数幂及其运算性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解指数幂由有理数扩充到无理数的过程.
2.能进行实数指数幂的运算.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 无理数指数幂及实数指数幂的运算性质

一般地,无理数指数幂aα(a>0,α 为无理数)是一个

确定的实数.整数指数幂的运算性质也适用于实数指

数幂,即对于任意实数r,s,均有下面的运算性质.
(1)aras=ar+s(a>0,r,s∈R);
(2)(ar)s=ars(a>0,r,s∈R);
(3)(ab)r=arbr(a>0,b>0,r∈R).
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)α,β是实数,当a>0时,(aα)β=(aβ)α. (√)

(2)当a>0,b>0时,(a
π
2+b

π
2)(a

π
2-b

π
2)=aπ-bπ.

(√)

(3)当a>0时,(a-a-1)2=(a+a-1)2-2. (×)
(4)(a2)2=a2. (×)

(5)(3-2)
1
2×(3)-2=

1
9. (√)

2.填空:

(1)(3- 3)3=
1
27.

(2)已知5α=3,5β=2,则:

①5α+β=6;②5α-β=
3
2
;

③5-3α=
1
27
;④5

α
2= 3.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

无理数指数幂的运算

计算下列各式:

(1)(8 3×
3

3 3)2 3;

(2)a
π
6a

7π
6a-4π3(a>0);

(3)
π3
3
π3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

3
2

.

解:(1)原式=(2
3 3
2 ×3

3
3)2 3=29×32=4608.

(2)原式=a
π
6+

7π
6-

4π
3=a0=1.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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(3)原式=
π3

π
3
3

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

3
2

=(π
2 3
3 )

3
2=π.

【类题通法】
无理数指数幂的运算方法

(1)底数相同时,直接对指数上的无理数进行加

减运算;
(2)若式子中含有根式,则先化为分数指数幂再

进行运算,一般指数中的根式可以保留.

实数指数幂的化简与求值

1.已知a
1
2+a-12=3(a>0),求下列各式的值:

(1)a+a-1;(2)a2+a-2;(3)
a

3
2-a-32

a
1
2-a-12

.

解:(1)将a
1
2+a-12=3两边平方,得a+a-1+2=

9,所以a+a-1=7.
(2)将a+a-1=7两边平方,得a2+a-2+2=49,
所以a2+a-2=47.

(3)
a

3
2-a-32

a
1
2-a-12

=
(a

1
2-a-12)(a+a-1+a

1
2·a-12)

a
1
2-a-12

=a+a-1+1=8.

2.已知x+y=12,xy=9,且x<y,求
x

1
2-y

1
2

x
1
2+y

1
2

的值.

解:x
1
2-y

1
2

x
1
2+y

1
2
=

(x
1
2-y

1
2)2

(x
1
2+y

1
2)(x

1
2-y

1
2)

=
(x+y)-2(xy)

1
2

x-y
①.

因为x+y=12,xy=9②,
所以(x-y)2=(x+y)2-4xy=122-4×9=108.
因为x<y,所以x-y=-63③.

将②③代入①得
x

1
2-y

1
2

x
1
2+y

1
2
=
12-2×9

1
2

-63
=-

3
3.

【类题通法】
利用整体代换法求值的关键

(1)整体代换法是数学变形与计算常用的技巧方

法,分析观察条件与结论的结构特点,灵活运用恒等

式是关键;
(2)利用整体代换法解决分数指数幂的计算问

题,常常运用完全平方公式及其变形.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(二十七)

                   1.化简(2a-3b-23)·(-3a-1b)÷(4a-4b-53)(a>0,
b>0)的结果为 (  )

A.-
3
2b

2 B.
2
3b

2 C.-
2
3b

7
3 D.

3
2b

7
3

A 解析:(2a-3b-23)·(-3a-1b)÷(4a-4b-53)=
2×(-3)
4 a-3-1-(-4)b-23+1- -53( ) =-

3
2b

2.

2.已知m>0,则 m
1
2 m

5
2 m = (  )

A.m
5
4 B.m

5
2 C.m D.1

C 解析:原式=[(m
5
2 ·m

1
2)12 ·m

1
2]

1
2=(m

3
2 ·

m
1
2)

1
2=m.

3.设2a=5b=m,且
1
a+

1
b=2

,则m 等于 (  )

A.10 B.10 C.20 D.100

A 解析:因为2a=m,5b=m,所以2=m
1
a,5=

m
1
b .因为2×5=m

1
a ·m

1
b =m

1
a+

1
b,所以 m2=10,

所以m= 10.故选A.

4.已知a+
1
a=4

,则a
1
2-a-12等于 (  )

A.2 B.2 C.- 2 D.± 2

D 解析:因为a+
1
a=4

,所以(a
1
2-a-12)2=a+

1
a-2=4-2=2

,所以a
1
2-a-12=± 2.

5.计算:
(2)2× 2 2

3
8 2

=    .

1 解析:
(2)2× 2 2

3
8 2

=
2

2
2×2

2
2

8
2
3

=
2 2

(23)
2
3

=
2 2

2 2

=1.
6.若10x=3-

1
8,10y=

4
27,则102x-y=    .

1
3 

解析:102x-y=(10x)2÷10y=(3
-18)2÷

4
27=

3-
1
4÷3

3
4=
1
3.
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
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1.已知ab=-5,则a -

b
a +b -

a
b

的值是 (  )

A.25 B.0

C.-25 D.±25

B 解析:由题意知ab<0,

a -
b
a +b -

a
b

=a -
ab
a2 +b -

ab
b2

=a
5
a2+b

5
b2

=a
5
|a|+b

5
|b|=0.

2.若0<a<1,b>0,且ab-a-b=-2,则ab+a-b的

值为 (  )

A.22 B.±22

C.-22 D.6

A 解析:根据题意,ab-a-b=-2,则(ab-a-b)2

=a2b+a-2b-2=4,

则有a2b+a-2b=6,又由(ab+a-b)2=a2b+a-2b

+2=6+2=8,则有ab+a-b=±22.
又由0<a<1,b>0,ab+a-b>0,则有ab+a-b=

22.

3.若y=(3x-2)
1
2+(2-3x)

1
2+

6
2

有意义,则实数

x,y 的值分别为    .

2
3
,6
2 

解析:y=(3x-2)
1
2+(2-3x)

1
2+

6
2=

3x-2+ 2-3x+
6
2
,要使式子有意义必须有

3x-2≥0,

2-3x≥0,{ 解得x=
2
3
,y=

6
2.

4.1.5-
1
3 × -

7
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

+2
π
4 ×21-

π
4 + (

3
2× 3)6-

-
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

=    .

110 解析:由指数幂的运算法则及根式意义可知,

1.5-
1
3 × -

7
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

+2
π
4 ×21-

π
4 + (

3
2 × 3)6

- -
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

= 3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-13
+2+22×33- 2

3
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

= 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

+2+4×27- 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

=110.

5.设α,β是方程5x2+10x+1=0的两个根,则2α·2β=

    ,(2α)β=    .

1
4 2

1
5  解析:利 用 一 元 二 次 方 程 根 与 系 数 的

关系,

得α+β=-2,αβ=
1
5
,则2α·2β=2α+β=2-2=

1
4
,

(2α)β=2αβ=2
1
5.

6.(1)计 算: 1
2-1

+ (3-2 2)0 - 9
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

-0.5

+
4
(2-π)4;

(2)设a>0,化简:
3

a4· a-3

3
a4a4

;

(3)若x
1
2+x-12= 6,求

x+x-1-1
x2+x-2-2

的值.

解:(1)原式= 2+1+1-
2
3+π- 2=π+

4
3.

(2)原式=
a

4
3·a-12

a
2
3·a2

=a-116.

(3)若x
1
2+x-12= 6,

则x+x-1=4,x2+x-2=14.

故
x+x-1-1
x2+x-2-2=

4-1
14-2=

1
4.
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4.2　指数函数

4.2.1 指数函数的概念

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解指数函数的概念.
2.了解指数函数中底数的限制条件的合理性.
3.会解决简单的指数增长问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 指数函数的概念

一般地,函数y=ax(a>0,且a≠1)叫做指数函数,
其中指数x 是自变量,定义域是R.
[微训练]

1.下列各函数中,是指数函数的是 (D)

A.y=(-2)x B.y=-3x

C.y=41-x D.y=3x

2.若函数y=(2m-5)x 是指数函数,则实数m 的取

值范围是 5
2
,3

æ

è
ç

ö

ø
÷∪(3,+∞).

知识点二 指数增长模型

在实际问题中,经常会遇到指数增长模型.设原有量

为N,每次的增长率为p,经过x 次增长,该量增长

到y,则y=N(1+p)x(x∈N).形如y=kax(k∈R,
且k≠0;a>0,且a≠1)的函数是刻画指数增长或指

数衰减变化规律的非常有用的函数模型.
[微训练]

1.已知某种放射性物质经过100年剩余原来质量的

95.76%.设质量为1的该种物质经过x 年后的剩余

量为y,则x,y 之间的函数关系为 (  )

A.y=0.9576
x
100

B.y=0.9576100x

C.y=
0.9576
100

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

D.y=1-0.042
x
100

A 解析:特殊值法,将(0,1)和(100,0.9576)代入

各选项,只有A正确.
2.某工厂生产某种产品的月产量y(单位:万件)与月

份x 之间满足关系y=a
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

+b.现已知该厂今

年1月份、2月份分别生产该产品3万件、5万件,
则此工厂3月份生产该产品    万件.

8  解 析:由 已 知 得

3
2a+b=3

,

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

a+b=5,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解 得

a=
8
3
,

b=-1.

ì

î

í

ïï

ïï
所以y=

8
3×

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

-1.当x=3时,y=8.
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指数函数的概念及解析式

[探究活动]
探究1:在指数函数y=ax 中,为什么要规定a

>0,且a≠1呢?
提示:若a=0,当x>0时,ax 恒等于0,当x<0

时,ax 无意义;若a<0,比如y=(-4)x,这时当x 的

值为
1
2
,1
4
,1
6
,…时,在实数范围内函数值不存在;若

a=1,y=1x=1是一个常量,对它没有研究的必要.

为了避免上述情况,所以规定a>0,且a≠1.

  探究2:指数函数的解析式具有什么样的结构特

征呢?

提示:指数函数y=ax 的解析式具有以下三个

特征:

①底数a 是大于0且不等于1的常数;

②指数x 是自变量,且其系数等于1;

③ax 的系数等于1.

[评价活动]

1.下列函数:①y=2×3x,②y=3x+1,③y=3x,④y=
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x3中,指数函数的个数是 (  )
A.0 B.1 C.2 D.3
B 解析:3x 的系数是2,故①不是指数函数;

y=3x+1的指数是x+1,故②不是指数函数;
③中,y=3x 是指数函数;

y=x3中,底数为自变量,指数为常数,故④不是指

数函数.所以指数函数的个数是1.
2.若函数y=(a-2)2ax 是指数函数,则 (  )
A.a=1或a=3 B.a=1
C.a=3 D.a>0且a≠1

C 解析:由指数函数的定义知
(a-2)2=1,
a>0,且a≠1,{ 解

得a=3.
3.已知指数函数y=f(x),且f(2)=4,则f(3)的值为

(  )
A.4 B.8 C.16 D.1
B 解析:设指数函数f(x)=ax(a>0,且a≠1),
则a2=4,解得a=2或a=-2(舍).
所以f(x)=2x.所以f(3)=23=8.
【类题通法】

1.判断一个函数是否为指数函数的方法

(1)判断的依据是指数函数的定义,即函数解析

式的三个结构特征;
(2)有些函数需要对解析式变形后判断,如y=

1
2x=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

是指数函数.

2.求指数函数解析式的步骤

(1)设指数函数的解析式为f(x)=ax(a>0,且
a≠1);

(2)利用已知条件求底数a;
(3)写出指数函数的解析式.

指数增长模型

[探究活动]
探究1:设原有量为N,每次的增长率为p,经过

x 次增长,该量增长到y,y 与x 之间的函数关系式

是什么?
提示:y=N(1+p)x.

  探究2:设原有量为N,每次的减少率为p,经过

x 次减少,该量减少到y,y 与x 之间的函数关系式

是什么?
提示:y=N(1-p)x.

[评价活动]

1.某地区植树造林,森林面积在20年内增加了5%.
若按此规律,设2021年的森林面积为 m,从2021
年起,经过x 年后森林面积y 与x 的函数关系式为

(  )

A.y=
1.05mx
20 B.y= 1-

0.05x
20

æ

è
ç

ö

ø
÷m

C.y=m(1+5%)
x
20 D.y=[1+(5%)x]m

C 解析:设平均每年增加a%,则(1+a%)20=1+

5%,所以1+a%=(1+5%)
1
20,可知,经过x 年后

森林面积y 与x 的函数关系式为y=m(1+5%)
x
20.

2.据不完全统计,某地从2017年到2022年间,患呼

吸道疾病的人数平均每年上升2%.按这个增长率

进行研究,设从2017年开始经过x(x∈N*)年,患
呼吸道疾病的人数为y,若2022年患呼吸道疾病人

数为11万.(参考数据:1.023≈1.06,1.025≈1.1)
(1)试计算出2017年患呼吸道疾病的人数.
(2)写出x,y 之间的关系式,并计算2025年患呼吸

道疾病的人数.
解:(1)设2017年患呼吸道疾病的人数为a 万,
则a(1+2%)5=11,即a×1.025=11.
因为1.025≈1.1,所以a≈10,
所以2017年患呼吸道疾病的人数约为10万.
(2)2018年患呼吸道疾病的人数为10(1+2%),

2019年患呼吸道疾病的人数为10(1+2%)+10(1
+2%)×2%=10(1+2%)2,

2020年患 呼 吸 道 疾 病 的 人 数 为10(1+2%)2+
10(1+2%)2×2%=10(1+2%)3,
……

x 年后患呼吸道疾病的人数为10(1+2%)x.
故y=10(1+2%)x=10×1.02x(x∈N*).
当x=8时,y=10×1.028=10×1.025×1.023≈10
×1.1×1.06=11.66.
所以2025年患呼吸道疾病的人数约为11.66万.
【类题通法】

利用函数y=kax 解决实际问题的策略

(1)函数y=kax 可用来刻画实际问题中的指数

增长或指数衰减变化规律,一般地,当k>0时,若a
>1,则刻画指数增长变化规律,若0<a<1,则刻画

指数衰减变化规律.
(2)解决此类问题可利用待定系数法,根据条件

确定出解析式中的系数后,利用指数运算解题.
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课后素养评价(二十八)

               1.函数y=(a2-4a+4)ax是指数函数,则a 的值是

(  )

A.4 B.1或3
C.3 D.1

C 解析:由题意,得
a>0,

a≠1,

a2-4a+4=1,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得a=3.

2.已知函数f(x)=
2x,x<0,

3x,x>0,{ 则f(f(-1))= (  )

A.2 B.3 C.0 D.
1
2

B 解析:f(-1)=2-1=
1
2
,

f(f(-1))=f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=3

1
2= 3.

3.某校图书馆的藏书两年内从5万册增加到7.2万

册,则这两年的平均增长率为 (  )

A.10% B.12% C.20% D.25%
C 解析:设两年的平均增长率为x,则可列出方

程:5(1+x)2=7.2,
解得x=0.2或者x=-2.2(舍).

4.放射性物质的半衰期为T 的含义为每经过时间T,
该物质的质量会衰减为原来的一半.某铅制容器中

有两种放射性物质 A,B,开始记录时,容器中物质

A的质量是物质B的质量的2倍,而120h后两种

物质的质量相等.已知物质A的半衰期为7.5小时,

则物质B的半衰期为 (  )

A.10h B.8h
C.12h D.15h

B 解析:由题意得
120
7.5=16.

又不妨设 mB=1,则

mA=2.

设物质B的半衰期为t.由题意可得2× 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

16

=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

120
t
,解得t=8.故选B.

5.据报道,某淡水湖的湖水在50年内减少了10%.若
每年湖水以相同的衰减率呈指数衰减,按此规律,

设2022年的湖水量为m,从2022年起,经过x 年

后湖水量为y,则y 与x 的函数关系为 (  )

A.y=0.9
x
50

B.y=(1-0.1
x
50)m

C.y=0.9
x
50m

D.y=(1-0.150x)m
C 解析:设每年的衰减率为q%,

则(1-q%)50=0.9.所以1-q%=0.9
1
50.

所以y=m·(1-q%)x=0.9
x
50m.

6.已知函数f(x+2)=2x+x-2,则f(x)= (  )

A.2x-2+x-4 B.2x-2+x-2
C.2x+2+x D.2x+2+x-2
A 解析:设t=x+2,则x=t-2.所以f(t)=2t-2

+t-2-2=2t-2+t-4.所以f(x)=2x-2+x-4.
故选A.

7.地震的震级越大,以地震波的形式从震源释放出的

能量就越大,震级 M 与所释放的能量E 的关系如

下:E=104.8+1.5M .那么,7.5级地震释放的能量是5.5
级地震释放的能量的103 倍.

8.复利是把前一期的利息和本金加在一起作本金,再
计算下一期利息的一种计算利息的方法.某人向银

行贷款10万元,约定按年利率7%的复利计算

利息.
(1)写出x 年后,需要还款总数y(单位:万元)和x
(单位:年)之间的函数关系式;
(2)计算5年后的还款总额(精确到元);
(3)如果该人从贷款的第二年起,每年向银行还款a
元,分5次还清,求每次还款的金额a(精确到元).
(参考数据:1.073≈1.2250,1.074≈1.3108,1.075≈
1.402552,1.076≈1.500730)

解:(1)y=10·(1+7%)x,定义域为{x|x∈N*}.
(2)5年后的还款总额为y=10×(1+7%)5=10×
1.075≈14.0255.故5年后还款总额为140255元.
(3)由已知得,a(1+1.07+1.072+1.073+1.074)≈
14.0255,解得a≈2.4389.故 每 次 还 款 的 金 额 为

24389元.
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               1.若函数f(x)=(a-3)·ax 是指数函数,则f(2)的
值为 (  )
A.4 B.8 C.2 D.16
D 解析:因为函数f(x)是指数函数,所以a-3=
1,所以a=4.
所以f(x)=4x,f(2)=42=16.

2.设f(x)=
2x,x≤8,
f(x-8),x>8,{ 则f(17)= (  )

A.2 B.4 C.8 D.16

A 解析:因为f(x)=
2x,x≤8,
f(x-8),x>8,{

所以f(17)=f(9)=f(1)=21=2.故选A.
3.(多选)某湖泊中的蓝藻面积y(单位:m2)与时间t
(单位:月)之间的关系满足y=at,且y=at 的图象
如图所示,则下列说法正确的是 (  )

A.每个月蓝藻面积的增长率为100%
B.每个月蓝藻增加的面积都相等

C.第6个月时,蓝藻面积就会超过60m2

D.若蓝藻面积增加到2m2,3m2,6m2 所经过的时
间分别是t1,t2,t3,则一定有t1+t2=t3

ACD 解析:由图可知,函数y=at 的图象经过(1,
2),即a1=2,则a=2,所以y=2t,
蓝藻每个月的面积是上个月的2倍,则每个月的增

长率为100%,A正确,又2t+1-2t=2t 不是常数,B
错误;当t=6时,y=26=64>60,C正确;
若蓝藻面积增加到2m2,3m2,6m2 所经过的时间

分别是t1,t2,t3,则2t1=2,2t2=3,2t3=6,则2t1·
2t2=2×3,即2t1+t2=6=2t3,所以t1+t2=t3,D正

确.故选ACD.
4.已知f(x)是指数函数,且f(1+ 3)·f(1-3)=
9,则f(2+ 17)·f(2- 17)的值为    .
81 解析:因为f(x)是指数函数,所以可设f(x)
=ax(a>0,且a≠1).
因为f(1+ 3)·f(1- 3)=9,所以a1+ 3·a1- 3

=a2=9,即a=3.
所以f(2+ 17)·f(2- 17)=32+ 17·32- 17=34

=81.
5.已知函数f(x)=3x-1,且[f(a)+1]·[f(b)+
1]=27,则f(a+b)=26.

6.已知函数f(x)=(a2+a-5)ax是指数函数.
(1)求函数f(x)的解析式.
(2)判断函数F(x)=f(x)-f(-x)的奇偶性,并
证明.
解:(1)因 为 函 数f(x)=(a2+a-5)ax 是 指 数

函数,
所以a2+a-5=1且a>0且a≠1,解得a=2,
故f(x)=2x.
(2)F(x)为奇函数,证明如下:
F(x)=f(x)-f(-x)=2x-2-x的定义域为R,
对∀x∈R,-x∈R,
F(-x)=2-x-2x=-(2x-2-x)=-F(x),
故F(x)为奇函数.
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4.2.2 指数函数的图象和性质

第1课时 指数函数的图象和性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能画出具体指数函数的图象,探索并理解指数函数的单调性与特殊点.
2.掌握指数函数的性质,能利用指数函数的单调性比较幂的大小及解不等式.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 指数函数y=ax(a>0,且a≠1)的图象和

性质

1.若点(x,y)在指数函数y=ax(a>0,且a≠1)的图

象上,则点(-x,y)在指数函数y=
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的图象

上.反之亦然,即底数互为倒数的两个指数函数的

图象关于y 轴对称.

2.指数函数y=ax(a>0,且a≠1)的图象和性质

a>1 0<a<1

图象
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续表

a>1 0<a<1

定义域 R

值域 (0,+∞)

性质

定点 过定点(0,1),即x=0时,y=1

函数

值的

变化

当x>0时,y
>1;当 x<0
时,0<y<1

当 x > 0 时,

0<y<1;当x<0时,

y>1
单调

性

在 R 上 是 增

函数
在R上是减函数

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)指数函数的图象一定在x 轴的上方. (√)

(2)当a>1时,对于任意x∈R总有ax>1. (×)

(3)函数f(x)=2-x在R上是增函数. (×)

2.若函数y=(1-2a)x 是 R 上的增函数,则实数a

的取值范围为    .

(-∞,0) 解析:由题意知,此函数为指数函数,且

为R上的增函数,所以底数1-2a>1,解得a<0.
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指数型函数的定义域

1.y=0.3
1

x-1的定义域为    .
{x|x≠1} 解析:由x-1≠0得x≠1.所以函数的

定义域为{x|x≠1}.

2.y=3 5x-1的定义域为    .

x x≥
1
5{ } 解析:由5x-1≥0得x≥

1
5.

所以函数的定义域为 x x≥
1
5{ }.

【类题通法】
函数y=af(x)的定义域与f(x)的定义域相同.

指数函数图象的简单应用

               1.已知函数y=ax-a+b(a>0,且a≠1)的图象恒过

定点(2,2),则a,b的值分别为 (  )

A.1,2 B.2,1
C.2,2 D.1,1
B 解析:由于函数y=ax-a+b 的图象恒过定点

(2,2),所以a2-a+b=2恒成立,故a=2,b=1.
2.若a>1,-1<b<0,则函数y=ax+b的图象一定过

(  )
A.第一、二、三象限 
B.第一、三、四象限

C.第二、三、四象限 
D.第一、二、四象限

A 解析:因为a>1,-1<b<0,故函数y=ax+b
的大致图象如图所示,过第一、二、三象限.

3.如图是指数函数①y=ax,②y=bx,③y=cx,④y
=dx 的图象,则a,b,c,d 与1的大小关系是

(  )

A.a<b<1<c<d
B.b<a<1<d<c
C.1<a<b<c<d
D.a<b<1<d<c
B 解析:(方法一)在y 轴的右侧,指数函数的图象

由下到上,底数依次增大.
由指数函数图象的升降,知c>d>1,b<a<1.所
以b<a<1<d<c.
(方法二)作直线x=1,与四个图象分别交于A,B,
C,D 四点.因为x=1时的函数值等于底数的大小,
所以四个交点的纵坐标越大,则底数越大.由图可

知b<a<1<d<c.故选B.

【类题通法】

1.形如y=k·ax+c+b(k≠0,a>0,a≠1)的函

数图象过定点的问题的解决办法:
令指数x+c=0,即x=-c,得y=k+b,函数

图象过定点(-c,k+b).
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2.解决与指数函数图象有关的问题应把握三点:
(1)根据图象“上升”或“下降”确定底数a>1或

0<a<1.
(2)在y 轴右侧,指数函数的图象从下到上相应

的底数由小到大;在y 轴左侧,指数函数的图象从下

到上相应的底数由大到小.
(3)根据“左加右减,上加下减”的原则,确定图象

的平移变换,从而确定指数型函数的解析式.

利用指数函数的单调性比较大小

[探究活动]

探究1:比较32与3 2,23与(2)3 的大小可分别

构造什么的指数函数?
提示:比较32与32的大小可构造函数y=3x,比

较23 与(2)3 的大小可先把(2)3 转化为2
3
2,构造

函数y=2x.
探究2:如何判断构造出的指数函数的单调性?
提示:可根据底数与1的大小关系判断该函数的

单调性.
探究3:依据指数函数的性质,如果两个幂底数

不同,寻找的中间量可能是多少?
提示:由于无论指数函数的底数是大于1,还是

大于0且小于1,函数的图象都过点(0,1),所以中间

量一般可考虑1.
[评价活动]
比较下列各组数的大小.
(1)1.52.5和1.53.2;
(2)0.6-1.2和0.6-1.5;
(3)1.70.2和0.92.1;
(4)a1.1与a0.3(a>0,且a≠1).
解:(1)1.52.5,1.53.2可看作函数y=1.5x 的两个函数

值.由于底数1.5>1,所以函数y=1.5x 在 R上是增

函数.因为2.5<3.2,所以1.52.5<1.53.2.
(2)0.6-1.2,0.6-1.5可看作函数y=0.6x 的两个函数

值.因为函数y=0.6x 在 R 上是减函数,且-1.2>
-1.5,所以0.6-1.2<0.6-1.5.
(3)由指数函数的性质得

1.70.2>1.70=1,0.92.1<0.90=1,
所以1.70.2>0.92.1.
(4)当a>1时,y=ax 在 R 上是增函数,此时a1.1

>a0.3;

当0<a<1时,y=ax 在 R 上是减函数,此时a1.1

<a0.3.
【类题通法】

比较幂的大小的方法

(1)同底数幂比较大小时,构造指数函数,根据其

单调性比较;
(2)指数相同底数不同时,分别画出以两幂底数

为底数的指数函数图象,比较当x 取相同指数的值

时图象的高低,得出函数值的大小;
(3)底数、指数都不相同时,取与其中一底数相同

与另一指数相同的幂与两数比较,或借助“1”与两数

比较;
(4)当底数含参数时,要按底数与1的大小关系

分类讨论.

利用指数函数的单调性解不等式

1.不等式 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3x-1

≤2的解集为    .

{x|x≥0} 解析:因为2= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

,所以原不等式

可以转化为 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3x-1

≤ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

.

因为y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在R上是减函数,

所以3x-1≥-1.所以x≥0.
故原不等式的解集是{x|x≥0}.

2.解关于x 的不等式a2x+1≤ax-5(a>0,且a≠1).
解:当0<a<1时,因为a2x+1≤ax-5,
所以2x+1≥x-5,解得x≥-6.
当a>1时,因为a2x+1≤ax-5,
所以2x+1≤x-5,解得x≤-6.
综上,当0<a<1时,不 等 式 的 解 集 为{x|x≥
-6};当a>1时,不等式的解集为{x|x≤-6}.

3.解关于x 的不等式ax2-3x+1<ax+6(a>0,且a≠
1).
解:①当0<a<1时,函数f(x)=ax(a>0,且a≠
1)在R上是减函数.
所以x2-3x+1>x+6.
所以x2-4x-5>0.
解得x<-1或x>5.
②当a>1时,函数f(x)=ax(a>0,且a≠1)在 R
上是增函数.
所以x2-3x+1<x+6.所以x2-4x-5<0.
解得-1<x<5.
综上所述,当0<a<1时,解集为{x|x<-1或x
>5};当a>1时,解集为{x|-1<x<5}.
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【类题通法】
利用指数函数的单调性解不等式的步骤

(1)将不等式两边都化成底数相同的指数式;
(2)根据底数的取值范围,利用指数函数的单调

性去掉底数;
(3)求由指数构成的不等式的解集.
注意:若底数不确定,则需进行分类讨论.
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课后素养评价(二十九)

               1.函数y=ax-1+1(a>0,且a≠1)的图象必经过一

个定点,则这个定点的坐标是 (  )

A.(0,1) B.(1,2)

C.(2,3) D.(3,4)

B 解析:函数y=ax-1+1(a>0,且a≠1)的图象

必经过一个定点,
当x=1时,y=ax-1+1=a0+1=2,所以函数y=
ax-1+1的图象过定点(1,2).

2.下列选项正确的是 (  )

A.0.62.5>0.63 B.1.7-
1
3<1.7-

1
2

C.1.11.5<0.72.1 D.2
1
2>3

1
2

A 解析:因为指数函数y=0.6x在 R上单调递减,
且2.5<3,所以0.62.5>0.63,故A正确;

因为指数函数y=1.7x 在 R上单调递增,且-
1
3>

-
1
2
,所以1.7-

1
3>1.7-

1
2,故B错误;

因为1.11.5>1.10=1,0<0.72.1<0.70=1,所以1.11.5

>0.72.1,故C错误;

因为(2
1
2)6=23=8,(3

1
3)6=32=9,所以2

1
2<3

1
3,

故D错误.

3.函数y=ax-
1
a
(a>0,且a≠1)的图象可能是

(  )

    A          B

    C          D

D 解析:当a>1时,y=ax-
1
a

为增函数,当x=0

时,y=1-
1
a.由0<1-

1
a<1

,排除A,B.当0<a

<1时,y=ax-
1
a

为减函数,且1-
1
a<0.

故选D.

4.(多选)若函数y=ax+b-1(a>0,且a≠1)的图象不

经过第二象限,则需同时满足 (AD)

A.a>1 B.0<a<1
C.b>0 D.b≤0

5.(多选)2x>1的充分不必要条件可以是 (  )

A.x<0 B.x>0
C.0<x<1 D.x>1
CD 解析:由2x>1,则2x>20,即x>0.
x<0是既不充分也不必要条件,x>0是充要条件,

0<x<1和x>1均是充分不必要条件.故选CD.
6.函数y=3-x与y=-3x的图象 (  )

A.关于x 轴对称

B.关于y 轴对称

C.关于原点对称

D.关于直线y=x 对称

C 解析:在函数y=3-x 的图象上任意取一点A
(x,3-x),则 点 A 关 于 原 点 的 对 称 点 为B(-x,

-3-x),显然,点B 在函数y=-3x 的图象上,故函

数y=3-x与函数y=-3x的图象关于原点对称.
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7.函数y= 1- 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的定义域是  .

[0,+∞) 解析:由1- 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

≥0得 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

≤1=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

,所以x≥0,所以函数y= 1- 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的定义

域为[0,+∞).
8.关于指数函数,有下列几个命题:

①指数函数的定义域为(0,+∞);

②指数函数的值域不含1;

③指数函数f(x)=3x 和f(x)=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的图象关于y

轴对称;

④指数函数都是单调函数.
其中正确的命题有③④(填序号).

9.比较下列各组数的大小.

(1)25
æ

è
ç

ö

ø
÷

0.3

与 2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

π

;

(2)23
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

与2
3
2;

(3)25
æ

è
ç

ö

ø
÷

0.3

与0.3
2
5.

解:(1)因为0<
2
5<1

,所以函数y=
2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在 R上

单调递减.

又0.3<π,所以 2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

0.3

> 2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

π

.

(2)因为 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

<1,2
3
2>1,

所以 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

<2
3
2.

(3)函数y=x0.3在(0,+∞)上单调递增,

由
2
5>0.3

,可得 2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

0.3

>0.30.3.①

又函数y=0.3x 在(-∞,+∞)上单调递减,

所以0.30.3>0.3
2
5.②

由①②知 2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

0.3

>0.3
2
5.
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               1.(多选)已知函数y=ax,y=bx(a,b>0,且a≠1,b
≠1)的图象如图所示,则下列结论正确的是 (  )

A.a>b>1 B.0<a<b<1
C.2a<2b D.b>a>1
CD 解析:由图象可知b>a>1,所以2b>2a.

2.已知函数f(x)的定义域是(1,2),则函数f(2x)的
定义域是 (A)

A.(0,1)B.(2,4) C.12
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.(1,2)

3.设f(x)是定义在 R上的函数,且y=f(x+1)是

偶函数,当x≥1时,f(x)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

-1,则f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

f
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的大小关系是 (  )

A.f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.f
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

D.f
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

A 解析:函数y=f(x+1)是偶函数,所以f(-x
+1)=f(x+1),即函数f(x)的图象关于直线x=
1对称.

所以f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

4
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

当x≥1时,f(x)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

-1单调递减,

由
4
3<

3
2<

5
3
,可得f

4
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

即f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷>f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.故选A.

4.不等式 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x2-8

-2-2x≥0的解集是 (  )

A.[-2,4]

B.(-∞,-2]∪[4,+∞)

C.[-4,2]

D.[-2,0]

A 解析:由原不等式可得 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x2-8

≥ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2x

.

因为函数y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在 R上单调递减,所以x2-8

≤2x,即x2-2x-8≤0,解得-2≤x≤4.

5.设y1=40.9,y2=80.48,y3=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1.5

,则y1,y2,y3
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的大小关系为      .
y1>y3>y2 解析:因为y1=40.9=21.8,y2=80.48

=21.44,y3=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1.5

=21.5,

且函数y=2x 在定义域内是增函数,
而1.8>1.5>1.44,
所以21.8>21.5>21.44,
即y1>y3>y2.

6.求下列函数的定义域.

(1)y=
ax+1
ax-1

(a>0,且a≠1);

(2)y=0.3
1

x-1;
(3)y=3 5x-1.
解:(1)由ax-1≠0,得ax≠1,所以x≠0.
所以函数的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞).
(2)由x-1≠0,得x≠1,所 以 函 数 的 定 义 域 为

(-∞,1)∪(1,+∞).

(3)由5x-1≥0,得 x≥
1
5
,所 以 函 数 的 定 义 域

为 x x≥
1
5{ }.

7.若函数f(x)=(k+3)ax+3-b(a>1)是指数

函数.
(1)求k,b的值;
(2)解不等式f(2x-7)>f(4x-3).
解:(1)因为函数f(x)=(k+3)ax+3-b(a>1)是
指数函数,
所以k+3=1,3-b=0,所以k=-2,b=3.
(2)由(1)得f(x)=ax(a>1),则函数f(x)在 R
上单调递增.
因为f(2x-7)>f(4x-3),
所以2x-7>4x-3,解得x<-2.
即不等式的解集为{x|x<-2}.
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第2课时 指数函数的图象和性质的应用

学习任务目标
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  1.掌握指数函数的图象特征,会利用图象变换解决简单的问题.
2.掌握指数函数的性质,会利用指数函数的性质研究指数型函数的单调性与值域.
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指数型函数的图象

[探究活动]
探究1:指数型函数y=ax±m(a>0,且a≠1,m

>0)的图象是由指数函数y=ax(a>0,且a≠1)的
图象如何变化得来的?

提示:由y=ax(a>0,且a≠1)的图象向左(+)
或向右(-)平移m 个单位长度得到.

探究2:指数型函数y=ax±n(a>0,且a≠1,n
>0)的图象是由指数函数y=ax(a>0,且a≠1)的
图象如何变化得来的?

提示:由y=ax(a>0,且a≠1)的图象向上(+)
或向下(-)平移n 个单位长度得到.
[评价活动]

1.函数y=a|x|(a>1)的图象可能是 (B)

     A        B

     C        D
2.函数y=|2x-2|的图象大致是 (B)

   A           B

   C           D
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【类题通法】
函数图象的翻折变换

指数函数的单调区间

1.已知函数f(x)=2|2x-m|(m 为常数).若m=2,则f(x)

的单调递增区间为[1,+∞);若f(x)在区间[2,

+∞)上单调递增,则m 的取值范围是(-∞,4].

2.求下列函数的单调区间.

(1)y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2x-x2

;

(2)y=4x-2×2x+5.
解:(1)令u(x)=2x-x2,则u(x)=-(x-1)2+
1,定义域为R.故u(x)在(-∞,1]上是增函数,在

[1,+∞)上是减函数.又y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

u

为减函数,根据

复合函数“同增异减”得y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2x-x2

在(-∞,1]

上单调递减,在[1,+∞)上单调递增.故函数y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2x-x2

的单调递增区间为[1,+∞),单调递减区

间为(-∞,1].
(2)函数的定义域为 R,令t=2x,x∈R时,t∈(0,

+∞).y=(2x)2-2×2x+5=t2-2t+5=(t-1)2

+4,t∈(0,+∞).
当t≥1时,2x≥1,x≥0;当0<t≤1时,0<2x≤1,

x≤0.
因为y=(t-1)2+4在[1,+∞)上单调递增,t=
2x 在[0,+∞)上单调递增,

所以y=(2x -1)2+4的 单 调 递 增 区 间 为[0,

+∞).
同理可得单调递减区间为(-∞,0].
【类题通法】

求复合函数的单调性的策略

(1)求复合函数的单调区间,首先求出函数的定

义域,然后把函数变换成y=f(u),u=φ(x)的形式,

通过考察f(u)和φ(x)的单调性,利用“同增异减”原

则,求出y=f(φ(x))的单调性.
(2)指数型函数y=af(x)(a>0,且a≠1)的单调

性由两点决定,一是底数a 的大小,a>1还是0<a<
1;二是f(x)的单调性.y=af(x)由两个函数y=au,u
=f(x)复合而成.

指数函数的值域问题

1.(1)若函数f(x)=2x+3,x∈[2,3],则函数f(x)

的值域为    .
[7,11] 解析:函数f(x)=2x+3,x∈[2,3]是增

函数,又2x∈[4,8],故f(x)的值域为[7,11].

(2)已知函数y=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在[-2,-1]上的最小值是

m,最大值是n,则m+n 的值为    .

12 解析:因为函数y=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在区间[-2,-1]上

单调递减,

所以m= 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=3,n= 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2

=9.

所以m+n=12.
2.求下列函数的值域.

(1)y=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x2-2x

;

(2)y=4x+2x+1+2,0≤x≤2.

解:(1)令u=x2-2x,则原函数变为y=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

u

.

因为u=x2-2x=(x-1)2-1在(-∞,1]上单调

递减,在[1,+∞)上单调递增,

所以u=x2-2x=(x-1)2-1≥-1.

又因为y=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

u

在(-∞,+∞)上单调递减,

所以y=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

u

,u∈[-1,+∞)也单调递减.

所以0< 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

u

≤ 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=3.

所以原函数的值域为(0,3].
(2)y=4x+2x+1+2=(2x)2+2×2x+2=(2x+1)2

+1.
令2x=t,则y=(t+1)2+1.
因为0≤x≤2,所以1≤2x≤4,即t∈[1,4].
易知y=(t+1)2+1在[1,4]上单调递增.
所以5≤y≤26,

即函数y=4x+2x+1+2的值域为[5,26].
【类题通法】

求指数型函数的值域的方法

(1)求函数y=ax(a>0,且a≠1)在给定区间上

的值域,直接利用函数的单调性即可求出;

(2)求函数y=af(x)(a>0,且a≠1)的值域,需

先确定f(x)的值域,再根据指数函数y=ax(a>0,

且a≠1)的单调性确定函数y=af(x)(a>0,且a≠1)
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的值域;

(3)求与指数函数有关的较复杂复合函数值域,

一般通过换元法将函数转化为二次函数等便于求最

值的函数,再利用指数函数的性质确定新函数的定义

域,然后得出原函数的值域.
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课后素养评价(三十)

               1.函数f(x)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x2-1

的单调递增区间为 (  )

A.(-∞,0] B.[0,+∞)
C.(-1,+∞) D.(-∞,-1)

A 解析:因为f(x)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x2-1

,又函数y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在定义域R上单调递减,
所以f(x)的单调递增区间为u(x)=x2-1的单

调递减区间,即(-∞,0].
2.若函数f(x)=3(2a-1)x+3在 R上是减函数,则实数

a 的取值范围是 (A)

A.-∞,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.12

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

C.12
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷∪(1,+∞)D.12

,1
æ

è
ç

ö

ø
÷

3.若2x-2y<3-x-3-y,则 (  )
A.x<y B.|x|<|y|
C.x>y D.|x|>|y|
A 解析:因为2x-2y<3-x-3-y,所以2x-3-x<
2y-3-y.令f(x)=2x-3-x,则有f(x)<f(y).因
为函数f(x)在R上单调递增,所以x<y.

4.(多选)若函数f(x)=ax(a>0,且a≠1)在区间

[-2,2]上的最大值和最小值的和为
10
3
,则a 的值

可能是 (  )

A.
1
3 B.

3
3 C.3 D.3

BC 解析:因为f(x)=ax(a>0,且a≠1)在区间

[-2,2]上是单调函数,

所以a-2+a2=
10
3
,所以3a4-10a2+3=0,所以a2

=3或a2=
1
3
,即a= 3或a=

3
3.

5.函数y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2x-x2

的值域为     .

1
2
,+∞

é

ë
êê

ö

ø
÷ 解析:由题意知函数的定义域为R.

因为2x-x2=-(x-1)2+1≤1.

又函数y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

为减函数,

所以 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2x-x2

≥ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

=
1
2.

故函数y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2x-x2

的值域为 1
2
,+∞

é

ë
êê

ö

ø
÷.

6.已知函数f(x)=a2x+2ax-1(0<a<1),当x≥0
时,函数f(x)的值域为(-1,2].

7.已知函数f(x)=a-x(a>0,且a≠1)满足f(-2)
>f(-3),则函数g(x)=a1-x2的单调递增区间是

[0,+∞).
8.已知函数f(x)=ax+b(a>0,且a≠1).
(1)若f(x)的图象如图①所示,求a,b 的取值

范围;
(2)若f(x)的图象如图②所示,|f(x)|=m 有且

仅有一个实数解,求m 的取值范围.

解:(1)由f(x)为减函数可知a的取值范围为(0,1).
又f(0)=1+b<0,所以b的取值范围为(-∞,-1).
(2)y=|f(x)|的图象如图所示.

由图象可知使|f(x)|=m 有且仅有一个实数解的

m 的取值范围为{m|m=0或m≥3}.
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1.设函数f(x)=

2-x,x≤0,

1,x>0,{ 则满足f(x+1)<f(2x)的

x的取值范围是 (  )

A.(-∞,-1] B.(0,+∞)

C.(-1,0) D.(-∞,0)

D 解析:当 x≤0 时,函 数

f(x)=2-x是减函数,
则f(x)≥f(0)=1.
作出f(x)的 大 致 图 象,如 图

所示.
结合图象 可 知,要 使 f(x+1)<f(2x),则 需

x+1<0,

2x<0,

2x<x+1

ì

î

í

ï
ï

ïï

或
x+1≥0,

2x<0,{ 解得x<0.

2.函数y=
3x-1-2,x≤1,

31-x-2,x>1{ 的值域是 (  )

A.(-2,-1) B.(-2,+∞)

C.(-∞,-1] D.(-2,-1]

D 解析:当x≤1时,y=3x-1-2单调递增,值域

为(-2,-1];

当x>1时,y=31-x-2=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x-1

-2单调递减,值

域为(-2,-1).所以函数值域为(-2,-1].
3.已知函数f(x)=2|x-1|,若a<b<1,且a+c>2,则

(  )

A.f(a)<f(b)<f(c) B.f(c)<f(b)<f(a)

C.f(b)<f(a)<f(c) D.f(a)<f(c)<f(b)

C 解析:作出f(x)的图象如图所示.
该函数在区间(-∞,1]上
单调递减,在[1,+∞)上单

调递增,且图象关于直线x
=1对称,因为a<b<1,
且a+c>2,所以f(2-a)

=f(a)>f(b),而c>2-
a>1,故f(c)>f(2-a),
所以f(b)<f(a)<f(c).

4.若函数f(x)=
ax,x>1,

(4-a
2 )x+2,x≤1

ì

î

í

ïï

ïï
在R上是增函

数,则实数a 的取值范围是[4,8).
5.设a>0,且a≠1,函数y=a2x+2ax-1在[-1,1]

上的最大值是14,求实数a 的值.
解:令t=ax(a>0,且a≠1),则原函数化为y=
f(t)=t2+2t-1=(t+1)2-2(t>0).

①当0<a<1时,x∈[-1,1],t=ax∈ a,
1
a

é

ë
êê

ù

û
úú,

此时f(t)在 a,
1
a

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增.

所以f(t)max=f
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷= 1

a+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-2=14.

所以 1
a+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=16,所以a=-
1
5

或a=
1
3.

又因为0<a<1,所以a=
1
3.

②当a>1时,x∈[-1,1],t=ax∈ 1
a
,aé

ë
êê

ù

û
úú,

此时f(t)在
1
a
,aé

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增.

所以f(t)max=f(a)=(a+1)2-2=14.
解得a=3或a=-5(舍去负值).

综上,a=
1
3

或3.

6.已知函数f(x)=
a
2+

2
2x+1

是奇函数.

(1)求a 的值;
(2)判断f(x)的单调性,并用定义加以证明;
(3)求f(x)的值域.
解:(1)因为f(x)为奇函数,

所以f(0)=0,即
a
2+

2
2=0

,解得a=-2.

此时,f(x)=-1+
2

2x+1=
1-2x

1+2x.再验证如下:

f(x)+f(-x)=
1-2x

1+2x+
1-2-x

1+2-x=
1-2x

1+2x-
1-2x

1+2x

=0,
所以f(-x)=-f(x),f(x)为 定 义 域 上 的 奇

函数.
(2)f(x)为R上的减函数.
证明如下:任取x1,x2∈(-∞,+∞),且x1<x2,

则f(x1)-f(x2)=
2

2x1+1-
2

2x2+1

=2×
2x2-2x1

(2x1+1)(2x2+1).

因为x1<x2,所以f(x1)>f(x2),所以f(x)为
(-∞,+∞)上的减函数.

(3)因 为 f(x)=
2

2x+1-1
,其 中,2x +1∈(1,

+∞),所以
2

2x+1∈
(0,2).

所以f(x)∈(-1,1).因此f(x)的值域为(-1,1).
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4.3　对数

4.3.1 对数的概念

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解对数的概念,掌握对数的性质,能进行简单的对数计算.
2.理解指数式与对数式的等价关系,会进行对数式与指数式的互化.
3.理解常用对数、自然对数的概念及记法.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 对数的有关概念

(1)一般地,如果ax=N(a>0,且a≠1),那么数x
叫做以a 为底N 的对数,记作x=logaN,其中a 叫

做对数的底数,N 叫做真数.
(2)常用对数与自然对数

(3)对数与指数间的关系

当a>0,a≠1时,ax=N⇔x=logaN.
[微训练]

1.logbN=a(b>0,且b≠1,N>0)对应的指数式是

(B)

A.ab=N B.ba=N
C.aN=b D.bN=a

2.若a2=M(a>0,且a≠1),则有 (B)

A.log2M=a B.logaM=2
C.loga2=M D.log2a=M

知识点二 对数的性质

(1)负数和0没有对数,即logaN 中N 必须大于0.
(2)1的对数为0,即loga1=0(a>0,且a≠1).
(3)logaa=1(a>0,且a≠1).
(4)对数恒等式:alogaN=N(a>0,且a≠1,N>0).
[微训练]

1.4log43=3.
2.ln1=0,lg10=1.
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对数的概念

[探究活动]
探究1:为什么对数logaN 只有在a>0,a≠1且

N>0时才有意义?
提示:当a<0时,N 为某些值时,b 的某些值不

存在,如方程(-2)x=3没有实数解,所以log-23不

存在,为此规定a 不能小于零;再由指数函数的定义

可知,N 不 能 小 于 等 于 零.当a=0,且 N ≠0时,

logaN不存在,如0-2没意义,所以规定a≠0.当a=

1,且 N 不为1时,logaN 不存在,如1x=2不成立,
所以规定a≠1.
  探究2:对数与指数之间有怎样的关系?

提示:当a>0,且a≠1时,ax=N⇔x=logaN.
[评价活动]

1.对 数 式log(x-2)(x+2)中,实 数 x 的 取 值 范

围是    .

(2,3)∪(3,+∞) 解析:由题意可得

x+2>0,

x-2>0,

x-2≠1,

ì

î

í

ïï

ïï

解

得x>2,且x≠3,所以实数x 的取值范围是(2,3)

∪(3,+∞).
2.已知4a=2,lgx=a,则x=    .

10 解析:因为4a=2,所以a=
1
2.

又lgx=a,所以x=10a= 10.
3.将下列对数式化为指数式或将指数式化为对数式.

(1)2-7=
1
128
;(2)log1232=-5;

(3)lg1000=3;(4)lnx=2.

解:(1)由2-7=
1
128
,可得log2

1
128=-7.

(2)由log1232=-5,可得 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-5

=32.

(3)由lg1000=3,可得103=1000.
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(4)由lnx=2,可得e2=x.
【类题通法】

指数式与对数式互化的思路

(1)指数式化为对数式:将指数式的幂作为真数,
指数作为对数,底数不变,写出对数式.

(2)对数式化为指数式:将对数式的真数作为幂,
对数作为指数,底数不变,写出指数式.

利用指数式与对数式的互化求值

1.已知log2m=2.020,log2n=1.020,则
n
m

等于(  )

A.2 B.
1
2

C.10 D.
1
10

B 解析:因为log2m=2.020,log2n=1.020,所以

m=22.020,n=21.020,所以
n
m=

21.020

22.020=2
1.020-2.020=2-1

=
1
2.

2.已 知loga2=m,loga3=n,则a2m-n=
    .
4
3 

解析:因为loga2=m,loga3=n,所以am=2,

an=3,所以a2m-n=
(am)2

an =
22

3=
4
3.

3.求下列各式中x 的值.

(1)logx27=
3
2
;

(2)log2x=-
2
3
;

(3)x=log27
1
9
;

(4)x=log1216.

解:(1)由logx27=
3
2
,可得x

3
2=27,

所以x=27
2
3=(33)

2
3=32=9.

(2)由log2x=-
2
3
,可得x=2-

2
3,

所以x= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
3

=
3
1
4=

3
2
2.

(3)由x=log27
1
9
,可得27x=

1
9
,

所以33x=3-2,所以x=-
2
3.

(4)由x=log1216,可得 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=16,

所以2-x=24,所以x=-4.

【类题通法】
对数式求值的基本思想和方法

(1)基本思想

在一定条件下求对数式的值,或求对数式中参数

的值,要注意利用方程思想求解.
(2)基本方法

①将对数式化为指数式;

②利用幂的运算性质和指数的性质计算.

利用对数的性质求值

1.设5log5(2x-1)=25,求x 的值.
解:因为5log5(2x-1)=25,所以2x-1=25,解 得x
=13.

2.求下列各式中x 的值.
(1)log5(log3x)=0;
(2)log3(lgx)=1;
(3)ln[log2(lgx)]=0.
解:(1)设t=log3x,则log5t=0,所以t=1,
即log3x=1,所以x=3.
(2)因为log3(lgx)=1,所以lgx=3,
所以x=103=1000.
(3)因为ln[log2(lgx)]=0,所以log2(lgx)=1,
所以lgx=2,所以x=102=100.

3.若log2[log3(log4x)]=log3[log4(log2y)]=0,求x
+y 的值.
解:因为log2[log3(log4x)]=0,
所以log3(log4x)=1.所以log4x=3.所以x=43

=64.
同理求得y=16.所以x+y=80.
【类题通法】

利用对数性质求值的策略

(1)求多重对数式的值

其策略为由内向外,如求loga(logbc)的值,先求

logbc 的值,再求loga(logbc)的值.
(2)已知多重对数式的值,求参数的值

其策略为从外到里,逐层脱去“log”,转化为解指

数方程.
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课后素养评价(三十一)

               1.在log3(m-1)中,实数m 的取值范围是 (  )

A.R B.(0,+∞)

C.(-∞,1) D.(1,+∞)

D 解析:由m-1>0得m>1.故选D.
2.(多选)下列指数式与对数式互化正确的是 (  )

A.e0=1与ln1=0
B.log216=4与24=16

C.8-
1
3=
1
2

与log128=-
1
3

D.log77=1与71=7

ABD 解析:8-
1
3=
1
2
,则log8

1
2=-

1
3
,故C错误,

其他均对.
3.(多选)下列结论正确的是 (  )

A.log24=2
B.-lne=1
C.3log32=2
D.若logx27=3,则x=±3
AC 解析:由对数的运算可得log24=2,3log32=2,

-lne=-1,若logx27=3,则x=3,故AC正确,BD
错误.

4.使 log(x-1) (x +2)有 意 义 的 x 的 取 值 范

围是    .
(1,2)∪(2,+∞) 解析:要使log(x-1)(x+2)有意

义,则
x-1>0,

x-1≠1,

x+2>0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以x>1且x≠2.

5.已知log2x=3,则x-12=    .

2
4 

解析:因为log2x=3,所以x=23=8,

所以x-12=
1
x
=
1
8
=
2
4.

6.若log2(logx9)=1,则x=    .

3 解析:由log2(logx9)=1可知logx9=2,即x2=

9,所以x=3(x=-3舍去).

7.使 等 式 (lgx)2-lgx=0 成 立 的 x 的 值 为

    .

1或10 解析:由lgx(lgx-1)=0得lgx=0或

lgx=1,即x=1或x=10.
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1.方程2log3x=

1
4

的解是 (  )

A.x=
1
9 B.x=

3
3

C.x= 3 D.x=9
A 解析:因为2log3x=2-2,

所以log3x=-2,所以x=3-2=
1
9.

2.(多选)以下四个结论中正确的是 (  )

A.ln(lg10)=0
B.ln(lne)=0
C.若e=lnx,则x=e2

D.ln(lg1)=0
AB 解析:因为lg10=lne=1,ln(lg10)=ln1=
0,ln(lne)=ln1=0,所以 A,B均正确;C中,若e
=lnx,则x=ee,故C错误;D中,lg1=0,而ln0
没有意义,故D错误.故选AB.

3.设log45=2m,则4m= (D)

A.
1
25 B.25 C.

1
5 D.5

4.已知log2(log3(log4x))=0,且log4(log2y)=1,则 x·

y
3
4的值为    .
64 解析:因为log2(log3(log4x))=0,
所以log3(log4x)=1,
所以log4x=3,所以x=43=64.
由log4(log2y)=1,知log2y=4,所以y=24=16.

因此 x·y
3
4= 64×16

3
4=8×8=64.

5.若log12x=m,log14y=m+2,则
x2

y
的值为    .

16 解析:因 为log12x=m,所 以 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

=x,x2

= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2m

.

因为log14y=m+2,

所以 1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

m+2

=y,即y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2m+4

,
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所以
x2

y
=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2m

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2m+4=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2m-(2m+4)

= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-4

=16.

6.利用对数恒等式alogaN=N(a>0,且a≠1,N>0),
计算:

(1)12
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1+log0.54

;

(2)23+log23+32-log39.

解:(1)12
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1+log0.54

= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

× 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

log1
24

=2×4
=8.
(2)23+log23+32-log39

=23×2log23+
32

3log39

=8×3+
9
9

=25.
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4.3.2 对数的运算

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解并掌握对数的运算性质.
2.理解并掌握换底公式.
3.能运用对数的运算性质及换底公式进行化简或求值.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 对数的运算性质

如果a>0,且a≠1,M>0,N>0,那么

(1)loga(MN)=logaM+logaN;

(2)loga
M
N=logaM-logaN;

(3)logaMn=nlogaM(n∈R).
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)积、商的对数可以化为对数的和、差. (√)
(2)loga(xy)=logax·logay. (×)
(3)log2(-5)2=2log2(-5). (×)

2.计算log84+log82的结果等于 (D)

A.log86 B.8 C.6 D.1

3.计算:log510-log52=1.
知识点二 对数换底公式

logab=
logcb
logca

(a>0,且a≠1;b>0;c>0,且c≠1).

特别地,logab·logba=1.
[微训练]

1.log23×log32=  .

1 解析:log23×log32=
lg3
lg2

×
lg2
lg3

=1.

2.log29×log32=    .

2 解析:log29×log32=
lg9
lg2

×
lg2
lg3

=2.
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对数运算性质的应用

[探究活动]
观察对数的运算性质:
(1)loga(MN)=logaM+logaN;

(2)loga
M
N=logaM-logaN;

(3)logaMn=nlogaM(n∈R).
其中a>0,且a≠1,M>0,N>0.

探究1:对于性质(1),当M<0,N<0时成立吗?

提示:不成立.如lg[(-5)(-3)]有意义,

而lg(-5),lg(-3)无意义.

探究2:逆用性质时,还需要条件M>0,N>0吗?

提示:不需要,因为logaM,logaN 有意义,就有

M>0,N>0.
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[评价活动]

1.若lg2=a,lg3=b,则
lg45
lg12

= (  )

A.
a+2b
2a+b B.

1-a+2b
2a+b

C.
1-b+2a
2a+b D.

1-a+2b
a+2b

B 解 析:lg45
lg12

=
lg5+lg9
lg3+lg4

=
1-lg2+2lg3
lg3+2lg2

=
1-a+2b
2a+b .

2.计算:
(1)log345-log35;
(2)log2(23×45);

(3)
lg 27+lg8-lg 1000

lg1.2
;

(4)log29·log38.

解:(1)log345-log35=log3
45
5=log39=log33

2=2.

(2)log2 (23 ×45)=log2 (23 ×210)=log2213

=13log22=13.

(3)原式=
lg(27×8)-lg10

3
2

lg
12
10

=
lg(3

3
2×23÷10

3
2)

lg
12
10

=
lg
3×4
10

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

lg
12
10

=

3
2lg

12
10

lg
12
10

=
3
2.

(4)log29×log38=log232×log323

=2log23×3log32=6log23×
1

log23
=6.

【类题通法】
对数式化简与求值的基本原则和方法

(1)基本原则:对数式的化简、求值一般是正用或

逆用对数运算性质,对真数进行处理,一般本着便于

真数化简的原则进行.
(2)两种常用的方法:①“收”,将同底的两对数的

和(差)收成积(商)的对数;②“拆”,将积(商)的对数

拆成同底的两对数的和(差).

对数换底公式

1.计算:(1)log23×log35×log516;
(2)(log32+log92)(log43+log83);
(3)(log2125+log425+log85)·(log52+log254+
log1258).

解:(1)原 式=
lg3
lg2

×
lg5
lg3

×
lg16
lg5

=
lg16
lg2

=
4lg2
lg2

=4.

(2)原 式 = (lg2lg3+
lg2
lg9 ) (lg3lg4+

lg3
lg8 ) =

lg2
lg3

+
lg2
2lg3

æ

è
ç

ö

ø
÷
lg3
2lg2

+
lg3
3lg2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3lg2
2lg3

×
5lg3
6lg2

=
5
4.

(3)(方法一)原式=

log253+
log225
log24

+
log25
log28

æ

è
ç

ö

ø
÷ log52+

log54
log525

+
log58
log5125

æ

è
ç

ö

ø
÷

= (3log25+
2log25
2log22

+
log25
3log22) (log52+

2log52
2log55

+

3log52
3log55)= 3+1+13

æ

è
ç

ö

ø
÷log25×(3log52)

=13log25×
log22
log25

=13.

(方法 二)原 式= (lg125lg2
+
lg25
lg4

+
lg5
lg8) (lg2lg5+

lg4
lg25

+
lg8
lg125) = (3lg5lg2

+
2lg5
2lg2

+
lg5
3lg2) (lg2lg5+

2lg2
2lg5

+
3lg2
3lg5)

= 13lg53lg2
æ

è
ç

ö

ø
÷
3lg2
lg5

æ

è
ç

ö

ø
÷=13.

2.已知log189=a,18b=5,求log3645(用a,b表示).
解:因为18b=5,所以log185=b.

(方法一)log3645=
log1845
log1836

=
log18(9×5)

log18
182

9

=
log189+log185
2log1818-log189

=
a+b
2-a.

(方 法 二)因 为
lg9
lg18

=log189=a,所 以lg9=

alg18,

同理得lg5=blg18,

所以log3645=
lg45
lg36

=
lg(9×5)

lg
182

9

=
lg9+lg5
2lg18-lg9

=
alg18+blg18
2lg18-alg18=

a+b
2-a.

【类题通法】

应用换底公式应注意的两个方面

(1)将不同底的对数化成同底的对数时,要注意

换底公式的正用、逆用以及变形应用;

(2)题目中有指数式和对数式时,要注意将指数

式与对数式统一成一种形式.
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对数的实际应用

1.20世纪30年代,里克特制订了一种表明地震能量

大小的尺度,就是使用测震仪衡量地震能量的等

级,地震能量越大,测震仪记录的地震曲线的振幅

就越大.这就是我们常说的里氏震级 M,其计算公

式为M=lgA-lgA0,其中A 是被测地震的最大

振幅,A0是“标准地震”的振幅.5级地震给人的震

感已比较明显,8级地震的最大振幅是5级地震最

大振幅的 (  )
A.30倍 B.lg30倍

C.100倍 D.1000倍

D 解析:设8级地震的最大振幅为 A1,5级地震

的最大振幅为A2,

则lg
A1

A2
=lgA1-lgA2=(lgA1-lgA0)-(lgA2

-lgA0)=8-5=3,所以
A1

A2
=103=1000.故选D.

2.射线测厚技术利用的计算公式为I=I0e-ρμt,其中

I0,I分别为射线穿过被测物前后的强度,e是自然

对数的底数,t为被测物厚度,ρ为被测物的密度,μ
是被测物对射线的吸收系数.工业上通常用镅241(241

Am)低能γ射线测量钢板的厚度.若这种射线对钢板

的半价层厚度为0.8,钢的密度为7.6,则钢板对这种射

线的吸收系数约为 (  )
(注:半价层厚度是指将已知射线强度减弱为一半

的某种物质厚度,ln2≈0.6931,结果精确到0.001)
A.0.110 B.0.112
C.0.114 D.0.116

C 解析:由题意可得,t=0.8,ρ=7.6,
I
I0=

1
2.因为

I=I0e-ρμt,所以
1
2=e

-7.6×0.8×μ,即μ=
ln2
7.6×0.8≈

0.6931
6.08 ≈0.114.所以钢板对这种射线的吸收系数

约为0.114.故选C.
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课后素养评价(三十二)

               1.求值:lg4+2lg5+log28+8
2
3= (  )

A.8 B.9
C.10 D.1

B 解析:lg4+2lg5+log28+8
2
3=2lg2+2lg5+3

+22=2+3+4=9.
2.计算:(log54)·(log1625)= (  )

A.2 B.1

C.
1
2 D.

1
4

B 解析:(log54)·(log1625)=
lg4
lg5

×
lg25
lg16

=
2lg2
lg5

×
2lg5
4lg2

=1.

3.(多选)下列等式正确的是 (  )

A.
12(-3)4=

3
-3

B.21-log23=
2
3

C.
3
9=

3
3

D.log3(-4)2=4log32

BCD 解析:12(-3)4=
12
34=

3
3,A错误;

21-log23=
2
2log23=

2
3
,B正确;

3
9=(9

1
3)12=(3

2
3)12=3

1
3=

3
3,C正确;

log3(-4)2=log316=log324=4log32,D正确.
故选BCD.

4.若a=log43,则2a+2-a=    .

43
3  解析:因为a=log43=

1
2log23

,

所以2a+2-a=2
1
2log23+2-

1
2log23

=(2log23)
1
2+(2log23)-

1
2=3

1
2+3-

1
2

= 3+
1
3
=
43
3 .

5.lg0.01+log216的值是    .
2 解析:lg0.01+log216=-2+4=2.

6.计算下列各式的值.

(1)
1
2lg
32
49-

4
3lg8+lg 245

;

(2)lg52+
2
3lg8+lg5×lg20+

(lg2)2;

(3)
lg2+lg3-lg 10

lg1.8
.
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解:(1)原 式=
1
2
(5lg2-2lg7)-

4
3×

3
2lg2+

1
2
(2lg7+lg5)

=
5
2lg2-lg7-2lg2+lg7+

1
2lg5

=
1
2lg2+

1
2lg5=

1
2
(lg2+lg5)

=
1
2lg10=

1
2.

(2)原 式 =2lg5+2lg2+lg5(2lg2+lg5)

+(lg2)2

=2lg10+(lg5+lg2)2

=2+(lg10)2=2+1=3.

(3)原式=

1
2
(lg2+lg9-lg10)

lg1.8
=
lg
18
10

2lg1.8

=
lg1.8
2lg1.8

=
1
2.
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1.(lg2)2+log 102×lg50+

2log35
log310

的值为 (B)

A.1 B.2 C.-1 D.-2
2.(多选)下列各式中,值为1的是 (  )

A.log26×log62
B.log62+log64

C.(2+ 3)
1
2×(2- 3)

1
2

D.(2+ 3)
1
2-(2- 3)

1
2

AC 解析:对于 A,根据logab·logba=1可知,A
选项符合题意.
对于B,原式=log6(2×4)=log68≠1,B选项不符

合题意.

对于C,原式=[(2+ 3)×(2- 3)]
1
2=1

1
2=1,C

选项符合题意.

对于D,由于[(2+ 3)
1
2-(2- 3)

1
2]2=2+ 3+2

- 3-2×(2+ 3)
1
2×(2- 3)

1
2=4-2=2≠1,D

选项不符合题意.

3.若2a=5b=10,则2
a
b= (  )

A.2 B.4
C.5 D.10
C 解析:因为2a=5b=10,所以a=log210,b=
log510,

a
b=

log210
log510

=
lg5
lg2

=log25,则2
a
b=2log25=5.

4.计算:
(1-log63)2+log62×log618

log64
=    .

1 解析:原式

=
1-2log63+(log63)2+log6

6
3×log6

(6×3)

log64

=
1-2log63+(log63)2+1-(log63)2

log64

=
2(1-log63)
2log62

=
log66-log63
log62

=
log62
log62

=1.

5.已知x,y,z为正数,3x=4y=6z,且2x=py.
(1)求p 的值;

(2)证明:1
z-

1
x=

1
2y

.

(1)解:设3x=4y=6z=k(显然k>0,且k≠1),
则x=log3k,y=log4k,z=log6k.
由2x=py,

得2log3k=plog4k=p·log3k
log34

.

因为log3k≠0,
所以p=2log34=4log32.

(2)证明:1
z-

1
x=

1
log6k-

1
log3k

=logk6-logk3=logk2=
1
2logk4=

1
2y

.
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4.4　对数函数

4.4.1 对数函数的概念

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解对数函数的概念,能根据对数函数的定义,判断一个函数是否为对数函数.
2.会求对数函数的定义域.
3.了解对数函数在实际问题中的简单应用.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 对数函数的概念

一般地,函数y=logax(a>0,且a≠1)叫做对数函

数,其中x 是自变量,定义域是(0,+∞).
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)对数函数的定义域为R. (×)

(2)函数y=log2(2x)是对数函数. (×)

(3)y=log5x2的定义域为R. (×)

2.若函数f(x)=(a-1)log(a+1)x 是对数函数,则实

数a=2.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

对数函数的概念

1.给出下列函数:①y=log5x+1;②y=logax2(a>

0,且a≠1);③y=log(3-1)x;④y=logx 3(x>0,
且x≠1);⑤y=log2πx.其中是对数函数的为 (  )

A.③④⑤ B.②④ 
C.①③⑤ D.③⑤
D 解析:由对数函数的定义知,③⑤是对数函数.
故选D.

2.若函数y=log(2a-1)x+(a2-5a+4)是对数函数,
则a=    .
4 解析:因为函数y=log(2a-1)x+(a2-5a+4)是

对数函数,所以

2a-1>0,

2a-1≠1,

a2-5a+4=0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得a=4.

【类题通法】
判断一个函数是对数函数的方法

对数函数的定义域

[探究活动]
探究:求函数定义域时需注意哪些问题?

  提示:①对数的底数大于0且不能为1;

②对数的真数大于0.
[评价活动]
求下列函数的定义域.
(1)y=loga(x-3)+loga(x+3);
(2)y=loga[(x+3)(x-3)];
(3)y=log(2x-1)(-4x+8).

解:(1)由
x-3>0,

x+3>0{ 得x>3.

所以函数y=loga(x-3)+loga(x+3)的定义域为

{x|x>3}.
(2)由(x+3)(x-3)>0,解得x<-3或x>3.
所以函数y=loga[(x+3)(x-3)]的定义域为{x|x
<-3或x>3}.

(3)由题意得

-4x+8>0,

2x-1>0,

2x-1≠1,

ì

î

í

ïï

ïï

解得

x<2,

x>
1
2
,

x≠1.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

故 函 数 y =log(2x-1) (-4x +8)的 定 义 域

为 x 1
2<x<2

,且x≠1{ }.
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【类题通法】
求函数的定义域时应遵循的原则

(1)分母不能为0;
(2)根指数为偶数时,被开方数非负;
(3)对数的真数大于0,底数大于0且不为1.

对数函数的实际应用

1.某地为了抑制一种有害昆虫的繁殖,引入了一种以

该昆虫为食物的动物.已知该动物的数量y(只)与
引入时间x(年)的关系为y=alog2(x+1).若该动

物在引入一年后的数量为100只,则引入7年后它

们的数量为 (  )

A.300只 B.400只

C.600只 D.700只

A 解析:将x=1,y=100代入y=alog2(x+1)
中,得100=alog2(1+1),解得a=100.
所以y=100log2(x+1).
所以当x=7时,y=100log2(7+1)=300.故选A.

2.地震震级是根据测震仪记录的地震曲线的振幅来

测定的,一般采用里氏震级标准.震级 ML 是由距

离震中100km处的标准地震仪所记录的地震最大

振幅的对数来表示的.里氏震级的计算公式:ML=

lg
Amax

A0

æ

è
ç

ö

ø
÷,其中A0 表示“标准地震”振幅(使用标准

地震振幅是为了修正测震仪距离实际震中的距离

造成的偏差),Amax表示被测地震的最大振幅.4.5
级地震给人的震感已比较明显,那么6.5级地震的

最大振幅是4.5级地震的最大振幅的 (  )

A.e倍 B.10倍

C.100倍 D.e2 倍

C 解 析:由 于 ML =lg
Amax

A0

æ

è
ç

ö

ø
÷,所 以 Amax =

A010ML,所以6.5级地震的最大振幅与4.5级地震

的最大振幅的比值为:A0106.5

A0104.5
=102=100.

【类题通法】
对数函数应用题的解题思路

(1)依题意,建立数学模型;
(2)依已知条件确定解析式中的参数的值;
(3)依题设数据解决数学问题;
(4)得出实际问题的答案.
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课后素养评价(三十三)

1.给出下列函数:
①y=log23x

2;

②y=log3(x-1);
③y=log(x+1)x;
④y=logπx.
其中是对数函数的有 (  )

A.1个 B.2个 C.3个 D.4个

A 解析:①②不是对数函数,因为对数的真数不是

只含有自变量x;③不是对数函数,因为对数的底

数不是常数;④是对数函数.
2.(多选)下列四组函数中,定义域不相同的是 (  )

A.y= x和y=lgx

B.y=
1
x

和y=
1
lgx

C.y=
1
x

和y=lgx

D.y= x和y=
1
lgx

ABD 解析:A中,y= x的定义域为[0,+∞),y
=lgx 的定义域为(0,+∞),定义域不同;B中,y

=
1
x

的定义域为(0,+∞),y=
1
lgx

的定义域为

(0,1)∪(1,+∞),定义域不同;C中,y=
1
x

的定

义域为(0,+∞),y=lgx 的定义域为(0,+∞),定

义域相同;D中,y= x的定义域为[0,+∞),y=
1
lgx

的定义域为(0,1)∪(1,+∞),定义域不同.

3.已知集合A={x|y=log2(x+1)},B={x|2x≤
4},则A∩B= (  )

A.{x|-1<x≤2} B.{x|-1<x≤1}

C.{x|-1≤x≤2} D.{x|-1<x≤1}

A 解析:因为A={x|y=log2(x+1)}={x|x>
-1},B={x|2x≤4}={x|x≤2},
所以A∩B={x|x>-1}∩{x|x≤2}={x|-1<
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x≤2}.
4.若函数f(x)=(a2-a+1)log(a+1)x 是对数函数,

则实数a= (  )

A.0 B.1 C.2 D.3
B 解析:由题意可知a2-a+1=1,解得a=1或a
=0.又a+1>0,且a+1≠1,所以a=1.

5.若对数函数的图象过点M(16,4),则此对数函数的

解析式为 (  )

A.y=log4x B.y=log14x
C.y=log12x D.y=log2x
D 解析:设该函数为y=logax.因为对数函数的图

象过点 M(16,4),所以4=loga16.解得a=2.所以

对数函数的解析式为y=log2x.故选D.
6.已知函数f(x)=log2(x2+a).若f(3)=1,则
a=    .
-7 解析:f(3)=log2(9+a)=1,所以9+a=2,

a=-7.
7.求下列函数的定义域.

(1)f(x)=lg(x-2)+
1

x-3
;

(2)f(x)=log(x+1)(16-4x).

解:(1)要使函数f(x)有意义,应满足
x-2>0,

x-3≠0,{
所以x>2且x≠3.
故所求函数的定义域为(2,3)∪(3,+∞).

(2)要使函数f(x)有意义,应满足

x+1>0,

x+1≠1,

16-4x>0.

ì

î

í

ïï

ïï

解得-1<x<4,且x≠0.
故所求函数的定义域为(-1,0)∪(0,4).

8.已知对数函数y=f(x)的图象过点(4,2),求

f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 及f(2lg2)的值.

解:设y=f(x)=logax(a>0,且a≠1),则2=

loga4,故a=2,即y=log2x.因此f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=log2

1
2=

-1,f(2lg2)=log22lg2=lg2.
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1.函数f(x)=lnx-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
1

x+2
的定义域为

(  )

A.-2,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.(-2,+∞)

C.-2,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷∪ 1

2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.12

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

C 解析:对于函数f(x)=lnx-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
1

x+2
,

有
x-

1
2≠0

,

x+2>0.

ì

î

í

ïï

ïï
解得x>-2且x≠

1
2.

故定义域为 -2,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷∪ 1

2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.

2.在天文学中,天体的明暗程度可以用星等或亮度来

描述.两颗星的星等与亮度满足关系式m1-m2=
1
2lgE5

2-
1
2lgE5

1,其中星等为mk的星的亮度为Ek

(k=1,2).已知牛郎星的星等是0.75,织女星的星等是

0,则牛郎星与织女星的亮度的比值为 (  )

A.10
3
10 B.10-

3
10

C.lg
3
10 D.lg

10
3

B 解析:m1-m2=
1
2lgE5

2-
1
2lgE5

1=
5
2lg

E2

E1
,

设牛郎星的星等为m1,织女星的星等为m2,则m1

-m2=0.75,则
5
2lg

E2

E1
=0.75,可得

E1

E2
=10-

3
10.

3.已知函数f(x)的图象如图所示,则函数g(x)=
log2f(x)的定义域是    .

(2,8] 解析:要使函数g(x)=log 2f(x)有意义,
则f(x)>0.
结合图象可知当x∈(2,8]时,f(x)>0,
所以函数g(x)=log 2f(x)的定义域是(2,8].

4.若函数y=f(x)的图象与函数y=3x+a的图象关于

直线y=-x 对称,f(-1)+f(-3)=3,则实数a
的值为2.

5.设 函 数 f (x)=logax(a>0,且 a≠1).若

f(x1x2…x2023)=8,则 f(x2
1)+f(x2

2)+…+

f(x2
2023)=    .

16 解析:f(x)=logax(a>0,且a≠1),

f(x1x2…x2023)=loga(x1x2…x2023)=8.

f(x2
1)+f(x

2
2)+…+f(x2

2023)
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=logax2
1+logax

2

2+…+logax2
2023

=loga(x1x2…x2023)2=2loga(x1x2…x2023)=16.
6.碳14是碳的一种具有放射性的同位素,它常用于

确定生物的死亡年代.在活的生物体内碳14的含量

与自然界中碳14的含量一样且保持稳定,一旦生

物死亡,碳14摄入停止,生物体内的碳14会按指

数函数的规律衰减,大约每经过5730年衰减为原

来的一半.通过测定生物体内碳14的含量就可以测

定该生物的死亡年代.设刚死亡的生物体内碳14的

含量为1个单位,死亡t年后,生物体内碳14的含

量为P.
(1)试将P 表示为t的函数;
(2)科学家发现一块生物化石上的碳14的含量为

自然界中碳14的含量的8%,请推算该生物死亡的

年代距今多少年.(参考数据:lg2≈0.3)

解:(1)已知碳14含量与死亡年数成指数函数关系.
设P=at,由碳14每经过5730年衰减为原来的一

半,可得
1
2=a

5730.

故碳14的含量P 与死亡年数t的函数关系式为P

= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
5730

.

(2)由 题 意 得
t
5730 =log

1
2

8
100 =

lg
8
100

lg
1
2

=

lg8-lg100
-lg2

=
2-3lg2
lg2

≈
11
3
,

解得t=5730×
11
3=21010.

所以推算该生物死亡的年代距今21010年.
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4.4.2 对数函数的图象和性质

第1课时 对数函数的图象和性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.掌握对数函数的图象和性质.
2.掌握对数函数图象与性质的简单应用.
3.知道同底的指数函数与对数函数互为反函数.
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                 知识点一 对数函数的图象与性质

1.因为点(x,y)与点(x,-y)关于x 轴对称,所以y
=log2x 图象上任意一点(x,y)关于x 轴对称的对

称点(x,-y)都在y=log1
2
x 的图象上,反之亦然.由

此可知,底数互为倒数的两个对数函数的图象关于x
轴对称.

2.对数函数的图象与性质

定义 y=logax(a>0,且a≠1)

图象

值域 R
定义域 (0,+∞)

单调性
在(0,+∞)上是增

函数

在(0,+∞)上是

减函数

续表

定义 y=logax(a>0,且a≠1)

共点性 过定点(1,0),即x=1时,y=0

函数值

的特点

x∈(0,1)时,y∈
(-∞,0);x∈[1,

+∞)时,y∈[0,

+∞)

x∈(0,1)时,y∈
(0,+∞);x∈[1,

+∞ ) 时, y
∈(-∞,0]

[微训练]
函数f(x)=loga(x-1)+1(a>0,且a≠1)的图象

恒过点 (  )

A.(1,1) B.(2,1)

C.(1,2) D.(2,2)

B 解析:真数为1时,对数为0,所以令x=2,则f(x)=1.
知识点二 反函数

一般地,指数函数y=ax(a>0,且a≠1)与对数函数

y=logax(a>0,且a≠1)互为反函数,它们的定义域
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与值域正好互换,图象关于直线y=x 对称.
[微训练]

1.若函数y=f(x)是函数y=ax(a>0,且a≠1)的反函

数,且f(2)=1,则f(x)= (  )

A.log2x B.
1
2x C.log12x D.2x-2

A 解析:函数y=ax(a>0,且a≠1)的反函数是

f(x)=logax.又f(2)=1,即loga2=1,所以a=2.故

f(x)=log2x.
2.下列函数中,与函数y=lgx 互为反函数的是 (  )

A.y=10x B.y=10-x

C.y=-lgx D.y=lg(-x)

A 解析:由y=lgx 得x=10y.
对换x,y 的位置可得y=lgx 的反函数为y=10x.
所以与函数y=lgx 互为反函数的是y=10x.故
选A.
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对数函数的图象

[探究活动]

请观察对数函数的图象,思考下列问题.

探究1:对数函数y=logax 的图象不经过第几

象限?
提示:观察对数函数的图象可知:对数函数的图

象不经过第二、三象限.
探究2:根据对数函数的图象在第一、四象限,你

能得到对数函数的哪些性质?
提示:因为图象在y 轴的右侧,所以零和负数没

有对数.
探究3:对数函数中底数a 的取值范围影响着图

象的变化特点及函数值的取值范围,具体有哪些影响

呢? 请完成下表:

底数a a>1 0<a<1

图象
从左向右看是

    

从 左 向 右 看 是   
  

函数值

若 x > 1,

则    ;

若0<x<1,
则    

若x>1,则    ;
若0<x<1,则  
  

  提示:(1)图象:当a>1时,图象从左向右看是上

升的;当0<a<1时,图象从左向右看是下降的.
(2)函数值:当a>1时,若x>1,则y>0;若0<x

<1,则y<0.
当0<a<1时,若x>1,则y<0;若0<x<1,

则y>0.

答案:上升的 下降的 y>0 y<0 y<0 y>0
[评价活动]

1.在同一平面直角坐标系中,函数y=logax,y=logbx,y
=logcx,y=logdx 的图象如图所示,则下列结论正确

的是 (  )

A.0<a<b<1<d<c
B.0<b<a<1<c<d
C.0<d<c<1<a<b
D.0<c<d<1<a<b
D 解析:由于在第一象限中,图象从左往右,对应

的底数越来越大,且a>1,b>1,0<c<1,0<d<
1,所以0<c<d<1<a<b.故选D.

2.函数y=loga(x+1)-2(a>0,且a≠1)的图象恒

过点    .
(0,-2) 解析:函数y=logax(a>0,且a≠1)的
图象恒过点(1,0).在y=loga(x+1)-2中,令x+
1=1得x=0,此时y=loga(x+1)-2=-2.所以

函数y=loga(x+1)-2的图象恒过点(0,-2).
3.已知f(x)=loga|x|满足f(-5)=1,试画出函数

f(x)的图象.
解:因为f(x)=loga|x|,
所以f(-5)=loga5=1,即a=5.
所以f(x)=log5|x|.
所以f(x)是偶函数,其图象如图所示.
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【类题通法】

1.定点问题求解方法

求函数y=m+logaf(x)(a>0,且a≠1)的图

象所过定点时,只需令f(x)=1求出x 的值,即得定

点为(x,m).
2.对数函数的底数与图象的关系

其中a,b,c,d 是各对数函数的底数,根据图象,

可得0<c<d<1<a<b.

利用对数函数的性质比较大小

               1.设a=log3π,b=log23,c=log32,则 (  )

A.a>b>c B.a>c>b
C.b>a>c D.b>c>a

A 解析:因为log3 2<log2 2<log2 3,所以b>

c.因为log2 3<log22=log33<log3π,所以a>b,
所以a>b>c.故选A.

2.已知a=log3
7
2
,b= 1

4
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

,c=log1
3

1
5
,则a,b,c的

大小关系为 (  )

A.a>b>c B.b>a>c
C.c>b>a D.c>a>b

D 解析:因为c=log13
1
5=log35>log3

7
2>log33

=1,b= 1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

< 1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

=1,即c>a>b.

3.比较下列各题中两个值的大小.
(1)log23.4,log28.5;
(2)log0.31.8,log0.32.7;
(3)loga5.1,loga5.9(a>0,且a≠1).
解:(1)对数函数y=log2x,
因为它的底数2>1,

所以它在(0,+∞)上是增函数.
又3.4<8.5,

于是log23.4<log28.5.
(2)对数函数y=log0.3x,
因为它的底数0<0.3<1,

所以它在(0,+∞)上是减函数.
又1.8<2.7,于是log0.31.8>log0.32.7.

(3)当a>1时,y=logax 在(0,+∞)上是增函数.
又5.1<5.9,于是loga5.1<loga5.9.
当0<a<1时,y=logax 在(0,+∞)上是减函数.
又5.1<5.9,于是loga5.1>loga5.9.
综上,当a>1时,loga5.1<loga5.9;

当0<a<1时,loga5.1>loga5.9.
【类题通法】

比较对数值大小时常用的方法

(1)若底数为同一常数,则可由对数函数的单调

性直接进行比较;
(2)若底数为同一参数,则根据底数对对数函数

单调性的影响,对底数进行分类讨论;
(3)若底数不同,真数相同,则可以先用换底公式

化为同底后,再进行比较;
(4)若底数与真数都不同,则常借助1,0等中间

量进行比较.

反函数

[探究活动]
观察指数函数y=ax 及对数函数y=logax 在同

一直角坐标系内的图象,探究二者的图象间的关系.

探究1:如果P0(x0,y0)在函数y=ax 的图象

上,那么 P0关于直线y=x 的对称点在函数y=
logax 的图象上吗? 为什么?

提示:P0关于直线y=x 的对称点在函数y=
logax 的图象上.

因为P0(x0,y0)在函数y=ax 的图象上,所以

y0=ax0,P0关于直线y=x 的对称点为(y0,x0),则

logay0=logaax0=x0,所 以 点(y0,x0)在 函 数y=
logax 的图象上.

探究2:两个函数的图象关于   对称.
直线y=x 提示:通过探究1可知两函数的图

象关于直线y=x 对称.
[评价活动]

1.已知a>0且a≠1,函数y=logax,y=ax,y=x+
a 在同一直角坐标系中的图象可能是 (  )

     A        B
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     C        D
C 解析:函数y=ax 与y=logax 的图象关于直线

y=x 对称,排除B;当a>1时,y=ax 与y=logax
在定义域内都是单调递增的,y=x+a 在y 轴上的

截距a>1,排除 A;当0<a<1时,y=ax 与y=
logax 在定义域内单调递减,y=x+a 在y 轴上的

截距a 满足0<a<1,排除D,故选C.
2.函数f(x)=loga(3x-2)(a>0,且a≠1)的图象

过定点 (  )

A.0,
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.23

,0
æ

è
ç

ö

ø
÷ C.(0,1) D.(1,0)

D 解析:令3x-2=1,解得x=1,即得函数y=
loga(3x-2)的图象过定点(1,0).

3.已知a=log2e,b=ln2,c=log12
1
3
,则a,b,c的大

小关系为 (  )

A.a>b>c B.b>a>c
C.c>b>a D.c>a>b
D 解析:因为e=2.71828…>2,
所以a=log2e>log22=1.b=ln2<lne=1.

因为c=log12
1
3=log23>log22=1

,

a=log2e<log23=c,所以c>a>b.

4.若函数f(x)与g(x)=ax 互为反函数,且函数g(x)的
图象过点(-2,4),则f(1)+f(2)= (  )

A.-1 B.0

C.1 D.
1
4

A 解析:由题意可得f(x)=logax.
因为 函 数 g(x)的 图 象 过 点(-2,4),所 以 函 数

f(x)的图象过点(4,-2),

即-2=loga4,解得a=
1
2.所以f(x)=log1

2
x.

所以f(1)+f(2)=log121+log122=0-1=-1.故
选A.
【类题通法】

互为反函数的函数的性质

(1)同底数的指数函数与对数函数互为反函数;
(2)互为反函数的两个函数定义域与值域互换;
(3)互为反函数的两个函数的图象关于直线y=

x 对称.
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课后素养评价(三十四)

1.函数y=ln(1-x)的图象大致为 (  )

     A          B

     C          D
C 解析:函数的定义域为(-∞,1),且在定义域上

单调递减,故选C.
2.(多选)函数f(x)=loga(x+e)的图象可能不过 (  )

A.第一象限 B.第二象限

C.第三象限 D.第四象限

AD 解析:当0<a<1时,f(x)=loga(x+e)的图

象不过第一象限;当a>1时,f(x)=loga(x+e)的

图象不过第四象限.

3.已知a=log23,b=log13
1
2
,c=log3

1
2
,则 (  )

A.a>b>c B.a>c>b

C.b>c>a D.c>b>a

A 解析:a=log23>1,b=log13
1
2=log32∈

(0,1),

c=log3
1
2<0

,故c<b<a.

4.如图,函数y=log2x,y=log0.5x,y=-log3x的

图象依次为 (  )
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A.①④② B.①④③
C.②③① D.②③④
B 解析:根据函数的图象,函数的底数决定函数的

单调性,
当底数a>1时,函数单调递增,当0<a<1时,函
数单调递减,
当底数a>1,满足底数越大函数的图象在x>1
时,越靠近x 轴,
故曲线①对应函数y=log2x 的图象,根据对称性,
曲线④对应函数y=log0.5x 的图象,
曲线③对应函数y=-log3x 的图象,故曲线②不

属于3个函数中的任一个.故选B.
5.若函数f(x)=4+loga(x-1)(a>0,且a≠1)的

图象过一个定点,则这个定点的坐标是    .
(2,4) 解析:因为函数y=loga(x-1)(a>0,且a
≠1)的图象过定点(2,0),
所以函数f(x)=4+loga(x-1)的图象过定点(2,4).

6.若指数函数y=ax(a>0,且a≠1)的反函数的图象过

点(9,2),则a的值为3.
7.若函数y=log(3a-1)x 是(0,+∞)上的减函数,则实

数a 的取值范围是    .
1
3
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:由题意可得0<3a-1<1,解得

1
3

<a<
2
3
,所以实数a 的取值范围是 1

3
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

8.比较下列各组值的大小.
(1)log31.99,log32;
(2)log30.2,log40.2;
(3)log23,log0.32;
(4)logaπ,loga3.14(a>0,且a≠1).
解:(1)因为函数f(x)=log3x 在(0,+∞)上单调

递增,且1.99<2,则f(1.99)<f(2).
所以log31.99<log32.
(2)因为0>log0.23>log0.24,

所以
1

log0.23
<

1
log0.24

,即log30.2<log40.2.

(3)因为log23>log21=0,log0.32<log0.31=0,
所以log23>log0.32.
(4)当a>1时,函数y=logax 在定义域上是增

函数,
则logaπ>loga3.14;
当0<a<1时,函数y=logax 在 定 义 域 上 是 减

函数,
则logaπ<loga3.14.
综上所述,当a>1时,logaπ>loga3.14;
当0<a<1时,logaπ<loga3.14.
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               1.已知g(x)是函数f(x)=10x的反函数,则g(1)的
值为 (  )

A.0 B.1 C.10 D.100
A 解析:由题意,g(x)=lgx,
所以g(1)=lg1=0.

2.(多选)下列不等式成立的是 (  )

A.log0.20.3<log0.20.4
B.20.3>log32
C.log3e>ln3
D.log25>log35
BD 解析:因 为 函 数y=log0.2x 是 减 函 数,所 以

log0.20.3>log0.20.4,故A错误;
因为20.3>20=1,log32<log33=1,所 以20.3>
log32,故B正确;
因为log3e<log33=1,ln3>1,所以log3e<ln3,故
C错误;

因为log25=
lg5
lg2

,log35=
lg5
lg3

,且1>lg5>lg3>

lg2>0,所以log25>log35,故D正确.

3.已知函数f(x)=logax+b 的图象如图所示,那么

函数g(x)=ax+b的图象可能为 (D)

   A           B

   C           D
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4.为了得到函数y=lg
x+3
10

的图象,只需把函数y=lgx

的图象 (  )

A.向左平移3个单位长度,再向上平移1个单位长度

B.向右平移3个单位长度,再向上平移1个单位长度

C.向左平移3个单位长度,再向下平移1个单位长度

D.向右平移3个单位长度,再向下平移1个单位长度

C 解析:将函数y=lgx 的图象向左平移3个单

位长度,再向下平移1个单位长度,即可以得到y=

lg(x+3)-1=lg
x+3
10

的图象.故选C.

5.已知函数f(x)=log2(1+4x)-x,则下列说法正

确的是 (D)

A.函数f(x)在(-∞,0]上为增函数

B.函数f(x)的值域为R
C.函数f(x)是奇函数

D.函数f(x)是偶函数

6.已 知 奇 函 数 f (x)在 R 上 是 增 函 数.若a=

-flog2
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,b=f(log24.1),c=f(20.8),则a,b,c

的大小关系为c<b<a.
7.作出函数y=|log2(x+1)|的图象.

解:第一步:作y=log2x 的图象,如图(1)所示;
第二步:将y=log2x 的图象沿x 轴向左平移1个

单位长度,得到y=log2(x+1)的图象,如图(2)
所示;
第三步:将y=log2(x+1)在x 轴下方的图象作关于x
轴的对称变换,得到y=|log2(x+1)|的图象,如图(3)
所示.
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第2课时 对数函数的图象和性质的应用

学习任务目标
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􀪋

􀪋
􀪋

  1.能够利用对数函数的单调性解简单的对数型不等式.
2.能够利用对数函数的性质研究与对数相关的复合函数的单调性、奇偶性等问题.
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解简单的对数不等式

[探究活动]
观察对数函数y=logax(a>0,且a≠1)的图

象,思考下面问题.

探究1:a 和x 为何值时,logax 是一个大于0的

数?a 和x 为何值时,logax 是一个小于0的数?
提示:当a>1且x>1或0<a<1且0<x<1

时,logax>0;
当a>1且0<x<1或0<a<1且x>1时,

logax<0.
探究2:在解不等式logax>0时,应特别注意

什么?

提示:讨论底数a 与1的大小关系,它决定了对

数函数的单调性,还应注意x>0.

[评价活动]

1.若f(x)=
1

log12(2x+1)
,则f(x)的定义域为

(  )

A.-
1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.-

1
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.12
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.(0,+∞)

A 解析:由题知
log1

2
(2x+1)>0,

2x+1>0,{
则0<2x+1<1,解得-

1
2<x<0.

所以f(x)的定义域为 -
1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.故选A.
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2.已知a=
3-1
2

,若logam>loga5,则m 的取值范

围是    .
(0,5) 解析:因为0<a<1,
所以f(x)=logax 在(0,+∞)上是减函数.
所以0<m<5.所以m 的取值范围是(0,5).

3.已知loga
1
2>1

,则a 的取值范围为    .

1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:由loga

1
2>1

得loga
1
2>logaa.

①当a>1时,有a<
1
2
,此时无解.

②当0<a<1时,有1
2<a

,从而
1
2<a<1.

故a 的取值范围是 1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷.

【类题通法】
解对数型不等式的一般思路

(1)把不等式两边均化为logaf(x)的形式;
(2)利用单调性,把不等式转化为真数的大小关

系,得到新的不等式,要注意底数a 和1的大小关系;
(3)在真数大于零的前提下,解这个新的不等式;
(4)总结得出原不等式的解集.

简单对数型复合函数的值域

1.设a>1,函数f(x)=logax 在区间[a,2a]上的最

大值与最小值之差为
1
2
,则a 等于 (  )

A.4 B.22

C.2 D.2
A 解析:因为a>1,所以函数f(x)=logax 在区

间[a,2a]上是增函数.
所以f(x)max=f(2a)=loga(2a)=1+loga2,

f(x)min=f(a)=logaa=1.

所以1+loga2-1=
1
2.所以a=4.

2.已知函数f(x)=3log13x 的定义域为[3,9],则函

数f(x)的值域是    .
[-6,-3] 解析:因为y=log13x 在(0,+∞)上是

减函数,
所以,当3≤x≤9时,log139≤log13x≤log133,
即-2≤log13x≤-1.
所以-6≤3log13x≤-3.
所以函数f(x)的值域是[-6,-3].

3.已知函数f(x)=|log12x|的定义域为 1
2
,mé

ë
êê

ù

û
úú,值

域为[0,1],则m 的取值范围为    .
[1,2] 解析:作出f(x)=|log12x|的图象(如图),

可知f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=f(2)=1,f(1)=0.由题意,结合图象

知1≤m≤2.

【类题通法】
(1)直接利用对数函数的单调性,可求对数函数

y=logax(a>0,且a≠1)在给定区间上的值域.
(2)求形如y=logaf(x)(a>0,且a≠1)的复合

函数值域的步骤:①求函数的定义域;②将函数拆分

成y=logau(a>0,且a≠1),u=f(x)两个函数;③
由定义域求u 的取值范围;④利用函数y=logau(a
>0,且a≠1)的单调性求值域.

对数型复合函数的单调性及单调

区间

1.求函数y=log1
2
(-x2+2x+1)的值域和单调

区间.
解:设t=-x2+2x+1,
则t=-(x-1)2+2≤2.
因为y=log12t为减函数,且0<t≤2,
所以ymin=log122=-1.
所以函数y=log12(-x

2+2x+1)的值域为[-1,+∞).
令-x2+2x+1>0,得1- 2<x<1+ 2.
所以t=-x2+2x+1在(1- 2,1)上单调递增,在

(1,1+ 2)上单调递减.
又y=log12t为减函数,
所以函数y=log12(-x

2+2x+1)的单调递增区间

为(1,1+ 2),单调递减区间为(1- 2,1).

2.已知函数y=log12(x
2-ax+a)在区间(-∞,2)

上是增函数,求实数a 的取值范围.

解:令g(x)=x2-ax+a,g(x)在 -∞,
a
2

æ

è
ç

ù

û
úú 上单

调递减.

因为0<
1
2<1

,所以y=log12g(x)是减函数.

已知复合函数y=log12(x
2-ax+a)在区间(-∞,

2)上单调递增,

所以只要g(x)在(-∞,2)上单调递减,且g(x)

>0在(-∞,2)上恒成立,

即
2≤

a
2
,

(2)2- 2a+a≥0,

ì

î

í

ïï

ïï

所以22≤a≤2(2+1).

故实数a 的取值范围是[22,2(2+1)].
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【类题通法】
解决复合函数的单调性问题的策略

(1)求复合函数的单调区间,首先求出函数的定义

域,再利用复合函数单调性的法则“同增异减”求单调

区间;
(2)若已知函数在某个区间上的单调性,则该区

间为函数相应单调区间的子区间,从而求参数的

范围.
注意:函数在某区间上单调,前提是在该区间上有

意义,不能忽视其对参数范围的限制.
对数型复合函数性质的综合应用

1.(2022·全国乙卷(文))若f(x)=lna+
1
1-x +

b是奇函数,则a=   ,b=    .

-
1
2 ln2 

解析:若a=0,则f(x)的定义域为

{x|x≠1},不符合题意,
所以a≠0.

若奇函数f(x)=lna+
1
1-x +b 有意义,则x≠

1且a+
1
1-x≠0

,

所以x≠1且x≠1+
1
a.

因为函数f(x)为奇函数,所以1+
1
a=-1

,解得a

=-
1
2.

由f(0)=0,得ln
1
2+b=0

,所以b=ln2.

2.判断函数f(x)=lg(1+x2-x)的奇偶性.
解:(方法一)由 1+x2-x>0可得x∈R,
所以函数f(x)的定义域为R.
又f(-x)=lg(1+x2+x)

=lg
(1+x2+x)(1+x2-x)

1+x2-x

=lg
1

1+x2-x

=-lg(1+x2-x)=-f(x),
即f(-x)=-f(x).

所以函数f(x)=lg(1+x2-x)是奇函数.
(方法二)由 1+x2-x>0可得x∈R,

f(x)+f(-x)=lg(1+x2-x)+lg(1+x2+x)

=lg[(1+x2-x)(1+x2+x)]
=lg(1+x2-x2)=0.
所以f(-x)=-f(x).
所以函数f(x)=lg(1+x2-x)是奇函数.

3.已知函数f(x)=loga(x+1),g(x)=loga(1-x)
(其中a>0,且a≠1).
(1)求函数f(x)+g(x)的定义域;
(2)判断函数f(x)-g(x)的奇偶性,并予以证明.

解:(1)由题意得
x+1>0,
1-x>0,{

所以-1<x<1.
所以所求函数的定义域为(-1,1).
(2)函数f(x)-g(x)为奇函数.
证明如下:
令 H(x)=f(x)-g(x),
则 H(x)=loga(x+1)-loga(1-x)

=loga
x+1
1-x

(-1<x<1).

因 为 H (-x)=loga
-x+1
1+x = -loga

x+1
1-x

=-H(x),
所以函数 H(x)=f(x)-g(x)为奇函数.
【类题通法】

解决综合性问题的关注点

(1)增强定义域意识:求单调区间、证明奇偶性、
解不等式都要先求定义域,符合定义域是满足性质的

前提.
(2)增强性质的应用意识:解对数不等式的关键

是转化为常见的不等式,转化工具就是对数函数的单

调性.
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课后素养评价(三十五)

               1.函数y=log12(-x)是 (  )

A.(0,+∞)上的增函数

B.(0,+∞)上的减函数

C.(-∞,0)上的增函数

D.(-∞,0)上的减函数

C 解析:函数y=log12(-x),定义域为(-∞,0),
令u=-x,则y=log12u,
因为u=-x 在(-∞,0)上单调递减,y=log12u 在

(0,+∞)上单调递减,
所以由复合函数的单调性可知,函数y=log12(-x)在
(-∞,0)上单调递增.

2.已知函数f(x)的图象与g(x)=log14x 的图象关

于x 轴对称,则不等式f(3x)<f(2x+1)的解集为

(  )
A.(0,+∞) B.(0,1)

C.0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.(-∞,1)

B 解析:根据题意,g(x)是在(0,+∞)上的减函

数,又f(x)与g(x)关于x 轴对称,则f(x)=
log4x是(0,+∞)上的增函数,所以0<3x<2x+
1,解得0<x<1.

3.已知y=loga(2-ax)的单调递减区间为[0,1],则
a 的取值范围为 (B)
A.(0,1) B.(1,2)
C.(0,2) D.[2,+∞)

4.如果log12x<log12y<0,那么 (  )
A.y<x<1 B.x<y<1
C.1<x<y D.1<y<x
D 解析:对数函数y=log12x 在(0,+∞)上单调

递减,则由log12x<log12y<0=log121,可得1<y
<x.

5.函 数 y =log12 (1-x2)的 单 调 递 增 区 间

为    ,最小值为    .
[0,1) 0 解析:要使y=log12(1-x

2)有意义,
则1-x2>0.
所以x2<1.所以-1<x<1.因此函数的定义域为

(-1,1).
令t=1-x2,x∈(-1,1).
当x∈(-1,0]时,x 增大,t增大,y=log12t减小,
所以x∈(-1,0]时,y=log12(1-x

2)单调递减.

同理,当x∈[0,1)时,y=log12(1-x
2)单调递增.

故函数y=log12(1-x
2)的单调递增区间为[0,1),

且函数的最小值ymin=log12(1-0
2)=0.

6.函 数 f(x)=log2 x ·log2 (2x)的 最 小 值

为    .

-
1
4 

解析:显然x>0,所以f(x)=log2 x ·

log2(2x)=
1
2log2x

·log2(4x2)=
1
2log2x

·

(log24 + 2log2x )= log2x + (log2x )2 =

log2x+
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
1
4≥-

1
4
,当且仅当x=

2
2

时,有

f(x)min=-
1
4.

7.已知函数f(x)=lg[(a2-1)x2+(a+1)x+1].若
f(x)的定义域为R,则实数a 的取值范围为(-∞,

-1]∪ 5
3
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.

8.已知函数f(x)=lg(2+x)+lg(2-x).
(1)求函数y=f(x)的定义域;
(2)判断函数y=f(x)的奇偶性;
(3)若f(m-2)<f(m),求m 的取值范围.

解:(1)要使函数f(x)有意义,则 2+x>0,
2-x>0,{

解得-2<x<2.
所以函数y=f(x)的定义域为{x|-2<x<2}.
(2)由(1),可知函数y=f(x)的定义域为(-2,2),
对任意x∈(-2,2),有-x∈(-2,2).
因为f(-x)=lg(2-x)+lg(2+x)=lg(2+x)
+lg(2-x)=f(x),
所以函数y=f(x)为偶函数.
(3)函数f(x)=lg(2+x)+lg(2-x)=lg(4-
x2).
当0≤x<2时,函数y=f(x)为减函数;当-2<x
<0时,函数y=f(x)为增函数.
所 以 不 等 式 f (m -2)<f (m )等 价 于

-2<m-2<2,
-2<m<2,
|m|<|m-2|,

ì

î

í

ïï

ïï

解得0<m<1.

故m 的取值范围为{m|0<m<1}.
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               1.若函数y=loga(3-ax)为增函数,则函数y=
loga|x|的图象大致是 (  )

     A       B

     C       D
A 解析:由题可知a>0且a≠1,令u=3-ax,则

u=3-ax 为减函数.
由函数y=loga(3-ax)为增函数可得0<a<1.
当x>0时,y=loga|x|=logax,此 时 函 数y=
loga|x|为减函数.结合函数y=loga|x|为偶函数可

知,函数y=loga|x|的图象为选项A中的图象.
2.若函数y=loga(x2-ax+1)有最小值,则a 的取

值范围是 (  )

A.0<a<1 B.0<a<2,a≠1
C.1<a<2 D.a≥2
C 解析:令g(x)=x2-ax+1(a>0,且a≠1),

①当a>1时,g(x)在R上恒为正,所以Δ=a2-4
<0,解得1<a<2;

②当0<a<1时,函数y=loga(x2-ax+1)没有

最小值,不符合题意.
综上所述,1<a<2.

3.(多选)已知函数f(x)=logax(a>0,且a≠1)的图

象经过点(4,2),则下列命题正确的有 (  )

A.函数f(x)为增函数

B.函数f(x)为偶函数

C.若x>1,则f(x)>0

D.若0<x1<x2,则
f(x1)+f(x2)

2 <f
x1+x2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ACD 解析:由 题 可 知2=loga4,解 得a=2,故

f(x)=log2x.
对于A,函数f(x)为增函数,正确;
对于B,f(x)=log2x 不为偶函数;
对于 C,当 x>1时,f(x)=log2x>log21=0,
正确;
对于D,由对数函数的图象可知,若0<x1<x2,则

f(x1)+f(x2)
2 <f

x1+x2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷.

4.(多选)已知函数f(x)=log12(2-x)-log2(x+

4),则下列结论中正确的是 (  )

A.f(x)的定义域是[-4,2]

B.y=f(x-1)是偶函数

C.f(x)在区间[-1,2)上是增函数

D.f(x)的图象关于直线x=-1对称

BCD 解析:对于A,由题意可得函数

f(x)=log12(2-x)-log2(x+4)=-log2[(2-
x)(x+4)].
由2-x>0,x+4>0可得-4<x<2,故函数定义

域为(-4,2),故A错误;
对于B,y=f(x-1)=-log2[(3-x)(x+3)]的
定义域为(—3,3),
设g(x)=-log2[(3-x)(x+3)],所以g(-x)

=-log2[(3+x)(-x+3)]=g(x),
即y=f(x-1)是偶函数,故B正确;
对于C,

f(x)=-log2[(2-x)(x+4)]=-log2(-x2-
2x+8)=-log2[-(x+1)2+9]=log12[-(x+
1)2+9],
令t=-(x+1)2+9,可得y=log12t,
因为当x∈[-1,2)时,t=-(x+1)2+9是减函

数,而函数y=log12t也是减函数,
所以函数f(x)在区间[—1,2)上是增函数,故C
正确;
对于D,f(-2-x)=-log2[(x+4)(2-x)]=
f(x),得f(x)的图象关于直线x=-1对称,故D
正确.

5.已知f(x)是定义在 R上的偶函数,且在[0,+∞)

上为增函数,f
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,则不等式f(log1

8
x)>0的

解集为 0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷∪(2,+∞),不等式f(log1

8
x)<0的

解集为 1
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

6.作出函数y=|log2x|+2的图象,并根据图象写出

函数的单调区间及值域.
解:先作出函数y=log2x 的图象,如图(1);再将y=
log2x 在x 轴下方的图象翻折到x 轴上方(原来在x
轴上方的图象不变),得到函数y=|log2x|的图象,
如图(2);然后将y=|log2x|的图象向上平移2个单

位长度,得到函数y=|log2x|+2的图象,如图(3).
由图(3)得函数y=|log2x|+2的单调递增区间是

[1,+∞),单调递减区间是(0,1),值域是[2,+∞).
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  图(1)      图(2)     图(3)

7.设函数f(x)=(log2x+log24)·(log2x+log22)的定

义域为 1
4
,4

é

ë
êê

ù

û
úú.

(1)若t=log2x,求t的取值范围;
(2)求y=f(x)的最大值与最小值,并求出取最值

时对应的x 的值.

解:(1)因为t=log2x 是增函数,而x∈ 1
4
,4

é

ë
êê

ù

û
úú,

所以t的取值范围为 log2
1
4
,log24

é

ë
êê

ù

û
úú,即t∈[-2,2].

(2)记t=log2x,则y=f(x)=(log2x+2)(log2x

+1)=(t+2)(t+1)=t+
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
1
4
(-2≤t≤2).

因为y=t+
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
1
4

在 -2,-
3
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递减,

在 -
3
2
,2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,

所以,当t=log2x=-
3
2
,即x=2-

3
2=

2
4

时,

y=f(x)有最小值f 2
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
4
;

当t=log2x=2,即x=22=4时,

y=f(x)有最大值f(4)=12.
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4.4.3 不同函数增长的差异

学习任务目标
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  1.理解“直线上升”“指数爆炸”“对数增长”的含义.
2.区分指数函数、对数函数以及幂函数增长速度的差异.
3.会选择适当的函数模型分析和解决一些实际问题.
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                 知识点 三种常见函数模型的增长差异

  函数

性质  
y=ax

(a>1)
y =logax
(a>1)

y=kx
(k>0)

在(0,+∞)
上的增减性

增函数 增函数 增函数

图象的变化

随 x 的

增大逐渐

变“陡”

随 x 的 增

大逐渐趋于

平缓

增 长 速 度

保持不变

增长速度
y=ax(a>1)的增长快于y=kx(k>
0)的增长,y=kx(k>0)的增长快于y
=logax(a>1)的增长

增长结果
总会存在一个x0,当x>x0 时,有ax

>kx>logax

[微训练]

1.下列函数中,y随x 的增大而增大且增长速度最快的是

(A)

A.y=ex

B.y=lnx 

C.y=x2

D.y=e-x

2.若x∈(1,2),则下列结论正确的是 (  )

A.2x>x
1
2>lgx

B.2x>lgx>x
1
2

C.x
1
2>2x>lgx

D.x
1
2>lgx>2x

A 解析:因为x∈(1,2),所以2x>2,x
1
2∈(1,2),

lgx∈(0,lg2).所以2x>x
1
2>lgx.
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几类函数的增长差异

1.下列函数中,增长速度最快的是 (  )

A.y=2024x

B.y=x2024

C.y=log2024x
D.y=2024x
A 解析:指数函数y=ax(a>0,且a≠1)在a>1
时呈爆炸式增长,并且随a 值的增大,增长速度越

来越快.故选A.
2.三个变量y1,y2,y3随变量x 变化的数据如下表:

x 1 5 10 15 20 25 30

y1 2 32 102432768
1.05
×106

3.36
×107

1.07
×109

y2 2 10 20 30 40 50 60

y3 24.3225.3225.907 6.322 6.644 6.907

其中关于x 呈指数增长的变量是y1.
【类题通法】
根据不同函数增长差异判断函数模型的方法

(1)根据函数值的变化量的情况对函数模型进行

判断.
(2)根据图象判断增长型的指数函数、对数函数

时,通常是观察函数图象上升的快慢,即随着自变量

的增大,图象变“陡”的函数是指数函数;图象趋于平

缓的函数是对数函数.

几类函数增长速度的比较

[探究活动]
函数f(x)=2x 和g(x)=x3的图象如图所示,

设两函数的图象交于点A(x1,y1),B(x2,y2),且x1

<x2.

探究1:请指出图中曲线C1,C2分别对应的函数.
提示:C1对应的函数为g(x)=x3,C2对应的函

数为f(x)=2x.
探究 2:结 合 函 数 图 象,比 较 f(6),g(6),

f(2021),g(2021)的大小.

提示:因为f(1)>g(1),f(2)<g(2),f(9)<
g(9),f(10)>g(10),所以1<x1<2,9<x2<10,

所以x1<6<x2,2021>x2.
从图象上可以看出,当x1<x<x2时,

f(x)<g(x),所以f(6)<g(6);
当x>x2时,f(x)>g(x),
所以f(2021)>g(2021).
又g(2021)>g(6),
所以f(2021)>g(2021)>g(6)>f(6).

[评价活动]

1.已知a>0,且a≠1,以下四种说法中,正确的是

(  )

A.幂函数增长的速度比一次函数增长的速度快

B.对任意的x>0,xa>logax
C.对任意的x>0,ax>logax
D.一定存在x0,当x>x0时,总有ax>xa>logax
(a>1)

D 解析:对于A,幂函数增长的速度不一定比一次

函数增长的速度快,如y=x
1
2 和y=2x+1在x∈

(1,+∞)时,所以A错误;

对于B,当a=
1
2

时,由幂函数和对数函数的性质

知,对 任 意 的 x>0,xa>logax 不 成 立,所 以 B
错误;

对于C,当a=
1
2

时,由指数函数和对数函数的性质

知,对 任 意 的 x>0,ax>logax 不 成 立,所 以 C
错误;
对于D,由幂函数和指数函数、对数函数的性质知,
一定存在x0,当x>x0 时,总有ax>xa>logax,所
以D正确.

2.下面对函数f(x)=log12x,g(x)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

与h(x)

=-
x
3

在区间(0,+∞)上的单调递减情况说法正确

的是 (  )

A.f(x)减小速度越来越慢,g(x)减小速度越来越

快,h(x)减小速度比较平稳

B.f(x)减小速度越来越快,g(x)减小速度越来越

慢,h(x)减小速度越来越快

C.f(x)减小速度越来越慢,g(x)减小速度越来越

慢,h(x)减小速度比较平稳

D.f(x)减小速度越来越快,g(x)减小速度越来越

快,h(x)减小速度越来越快
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C 解析:观察函数f(x)=log12x,g(x)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

,

h(x)=-
x
3

在区间(0,+∞)上的图象如下图所示:

函数f(x)的图象在区间(0,1)上递减较快,但递减

速度逐渐变慢;函数f(x)在区间(1,+∞)上递减

较慢,且越来越慢.同样,函数g(x)的图象在区间

(0,+∞)上递减较慢,且递减速度越来越慢.函数

h(x)的图象递减速度比较平稳.
3.判断方程2x=x2有几个实根.

解:设y1=x2,y2=2x,作出这两个函数的图象,如
图所示.

由图象知,方程一定有一个负根.当x>0时,开始

时y1=x2的图象在y2=2x 的图象下方,但此时由

于y1=x2比y2=2x 增长的速度快,所以存在x0,

当x>x0时,y1=x2的图象就会在y2=2x 的图象

的上方,故此时产生一个实根x0,随着x 的增大,

y2=2x 的增长速度越来越快,并超过y1=x2的增

长速度,故存在x1,当x>x1时,y2=2x 的图象又

在y1=x2的图象的上方,故又产生一个实根x1,此
后一直是y2=2x 比y1=x2增长得快,再没有实根

了,故此方程有三个实根.
【类题通法】

常见的函数模型及增长特点

(1)线性函数模型

线性函数模型y=kx+b(k>0)的增长特点是

“直线上升”,其增长速度不变.
(2)指数函数模型

指数函数模型y=ax(a>1)的增长特点是随着

自变量的增大,函数值增大的速度越来越快,呈爆炸

性增长,形象地称为“指数爆炸”.
(3)对数函数模型

对数函数模型y=logax(a>1)的增长特点是随

着自变量的增大,函数值增大的速度越来越慢,即增

长速度平缓,可称为“对数增长”.

几类函数增长模型的实际应用

1.中国茶文化博大精深.茶水的口感与茶叶类型和水

的温度有关.经验表明,某种绿茶用85℃的水泡制,
再等到茶水温度降至60℃时饮用,可以产生最佳

口感.为分析泡制一杯最佳口感茶水所需时间,某
研究人员每隔1min测量一次茶水的温度,根据所

得数据作出如图所示的散点图.观察点的分布情

况,下列可以近似地刻画茶水温度y(单位:℃)随
时间x(单位:min)变化的规律的函数模型是

(  )

A.y=mx2+n(m>0)

B.y=mx+n(m>0)

C.y=max+n(m>0,a>0,a≠1)

D.y=mlogax+n(m>0,a>0,a≠1)

C 解析:由函数图象,可知符合条件的只有指数函

数模型.故选C.
2.某大型超市为了满足顾客的购物需求,对超市的商

品种类做了一定的调整,结果调整初期利润增长迅

速,随着时间的推移,增长速度越来越慢.如果建立

恰当的函数模型来反映该超市调整后利润y 与售

出商品的数量x 的关系,则可选用 (  )

A.一次函数  
B.二次函数

C.指数型函数  
D.对数型函数

D 解析:四个函数中,A的增长速度不变,B,C增

长速度越来越快,其中C增长速度比B更快,D增

长速度越来越慢,故只有D能反映y 与x 的关系.
3.某公司预投资100万元,有两种投资方案可供

选择:
甲方案:年利率10%,按单利计算,5年后收回本金

和利息;
乙方案:年利率9%,按复利计算,5年后收回本金

和利息.
若投资5年,哪种投资方案更有利? 可多得利息多

少元? (结果精确到0.01万元)
解:按甲方案投资,每年利息为100×10%=10万

元,5年后本息合计150万元;
按乙方案投资,第一年本息合计100×1.09万元,第

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—061—



二年本息合计100×1.092万元……5年后本息合计

100×1.095≈153.86(万元).
故乙方案更有利,按乙方案投资5年可多得利息

3.86万元.
4.某皮鞋厂今年1月份开始投产,并且前4个月的产

量分别为1万双、1.2万双、1.3万双、1.37万双.由
于产品质量好、款式新颖,前几个月的销售情况良

好.为了推销员在推销产品时,接受订单不至于过

多或过少,需要估计以后几个月的产量.厂里分析,
产量的增加仅依靠工人熟练程度的提高和生产流

程的优化.厂里暂时不准备增加设备和工人.针对月

份x 与产量y(单位:万双),给出三种函数模型:y
=ax+b,y=ax2+bx+c,y=abx+c,你认为利用

哪一种模型估算以后几个月的产量最合适?
解:由题意知,将产量随时间变化的离散量分别抽

象为A(1,1),B(2,1.2),C(3,1.3),D(4,1.37)这四

点的坐标.
(1)当选函数模型y=ax+b 时,将B,C 两点的坐

标代入函数解析式,

得
3a+b=1.3,

2a+b=1.2,{ 解得
a=0.1,

b=1.{
所以y=0.1x+1.
由此可得结论为:在不增加工人和设备的条件下,
产量会每月上升1000双,这是不太现实的.
(2)当选函数模型y=ax2+bx+c时,将A,B,C 三

点的坐标代入函数解析式,得
a+b+c=1,

4a+2b+c=1.2,

9a+3b+c=1.3,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解

得

a=-0.05,

b=0.35,

c=0.7.

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以y=-0.05x2+0.35x+0.7.
由此函数计算4月份的产量为1.3万双,比实际产

量少700双,而且由二次函数性质可知,产量自4
月份开始将每月下降(图象开口向下,对称轴为x
=3.5),不符合实际.
(3)当选函数模型y=abx+c 时,将A,B,C 三点

的坐标代入函数解析式,

得

ab+c=1,①
ab2+c=1.2,②
ab3+c=1.3.③

ì

î

í

ï
ï

ïï

由①,得ab=1-c,代入②③,

得
b(1-c)+c=1.2,

b2(1-c)+c=1.3,{

则
c=
1.2-b
1-b

,

c=
1.3-b2

1-b2
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得
b=0.5,

c=1.4.{

则a=
1-c
b =-0.8.

所以y=-0.8×0.5x+1.4.
把x=4代入得y=-0.8×0.54+1.4=1.35.
比较上述三个函数模型的优劣,既要考虑误差最

小,又要考虑生产的实际.由指数函数的性质知,一
段时间内产量会明显上升,但经过一段时间之后,
如果不增加工人和设备,产量必然趋于稳定,符合

实际情况.
因此选用函数模型y=abx+c.
【类题通法】

建立函数模型应遵循的三个原则

(1)简化原则:建立函数模型,一定要对实际问题

进行简化,抓主要因素、主要变量,尽量建立较低阶、
较简便的模型.

(2)可推演原则:建立模型,一定要有意义,既能

作理论分析,又能计算、推理,且能得出正确结论.
(3)反映性原则:建立模型,应与实际问题具有

“相似性”,所得模型的解应具有说明问题的功能,能
回到具体问题中解决问题.
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课后素养评价(三十六)

                                 1.四人赛跑,假设他们跑过的路程fi(x)(其中i∈
{1,2,3,4})和时间x(x>1)的函数关系分别是f1(x)

=x2,f2(x)=4x,f3(x)=log2x,f4(x)=2x.如果

他们一直跑下去,最终跑在最前面的人对应的函数

关系是 (  )

A.f1(x)=x2 B.f2(x)=4x

C.f3(x)=log2x D.f4(x)=2x
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D 解析:显然四个函数中,指数函数是增长最快

的,故 最 终 跑 在 最 前 面 的 人 具 有 的 函 数 关 系 是

f4(x)=2x.故选D.

2.若log2x<x2<2x,则x 的取值范围是 (  )

A.(0,+∞) B.(2,+∞)

C.(-∞,2) D.(4,+∞)

D 解析:当x>4时,log2x<x2<2x.故选D.

3.在某试验中,测得变量x 和变量y 之间的对应数

据,如下表.

x 0.50 0.99 2.01 3.98

y -1.01 0.01 0.98 2.00

则最适合表示x,y 之间关系的函数是 (  )

A.y=2x B.y=x2-1

C.y=2x-2 D.y=log2x
D 解析:根据x=0.50,y=-1.01,代入计算,可以

排除A;根据x=2.01,y=0.98,代入计算,可以排

除B,C;将各数据代入函数y=log2x,可知满足题

意.故选D.

4.若a>1,k>0,则当x 足够大时,ax,xk,logax 的大

小关系是      .

ax>xk>logax 解析:因为a>1,k>0,所以函数

y1=ax,y2=xk,y3=logax 都是增函数.
由指数函数、对数函数、幂函数的变化规律可知,当

x 足够大时,ax>xk>logax.

5.设某人投资x元,获利y元,有甲、乙、丙三种方案可供

选择,三种方案中y 与x 的关系分别为甲:y=0.2x,

乙:y=log2x+100,丙:y=1.005x,则投资500元、

1000元、1500元时,应分别选择    方案.

乙、甲、丙 解析:将投资额分别代入甲、乙、丙的函

数关系式中,比较y 值的大小即可求出.

6.某商场去年1月份到12月份销售额呈现先下降后

上升的趋势,现有三种模型:

①f(x)=p·qx(q>0,且q≠1);

②f(x)=logpx+q(p>0,且p≠1);

③f(x)=x2+px+q.
能较准确地反映该商场月销售额f(x)与月份x 关

系的函数模型为③(填序号).若所选函数满足f(1)

=10,f(3)=2,则f(x)=x2-8x+17.

7.某人对一棵松树的生长进行了研究,收集了其高度

h(单位:m)与生长时间t(单位:年)的相关数据如下

表所示,并准备选择h=mt+b(m≠0)或h=

loga(t+1)(a>0,且a≠1)来刻画h 与t的关系.你

认为选择哪个函数更合理? 请预测第8年松树的

高度.

t 1 2 3 4 5 6

h 0.6 1 1.3 1.5 1.6 1.7

解:据表中数据作图.

由图可以看出,选用对数型函数更合理.将(2,1)代入

到h=loga(t+1)中,得1=loga3,解得a=3.即h=

log3(t+1).
当t=8时,h=log3(8+1)=2,

故可预测第8年松树的高度为2m.
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               1.下面给出了一株红豆树的生长时间t(单位:月)
与枝条数y 的关系图象,那么下列最符合红豆树

生长时间t与枝条数y 的关系的函数模型是(A)

A.指数函数模型y=2t

B.对数函数模型y=log2t

C.幂函数模型y=t3

D.二次函数模型y=2t2

2.某食品的保鲜时间y(单位:h)与储存温度x(单
位:℃)满足函数关系y=ekx+b(e=2.718…为自然

对数的底数,k,b 为常数).若该食品在0℃的保鲜

时间是192h,在22℃的保鲜时间是48h,则该食

品在33℃的保鲜时间是 (D)

A.22h B.23h
C.33h D.24h

3.某地区植被被破坏,土地沙漠化越来越严重,最近

三年测得沙漠增加量分别为0.2万公顷、0.4万公顷
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和0.76万公顷,则沙漠增加量y(万公顷)关于年数x
的函数关系可近似表示为 (C)

A.y=0.2x B.y=
1
10
(x2+2x)

C.y=
2x

10 D.y=0.2+log16x

4.党的二十大报告强调,要加快建设交通强国、数字

中国.专家称数字交通让出行更智能、安全、舒适.数
字交通研究中,将某路段单位时间内通过的车辆数

称为道路密度,将该路段单位长度内的车辆数称为

车辆密度.现定义交通流量F=
q
x
,其中x 为道路

密 度,q 为 车 辆 密 度,已 知 F =f (x)=
100-45ax,0<x<40,

-
7
8x+120

,40≤x≤80,

ì

î

í
ïï

ïï
其中a>0.当道路密度x

=2时,交通流量F=95.
(1)求a 的值;
(2)若交通流量F>95,求道路密度x 的取值范围;
(3)求车辆密度q的最大值.

解:(1)依题意,100-45a2=95,即a2=
1
9
,

又a>0,所以a=
1
3.

(2)当40≤x≤80时,F=f(x)=-
7
8x+120

单调

递减,
F 最大值为f(40)=85;

当0<x<40时,由100-45× 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

>95,解得x>

2,即2<x<40,所以,若交通流量F>95,则道路密

度x 的取值范围为(2,40).
(3)依题意,q=F·x=

100-45· 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
é

ë
êê

ù

û
úú ·x,0<x<40,

-
7
8x

2+120x,40≤x≤80,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以,当0<x<40时,q<100·x<4000;

当40≤x≤80时,q=-
7
8 x-

480
7

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
28800
7

≤
28800
7 .

由于40<
480
7 <80

,所以,当x=
480
7

时,q 取得最大

值
28800
7 .

因为
28800
7 >4000,

所以车辆密度q 的最大值为
28800
7 .
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4.5　函数的应用（二）

4.5.1 函数的零点与方程的解

学习任务目标
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  1.理解函数的零点的概念及函数的零点、方程的根与图象与x 轴的交点的关系.
2.会求函数的零点.
3.掌握函数零点存在定理并会判断函数零点所在的大致区间及个数.
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                 知识点一 函数的零点的概念

对于一般函数y=f(x),我们把使f(x)=0的实数

x 叫做函数y=f(x)的零点.
知识点二 方程、函数、函数图象之间的关系

方程f(x)=0有实数解⇔函数y=f(x)有零点⇔函

数y=f(x)的图象与x 轴有公共点.
[微训练]
               1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)函数的零点是一个点. (×)
(2)所有的函数都有零点. (×)
(3)若方程f(x)=0有两个不等实数解x1,x2,则

函数y=f(x)的零点为(x1,0),(x2,0). (×)
(4)函数y=f(x)的零点是函数y=f(x)的图象

与x 轴交点的横坐标,是方程f(x)=0的实数解.
(√)

2.函数f(x)=log2x 的零点是 (  )
A.1 B.(1,0) C.0 D.(0,1)
A 解析:令f(x)=0,即log2x=0,得x=1.

知识点三 函数零点存在定理

如果函数y=f(x)在区间[a,b]上的图象是一条连

续不断的曲线,且有f(a)f(b)<0,那么,函数y=
f(x)在区间(a,b)内至少有一个零点,即存在c∈
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(a,b),使得f(c)=0,这个c 也就是方程f(x)=0
的解.
[微训练]
以下函数在区间(0,2)内必有零点的是 (  )
A.y=x-3 B.y=2x

C.y=x3 D.y=lgx
D 解析:画出A,B,C,D四个选项中的函数的图象

(图略)可知,只有D选项中y=lgx 在区间(0,2)上
有零点.
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求函数的零点

求下列函数的零点.
(1)f(x)=x3+8;

(2)f(x)=
(x+2)lnx

x-3
;

(3)f(x)=
2-x-4,x≤0,
lgx,x>0.{

解:(1)令x3+8=0,得x=-2.
所以函数f(x)=x3+8的零点为-2.

(2)函数f(x)=
(x+2)lnx

x-3
的定义域为(0,3)∪(3,

+∞).令
(x+2)lnx

x-3 =0,得x+2=0或lnx=0,

所以x=-2(舍去)或x=1.

所以函数f(x)=
(x+2)lnx

x-3
的零点为1.

(3)当x≤0时,令2-x-4=0,得x=-2,满足要求;
当x>0时,令lgx=0,得x=1,满足要求.
所以函数f(x)的零点是-2,1.
【类题通法】

求函数零点的两种求法

(1)代数法:求方程f(x)=0的实数根,若存在

实数根,则实数根即为函数零点,否则函数不存在

零点.
(2)几何法:与函数y=f(x)的图象联系起来,

图象与x 轴的交点的横坐标即为函数的零点.

判断函数零点所在的区间

               
1.已知函数f(x)=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

-1-log2x.若x0 是方程

f(x)=0的根,则x0∈ (  )

A.0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.12

,1
æ

è
ç

ö

ø
÷

C.1,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.32

,2
æ

è
ç

ö

ø
÷

B 解析:因为f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷= 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

-1-log2
1
2=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

>0,f(1)=
1
2-1-log21=-

1
2<0

,所 以 x0

∈ 1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷.

2.函数f(x)=lnx-
2
x

的零点所在的大致区间是

(  )

A.(1,2) B.(2,3)

C.1,
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和(3,4) D.(e,+∞)

B 解析:因为f(1)=-2<0,f(2)=ln2-1<0,

f(3)=ln3-
2
3>0

,所以f(2)f(3)<0,

所以f(x)在(2,3)内有零点.
3.若a<b<c,则函数f(x)=(x-a)·(x-b)+(x
-b)(x-c)+(x-c)(x-a)的两个零点分别位于

区间 (  )

A.(a,b)和(b,c)内

B.(-∞,a)和(a,b)内

C.(b,c)和(c,+∞)内

D.(-∞,a)和(c,+∞)内

A 解析:因为a<b<c,
所以f(a)=(a-b)(a-c)>0,

f(b)=(b-c)(b-a)<0,

f(c)=(c-a)(c-b)>0,
所以f(a)f(b)<0,f(b)f(c)<0,
即函数的两个零点分别位于区间(a,b)和(b,c)内.

4.设函数f(x)=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

(x>0)与g(x)=3-x 的图

象的交点坐标为(x0,y0),则x0所在的区间为

(  )

A.(0,1) B.(1,2)

C.(2,3) D.(3,4)

C 解析:令h(x)=f(x)-g(x)=
1
3x+x-3,

h(2)=f(2)-g(2)=
1
9-1<0

,h(3)=f(3)-

g(3)=
1
27>0

,故h(2)·h(3)<0,故x0 所在的区

间为(2,3).
【类题通法】

函数零点所在区间的确定

确定函数的零点所在的区间时,通常利用函数零
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点存在定理,转化为判断区间两端点对应的函数值的

符号是否相反.具体分为如下三个步骤:
(1)代入:将区间端点值代入函数解析式,求出函

数值.
(2)判号:把所得的函 数 值 相 乘,并 进 行 符 号

判断.
(3)定论:若符号为负且图象连续,则在该区间内

至少有一个零点.
函数零点个数问题

[探究活动]
观察函数y=f(x),x∈[-3,3]的图象,并思考

以下问题.

探究1:函数y=f(x)有几个零点?
提示:函数y=f(x)的图象与x 轴有三个交点,

所以函数y=f(x)有三个零点.
探究2:函数y=f(x)在(0,3)内有几个零点?
提示:函数y=f(x)在(0,3)内的图象与x 轴有

1个交点,所以函数y=f(x)在(0,3)内有1个零点.
[评价活动]

1.函数f(x)=
x2+2x-3,x≤0,
-2+lnx,x>0{ 的零点个数为

(  )
A.0 B.1 C.2 D.3
C 解析:当x≤0时,令x2+2x-3=0,解得x=
-3或x=1(舍去);
当x>0时,令-2+lnx=0,解得x=e2.

所以函数f(x)=
x2+2x-3,x≤0,
-2+lnx,x>0{ 有2个零点.

故选C.

2.已知当x∈[0,1]时,函数y=(mx-1)2与y= x
+m 的图象有且只有一个交点,则正实数m 的取

值范围是 (  )

A.(0,1]∪[23,+∞)

B.(0,1]∪[3,+∞)

C.(0,2]∪[23,+∞)

D.(0,2]∪[3,+∞)

B 解析:函数y=(mx-1)2的图象的对称轴为x

=
1
m.

①当
1
m≥1

,即0<m≤1时,作出函数y=(mx-

1)2与y= x+m 的图象,如图,则二者在区间[0,

1]上只有一个交点;

②当
1
m<1

,即m>1时,作出函数y=(mx-1)2与

y= x+m 的图象,如图所示,

要使二者只有一个交点,则需y= x+m 在x=1
时的值小于等于y=(mx-1)2在x=1时的值,即
m+1≤(m-1)2,解得m≥3.
综上,正实数m 的取值范围是(0,1]∪[3,+∞).故
选B.

3.函数f(x)=2x+lg(x+1)-2有    个零点.
1 解析:(方法一)因为f(0)=1+0-2=-1<0,
f(2)=4+lg3-2>0,
所以f(x)在(0,2)上存在零点.
又f(x)=2x+lg(x+1)-2在(-1,+∞)上为增

函数,故f(x)有且只有一个零点.
(方法二)在同一直角坐标系中作出h(x)=2-2x 和

g(x)=lg(x+1)的图象.由图象知g(x)=lg(x+1)
的图象和h(x)=2-2x 的图象有且只有一个交点,

即f(x)=2x+lg(x+1)-2有且只有一个零点.
【类题通法】

判断函数零点个数的四种常用方法

(1)利用函数y=f(x)的零点与方程f(x)=0
的根的关系,解方程f(x)=0,方程有几个不同的实

数根,函数就有几个零点.
(2)画出函数y=f(x)的图象,判断它与x 轴的

交点个数,从而判断零点的个数.
(3)结合函数单调性,利用函数零点存在定理,可

判断y=f(x)在(a,b)上零点的个数.
(4)转化成两个函数图象的交点个数问题.
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课后素养评价(三十七)

               1.下列函数有零点的是 (  )

A.y=
1
x B.y=2x

C.y=x2+1 D.y=x-1

D 解析:因为y=
1
x

的值域是{y|y≠0},故 不

成立;
因为y=2x的值域是{y|y>0},故不成立;
因为y=x2+1的值域是{y|y≥1},故不成立;
而y=x-1的值域是R,故符合要求.

2.已知函数f(x)=
2x-1,x≤1,

1+log2x,x>1,{ 则函数 f(x)

的零点为 (  )

A.
1
2
,0 B.-2,0

C.
1
2 D.0

D 解析:当x≤1时,令2x-1=0,得x=0.

当x>1时,令1+log2x=0,得x=
1
2
,此时无解.

综上所述,函数f(x)的零点为0.
3.下列图象表示的函数中没有零点的是 (A)

               

       A       B

       C       D

4.函数f(x)=log2x-
1
x

的零点所在的区间为

(  )

A.(0,1) B.(1,2)

C.(2,3) D.(3,4)

B 解析:由函数f(x)=log2x-
1
x
,可得f(1)=

-1<0,f(2)=1-
1
2=

1
2>0

,所以f(1)·f(2)

<0.

根据函数零点存在定理可得,函数f(x)=log2x-
1
x

的零点所在的区间为(1,2).

5.(多选)若函数f(x)的图象在R上连续不断,且满足

f(0)>0,f(1)>0,f(2)<0,则下列说法正确的是

(BD)

A.f(x)在区间(0,1)内一定没有零点

B.f(x)在区间(0,1)内可能有零点

C.f(x)在区间(1,2)内可能没有零点

D.f(x)在区间(1,2)内一定有零点

6.函数f(x)=
xln(x+1),x>0
2x2-3x-2,x≤0{ 的零点个数为

(  )

A.3 B.2
C.1 D.0
C 解析:当x>0时,由f(x)=xln(x+1)=0可

得x=0(舍);
当x≤0时,由f(x)=2x2-3x-2=0,可得x=2

(舍)或x=-
1
2.

综上可得,函数只有1个零点.

7.函数f(x)=x-
4
x

的零点有 (C)

A.0个 B.1个

C.2个 D.无数个

8.若函数f(x)的图象是连续不断的,且f(0)>0,

f(1)f(2)f(4)<0,则下列命题正确的是 (  )

A.函数f(x)在区间(0,1)内有零点

B.函数f(x)在区间(1,2)内有零点

C.函数f(x)在区间(0,2)内有零点

D.函数f(x)在区间(0,4)内有零点

D 解析:f(1)·f(2)·f(4)<0,则f(1),f(2),

f(4)中有一个小于0,另两个大于0或三个都小于

0,则有零点的可能区间为(0,1),(1,2),(0,2),(2,

4),但它们都包含于(0,4),因此选项D正确.
9.设函数f(x)=21-x-4,g(x)=1-log2(x+3),则

函数f(x)的零点与g(x)的零点之和为-2.

10.若函数f(x)=
2
x+1

,x<0,

x,x≥0,

ì

î

í

ïï

ïï

则f(1)+f(-1)=

    ;使得方程f(x)=b 有且仅有两个解的
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实数b的取值范围为    .
0 [0,1) 解 析:由 题 意 知,函 数 f(x)=
2
x+1

,x<0,

x,x≥0,

ì

î

í

ïï

ïï

则f(1)+f(-1)= 1+
2
-1+1=

0.要使得方程f(x)=b 有且仅有两个解,则只需

使得y=f(x)和y=b的图象有两个不同的交点,
作出函数f(x)的图象,如图所示.

结合图象可知,要使得方程f(x)=b有且仅有两个

解,只需0≤b<1,即实数b的取值范围是[0,1).

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.已知函数f(x)=2x+x3-8的零点x0∈(m,m+
1),则整数m 的值为 (C)

A.-1 B.0
C.1 D.2

2.已知函数f(x)的图象是连续不断的,x,f(x)的对

应值如下表:

x 1 2 3 4 5 6

f(x) 15 10 -7 6 -4 -5

则函数f(x)在区间[1,6]内的零点至少有 (  )

A.2个 B.3个

C.4个 D.5个

B 解析:由 已 知 数 表 可 知f(2)·f(3)=10×
(-7)<0,f(3)·f(4)=(-7)×6<0,f(4)×
f(5)=6×(-4)<0,故函数f(x)在(2,3),(3,4),
(4,5)内分别存在零点,故至少有3个零点.

3.设函数f(x)=x+lgx满足f(a)f(b)·f(c)<0(a
<b<c),f(x)的零点为x0,则下列结论一定错误

的是 (  )

A.x0∈(a,c) B.x0∈(a,b)

C.x0∈(b,c) D.x0∈(c,+∞)

C 解析:函数f(x)=x+lgx 的定义域为{x|x>
0},函数是增函数,
满足f(a)f(b)f(c)<0(a<b<c),说明f(a),

f(b),f(c),有1个负数和2个正数或3个负数,

f(a)一定是负数.由函数的零点存在定理可知,函
数的零点可能在(a,c),(a,b),(c,+∞)内,不可能

在(b,c)内.
4.函数f(x)=2x|log0.5x|-1的零点个数为 (  )

A.1 B.2
C.3 D.4
B 解析:函数f(x)=2x|log0.5x|-1的零点个数

⇔方程|log0.5x|=
1
2x=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的根的个数⇔函数

y1=|log0.5x|与y2=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的图象的交点个数.作

出两个函数的图象如图所示,由图可知两个函数图

象有2个交点.故选B.

5.对 实 数 a 和 b,定 义 运 算 “􀱋”:a 􀱋b =
a,a-b≤1,

b,a-b>1.{ 设函数f(x)=(x2-2)􀱋(x-1),x∈

R.若函数y=f(x)-c恰有两个零点,则实数c的取

值范围是    .
(-2,-1]∪ (1,2] 解 析:因 为 a 􀱋b

=
a,a-b≤1,

b,a-b>1,{
所 以 f (x)= (x2 - 2)􀱋 (x - 1)

=
x2-2,-1≤x≤2,

x-1,x<-1或x>2,{
由图可知,当-2<c≤-1或1<c≤2时,函 数

f(x)与y=c的图象有两个公共点,
所以c的取值范围是(-2,-1]∪(1,2].

6.已知函数f(x)=
|x|,x≤m,

x2-2mx+4m,x>m,{ 其中m>0.

若存在实数b,使得关于x 的方程f(x)=b有三个不

同的根,则m 的取值范围是    .
(3,+∞) 解析:由题意知方程f(x)-b=0有三

个不同的根,即直线y=b 与函数y=f(x)的图象

有三个不同的交点.

作出函数f(x)=
|x|,x≤m,

x2-2mx+4m,x>m{ 的图象,如

图所示.
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若存在实数b,使方程f(x)-b=0有三个不同的

根,则m>-m2+4m,即m2-3m>0.
又因为m>0,所以m>3,即m 的取值范围为(3,+∞).

7.已知函数f(x)=log1
2
x+

1
2x-

17
2.

(1)用单调性的定义证明f(x)在定义域上是单调函数;
(2)证明f(x)有零点;

(3)设f(x)的零点x0 落在区间 1
n+1

,1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内,求正

整数n 的值.
(1)证明:显然f(x)的定义域为(0,+∞).

设0<x1<x2,则x2-x1>0,x1x2>0⇒
1
2x1

-
1
2x2

=
x2-x1

2x1x2
>0,

又log1
2
x1>log 1

2
x2⇒log 1

2
x1-log1

2
x2>0,

所以 f(x1)-f(x2)= (log1
2
x1 -log1

2
x2)+

1
2x1

-
1
2x2

æ

è
ç

ö

ø
÷>0,所以f(x1)>f(x2).

故f(x)在定义域(0,+∞)上是减函数.

(2)证明:因为f(1)=0+
1
2-

17
2=-8<0

,f
1
16
æ

è
ç

ö

ø
÷

=4+8-
17
2=

7
2>0

,所以f(1)f
1
16
æ

è
ç

ö

ø
÷<0.

又因为f(x)在区间 1
16
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上连续不断,所以f(x)

有零点.

(3)解:f
1
11
æ

è
ç

ö

ø
÷=log1

2

1
11+

11
2-
17
2

=log211-3>log28-3=0,

f
1
10
æ

è
ç

ö

ø
÷=log1

2

1
10+5-

17
2

=log210-
7
2=log25-

5
2

=log2 25-log2 32<0,

所以f
1
10
æ

è
ç

ö

ø
÷f
1
11
æ

è
ç

ö

ø
÷<0,

所以f(x)的零点在区间 1
11
,1
10

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内,故n=10.
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4.5.2 用二分法求方程的近似解

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
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  1.通过具体实例理解二分法的概念及其使用条件.
2.了解二分法是求方程近似解的常用方法,能借助计算器用二分法求方程的近似解.
3.会用二分法思想解决其他的实际问题.
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                 知识点一 二分法的概念

对于在区间[a,b]上图象连续不断且f(a)f(b)<0
的函数y=f(x),通过不断地把它的零点所在区间

一分为二,使所得区间的两个端点逐步逼近零点,进
而得到零点近似值的方法叫做二分法.
[微训练]

1.如图,下列函数的图象与x 轴均有交点,但不能用

二分法求交点横坐标的是 (A)

  A    B     C     D
2.下列函数中,不能用二分法求零点近似值的是②④.

①f(x)=3x;②f(x)=x2+1;③f(x)=lnx;

④f(x)=|x|.
知识点二 用二分法求函数零点近似值的步骤

给定精确度ε,用二分法求函数y=f(x)的零点x0

的近似值的一般步骤如下:
(1)确 定 零 点 x0 的 初 始 区 间 [a,b],验

证f(a)f(b)<0.
(2)求区间(a,b)的中点c.
(3)计算f(c),并进一步确定零点所在的区间:

①若f(c)=0(此时x0=c),则c就是函数的零点;

②若f(a)f(c)<0(此时x0∈(a,c)),则令b=c;

③若f(c)f(b)<0(此时x0∈(c,b)),则令a=c.
(4)判断是否达到精确度ε:若|a-b|<ε,则得到零点近

似值a(或b);否则重复步骤(2)~(4).
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以上步骤可借助口诀记忆:定区间,找中点,中值计算

两边看;同号去,异号算,零点落在异号间;周而复始

怎么办? 精确度上来判断.
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)精确度ε就是近似值. (×)
(2)用二分法求函数y=f(x)的零点时,若初始区

间为[a,b],则计算f
a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,如果f(a)f

a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷<

0,则零点在区间 a,
a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内. (√)

2.用二分法研究函数f(x)=x3+x2-2x-2的零点

时,f(1)f(2)<0,用二分法逐次计算.若x0是(1,

2)的中点,则f(x0)=0.625.
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二分法的概念及适用条件

[探究活动]
观察函数y=f(x)(x∈[a,b])的图象,并思考

以下问题.

探究1:函数y=f(x)在区间[a,b]上有几个零

点? 能用函数零点存在定理判断的有几个?
提示:函数y=f(x)在区间[a,b]上有4个零

点,分别为x1,x2,x3,x4;其中能用函数零点存在定

理判断的有3个,分别为x1,x3,x4.
探究2:图中零点x2有何特点? 能用二分法求它

的近似值吗?
提示:零点x2对应的点是函数y=f(x)的图象

与x 轴的切点,它不能用二分法求它的近似值.
[评价活动]
1.下面关于二分法的叙述中,正确的是 (  )
A.用二分法可求所有函数零点的近似值

B.用二分法求方程的近似解时,可以精确到小数点

后的任意一位

C.二分法无规律可循,无法在计算机上完成

D.只能用二分法求函数的零点

B 解析:用二分法求函数零点的近似值,需要有端

点函数值符号相反的区间,故选项A错误;二分法

是一种程序化的运算,可以在计算机上完成,故选

项C错误;求函数的零点的方法还有方程法、函数

图象法等,故选项D错误.故选B.
2.下列关于函数f(x),x∈[a,b]的命题中,正确的是

(  )
A.若x0∈[a,b]且满足f(x0)=0,则x0是f(x)的

一个零点

B.若x0是f(x)在[a,b]上的零点,则可以用二分

法求x0的近似值

C.函数f(x)的零点是方程f(x)=0的根,但f(x)=
0的根不一定是函数f(x)的零点

D.用二分法求方程的根时,得到的都是近似解

A 解析:对于A,x0∈[a,b]且满足f(x0)=0,则
x0 是f(x)的一个零点,故 A正确;对于B,函数

f(x)不一定连续,故B错误;对于C,方程f(x)=
0的根一定是函数f(x)的零点,故C错误;对于D,
用二分法求方程的根时,得到的根也可能是精确

值,故D错误.
3.已知下列四个函数图象,其中能用二分法求出函数

零点近似值的是 (  )

    A          B

    C          D
A 解析:由二分法的定义可知,零点左右函数值异

号时,可用二分法求零点近似值,故选A.
【类题通法】

运用二分法求函数的零点近似值的条件

(1)函数图象在零点附近连续不断;
(2)在该零点左右函数值异号.
只有满足上述两个条件,才可用二分法求函数零点

近似值.

用二分法求方程的近似解

1.利用二分法求方程x2-x-1=0的近似解(精确度

为0.3).
解:令f(x)=x2-x-1,由 于f(0)=-1<0,
f(1)=-1<0,f(2)=1>0,故可取区间(1,2)作
为计算的初始区间.
用二分法逐次计算,列表如下:

零点所在区间 中点的值 中点函数值

(1,2) 1.5 -0.25
(1.5,2) 1.75 0.3125
(1.5,1.75) 1.625 0.015625
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因为|1.75-1.5|=0.25<0.3,
所以方程x2-x-1=0的近似解可取1.5或1.75.

2.证明:函数f(x)=2x+3x-6在区间(1,2)内有唯

一零点,并求出这个零点.(精确度为0.1)
证明:因为函数f(x)=2x+3x-6,
所以f(1)=-1<0,f(2)=4>0.
所以f(x)在区间(1,2)内有零点.
又因为f(x)是增函数,
所以函数f(x)=2x+3x-6在区间(1,2)内有唯一的

零点.
设该零点为x0,则x0∈(1,2),
取x1=1.5,f(1.5)≈1.33>0,f(1)·f(1.5)<0,
所以x0∈(1,1.5).
取x2=1.25,f(1.25)≈0.128>0,f(1)·f(1.25)

<0,
所以x0∈(1,1.25).
取x3=1.125,f(1.125)≈-0.44<0,

f(1.125)·f(1.25)<0,所以x0∈(1.125,1.25).
取x4=1.1875,f(1.1875)≈-0.16<0,

f(1.1875)·f(1.25)<0,
所以x0∈(1.1875,1.25).
因为|1.25-1.1875|=0.0625<0.1,
所以可 取 x0=1.25,则 该 函 数 的 零 点 近 似 值 为

1.25.
【类题通法】

利用二分法求方程的近似解的步骤

(1)构造函数,确定方程的解所在的大致区间,通
常取区间(n,n+1),n∈Z;

(2)利用二分法求出满足精确度的方程的解所在

的区间 M;
(3)区间 M 内的任一实数均是方程的近似解,通

常取区间 M 的一个端点.

二分法思想的应用

1.某方程在区间D=(2,4)内有一无理根,若用二分

法求此根的近似值,要使所得的近似值的精确度达

到0.1,则应将区间D 等分的次数至少是    .
5 解析:第一次等分,则根在区间(2,3)内或(3,4)
内,此时精确度ε>0.1;不妨设根在(2,3)内,第二

次等分,则根在区间(2,2.5)内或(2.5,3)内,此时精

确度ε>0.1;不妨设根在(2,2.5)内,第三次等分,则
根在区间(2,2.25)内或(2.25,2.5)内,此时精确度ε
>0.1;不妨设根在(2,2.25)内,第四次等分,则根在

区间(2,2.125)内或(2.125,2.25)内,此时精确度ε
>0.1;不妨设根在(2,2.125)内,第五次等分,则根

在区间(2,2.0625)内或(2.0625,2.125)内,此时精

确度ε<0.1.满足题目要求,故至少要等分5次.
2.设f(x)=2x+3x-7,某学生用二分法求方程

f(x)=0的近似解(精确度为0.1),列出了如下

表格.

x 0 1 1.25 1.3751.43751.5 2

f(x)-6 -2 -0.87-0.28 0.02 0.33 3

若依据此表格中的数据,则得到符合要求的方程的

近似解可以为     .
1.4(答案不唯一) 解析:根 据 表 格 中 的 数 据 可

知,f(1.375)<0,f(1.4375)>0,所以方程的近

似解 在 区 间(1.375,1.4375)内,又1.4375-
1.375<0.1,所以区间(1.375,1.4375)内的任意

数均满足条件.
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课后素养评价(三十八)

               1.(多选)下列函数中,能用二分法求函数零点近似值

的有 (  )

A.f(x)=3x-1
B.f(x)=x2-2x+1
C.f(x)=log4x
D.f(x)=ex+1-2
ACD 解析:根 据 题 意,依 次 分 析 选 项:对 于 A,

f(x)=3x-1,有f(0)=0,在函数零点两侧的函数

值异号,故可以用二分法求函数零点;对于B,f(x)

=x2-2x+1=(x-1)2,且f(1)=0,当x<1时,

f(x)>0,当x>1时,f(x)>0,f(x)在零点两侧

的函数值同号,不能用二分法求函数零点;对于C,

f(x)=log4x,有f(1)=0,在函数零点两侧的函数

值异号,故可以用二分法求函数零点;对于D,f(x)
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=ex+1-2,有f(ln2-1)=0,在函数零点两侧的

函数值异号,故可以用二分法求函数零点.
2.用二分法研究函数f(x)=x3+3x-1的零点时,

第一次计算,得f(0)<0,f(0.5)>0,第二次应计

算f(x1),则x1等于 (  )

A.1 B.-1
C.0.25 D.0.75
C 解析:因为f(0)<0,f(0.5)>0,所以f(x)在
(0,0.5)内存在零点,根据二分法第二次应该计算

f(x1),其中x1=
0+0.5
2 =0.25.

3.用二分法求方程的近似解,求得函数f(x)=x3+
2x-9的部分函数值如下:f(1)=-6,f(2)=3,

f(1.5)=-2.625,f(1.75)=-0.6406,则方程x3

+2x-9=0的一个近似解x 所在区间为 (  )

A.(-0.6406,0) B.(1.75,2)

C.(1.5,1.75) D.(1,1.5)

B 解析:f(1)f(2)<0,f(1.5)f(2)<0,f(1.75)f(2)

<0,即在(1.75,2)内存在零点,即方程x3+2x-9
=0的一个近似根x 所在区间为(1.75,2)内.

4.(多选)某同学求函数f(x)=lnx+2x-6的零点

时,用计算器算得部分函数值如下所示.
f(2)≈-1.307,f(3)≈1.099,f(2.5)≈-0.084,

f(2.75)≈0.512,f(2.625)≈0.215,f(2.5625)≈
0.066.
则方程lnx+2x-6=0的近似解(精确度为0.1)
可取为 (  )

A.2.52  B.2.56  C.2.66  D.2.75
AB 解析:由表格函数值在0的左右两侧最接近的

值,即f(2.5)≈-0.084,f(2.5625)≈0.066,
可知 方 程lnx+2x-6=0的 近 似 根 在(2.5,

2.5625)内,
因此选项A中2.52符合,选项B中2.56也符合.
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               1.用“二分法”可求方程的近似解,对于精确度ε说法

正确的是 (  )

A.ε越大,近似解的精确度越高

B.ε越大,近似解的精确度越低

C.重复计算次数就是ε
D.重复计算次数与ε无关

B 解析:依“二分法”的具体步骤可知,ε越大,近似

解的精确度越低.
2.若函数f(x)在(1,2)内有1个零点,要使零点的近

似值满足精确度为0.01,则对区间(1,2)至少二等分

(C)

A.5次 B.6次 C.7次 D.8次

3.(多选)若函数f(x)的图象是连续的,且函数f(x)

的唯 一 零 点 同 时 在 区 间(0,4),(0,2),1,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

5
4
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内,则下列函数值与f(0)符号不同的是(  )

A.f(4) B.f(2) C.f(1) D.f
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ABD 解析:由二分法的步骤可知:(1)零点在(0,

4)内,则有f(0)·f(4)<0,不妨设f(0)>0,f(4)

<0,取中点2;(2)零点在(0,2)内,则有f(0)·

f(2)<0,则f(0)>0,f(2)<0,取中点1;(3)零点

在(1,2)内,则有f(1)·f(2)<0,则f(1)>0,f(2)

<0,取中点
3
2
;(4)零点在 1,

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内,则有f(1)·

f
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷<0,则f(1)>0,f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷<0,取中点

5
4
;(5)

零点在 5
4
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内,则有f

5
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷<0,

则f
5
4

æ

è
ç

ö

ø
÷>0,f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷<0,所以与f(0)符号不同的

是f(4),f(2),f
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

4.(多选)在用“二分法”求函数f(x)零点近似值时,
第一次所取的区间是[-2,4],则第三次所取的区

间可能是 (  )

A.1,
5
2

é

ë
êê

ù

û
úú B.[-2,1]

C.-2,
5
2

é

ë
êê

ù

û
úú D.-

1
2
,1

é

ë
êê

ù

û
úú

AD 解析:因为第一次所取的区间是[-2,4],所
以第二次所取的区间可能为[-2,1],[1,4],所以

第三次所取的区间可能为 -2,-
1
2

é

ë
êê

ù

û
úú,-

1
2
,1

é

ë
êê

ù

û
úú,

1,
5
2

é

ë
êê

ù

û
úú,
5
2
,4

é

ë
êê

ù

û
úú.

5.用二分法求方程x2-5=0的一个近似正解.(精确

度为0.1)
解:令f(x)=x2-5,因为f(2.2)=-0.16<0,
f(2.4)=0.76>0,所以f(2.2)·f(2.4)<0,即这

个函数在区间(2.2,2.4)内有零点x0.
取区间(2.2,2.4)的中点x1=2.3,f(2.3)=0.29,因
为f(2.2)·f(2.3)<0,所以x0∈(2.2,2.3).
再取区间(2.2,2.3)的中点x2=2.25,f(2.25)=0.0625,
因为f(2.2)·f(2.25)<0,所以x0∈(2.2,2.25).
由于|2.25-2.2|=0.05<0.1,
所以原方程的近似正解可取为2.25.
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4.5.3 函数模型的应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.会利用已知函数模型解决实际问题.
2.能建立函数模型解决实际问题.
3.认识函数模型的作用,提高数学建模、数据分析的能力.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 两个函数模型

两个函数模型

指数函

数模型
y=bax+c(a,b,c为常数,b≠0,a
>0,且a≠1)

对数函

数模型

y=mlogax+n(m,a,n 为常数,m
≠0,a>0,且a≠1)

[微训练]

1.下列函数是四种投资方案预期的收益y 关于时间

x 的函数,从足够长远的角度看,收益最好的是(A)

A.y=10×1.05x B.y=20+x1.5

C.y=30+lg(x-1) D.y=50

2.据统计,每年到某湿地公园越冬的白鹤数量y(只)
与时间x(年)近似满足关系y=alog3(x+2),观测

发现2018年冬(作为第1年)有越冬白鹤3000只,
估计到2024年冬有越冬白鹤 (C)

A.4000只 B.5000只

C.6000只 D.7000只

3.假设在不考虑空气阻力的情况下,某种火箭的最大

速度v(单位:m/s)和燃料的质量 M(单位:kg)、火
箭(除燃料外)的质量m(单位:kg)的函数关系是v

=2000·ln1+
M
m

æ

è
ç

ö

ø
÷.当 燃 料 质 量 是 火 箭 质 量 的

e6-1倍时,火箭的最大速度可达12km/s.
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已知函数模型解决实际问题

若进行科研实验时,某种病毒的总数y 和天数t的函

数关系为y=2t-1,且该种病毒的个数超过108时会发

生变异,则该种病毒发生变异前,实验进行的天数最

多为(lg2≈0.3010) (  )

A.25 B.26 C.27 D.28
C 解析:令y=2t-1=108,则t-1=log2108=8log210,

即t=8log210+1=8
1
lg2
æ

è
ç

ö

ø
÷+1≈27.6.故该种病毒发

生变异前,实验进行的天数最多为27.故选C.
【类题通法】

利用已知函数模型解决实际问题的策略

已知函数模型解决实际问题,往往给出的函数解

析式含有参数,需要将题中的数据代入函数解析式,
求得函数解析式中的参数,再将问题转化为已知函数

解析式求函数值或自变量的值.

建立函数模型解决实际问题

[探究活动]
假设你有一笔资金用于投资,现有三种投资方案

供你选择,这三种方案的回报如下:
方案一:每天回报40元;
方案二:第一天回报10元,以后每天比前一天多

回报10元;
方案三:第一天回报0.4元,以后每天的回报是

前一天的2倍.
请思考以下问题:
探究1:设第x 天所得的回报为y 元,那么上述

三种投资方案对应的函数模型分别是什么?
提示:方案一可以用y=40(x∈N*)进行描述;
方案二可以用y=10x(x∈N*)进行描述;
方案三可以用y=0.4×2x-1(x∈N*)进行描述.
探究2:探究1中的三个函数分别是什么类型的

函数? 其单调性如何?
提示:方案一是常数函数,不具有单调性;方案二

是一次函数,是单调递增的,增长量是固定不变的;方
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案三是指数型函数,是单调递增的,且增长量是成倍

增加的.
[评价活动]

1.某地现在人均年收入为3.6万元,该地人口平均每年

增长1.2%,总收入平均每年增长4%.设x年后该地人

均年收入为y万元,则y关于x的解析式为 (  )

A.y=3.6×
1.04
1.012
æ

è
ç

ö

ø
÷

x-1

B.y=3.6×1.04x

C.y=
3.6×1.04x

1.012

D.y=3.6×
1.04
1.012
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

D 解析:设该地现在人口为 M,则该地现在一年

的总收入为3.6M,1年后,该地总收入为3.6M(1

+4%),人 口 为 M(1+1.2%),则 人 均 年 收 入 为

3.6M(1+4%)
M(1+1.2%)

,2 年 后, 人 均 年 收 入 为

3.6M(1+4%)2

M(1+1.2%)2
,…,x 年 后,人 均 年 收 入 为

3.6M(1+4%)x

M(1+1.2%)x
,即 所 求 解 析 式 为 y = 3.6

× 1.04
1.012
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

.

2.某地下车库在排气扇发生故障的情况下,测得空气

中一氧化碳含量达到了危险状态,经抢修,排气扇

恢复正常.排气4min后,测得车库内的一氧化碳浓

度为64μL/L,继续排气4min,又测得一氧化碳浓

度为32μL/L.经检测知,该地下车库一氧化碳浓度y
(μL/L)与 排 气 时 间t(min)存 在 函 数 关 系 y=

c 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

mt

(c,m 为常数).

(1)求c,m 的值;

(2)若地下车库中一氧化碳浓度不高于0.5μL/L为

正常,则至少排气多少分钟,这个地下车库中的一

氧化碳浓度才能达到正常状态?

解:(1)由题意,可得方程组

64=c 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

4m

,

32=c 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

8m

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得

c=128,

m=
1
4.

ì

î

í

ïï

ïï

(2)由(1)知y=128×
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4t

,

由题意,可得128× 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4t

≤0.5,

即 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4t

≤ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

8

,即t
4≥8

,解得t≥32.

所以至少排气32min,这个地下车库中的一氧化碳

浓度才能达到正常状态.
【类题通法】

建立函数模型解决实际问题的关注点

建立模型时主要抓住四个关键:“求什么”“设什

么”“列什么”“限制什么”.
“求什么”就是弄清楚要解决什么问题,完成什么

任务.
“设什么”就是弄清楚这个问题有哪些因素,谁是

核心因素,通常设核心因素为自变量.
“列什么”就是把问题中的已知条件用所设变量

表示出来,可以是方程、函数、不等式等.
“限制什么”主要是指自变量应满足的限制条件,

在实际问题中,除了要使函数有意义外,还要考虑自

变量的实际含义,如人数不能是负数等.

实际问题中函数模型的选择

1.现测得(x,y)的两组值为(1,2),(2,5).现有两个拟

合模型,甲:y=x2+1,乙:y=3x-1.若又测得(x,

y)的一组值为(3,10.2),则应选用    作为拟合

模型较好.
甲 解析:运用图象法(图略),即根据已知的三个

点的坐标画出两个函数的图象,根据图象发现选甲

拟合度更高.

2.某地西红柿从2月1号开始上市,通过市场调查,得到

每100kg的种植成本y(单位:元)与上市时间x(距2
月1日的天数,单位:天)的数据如下表:

上市时间x 50 110 250

成本y 150 108 150

(1)根据上表数据,从下列函数中选取一个函数描

述西红柿种植成本y 与上市时间x 的变化关系:

y=ax+b,y=ax2+bx+c,y=a·bx,y=a·

logbx;

(2)利用(1)中选取的函数,求西红柿种植成本y 最

低时的上市时间x 及最低种植成本.
解:(1)根据表中数据,可判定描述西红柿种植成本

y 与上市时间x 的变化关系的函数不是单调函数,
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这与函数y=ax+b,y=a·bx,y=a·logbx 的单

调性都不符,

所以在a≠0的前提下,可选取二次函数y=ax2+

bx+c进行描述.
把(50,150),(110,108),(250,150)代入二次函数

y=ax2+bx+c中,

可得

2500a+50b+c=150,

12100a+110b+c=108,

62500a+250b+c=150,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解 得a=
1
200
,b=

-
3
2
,c=
425
2 .

所以西红柿种植成本y 与上市时间x 的函数关系

是y=
1
200x

2-
3
2x+

425
2 .

(2)由y=
1
200x

2-
3
2x+

425
2
,

可得 函 数 的 图 象 开 口 向 上,且 对 称 轴 为 x=

-
-
3
2

2×
1
200

=150,

所以,当x=150时,西红柿种植成本y 最低,

最低成本ymin=
1
200×150

2-
3
2×150+

425
2 =100.

即西红柿上市150天时,种植成本y最低,为100元.

3.某个体经营者根据前六个月经营A,B两种商品的

逐月投入金额与销售两种商品所获纯利润得到

下表.

投 入 金 额/

万元
1 2 3 4 5 6

销 售 A 种

商品所获纯

利润/万元

0.651.391.85 2 1.841.40

销 售 B 种

商品所获纯

利润/万元

0.250.490.76 1 1.261.51

该经营者准备第七个月投入12万元经营这两种商

品,请你设计一种资金投入方案,使该经营者能获

得最大利润,并按你的方案求出该经营者第七个月

可获得的最大纯利润.
解:以投入金额为横坐标,所获纯利润为纵坐标,在

平面直角坐标系中画出散点图,如图所示.

   A种商品        B种商品

由散点图可以看出,销售 A种商品所获纯利润y
与投入金额x 之间的变化规律可以用二次函数模

型进行拟合.
设y=a(x-h)2+b(a≠0),则y=a(x-4)2+2.
再把点(1,0.65)代入,得0.65=a(1-4)2+2,解得a=

-0.15,所以y=-0.15(x-4)2+2.
销售B种商品所获纯利润y 与投入金额x 之间的

变化规律是线性的,可以用一次函数模型进行拟合.
设y=kx+b(k≠0),将点(1,0.25)和(4,1)代入,

得
0.25=k+b,

1=4k+b,{ 解得
k=0.25,

b=0,{ 所以y=0.25x.

设第七个月经营A,B两种商品投入的资金分别为

xA万元,xB万元,总利润为W 万元,那么

xA+xB=12,

W=yA+yB=-0.15(xA-4)2+2+0.25xB,{
所以W=-0.15xA-

19
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+0.15× 196
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+2.6(0

<xA<12).

当xA=
19
6≈3.2

时,W 取最大值,约为4.1,此时xB=

8.8.
即该经营者第七个月把12万元中的3.2万元投入

A种商品,8.8万元投入B种商品,可获得最大纯利

润,最大纯利润约为4.1万元.
【类题通法】

函数拟合与预测的一般步骤

(1)根据原始数据、表格,绘出散点图;

(2)通过考察散点图,画出拟合直线或拟合曲线;

(3)求出拟合直线或拟合曲线的函数解析式;

(4)利用函数解析式,根据条件对所给问题进行

预测,为决策和管理提供依据.
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课后素养评价(三十九)

               1.有一组试验数据如下:

x 2 3 4 5 6

y 1.5 2.01 2.98 5.02 8.98

现准备用下列函数中的一个近似地表示这些数据

所满足的规律,其中最合适的一个是 (  )

A.y=3log3x B.y=2x-3+1

C.y=
1
4x

2+
1
2 D.y=2x-2

B 解析:根 据 表 格 中 的 数 据,作 出 散 点 图,如 图

所示.

根据散点图可知,随着x 的增大,y 的值增大,并且

增长速度越来越快,
结合选项:函数y=3log3x 增长速度越来越缓慢,
不符合题意;
函数y=2x-3+1增长速度越来越快,符合题意;
函数y=2x-2,增长速度不变,不符合题意;

而函数y=
1
4x

2+
1
2
,当x=3时,可得y=2.75;当

x=4时,可得y=4.5,

此时与真实数据误差较大,所以最接近的一个函数

是y=2x-3+1.
2.某品种的甜瓜成熟后的甜度y 与昼夜温差x(单

位:℃,5≤x≤35)近似满足函数关系y=
1
ln2

·

ln(x-3)+10.当 昼 夜 温 差 为30℃时,甜 瓜 成

熟后的甜度约为(参考数据:log23≈1.585)(  )

A.14.4 B.14.6 C.14.8 D.15.1

C 解析:由 题 意 可 得,当 x=30时,y=
1
ln2

·

ln(30-3)+10=10+3log23≈14.755≈14.8.
3.设在海拔x m处的大气压强为ykPa,y 与x 的函

数关 系 可 近 似 表 示 为y=100eax.已 知 在 海 拔

1000m处的大气压强为90kPa,根据函数关系式,
在海拔2000m 处的大气压强为    kPa.
81 解析:将(1000,90)代入y=100eax,可得a=
ln0.9
1000

,y 与x 的 函 数 关 系 可 近 似 地 表 示 为y=

100e
ln0.9
1000x.当x=2000时,y=100(eln0.9)2=81.

4.科学家通过研究,发现地震时释放出的能量E(单
位:J)与地震里氏震级 M 之间的关系为lgE=
4.8+1.5M.设里氏6.4级地震所释放的能量为E1,

里氏7.4级 地 震 所 释 放 的 能 量 为 E2,则
E2

E1
等

于101.5.
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               1.将甲桶中的aL水缓慢注入空桶乙中,tmin后甲

桶中剩余的水量y(单位:L)符合指数衰减规律,且

y=aentn 为常数.若5min后甲桶和乙桶中的水量

相等,又过了m min后甲桶中的水只有
a
8 L

,则m

的值为 (  )

A.7 B.8 C.9 D.10

D 解析:令1
8a=ae

nt,即1
8=e

nt.由已知得
1
2=

e5n,故
1
8=e

15n,比较知t=15,m=15-5=10.

2.已知函数t=-144lg1-
N
100

æ

è
ç

ö

ø
÷ 可表示打字速度与所

需的学习时间之间的关系,其中N(单位:字/min)表
示打字速度,t(单位:h)表示打字速度达到N 所需的

学习时间,则打字速度达到90字/min的水平,所需的

学习时间是 (  )
A.144h B.90h
C.60h D.40h

A 解析:由N=90可知,t=-144lg 1-
90
100

æ

è
ç

ö

ø
÷=144.

3.某工厂产生的废气经过过滤后排放,过滤过程中废

气中的污染物数量P(mg/L)与时间t(h)之间的关
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系为P=P0e-kt(P0 为污染物初始值,k 为常数).
如果在前5h消除了20%的污染物,则消除50%的

污染物需要(精确到1h,参考数据:ln2≈0.69,ln10
≈2.30) (  )

A.13h B.15h
C.18h D.20h
B 解析:前5h消除了20%的污染物,

所以(1-20%)P0=P0e-5k,即k=-
ln0.8
5 .

当污染物减少50%时,P=(1-50%)P0=0.5P0,

所以0.5P0=P0e
ln0.8
5 t.

所以t=
5ln0.5
ln0.8=-

5ln2
3ln2-ln10≈

-
5×0.69

3×0.69-2.30=15.
故选B.

4.汽车急刹时的停车距离与诸多因素有关,其中最为

关键的两个因素是驾驶员的反应时间和汽车行驶

的速度.设d 表示停车距离,d1 表示反应距离,d2

表示制动距离,则d=d1+d2.如图是根据试验数据

制作的停车距离示意图,由图中部分数据得到如下

表格.

序号 速度/(km/h) 停车距离/m

1 40 17.0

2 50 26.5

3 60 35.7

4 70 46.0

5 80 52.7

6 90 70.7

7 100 85.4

8 110 101.0

根据表格中的数据,建立停车距离与汽车速度的函

数模型.可选择模型①:d=av+b,模型②:d=av2

+bv,模型③:d=av+
b
v
,模型④:d=av2+

b
v
(其

中v 为汽车速度,a,b 为待定系数)进行拟合.根据

序号3和序号7两组数据分别求出四个函数的解

析式,并通过计算汽车速度为120km/h时的停车

距离和试验数据比较,找出拟合效果最好的函数

模型.

解:若 选 择 模 型①,则
60a+b=35.7,

100a+b=85.4,{ 解 得 a=

1.2425,b=-38.85.
故d=1.2425v-38.85.
当v=120时,停车距离d 的预测值为1.2425×
120-38.85=110.25.

若选择模型②,则
3600a+60b=35.7,

10000a+100b=85.4,{
解得a=0.006475,b=0.2065,
故d=0.006475v2+0.2065v.
当v=120时,停车距离d 的预测值为0.006475×
1202+0.2065×120=118.02.

若 选 择 模 型 ③,则
60a+

b
60=35.7

,

100a+
b
100=85.4

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解 得 a=

0.9996875,b=-1456.875,

故d=0.9996875v-
1456.875

v .

当v=120时,停车距离d 的预测值为0.9996875

×120-
1456.875
120 =107.821875.

若选择模型④,则
3600a+

b
60=35.7

,

10000a+
b
100=85.4

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得a=

15.995
1960

,b=379.2857143,

故d=
15.995
1960v

2+
379.2857143

v .

当v=120时,停 车 距 离 d 的 预 测 值 为
15.995
1960×

1202+
379.2857143

120 =120.675.

由试验数据可知当v=120时,停车距离为118m.
模型②的预测值更接近118m,故模型②拟合效果

最好.
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任务一 指数与指数运算

问题1 观察下列各式.

22=2, (-2)2=2=|-2|;
4
24=2,

4(-2)4=2=|-2|;
6
26=2,

6(-2)6=2=|-2|;
3
33=3,

3(-3)3=-3;
5
35=3,

5(-3)5=-3;
……

你能由上面各式总结出关于
n
an (n∈N*,n>1)的

一个一般规律吗?
答案:略
问题2 根式运算是比较复杂的数学运算,常常需要

把根式化为同次根式,再根据运算法则进行运算.而
引入分数指数幂的概念就可以大大简化根式运算过

程了.
计算下列各式(式中字母都是正数).

(1)(3m
3
4·n

3
2)·(-4m-14·n

1
3)÷(-6m

1
2·n

5
6);

(2)(a
1
3b-56)6.

解:(1)(3m
3
4·n

3
2)·(-4m-14·n

1
3)÷(-6m

1
2·n

5
6)

=
3×(-4)
-6

·m
3
4-

1
4-

1
2·n

3
2+

1
3-

5
6=2n.

(2)(a
1
3b-56)6=(a

1
3)6·(b-56)6=a2b-5=

a2

b5.

1.当x<0时,x+
4
x4+

3
x3

x =    .

1 解析:当x<0时,4x4=|x|=-x.

又
3
x3=x,故原式=x-x+1=1.

2.若4x=8,4y=7,则4x+y的值为    .
56 解析:4x+y=4x·4y=8×7=56.

3.求值.

(1)80.25×
4
2+ 2764

æ

è
ç

ö

ø
÷

-13
-(-2022)0;

(2) (e-3)2+e
1
2e

2
3÷e

1
6- 259

æ

è
ç

ö

ø
÷

-12
.

解:(1)80.25×
4
2+ 2764

æ

è
ç

ö

ø
÷

-13
-(-2022)0

=(23)
1
4×2

1
4+

3
64
27-1

=2+
4
3-1=

7
3.

(2) (e-3)2+e
1
2e

2
3÷e

1
6- 259

æ

è
ç

ö

ø
÷

-12

=|e-3|+e
1
2+

2
3-

1
6-
3
5

=3-e+e-
3
5=
12
5.

【规律方法】

指数运算应遵循的原则

一般将负指数转化成正指数,根式转化为分数指

数幂,再进行计算.另外,若出现分式,则要对分子、分
母因式分解以达到约分的目的.
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任务二 指数函数

问题1 由指数函数的定义,可知指数函数具有以下

基本性质:
(1)定义域是R,函数值大于0;
(2)图象过定点(0,1).
你还能写出指数函数具有的其他性质吗?
答案:略
问题2 设f(x)=3x,求证:
(1)f(x)·f(y)=f(x+y);

(2)
f(x)
f(y)

=f(x-y).

证明:(1)因为f(x)·f(y)=3x·3y=3x+y,

f(x+y)=3x+y,所以f(x)·f(y)=f(x+y).

(2)因为
f(x)
f(y)

=
3x

3y=3
x-y,f(x-y)=3x-y,

所以
f(x)
f(y)

=f(x-y).

问题3 已知函数f(x)=2x,对于任意x1,x2∈R,

试通 过 图 象 比 较
f(x1)+f(x2)

2
与f

x1+x2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的

大小.
答案:略

1.“x>-1”是“13
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

<9”的 (  )
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A.充要条件

B.充分不必要条件

C.必要不充分条件

D.既不充分也不必要条件

B 解析:由 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

<9= 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2

,得x>-2.

所以“x>-1”是“13
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

<9”的充分不必要条件.故

选B.
2.设a=1.20.2,b=0.91.2,c=0.3-0.2,则a,b,c的大小

关系为 (  )

A.a>b>c B.a>c>b
C.c>a>b D.c>b>a
C 解析:因为a=1.20.2>1.20=1,b=0.91.2<0.90

=1,所以b<a.
又y=x0.2在(0,+∞)上单调递增,所以1<a=

1.20.2<0.3-0.2= 103
æ

è
ç

ö

ø
÷

0.2

,所以b<a<c.故选C.

3.函数f(x)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在区间[-2,2]上的最小值是

(  )

A.-
1
4 B.

1
4

C.-4 D.4

B 解析:因为函数f(x)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在定义域 R上单

调递减,
所以f(x)在区间[-2,2]上的最小值为f(2)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
1
4.故选B.

4.已知函数f(x)=ax+b(a>0,且a≠1)的图象过

点(1,7),其反函数的图象过点(4,0),则a 的值为

    .
4 解析:函数f(x)=ax+b(a>0,且a≠1)的图

象过点(1,7),其反函数的图象过点(4,0),可得函

数f(x)的 图 象 过 点(0,4),所 以
a+b=7,

a0+b=4{ ⇒

a=4,

b=3.{ 所以a 的值为4.

【规律方法】

1.指数函数单调性的判断与应用

(1)对于指数函数,注意底数a 对函数单调性的

影响.
(2)根据指数函数的单调性可以比较函数值的大

小和求不等式的解集.
2.指数函数的图象是数形结合求交点、最值、解

不等式的工具,注意指数函数的图象的平移、伸缩、对
称、翻折等变换.
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任务三 对数与对数运算

问题1 已知a>0,且a≠1,M>0,N>0,你能由

loga(MN)=logaM+logaN 推导出loga
M
N =logaM

-logaN 和logaMn=nlogaM 吗?
答案:略
问题2 当 N>0,且 N≠1时,常用对数lgN 和自

然对数lnN 可以互相转化,即存在实数 A,使得

lgN=AlnN.你能推导出A 的值吗?

答案:A=
1
ln10

问题3 我们知道,任何一个正实数N 都可以表示成

N=a×10n(1≤a<10,n∈Z)的形式,此时lgN=n
+lga(0≤lga<1).当n>0时,N 是n+1位数.
(1)用上述方法,判断2100是多少位数(lg2≈0.3010);
(2)当n<0时,你有怎样的结论?
答案:(1)2100是31位数;
(2)N 是-n 位小数.
问题4 学习了对数运算,请对比指数运算,你有什

么收获和体会?
答案:略

1.(2022·天津)化简(2log43+log83)(log32+log92)
的结果为 (  )

A.1 B.2 C.4 D.6
B  解 析: 原 式 =

2×
1
2log23+

1
3log23

æ

è
ç

ö

ø
÷ log32+

1
2log32

æ

è
ç

ö

ø
÷=
4
3log23

×
3
2log32=2.

2.(2022·浙江)已知2a=5,log83=b,则4a-3b= (  )

A.25 B.5 C.
25
9 D.

5
3

C 解析:因为2a=5,b=log83=
1
3log23

,即23b=

3,所以4a-3b=
4a

43b=
(2a)2
(23b)2=

52

32=
25
9.

3.eln2+
log3.816
log3.84

=    .

4 解析:eln2+
log3.816
log3.84

=2+log416=2+2=4.
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4.计算:2log32-log3
32
9+log38.

解:2log32-log3
32
9+log38=log34-log3

32
9+log38

=log3
4×8
32
9

=log39=2.

【规律方法】
进行对数运算时,注意运算过程中式子变形前后

要等价,熟练地运用对数的三个运算性质并结合对数

恒等式,换底公式是对数计算、化简、证明常用的

技巧.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

任务四 对数函数

问题1 画出对数函数y=log12x 的图象,并说出它

的性质.一般地,当a>1时,y=logax 的图象有怎样

的特征呢?
答案:略
问题2 请你说明函数y=log2x 与y=log12x 的图

象为何关于x 轴对称,并借助函数y=log2x 的图象

画出函数y=log12x 的图象,结合图象归纳这两个函

数的相同点与不同点.
答案:略
问题3 已知函数y=lognx 与y=log1

n
x.

(1)若0<n<1,你能在直角坐标系中画出它们的大

致图象吗? 你发现了什么?
(2)若n>1,你能在直角坐标系中画出它们的大致图

象吗? 你发现了什么?
答案:略

1.函数y=log3x,其中
1
3≤x≤81

,则函数的值域为

(  )

A.(0,+∞) B.13
,81

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.[-1,4] D.(1,4)

C 解析:log3
1
3=log33

-1=-1,log381=log334=

4,y=log3x 在 1
3
,81

é

ë
êê

ù

û
úú 上 单 调 递 增,所 以 y

∈[-1,4].
2.已知a=4-5,b=log45,c=log0.45,则a,b,c的大小

关系为 (  )

A.a>b>c B.c>b>a
C.b>a>c D.c>a>b
C 解析:因为a=4-5<40=1,且b=log45>log44
=1,c=log0.45<log0.41=0,
故b>a>c.故选C.

3.设x∈R,用[x]表示不超过x 的最大整数,例如:

[-5.1]=-6,[π]=3.若log1
2
x0=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x0
,则[x0]=

(  )

A.-1 B.0 C.1 D.2

B 解析:作出函数y=log1
2
x 和y=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的图象

如图,交点的横坐标即为x0,

由图可知x0∈(0,1),所以[x0]=0.
4.已 知 函 数 f (x)=loga (2+3x),g (x)=
loga(2-3x)(a>0,且a≠1).
(1)求函数f(x)+g(x)的定义域;
(2)判断函数f(x)+g(x)的奇偶性,并说明理由.
解:(1)由f(x)=loga(2+3x),g(x)=loga(2-
3x),令 h(x)=f(x)+g(x)=loga(2+3x)

+loga(2-3x).

因此函数h(x)需满足
2+3x>0,

2-3x>0,{ 解得-
2
3<x<

2
3
,所以函数f(x)+g(x)的定义域为 -

2
3
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)由(1)得 函 数 的 定 义 域 为 -
2
3
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,因 为

h(-x)=f(-x)+g(-x)=loga(2-3x)+
loga(2+3x)=h(x),所以函数f(x)+g(x)为偶

函数.
【规律方法】

1.根据函数的图象可判断函数的单调性与奇

偶性:
单调性:函数图象的变化趋势;
奇偶性:函数图象的对称性.
2.对数函数性质的核心是单调性,比较大小、解不等

式、求参数的范围等都需要利用单调性进行分析.当单调

性不确定时,需要分类讨论.
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第四章综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分).

1.函数f(x)=
ln(3-x)

x-1
的定义域为 (  )

A.(-∞,-1)∪(-1,3]

B.(-∞,1)∪(1,3]

C.(-∞,-1)∪(-1,3)

D.(-∞,1)∪(1,3)

D 解析:由题意可知
3-x>0,

x-1≠0,{ 解得x<3且x≠1,

所以函数f(x)的定义域为(-∞,1)∪(1,3),故选D.

2.若函数f(x)=loga(x-b)+c(a>0,且a≠1)的

图象恒过定点(3,2),则b+c= (  )

A.2 B.3 C.4 D.5

C 解析:函数f(x)=loga(x-b)+c(a>0,且a

≠1),令x-b=1,得x=b+1,此时f(b+1)=c,

所以函数f(x)恒过定点(b+1,c),即b+1=3,c=

2,所以b=2,c=2,所以b+c=4.

3.函数f(x)=lnx-
3
e

的零点所在的区间为 (  )

A.1e
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.(1,e)

C.(e,e2) D.(e2,e3)

C 解析:因为f
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷=ln

1
e-

3
e=-1-

3
e<0

,

f(1)=ln1-
3
e=-

3
e<0

,f(e)=lne-
3
e=1-

3
e<0

,f(e2)=lne2-
3
e=2-

3
e>0

,所以f(e)·

f(e2)<0,根据函数零点存在定理可知,函数f(x)

=lnx-
3
e

的零点所在区间是(e,e2).故选C.

4.已知a>1,则函数y=ax 与y=(a-1)x2 在同一

平面直角坐标系中的图象可能是 (  )

A B

C D

A 解析:因为a>1,所以函数y=ax 为 R上的增

函数,函数y=(a-1)x2 在(-∞,0)上单调递减,

在(0,+∞)上单调递增,所以A中图象符合题意,

故选A.

5.设p:log2x≤0,q:2x≤2,则p 是q的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:因为log2x≤0,所以0<x≤1,即p:0<

x≤1.因为2x≤2,所以x≤1,即q:x≤1,所以p 是

q 的充分不必要条件.故选A.

6.党的二十大报告指出,“坚持精准治污、科学治污、

依法治污,持续深入打好蓝天、碧水、净土保卫战.

加强污染物协同控制,基本消除重污染天气.”按照

相关规定,某化工厂产生的废气需经过过滤装置的

处理,将其中的某类污染物含量降至过滤前的5%

以下才能排放.已知过滤过程中,废气中该类污染

物的含量P(单位:mg/L)与时间t(单位:min)的关

系为P=P0e-kt,其中P0,k 是常数.若t=4时,该

类污染物的含量降为过滤前的25%,那么废气排放

前至少需要过滤的时长为? (结果保留整数,参考

数据:lg2=0.3010) (  )
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A.7min B.8min

C.9min D.10min

C 解析:依题意可得P0e-4k=25%P0,所以e-4k

=
1
4
,两边取对数可得lge-4k=lg

1
4
,

所以-4klge=-lg4,则k=
lg2
2lge

,

所以P=P0e-
lg2
2lget,令 P0e-

lg2
2lget≤5%P0,即e-

lg2
2lget

≤
1
20
,所以-

lg2
2lge

t≤ln
1
20
,

即
lg2
2lge

t≥ln20=
lg20
lge

,

所以t≥
2lg20
lg2

=
2(lg2+lg10)

lg2
=
2(lg2+1)
lg2

=

2×(0.3010+1)
0.3010 ≈8.64,

所以废气至少需要过滤9min才能排放.

7.下列式子错误的是 (  )

A.2.1
2
3>2.3

2
3>2.1

1
3

B.2-0.2<21.6<0.4-2.5

C.log0.90.7>log0.90.8>log0.80.9

D.log23>log34>log45

A 解析:因为2.3
2
3>2.1

2
3>2.1

1
3,选项A错误;因

为0.4-2.5=2.52.5>22.5>21.6>2-0.2,选项B正确;因

为log0.90.7>log0.90.8>log0.90.9>log0.80.9,选项C

正 确;log2 3 - log3 4 =
lg3
lg2

-
lg4
lg3

=

(lg3)2-lg2lg4
lg2lg3

>
(lg3)2-

lg2+lg4
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

lg2lg3
=

(lg9)2-(lg8)2

4lg2lg3
>0,即log23>log34,同 理 可 得

log34>log45,即log23>log34>log45,选项D正确.

8.设a∈R,函数f(x)=

|log12x|,0<x≤4,

10
x
,x>4,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

若方程

f(x)=a 有三个不相等的实数根x1,x2,x3,且x1

<x2<x3,则下列说法正确的是 (  )

A.a 的取值范围为 0,
5
2

æ

è
ç

ù

û
úú

B.x3 的取值范围为(4,+∞)

C.x1x2=2

D.
x3

x1·x2
的取值范围为[5,+∞)

D 解析:画出函数f(x)的图象,如图所示.方程

f(x)=a 有三个不相等的实 数 根 可 转 化 为 函 数

f(x)的图象与直线y=a 有三个交点,所以实数a

的取值范围是(0,2],A不正确;令10
x=2

,得x=5,

所以x3≥5,B不正确;由图可知,0<x1<1<x2,

所以 log12 x1 >0,log12 x2 <0,由|log1
2
x1|=

|log1
2
x2|,得log1

2
x1=-log1

2
x2,所以x1x2=1,C

不正确;x3

x1x2
=x3≥5,D正确.故选D.

二、多项选择题(本题共4小题,每小题5分,共20

分).

9.下列命题中正确的是 (  )

A.∃x∈(0,+∞),2x>3x

B.∃x∈(0,1),log2x<log3x

C.∀x∈(0,+∞),12
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

>log13x

D.∀x∈ 0,
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

<log13x

BD 解析:当x∈(0,+∞)时,
2x

3x=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

<1,即

2x<3x 恒成立,A错误;当x∈(0,1)时,log2x<0

且log3x<0,因为
log2x
log3x=

log3x
log32
log3x=

1
log32

=log23>

1,所以log2x<log3x 恒成立,B正确;当x=
1
9

时,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

<1,log13x=2,此时log13x>
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

,C错误;由

对数函数与指数函数的性质可知,当x∈ 0,
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

<1<log13x 恒成立,D正确.故选BD.
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10.已知函数f(x)=2x+x,g(x)=x+log2x,h(x)

=x3+x 的零点依次为a,b,c,则 (  )

A.a>0 B.b>0

C.c=0 D.b>c>a

BCD 解析:在同一平面直角坐标系中画出y=

2x 和y=-x 的图象(图略),可得a<0,用同样的

方法可得b>0,c=0,所以b>c>a.故选BCD.

11.已知函数f(x)=lnx+ln(2-x),则 (  )

A.f(x)在(0,2)上单调递增

B.f(x)在(0,1)上单调递增,在(1,2)上单调递减

C.y=f(x)的图象关于直线x=1对称

D.y=f(x)的图象关于点(1,0)对称

BC 解析:由题易知,f(x)=lnx+ln(2-x)的

定义域为(0,2),f(x)=ln[x(2-x)]=ln[-(x

-1)2+1],由复合函数的单调性知,函数f(x)=

lnx+ln(2-x)在(0,1)上单调递增,在(1,2)上

单调递减,所以A错误,B正确;f(1-x)=ln(1-

x)+ln(x+1),f(1+x)=ln(x+1)+ln(1-x),

所以f(1-x)=f(1+x),所以y=f(x)的图象

关于直线x=1对称,所以C正确;f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=ln

1
2

+ln2-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=ln

3
4
,f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=ln

3
2+ln2-

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=ln
3
4
,所以f

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=ln

3
4
,所以D错

误.故选BC.

12.高斯是德国著名的数学家,近代数学奠基者之一,

享有“数学王子”的称号,用其名字命名的一个函

数叫做“高斯函数”.设x∈R,用[x]表示不超过x

的最大整数,则y=[x]为高斯函数,例如[-3.5]

=-4,[2.1]=2.已知函数f(x)=
2x

1+2x-
1
2
,

g(x)=[f(x)],则下列叙述正确的是 (  )

A.g(x)是偶函数

B.f(x)是奇函数

C.f(x)在R上是增函数

D.g(x)的值域是{-1,0,1}

BC 解析:根据题意知f(x)=
2x

1+2x-
1
2=

1
2-

1
1+2x.因为g(1)=[f(1)]=

1
6

é

ë
êê

ù

û
úú=0,g(-1)=

[f(-1)]= -
1
6

é

ë
êê

ù

û
úú=-1,所以g(1)≠g(-1),

g(1)≠-g(-1),所以函数g(x)既不是奇函数

也不是偶函数,A错误;因为f(-x)=
2-x

1+2-x-

1
2=

1
1+2x-

1
2=-f

(x),所以f(x)是奇函数,B

正确;因为y=
1

2x+1
在R上是减函数,所以f(x)

=
1
2-

1
1+2x 在R上是增函数,C正确;因为2x>

0,所以1+2x>1,所以-
1
2<f

(x)<
1
2
,所以当

f(x)∈ -
1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,g(x)=[f(x)]=-1,当

f(x)∈ 0,
1
2

é

ë
êê

ö

ø
÷ 时,g(x)=[f(x)]=0,

所以g(x)的值域为{-1,0},D错误.故选BC.

三、填空题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

得分 13.用二分法求函数f(x)=x3-2x-5

在区间(2,3)内的零点时,取区间(2,3)的中点2.5,

则下一个f(x)的零点所在区间是    .

(2,2.5) 解析:因为f(2)<0,f(2.5)>0,所以下

一个有零点的区间为(2,2.5).

得分 14.若函数y=f(x)与y=10x 互为反函

数,则y=f(x2-2x)的单调递增区间是    .

(2,+∞) 解析:由题意知,f(x)=log10x=lgx

在(0,+∞)上单调递增,设g(x)=x2-2x,令x2

-2x>0,解得x<0或x>2,由二次函数的性质

知,g(x)在(-∞,0)上单调递减,在(2,+∞)上单

调递增,则y=f(x2-2x)的单调递增区间是(2,

+∞).
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得分 15.已知a>b>1,若logab+logba=
5
2
,

ab=ba,则a=    ,b=    .

4 2 解析:由于a>b>1,则logab∈(0,1).因为

logab+logba=
5
2
,即logab+

1
logab=

5
2
,所以logab

=
1
2

或logab=2(舍去),所以a
1
2=b,即a=b2,所

以ab=(b2)b=b2b=ba,所以a=2b,则b2=2b,所

以b=2(b=0舍去),a=4.

得分 16.(2022·天津)设a∈R,对任意实数

x,记f(x)=min{|x|-2,x2-ax+3a-5}.若

f(x)至 少 有 3 个 零 点,则 实 数 a 的 取 值 范

围为    .

[10,+∞) 解析:设g(x)=x2-ax+3a-5,

h(x)=|x|-2,由|x|-2=0可得x=±2.

要使得函数f(x)至少有3个零点,则函数g(x)至

少有一个零点,则Δ=a2-12a+20≥0,

解得a≤2或a≥10.

①当a=2时,g(x)=x2-2x+1,作出函数g(x),

h(x)的图象如图所示:

此时函数f(x)只有两个零点,不合题意;

②当a<2时,设函数g(x)的两个零点分别为x1,

x2(x1<x2),

要使得函数f(x)至少有3个零点,则x2≤-2,

所以

a
2<-2

,

g(-2)=4+5a-5≥0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

无解;

③当a=10时,g(x)=x2-10x+25,作出函数

g(x),h(x)的图象如图所示:

由图可知,函数f(x)的零点个数为3,合乎题意;

④当a>10时,设函数g(x)的两个零点分别为

x3,x4(x3<x4),

要使得函数f(x)至少有3个零点,则x3≥2,

可得

a
2>2

,

g(2)=4+a-5≥0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得a>4,此时a>10.

综上所述,实数a 的取值范围是[10,+∞).

四、解答题(本题共6小题,共70分).

得分 17.(10分)求值:

(1)2×
3
4×

1
6
2
+lg

1
100-3

log32;

(2)(log25+log40.2)(log52-log250.5).

解:(1)2×
3
4×

1
6
2
+lg

1
100-3

log32=2
1
2×2

2
3×

2-
1
6+lg10-2-2=2-2-2=-2.

(2)(log25+log40.2)(log52-log250.5)

=log25+
1
2log20.2

æ

è
ç

ö

ø
÷ log52-

1
2log50.5

æ

è
ç

ö

ø
÷

=log25+log2
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ log52-log5

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=log2 5×log522=
lg5
lg2

×
lg22
lg5

=

1
2lg5

lg2
×
3lg2
2lg5

=
3
4.

得分 18.(12分)已知函数f(x)=lg
1-x
1+x.

(1)求f(x)的定义域;

(2)判断函数f(x)的奇偶性.

解:(1)由题意知
1-x
1+x>0

,

解得-1<x<1,

所以函数f(x)的定义域为{x|-1<x<1}.
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(2)对于函数f(x)=lg
1-x
1+x

,其定义域为(-1,

1),

因为 对 于 定 义 域 内 的 每 一 个x 都 有f(-x)=

lg
1+x
1-x=lg

1-x
1+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=-lg
1-x
1+x=-f

(x),

所以函数f(x)=lg
1-x
1+x

是奇函数.

得分 19.(12分)某化工企业致力于改良工艺,

使排放的废气中含有的污染物数量逐渐减少.设改

良工艺前所排放的废气中含有的污染物数量为

r0mg/m3,首次改良工艺后所排放的废气中含有

的污染物数量为r1mg/m3,第n 次改良工艺后所

排放的废气中含有的污染物数量为rn mg/m3,则

可建立函数模型rn=r0-(r0-r1)·50.5n+p(p∈

R,n∈N*),其中n 是指改良工艺的次数.现已知

r0=2,r1=1.94.

(1)试求rn 关于n 的函数解析式;

(2)若该地环保部门要求企业所排放的废气中含有的

污染物数量不能超过0.08mg/m3,试问至少进行多

少次工艺改良才能使该企业所排放的废气中含有

的污染物数量达标? (参考数据:lg2≈0.3)

解:(1)由题意知,r0=2,r1=1.94,

所以当n=1时,r1=r0-(r0-r1)·50.5+p,

即1.94=2-(2-1.94)×50.5+p,解得p=-0.5,

所以rn=2-0.06×50.5n-0.5(n∈N*).

(2)由题意可得,rn=2-0.06×50.5n-0.5≤0.08,

整理得50.5n-0.5≥32,

两边同时取对数,得0.5n-0.5≥
lg32
lg5

,

整理得n≥2×
5lg2
1-lg2

+1,

将lg2≈0.3代入,得2×
5lg2
1-lg2

+1≈5.3,

又n∈N*,所以n≥6.

所以至少进行6次工艺改良才能使该企业所排放

的废气中含有的污染物数量达标.

得分 20.(12分)已知定义域为R的函数f(x)

=
-2x+b
2x+1+a

是奇函数.

(1)求a,b 的值,并用定义证明函数f(x)的单

调性;

(2)若对任意t∈R,不等式f(t2-2t)+f(2t2-k)

<0恒成立,求k的取值范围.

解:(1)因为f(x)是R上的奇函数,所以f(0)=0,

即
-1+b
2+a =0,解得b=1,

所以f(x)=
1-2x

2x+1+a.

又f(-1)=-f(1),所以
1-
1
2

a+1=-
1-2
22+a

,解得a

=2,

经检验当a=2,b=1时,f(x)=
1-2x

2x+1+2
是奇函

数,所以a=2,b=1.

f(x)=
1-2x

2+2x+1=-
1
2+

1
2x+1

,

对任意的x1,x2∈R,且x1<x2,

有 f (x1 )- f (x2 )=
1

2x1+1 -
1

2x2+1

=
2x2-2x1

(2x1+1)(2x2+1)
,

因为x1<x2,所以2x1<2x2,所以f(x1)>f(x2),

所以f(x)在R上单调递减.

(2)因为f(x)是奇函数,

所以f(t2-2t)+f(2t2-k)<0等价于f(t2-2t)

<-f(2t2-k)=f(k-2t2).

又f(x)在R上为减函数,所以t2-2t>k-2t2,

所以对任意的t∈R总有3t2-2t-k>0,

从而Δ=4+12k<0,得k<-
1
3
,

所以k 的取值范围是 -∞,-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

得分 21.(12分)已知函数f(x)=log2
x
8
·

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—481—



log2(2x),函数g(x)=4x-2x+1-3.

(1)求函数f(x)的值域;

(2)若不等式f(x)-g(a)≤0对任意实数a∈

1
2
,2

é

ë
êê

ù

û
úú 恒成立,试求实数x 的取值范围.

解:(1)f(x)=(log2x-3)(log2x+1)=(log2x)2

-2log2x-3=(log2x-1)2-4≥-4,

即f(x)的值域为[-4,+∞).

(2)因 为 不 等 式 f(x)≤g(a)对 任 意 实 数a∈

1
2
,2

é

ë
êê

ù

û
úú 恒成立,所以f(x)≤g(a)min,

g(a)=4a-2a+1-3=(2a)2-2×2a-3=(2a-

1)2-4,

令t=2a,因为a∈ 1
2
,2

é

ë
êê

ù

û
úú,所以t∈[2,4],

设h(t)=(t-1)2-4,t∈[2,4],

当t= 2时,h(t)取得最小值-1-22,

即g(a)min=-1-22,

所以f(x)≤-1-22,即(log2x-1)2-4≤-1-22,

所以1- 2≤log2x-1≤ 2-1,

即2- 2≤log2x≤ 2,

解得22- 2≤x≤22,

所以实数x 的取值范围为[22- 2,22].

得分 22.(12分)已知函数f(x)=ax2+bx+c

(a>0),且f(1)=-
a
2.

(1)求证:函数f(x)有两个不同的零点.

(2)设x1,x2 是函数f(x)的两个不同的零点,求

|x1-x2|的取值范围.

(3)求证:函数f(x)在区间(0,2)内至少有一个

零点.

(1)证明:因为f(1)=a+b+c=-
a
2
,所以c=-

3a
2

-b.

所以f(x)=ax2+bx-
3a
2-b.

对于方程f(x)=0,

Δ=b2-4a -
3a
2-b

æ

è
ç

ö

ø
÷=b2+6a2+4ab=(2a+b)2

+2a2,

所以Δ>0恒成立,

又a>0,所以函数f(x)有两个不同的零点.

(2)解:由x1,x2 是函数f(x)的两个不同的零点,

得x1,x2 是方程f(x)=0的两个根.

所以x1+x2=-
b
a
,x1x2=-

b
a-

3
2.

所 以| x1 -x2|= (x1+x2)2-4x1x2 =

-
b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-4 -
b
a-

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ = b

a+2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+2≥ 2.

所以|x1-x2|的取值范围是[2,+∞).

(3)证明:因为f(0)=c,f(2)=4a+2b+c,

由(1)知3a+2b+2c=0,

所以f(2)=a-c.

(ⅰ)当c>0时,有f(0)>0,又a>0,

所以f(1)=-
a
2<0

,

所以函数f(x)在区间(0,1)内至少有一个零点.

(ⅱ)当c≤0时,f(2)=a-c>0,f(1)<0,

所以f(x)在区间(1,2)内至少有一个零点.

综上所述,函数f(x)在区间(0,2)内至少有一个

零点.
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5.1　任意角和弧度制

5.1.1 任意角

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解角的概念的推广,能正确区分正角、负角和零角.
2.了解象限角的概念.
3.理解并掌握终边相同的角的表示方法,并能判断角的终边所在的位置.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 角的概念

(1)角的概念:角可以看成一条射线绕着它的端点旋

转所成的图形.
(2)角的构成:顶点、始边、终边.
(3)分类:按旋转方向可将角分为如下三类:

类型 定义 图示

正角

一条射线绕其端点

按逆时针方向旋转

形成的角

负角

一条射线绕其端点

按顺时针方向旋转

形成的角

零角

如果一条射线没有

做任何旋转,就称

它形成了一个零角

知识点二 角的运算

(1)相等的角:设角α由射线OA 绕端点O 旋转而成,
角β由射线O'A'绕端点O'旋转而成.如果它们的旋

转方向相同且旋转量相等,那么就称α=β.
(2)相反的角:把射线OA 绕端点O 按不同方向旋转

相同的量所成的两个角叫做互为相反角.角α 的相反

角记为-α.
(3)角的运算

①角的加法:设α,β是任意两个角.我们规定,把角α
的终边旋转角β,这时终边所对应的角是α+β.
②角的减法:α-β=α+(-β).这样,角的减法可以转

化为角的加法.
[微训练]

1.若角α=30°,把角α逆时针旋转20°得到角β,则β=50°.

2.角α和β的顶点与原点重合,始边与x 轴的非负半

轴重合,且α=45°,角β(-360°<β<0°)的终边和

角α的终边关于x 轴对称,把角β 顺时针旋转45°
得到的角是-90°.

知识点三 象限角

(1)前提:①角的顶点与坐标原点重合,②角的始边与

x 轴的非负半轴重合.
(2)结论:角的终边(除端点外)在第几象限,就说这

个角是第几象限角.如果角的终边在坐标轴上,那么

就认为这个角不属于任何一个象限.
[微训练]
判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)第一象限角都是锐角. (×)
(2)小于90°的角一定是锐角. (×)
(3)第四象限角可以是负角. (√)
(4)三角形的内角必是第一或第二象限角. (×)
(5)-435°角是第三象限角. (×)
知识点四 终边相同的角

所有与角α终边相同的角,连同角α 在内,可构成一

个集合S={β|β=α+k·360°,k∈Z},即任一与角α
终边相同的角,都可以表示成角α 与 整 数 个 周 角

的和.
[微训练]

1.(多选)与-457°角终边相同的角的集合可以表示为

(BC)

A.{α|α=k·360°+457°,k∈Z}

B.{α|α=k·360°-97°,k∈Z}

C.{α|α=k·360°+263°,k∈Z}

D.{α|α=k·360°-263°,k∈Z}

2.若角α满足180°<α<360°,且角5α 与α 是终边相

同的角,那么角α=270°.
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任意角

1.把一条射线绕其端点按顺时针方向旋转240°所形

成的角是 (  )
A.120° B.-120°
C.240° D.-240°
D 解析:因为该射线按顺时针方向旋转,所以旋转

形成的角是负角,即为-240°.
2.射线OA 绕端点O 逆时针旋转120°到达OB 位置.

由OB 位 置 顺 时 针 旋 转270°到 达 OC 位 置,则
∠AOC= (  )
A.150° B.-150°
C.390° D.-390°
B 解析:各角和的旋转量等于各角旋转量的和.所
以120°+(-270°)=-150°.故选B.

3.给出下列结论:
①始边相同而终边不同的角一定不相等;
②大于90°的角为钝角;
③钝角比第三象限角小;
④小于180°的角是钝角、直角或锐角.
其中正确的为    (填序号).
① 解析:①始边相同而终边不同的角一定不相

等,故①正确;②显然不正确;③钝角大于-100°的

角,而-100°的角是第三象限角,故③不正确;④0°
角小于180°,但它既不是钝角,也不是直角或锐角,
故④不正确.
【类题通法】

解决与任意角相关问题的关键与技巧

(1)关键:①弄清角的始边与终边及旋转方向与

大小,②正确理解象限角与锐角、直角、钝角、平角、周
角等概念.

(2)技巧:判断命题为真需要证明,而判断命题为

假只要举出反例即可.
象限角的判断

[探究活动]
探究1:如果将45°角与225°角的顶点与原点重

合,始边与x 轴非负半轴重合,则45°角的终边OA,
225°角的终边OB 分别在第几象限?

提示:如图,45°角的终边在第一象限;225°角的

终边在第三象限.

探究2:将45°角与225°角推广到任意角α,如何

判断角α是第几象限角?
提示:判断方法是将角α 的顶点与原点重合,始

边与x 轴的非负半轴重合,角α 的终边在第几象限,
就说该角是第几象限角.
[评价活动]

1.已知α是第三象限角,则α
2

是 (  )

A.第二或第四象限角

B.第一或第三象限角

C.第三或第四象限角

D.第一或第四象限角

A 解析:因为α 是第三象限角,所以k·360°+
180°<α<k·360°+270°(k∈Z),所以k·180°+

90°<
x
2<k

·180°+135°,当k=0时,90°<
α
2<

135°,在第二象限,当k=1时,270°<
α
2<315°

,在

第四象限.故选A.
2.已知α是第二象限角,则180°-α是 (  )

A.第一象限角

B.第二象限角

C.第三象限角

D.第四象限角

A 解析:由α是第二象限角可得,90°+k·360°<
α<180°+k·360°(k∈Z).所以180°-(90°+k·

360°)>180°-α>180°-(180°+k·360°)(k∈Z),
即90°-k·360°>180°-α>-k·360°(k∈Z),所
以180°-α是第一象限角.

3.给出下列四 个 说 法:①-75°角 是 第 四 象 限 角;

②225°角是第三象限角;③475°角是第二象限角;

④-315°角是第一象限角.其中正确的有 (  )

A.1个 B.2个

C.3个 D.4个

D 解析:对于①,-75°角是第四象限角;对于②,

225°角是第三象限角;对于③,因为475°=115°+
360°,所 以475°角 是 第 二 象 限 角;对 于④,因 为

-315°=45°-360°,所以-315°角是第一象限角,
因此,真命题有4个.故选D.
【类题通法】

象限角的判断方法

(1)判断一个角是第几象限角的关键是看角的终

边在哪个象限.
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(2)若已知角α是第几象限角,判断
α
2
,α
3

等是第

几象限角,主要方法是解不等式并对整数k进行分类

讨论.

终边相同的角的表示

[探究活动]
探究1:在同一直角坐标系中作出-32°,328°,

-392°的角,并观察这三个角的终边有什么关系.角
的大小与角的终边有什么关系?

提示:-32°,328°,-392°的角在同一坐标系中如

图所示.

由图可知三个角的终边相同,它们两两之间相差

360°的整数倍.
探究2:如何用328°角表示-32°角和-392°角?
提示:-32°=-360°+328°,

-392°=-2×360°+328°.
[评价活动]

1.如图,已知射线 OA,OB 与x 轴的夹角分别为

30°,60°.
(1)写出终边分别为射线OA,OB 的角的集合;
(2)写出终边在阴影部分(含边界)的角的集合.

解:(1)终边为射线OA 的角的集合是{α|α=k·

360°+210°,k∈Z}.
终边为射线 OB 的角的集合是{α|α=k·360°+
300°,k∈Z}.
(2)终边在阴影部分(含边界)的角的集合是{α|k·

360°+210°≤α≤k·360°+300°,k∈Z}.
2.在与10030°角终边相同的角中,求满足下列条件

的角.
(1)最大的负角;
(2)最小的正角;
(3)在360°~720°范围内的角.
解:与10030°角终边相同的角的一般形式为β=k
·360°+10030°(k∈Z).

(1)由-360°<k·360°+10030°<0°,
得-10390°<k·360°<-10030°,
解得k=-28.
故所求的最大负角为β=-28×360°+10030°=-50°.
(2)由0°<k·360°+10030°<360°,
得-10030°<k·360°<-9670°,
解得k=-27,故所求的最小正角为β=310°.
(3)由360°<k·360°+10030°<720°,
得-9670°<k·360°<-9310°,
解得k=-26,故所求的角为β=670°.

3.写出与下列各角终边相同的角的集合S,并把S 中

适合不等式-360°≤β<720°的元素β写出来.
(1)60°;(2)-21°.
解:(1)与60°角的终边相同的角的集合S={β|β=
k·360°+60°,k∈Z}.
k=-1时,β=-300°;k=0时,β=60°;k=1时,β
=420°.
S 中 适 合 不 等 式-360°≤β<720°的 元 素β 为

-300°,60°,420°.
(2)与-21°角的终边相同的角的集合S={β|β=
k·360°-21°,k∈Z}.
k=0时,β=-21°;k=1时,β=339°;k=2时,β
=699°.
S 中 适 合 不 等 式-360°≤β<720°的 元 素β 为

-21°,339°,699°.
【类题通法】

1.终边相同的角的表示

(1)与角α 终边相同的角都可以表示成α+k·

360°(k∈Z)的形式.
(2)终边相同的角相差360°的整数倍.
2.表示终边在某个区域内的角的三个步骤

第一步:先按逆时针方向找到区域的起始和终止

边界.
第二步:由小到大分别标出起始和终止边界对应

的-360°~360°范围内的角α和β,写出最简集合{x|
α<x<β},其中β-α<360°.

第三步:起始、终止边界对应角α,β 分别加上

360°的整数倍,即得终边在该区域内的角的集合.
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课后素养评价(四十)

1.(多选)下列说法错误的是 (  )

A.小于90°的角是锐角

B.钝角是第二象限角

C.第二象限角大于第一象限角

D.若角α与角β的终边相同,那么α=β
ACD 解析:大于0°而小于90°的角为锐角,故 A
错误;钝角是大于90°而小于180°的角,且位于第二

象限,故B正确;第二象限的角不一定大于第一象

限的角,比如第二象限的角120°小于第一象限的角

390°,故C错误;若角α 与角β 的终边相同,则α=
2k·180°+β,k∈Z,故D错误.

2.已知角α=2022°,则角α的终边在 (  )

A.第一象限 B.第二象限

C.第三象限 D.第四象限

C 解析:因为α=2022°=5×360°+222°,且222°
是第三象限角,则角α的终边在第三象限.

3.(多选)下列四个选项正确的有 (ABC)

A.-75°角是第四象限角

B.225°角是第三象限角

C.475°角是第二象限角

D.-315°角是第四象限角

4.已知α=2022°,若β 与α 的终边相同,且β∈

(-360°,0°),则β=    .
-138° 解析:因为α=2022°=360°×6-138°,β
与α的终边相同,又因为β∈(-360°,0°),所以β=
-138°.

5.角α 为30°,其终边按逆时针方向旋转3周后得到

的角的度数为    .
1110° 解析:按逆时针方向旋转得到的角是正角,
旋转3周得30°+3×360°=1110°.

6.(1)写出与-1840°角终边相同的角β的集合M;
(2)把-1840°角写成k·360°+α(k∈Z,0°≤α<
360°)的形式,并指出其是第几象限角;
(3)若角α 与-1840°角终边相同,且-360°<α<
0°,求角α.
解:(1)由终边相同的角的概念得 M={β|β=k·

360°+(-1840°),k∈Z}={β|β=k·360°-40°,k
∈Z}.
(2)因为-1840°=-6×360°+320°,而320°是第四

象限角,
所以-1840°是第四象限角.
(3)M={β|β=k·360°-40°,k∈Z},又α∈M 且

-360°<α<0°,所以取k=0得,α=-40°.
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1.在360°~1440°范围内与-21°16'角终边相同的

角有 (  )

A.1个 B.2个 C.3个 D.4个

C 解析:与-21°16'角终边相同的角可表示为α=
-21°16'+k·360°(k∈Z).由360°≤-21°16'+
k·360°≤1440°,k∈Z,得k=2,3,4.故选C.

2.(多选)已知角α的终边在第一象限,那么角
α
2

可能是

(AC)

A.第一象限角 B.第二象限角

C.第三象限角 D.第四象限角

3.已知角α,β 的终边关于y 轴对称,若α=30°,则β
=        .
150°+k·360°,k∈Z 解析:因为30°角与150°角

的终边关于y 轴对称,所以角β的终边与150°角的

终边相同.

所以β=150°+k·360°,k∈Z.
4.已知角α与180°-α 的顶点与原点重合,始边与x

轴的非负半轴重合,终边相同,且450°<α<720°,
则α=    .
630° 解析:因为角α 与180°-α 的顶点与原点重

合,始边与x 轴的非负半轴重合,终边相同,所以k
×360°+α=n×360°+180°-α,k,n∈Z,即(2k-
2n)×180°+2α=180°,k,n∈Z,
即α=90°+(n-k)×180°,k,n∈Z.再结合450°<α
<720°,则α=3×180°+90°=630°.

5.若角α的终边在第一、三象限的角平分线上,则角

2α=  .
90°+k·360°,k∈Z 解析:因 为α=45°+k·

180°,k∈Z,所以2α=2×45°+2k·180°=90°+k
×360°,k∈Z.

6.如图,分别写出符合下列条件的角的集合.
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(1)终边为射线OB;
(2)终边在直线OA 上;
(3)终边在阴影区域内(含边界).

解:(1)终边为射线OB 的角的集合为S1={α|α=
60°+k·360°,k∈Z}.
(2)终边在直线OA 上的角的集合为S2={α|α=
30°+k·180°,k∈Z}.

(3)终边在第一象限中的阴影部分区域的角的集合

为{α|30°+k·360°≤α≤60°+k·360°,k∈Z},
终边在第三象限中的阴影部分区域的角的集合为

{α|210°+k·360°≤α≤240°+k·360°,k∈Z}={α
|30°+180°+k·360°≤α≤60°+180°+k·360°,k
∈Z}={α|30°+(2k+1)·180°≤α≤60°+(2k+1)
·180°,k∈Z}.
因 此,终 边 在 阴 影 区 域 内 的 角 的 集 合 为 S3=
{α|30°+k·360°≤α≤60°+k·360°,k∈Z}∪{α|
30°+(2k+1)·180°≤α≤60°+(2k+1)·180°,k
∈ Z}= {α|30°+k·180°≤α ≤ 60°+k ·

180°,k∈Z}.
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5.1.2 弧度制

学习任务目标
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  1.了解弧度制的概念.
2.能进行弧度和角度的互化.
3.会计算弧长和扇形的面积.
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                 知识点一 弧度制的定义

角度制

定义:用度作为单位来度量角的单位制.

1度的角:周角的
1
360

弧度制

定义:以弧度作为单位来度量角的单

位制.
1弧度的角:长度等于半径长的圆弧所

对的圆心角

任意角的

弧度数与

实数的对

应关系

正角的弧度数是一个正数,负角的弧度

数是一个负数,零角的弧度数是0

计算公式

在半径为r的圆中,弧长为l的弧所对

的圆心角为αrad,那么|α|=
l
r

[微训练]
判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)1弧度=1°. (×)
(2)每个弧度制的角,都有唯一的角度制的角与之对应.

(√)
(3)1弧度是长度等于半径的弧. (×)

(4)1°的角是周角的
1
360
,1rad的角是周角的

1
2π.

(√)

知识点二 角度制与弧度制的换算
(1)角度制与弧度制的换算

180°=πrad;

1°=
π
180rad≈0.01745rad

;

1rad= 180π
æ

è
ç

ö

ø
÷°≈57.30°.

(2)一些特殊角的度数与弧度数的对应表

度 0° 1° 30°45°60°90°120°135°150°180°270°360°

弧度 0 π
180

π
6

π
4

π
3

π
2
2π
3
3π
4
5π
6 π 3π

2 2π

(3)角的集合与实数集R之间的关系

[微训练]

1.
3π
4

对应的角度为 (  )

A.75° B.125° C.135° D.155°

C 解析:因 为1rad= 180
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°,所 以

3π
4 =

3
4π×

180
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°=135°.故选C.
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2.-105°化为弧度为    ,
11π
3

化为角度为  

  .

-
7
12π 660° 

解析:-105°=-105×
π
180=-

7
12π

,

11
3π=

11
3×180°=660°.

知识点三 弧度制下的弧长公式和扇形面积公式

设扇形的半径为R,弧长为l,面积为Sα 为其圆心

角,则

类别 角度制(α=n°) 弧度制

弧长 l=
nπR
180 l=αR

扇形面积 S=
nπR2

360 S=
1
2lR=

1
2αR

2

[微训练]

1.已知扇形面积为
3π
8
,半径是1,则扇形的圆心角是

(  )

A.
3π
16 B.

3π
8 C.

3π
4 D.

3π
2

C 解析:因为扇形面积为
3π
8
,半径是1,所以S=

1
2αR

2=
3π
8
,即α=

3
4π.

2.已知一个扇形的圆心角为54°,半径r=20cm,则
该扇形的周长为  cm.

(40+6π) 解析:因为1°=
π
180rad

,所以54°=
π
180

×54=
3π
10
,则 扇 形 的 弧 长l=αr=

3π
10×20=

6π(cm).故扇形的周长为(40+6π)cm.
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弧度与角度的互化

1.-300°化为弧度是 (  )

A.-
4π
3 B.-

5π
3 C.-

7π
4 D.-

7π
6

B 解析:-300°=-300×
π
180=-

5π
3.

2.
8π
5

化为角度是 (  )

A.270° B.280° C.288° D.318°

C 解析:8π
5=
8π
5×

180
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°=288°.

3.(1)把112°30'化成弧度;

(2)把-
5π
12

化成角度.

解:(1)112°30'= 2252
æ

è
ç

ö

ø
÷°=
225
2 ×

π
180=

5π
8.

(2)-
5π
12=-

5π
12×

180
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°=-75°.

【类题通法】
角度制与弧度制互化的关键与方法

(1)关键:抓住互化公式πrad=180°是关键.

(2)方 法:角 度 数×
π
180=

弧 度 数;弧 度 数×

180
π

æ

è
ç

ö

ø
÷
°=角度数.

注意:角度化弧度时,应先将分、秒化成度,再化

成弧度.

用弧度表示角或范围

1.3弧度的角终边在 (  )

A.第一象限 B.第二象限

C.第三象限 D.第四象限

B 解析:因为
π
2<3<π

,所以3弧度的角终边在第

二象限.

2.集合 αkπ+
π
4≤α≤kπ+

π
2
,k∈Z{ }中的角的终边

所在的区域(阴影部分,包括边界)是 (  )

  A    B     C     D

C 解析:当k=2m 时,2mπ+
π
4≤α≤2mπ+

π
2
,m

∈Z;当k=2m+1时,2mπ+
5π
4≤α≤2mπ+

3π
2
,m

∈Z.故选C.
3.如图,终边在阴影部分(包括边界)的角的集合为

            .

α nπ≤α≤nπ+
π
6
,n∈Z{ } 解析:终边在第一象限

阴 影 部 分 的 角 的 集 合 可 表 示 为

α2kπ≤α≤2kπ+
π
6
,k∈Z{ },终边在第三象限阴影部
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分的角的集合可表示为{α (2k+1)π≤α≤(2k+1)π+
π
6
,k

∈Z},
所以终边在阴影部分的角的集合表示为

{ α 2kπ≤α≤2kπ+
π
6
, k ∈ Z } ∪

{α (2k+1)π≤α≤(2k+1)π+
π
6
,k∈Z}

=α nπ≤α≤nπ+
π
6
,n∈Z{ }.

4.已知α=-800°.
(1)把α 改写成β+2kπ(k∈Z,0≤β<2π)的形式,
并指出α是第几象限角;
(2)求 角 γ,使 γ 与 α 的 终 边 相 同,且 γ

∈ -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

解:(1)因为-800°=-3×360°+280°,280°=
14π
9
,

所以α=
14π
9 +

(-3)×2π.

所以α与
14π
9

角终边相同,是第四象限角.

(2)因为与α终边相同的角可写为2kπ+
14π
9
,k∈Z

的形式,而γ 与α的终边相同,

所以γ=2kπ+
14π
9
,k∈Z.

又γ∈ -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以-
π
2<2kπ+

14π
9 <

π
2
,k∈Z,

解得k=-1,所以γ=-2π+
14π
9 =-

4π
9.

【类题通法】
用弧度制表示终边相同的角的注意点

(1)用弧度制表示终边相同的角2kπ+α(k∈Z)
时,其中2kπ是π的偶数倍,而不是整数倍.

(2)角度制与弧度制不能混用.

弧长公式与扇形面积公式的应用

[探究活动]
探究1:半径为r的圆中,1°的圆心角所对的弧长

是多少? 圆心角为1°的扇形面积是多少?
提示:因为半径为r 的圆的周长为2πr,面积是

πr2,故1°的圆心角所对的弧长是l=
2πr
360=

πr
180
,

扇形的面积是S=
πr2

360.

  探究2:若扇形的圆心角为α(0<α<2π),如何由

角度制下的弧长公式和扇形的面积公式得出弧度制

下的公式?
提示:设圆心角的度数为n°,

因为α=
nπ
180
,所以n=

180α
π
,

所以l=
πr
180×

180α
π =αr,

S=
πr2

360×
180α
π =

1
2α

·r2=
1
2lr.

[评价活动]

1.半径为2cm的圆上的一段弧的长为6cm,则此弧

所对圆心角的弧度数是 (  )

A.1.5 B.2 C.3 D.12

C 解析:由弧长公式l=αr,可得α=
l
r=

6
2=3.

2.已知圆中一条弦的长度等于半径r,求:
(1)这条弦所对的劣弧长;
(2)这条弦和劣弧所组成的弓形的面积.
解:(1)设半径为r 的☉O 中弦AB=r,则△OAB

为等边三角形,所以∠AOB=
π
3.

所以弦AB 所对的劣弧长为
π
3r.

(2)因为S△AOB=
1
2×

3
2OA2=

3
4r

2,

S扇形OAB=
1
2αr

2=
1
2×

π
3×r

2=
π
6r

2,

所 以 S弓形 =S扇形OAB -S△AOB =
π
6r2 -

3
4r2 =

π
6-

3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷r2.

3.已知扇形的圆心角是α,半径为R,弧长为l.
(1)若α=60°,R=10,求扇形的弧长l;
(2)若扇形的周长为20,当扇形的圆心角α 为多少

弧度时,这个扇形的面积最大?

解:(1)α=60°=
π
3
,l=10×

π
3=
10π
3 .

(2)由已知得l+2R=20,所以S=
1
2lR=

1
2
(20-

2R)R=10R-R2=-(R-5)2+25,
所以当R=5时,S 取得最大值25,此时l=10,α
=2.
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【类题通法】
扇形的弧长和面积的求解策略

(1)记公式:弧度制下扇形的面积公式是S=
1
2lR

=
1
2αR

2(其中l是扇形的弧长,R 是扇形的半径,α是扇

形圆心角,0<α<2π).
(2)找关键:涉及扇形的半径、周长、弧长、圆心角、

面积等的计算问题,关键是分清题目中已知哪些量、求
哪些量,然后灵活运用弧长公式、扇形面积公式直接求

解或列方程(组)求解.
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课后素养评价(四十一)

1.下列结论不正确的是 (D)

A.
π
3rad=60° B.10°=

π
18rad

C.36°=
π
5rad D.

5π
8rad=115°

2.在半径为10的圆中,240°的圆心角所对弧长为

(  )

A.
40
3π B.

20
3π

C.
200
3π D.

400
3π

A 解析:由240°=
240
180π=

4
3π
,得弧长l=|α|·r

=
4
3π×10=

40
3π.

3.(多选)已知扇形的周长是6cm,面积是2cm2,下列

选项可能正确的有 (  )

A.半径为2cm
B.半径为1cm
C.圆心角的弧度数是1
D.圆心角的弧度数是2

ABC 解析:设扇形半径为rcm,圆心角的弧度数

为α.

由题意得

2r+αr=6,

1
2αr

2=2,

ì

î

í

ïï

ïï

解得
r=1,

α=4{ 或
r=2,

α=1.{
可得圆的半径为1cm或2cm,圆心角的弧度数是

4或1.

4.将-
23
12πrad

化成角度应为    .

-345° 解析:-
23
12π=-

23
12×

180
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°=-345°.

5.在(-2π,2π)内与-
58π
7

终边相同的角是     .

-
2π
7

或
12π
7  解析:-

58π
7 =-8π-

2π
7=-10π+

12π
7
,故在(-2π,2π)内与

58π
7

终边相同的角是-
2π
7

或
12π
7 .
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1.(多选)下列转化结果正确的是 (  )

A.67°30'化成弧度是
3π
8

B.-
10π
3

化成角度是-600°

C.-150°化成弧度是-
7π
6

D.
π
12

化成角度是15°

ABD 解析:对 于 A,67°30'=67.5×
π
180=

3π
8
,

正确;

对于B,-
10π
3 =-

10π
3 ×

180
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°=-600°,正确;
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对于C,-150°=-150×
π
180=-

5π
6
,错误;

对于D,
π
12=

π
12×

180
π

æ

è
ç

ö

ø
÷°=15°,正确.

2.现有两个相互啮合的齿轮,大轮有64齿,小轮有24
齿,当小轮转动一周时,大轮转动的弧度是 (  )

A.
π
2 B.

7π
8 C.

3π
4 D.

16π
3

C 解析:当小轮转动一周时,大轮转动
24
64

周,则大

轮转动的弧度是
24
64×2π=

3π
4.

3.一条弧所对的圆心角是2rad,它所对的弦长为2,

则这条弧的长是 (  )

A.
1
sin1 B.

1
sin2 C.

2
sin2 D.

2
sin1

D 解析:因为一条弧所对的圆心角是2rad,它所

对的弦长为2,

所以所在圆的半径为r=
1
sin1

,则这条弧的长l=2

×
1
sin1=

2
sin1.

4.如图,在扇形AOD 中,弧AD︵的长度是l1,弧BC︵的

长度是l2,扇环ABCD 的面积为S1,扇形BOC 的

面积为S2,若
l1
l2=2

,则S1

S2
= (  )

A.1 B.2 C.3 D.4

C 解析:设∠BOC=α,由
l1
l2=2

,得OA·α
OB·α=

OA
OB

=2,即OA=2OB,

所以
S1

S2
=

1
2α

·OA2-
1
2α

·OB2

1
2α

·OB2
=

OA2-OB2

OB2 =

4OB2-OB2

OB2 =3.

5.(1)已知扇形的面积为25,当扇形的圆心角为多大

时,扇形的周长取最小值?

(2)已知扇形的周长为40,当它的半径和圆心角取

什么值时,才能使扇形的面积最大? 最大面积是

多少?

解:(1)设扇形的半径为R,弧长为l,扇形的周长为

y,则y=l+2R.

由题意,得1
2lR=25

,则l=
50
R
,故y=

50
R+2R

(R>0).

当0<R≤5时,函数y=
50
R+2R

单调递减;当R>

5时,函数y=
50
R+2R

单调递增.所以当R=5时,

y 取最小值20,此时l=10,α=
l
R=2

,即当扇形的

圆心角为2时,扇形的周长取最小值.

(2)设扇形的圆心角为θ,半径为r,弧长为l,面积为S,

则l+2r=40,所以l=40-2r,所以S=
1
2lr=

1
2

×(40-2r)r=-(r-10)2+100.

所以,当半径r=10时,扇形的面积最大,最大值为

100,这时θ=
l
r=

40-2×10
10 =2.
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5.2　三角函数的概念

5.2.1 三角函数的概念

第1课时 三角函数的概念

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解任意角的三角函数的定义.
2.会求给定角的三角函数值.
3.掌握任意角的正弦、余弦、正切的定义及应用.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 任意角的三角函数的定义

如图,设α 是一个任意角,α
∈R,它的终边OP 与单位圆

相交于点P(x,y).
(1)把点P 的纵坐标y 叫做

α的正弦函数,记作sinα,即
y=sinα;
(2)把点 P 的横坐标x 叫做α 的余弦函数,记作

cosα,即x=cosα;

(3)把点P 的纵坐标与横坐标的比值
y
x

叫做α 的正

切,记作tanα,即
y
x=tanα

(x≠0).

y
x=tanα

(x≠0)也是以角为自变量,以单位圆上点的纵

坐标与横坐标的比值为函数值的函数,称为正切函数.
我们将正弦函数、余弦函数和正切函数统称为三角函数.
知识点二 三角函数的定义域

函数名 定义域

正弦函数 R
余弦函数 R

正切函数 x x∈R,且x≠kπ+
π
2
,k∈Z{ }

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)sinα,cosα,tanα 的值与点P(x,y)在角α 终

边上的位置无关. (√)

(2)同一个三角函数值只能有唯一的一个角与之对

应. (×)

(3)若角α终边上一点为P(2,3),则sinα=3. (×)

(4)若角α 的终边为第一象限的角平分线,则sinα

=cosα. (√)

(5)对于任意一个角α,都可以求出它的三个三角函

数值. (×)

2.已知角α 的终边与单位圆交于点 -
3
2
,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则

sinα的值为 (  )

A.-
3
2 B.-

1
2

C.
3
2 D.

1
2

B 解析:由正弦函数的定义得sinα=y=-
1
2.故

选B.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

利用单位圆法求三角函数值

[探究活动]
探究1:如图,以单位圆的圆心O 为原点,以射线

OA 为x 轴的非负半轴,建立直角坐标系,点A 的坐

标为(1,0).射线OA 从x 轴非负半轴开始,绕点O 按

逆时针方向旋转角α,终止位置为OP,点P 在单位圆

上,坐标为(x,y).

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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  (1)当α=
π
6

时,点P 的坐标是什么?

(2)当α=
π
2

或α=
2π
3

时,点P 的坐标是什么?

提示:(1)当α=
π
6

时,点P 的坐标为 3
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)当α=
π
2

或α=
2π
3

时,点P 的坐标分别为(0,

1)和 -
1
2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

探究2:sin
π
6
,cos

π
6
,tan

π
6

的值分别是多少?

提示:根据
π
6

与单位圆交点P 的坐标可知sin
π
6

=
1
2
,cos

π
6=

3
2
,tan

π
6=

3
3.

[评价活动]

1.在直角坐标系中,以原点为角的顶点,以x 轴的非

负半轴为角的始边,如果角α,β的终边分别与单位

圆交于点 12
13
,5
13

æ

è
ç

ö

ø
÷,-

3
5
,4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,那么sinαcosβ=

(  )

A.-
36
65      B.-

3
13

C.
4
13 D.

48
65

B 解析:由三角函数的定义可知,sinα=
5
13
,cosβ

=-
3
5
,所以sinαcosβ=

5
13× -

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

3
13.

2.已知α=150°,求sinα,cosα,tanα的值.
解:如图,设点P 是150°角的终边与单位圆的交点,
故∠POM=30°.

所以PM=
1
2
,OM=

3
2.

所以点P 的坐标为 -
3
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以sin150°=
1
2
,cos150°=-

3
2.

所以tan150°=

1
2

-
3
2

=-
3
3.

【类题通法】
利用单位圆法求三角函数值的方法

(1)确定角的终边与单位圆的交点的坐标(x,y).
(2)根据三角函数的定义可知sinα=y,cosα=

x,tanα=
y
x
(x≠0).

利用坐标法求三角函数值

[探究活动]
如图,在直角坐标系中,锐角α 的顶点与原点O

重合,始边与x 轴的非负半轴重合,在终边上任取一

点P,作PM⊥x 轴于点M,设点P 的坐标为(x,y),

|OP|=r,据此回答下列问题:

  探究1:角α的正弦、余弦、正切分别等于什么?

提示:sinα=
y
r
,cosα=

x
r
,tanα=

y
x.

探究2:将角α 推广到任意角,探究1中的结论

是否成立?
提示:对任意角α上述结论都成立.

[评价活动]

1.已知角θ的终边经过点(-4,3),则cosθ等于 (D)

A.
4
5 B.

3
5 C.-

3
5 D.-

4
5

2.若cosα=-
3
2
,且角α 的终边经过点P(x,2),则

点P 的横坐标x 是 (  )

A.23 B.±23 C.-22 D.-23

D 解析:由题意得r= x2+22,

所以
x

x2+22
=-

3
2
,所以x=-23.故选D.

3.已知角α 的终边过点P(-3a,4a)(a≠0),则

2sinα+cosα=    .

1或-1 解析:r= (-3a)2+(4a)2=5|a|,

①若a>0,则r=5a,点P 在第二象限,

所以sinα=
y
r=

4a
5a=

4
5
,cosα=

x
r=

-3a
5a =

-3
5 .

所以2sinα+cosα=
8
5-

3
5=1.

②若a<0,则r=-5a,点P 在第四象限,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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所以sinα=
4a
-5a=-

4
5
,cosα=

-3a
-5a=

3
5
,

所以2sinα+cosα=-
8
5+

3
5=-1.

4.已知角α的终边过点P(m,3),且cosα=
10
4
,求

sinα,tanα的值.

解:由题意得x=m,y= 3,

所以r=|OP|= m2+3.

所以cosα=
x
r=

m
m2+3

=
10
4
,

解得m= 5(负值舍去).所以r=22.

所以sinα=
y
r=

3
22

=
6
4
,tanα=

y
x=

3
5
=
15
5 .

【类题通法】
利用坐标法求三角函数值的方法

(1)已知角α 的终边上一点P(x,y),求三角函

数值时,先求r=|OP|(O 为原点),再根据sinα=
y
r
,cosα=

x
r
,tanα=

y
x
(x≠0)确定三角函数值.

(2)若条件中含有参数,要注意对参数进行讨论.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(四十二)

1.已知角α的终边经过点P 3
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则cosα 等于

(  )

A.
1
2 B.

3
2 C.

3
3 D.±

1
2

B 解析:由三角函数定义可知,角α 的终边与单位

圆交点的横坐标为角α的余弦值,故cosα=
3
2.

2.已知角θ 的终边经过点M(m,3-m),且tanθ=

1
2
,则m= (  )

A.
1
2 B.1 C.2 D.

5
2

C 解析:因为角θ的终边经过点M(m,3-m),且

tanθ=
1
2=
3-m
m

,所以m=2.

3.(多选)已知角α的终边与单位圆交于点 -
1
2
,næ

è
ç

ö

ø
÷,

则符合条件的角α可以是 (  )

A.-
π
3 B.

2π
3 C.

4π
3 D.

7π
3

BC 解析:角α 的终边与单位圆交于点 -
1
2
,næ

è
ç

ö

ø
÷,

可得cosα=-
1
2.

对于A,当α=-
π
3

时,cos -
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2≠-

1
2
,故

错误;

对于B,当α=
2π
3

时,cos
2π
3=-

1
2
,故正确;

对于C,当α=
4π
3

时,cos
4π
3=-

1
2
,故正确;

对于D,当α=
7π
3

时,cos
7π
3=

1
2≠-

1
2
,故错误.

4.已知角α的终边与单位圆的交点为P 3
5
,y

æ

è
ç

ö

ø
÷(y<0),

则tanα的值为    .

-
4
3 

解析:因为点P 3
5
,y

æ

è
ç

ö

ø
÷(y<0)在单位圆上,

由勾股定理得
9
25+y

2=1,所以y=-
4
5.

所以tanα=-
4
3.

5.已知角α的终边过点P(5,a),且tanα=-
12
5
,则

sinα+cosα的值为    .

-
7
13 

解析:根据三角函数的 定 义,tanα=
a
5=
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􀪋
􀪋
􀪋
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-
12
5
,所以a=-12.所以P(5,-12),r=13.所以

sinα=-
12
13
,cosα=

5
13.

从而sinα+cosα=-
7
13.

6.已知角α的终边在直线 3x+y=0上,求sinα,cos

α,tanα的值.

解:直线 3x+y=0,即y=- 3x,经过第二、四象

限.在第二象限取直线上的点(-1,3),

则r= (-1)2+(3)2=2.

所以sinα=
3
2
,cosα=-

1
2
,tanα=- 3.

在第 四 象 限 取 直 线 上 的 点 (1,- 3),则 r=

12+(- 3)2=2.

所以sinα=-
3
2
,cosα=

1
2
,tanα=- 3.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.已知角α的终边过点M(x,-1)(x<0),且cosα=

3
3x,则x= (  )

A.- 3 B.-
2
2 C.- 2 D.-

3
3

C 解析:由于角α的终边过点M(x,-1)(x<0),

所以cosα=
x

x2+1
=
3x
3
,解得x=- 2.

2.(多选)已知角θ的终边经过点(-2,- 3),且θ与

α的终边关于x 轴对称,则 (  )

A.sinθ=-
21
7

B.α为钝角

C.cosα=-
27
7

D.点(tanθ,tanα)在第四象限

ACD 解析:角θ 的 终 边 经 过 点(-2,- 3),则

sinθ=
- 3

(-2)2+(- 3)2
=-

21
7
,故A正确;因

为θ与α的终边关于x 轴对称,所以α 的终边经过

点(-2,3),α 为第二象限角,不一定为钝角,故B

错误;cosα=
-2

(- 2)2+(3)2
= -

27
7
,故 C

正确;

因为tanθ=
3
2>0

,tanα=-
3
2<0

,所以点(tanθ,

tanα)在第四象限,故D正确.

3.已知sinα=
1
5
,若角α与角β的终边关于x 轴对称,

则sinβ=    ;若它们的终边关于y 轴对称,则

sinβ=    .

-
1
5 

1
5 

解析:设角α 的终边与单位圆相交于

点P(x,y),若角α与角β的终边关于x 轴对称,则

角β的终边与单位圆相交于点Q(x,-y).由题意

知sinα=y=
1
5
,所以sinβ=-y=-

1
5.

若它们的终边关于y 轴对称,则角β的终边与单位

圆交于点M(-x,y),所以sinβ=y=
1
5.

4.若P(4,y)是角θ终边上一点,且sinθ=-
25
5
,则

y=    .

-8 解析:因为sinθ=
y
42+y2

=-
25
5
,所以y

<0,解得y2=64.所以y=-8.

5.已知角α的终边上的点P 与点A(a,b)关于x 轴对

称(a≠0,b≠0),角β的终边上的点Q 与点A 关于

直线y=x 对称,求sinα
cosβ

+
tanα
tanβ

+
1

cosαsinβ
的值.

解:由题意可知P(a,-b),则sinα=
-b

a2+(-b)2
,

cosα=
a

a2+(-b)2
,tanα=-

b
a.

由题意可知 Q(b,a),则sinβ=
a

a2+b2
,cosβ=

b
a2+b2

,tanβ=
a
b
,

所以
sinα
cosβ

+
tanα
tanβ

+
1

cosαsinβ
=-1-

b2

a2+
a2+b2

a2

=0.
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第2课时 三角函数的一些简单性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.借助任意角的三角函数的定义理解并掌握正弦、余弦、正切函数在各象限内的符号.

  2.通过对任意角的三角函数定义的理解,掌握诱导公式一.
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                 知识点一 正弦、余弦、正切函数值在各象限的符号

记忆口诀:一全正,二正弦,三正切,四余弦.
[微训练]

1.下列各角的正弦值为负数的是 (D)

A.
π
4 B.

π
3 C.

2π
3 D.

4π
3

2.若sinθ>0,则角θ的终边在 (B)

A.第一象限

B.第一象限或第二象限或y 轴的正半轴上

C.第三象限

D.第三象限或第四象限

知识点二 诱导公式一

终边相同的角的同一三角函数的值相等.由此得到一

组公式(公式一):

sin(α+k·2π)=sinα,

cos(α+k·2π)=cosα,

tan(α+k·2π)=tanα,其中k∈Z.
[微训练]

1.下列三角函数值与sin30°相等的是 (D)

A.sin60° B.sin(-30°)

C.sin330° D.sin390°

2.计算:sin405°=
2
2.
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三角函数值符号的判断

[探究活动]
探究1:设P(x,y)为角α终边上任意一点(异于

原点O),记r=|OP|,则sinα=
y
r
,cosα=

x
r
,tanα

=
y
x
(x≠0),由此可知角α 的三角函数值的符号与

什么有关?
提示:角α的三角函数值的符号与点P 的横、纵

坐标x,y 的正负有关.所以只需要知道角α的终边所

在的象限,就可以判断角α的三角函数值的符号.
探究2:已知角α,则角α 的三角函数值符号确

定,反之,若角α的某个三角函数值符号确定,则角α
的终边所在的象限确定吗?

提示:不一定,若已知角α 的一个三角函数值的

符号,则角α 的终边所在的象限可能有两种情况,若
已知角α的两个三角函数值的符号,则角α的终边所

在的象限就唯一确定.
[评价活动]

1.(多选)已知cosθ·tanθ<0,则角θ可能是(  )

A.第一象限角 B.第二象限角

C.第三象限角 D.第四象限角

CD 解析:因为cosθ·tanθ<0,

所以
cosθ<0,

tanθ>0,{ 或
cosθ>0,

tanθ<0.{ 由
cosθ<0,

tanθ>0{ 得 角θ

为第三象限角;由 cosθ>0,

tanθ<0{ 得角θ为第四象限角.

所以角θ为第三或第四象限角.

2.函数y=
|cosx|
cosx +

tanx
|tanx|

的值域为    .

{-2,0,2} 解析:由题意得cosx≠0且tanx≠0,
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所以角x 的终边不在x 轴上,也不在y 轴上.
当x 是第一象限角时,|cosx|=cosx,|tanx|=

tanx,所以y=
|cosx|
cosx +

tanx
|tanx|=2

;

当x 是第二象限角时,|cosx|=-cosx,|tanx|

=-tanx,所以y=
|cosx|
cosx +

tanx
|tanx|=-2

;

当x 是第三象限角时,|cosx|=-cosx,|tanx|

=tanx,所以y=
|cosx|
cosx +

tanx
|tanx|=0

;

当x 是第四象限角时,|cosx|=cosx,|tanx|=

-tanx,所以y=
|cosx|
cosx +

tanx
|tanx|=0.

故所求函数的值域为{-2,0,2}.
3.判断下列三角函数值的符号.
(1)sin3,cos4,tan5;
(2)sin(cosθ)(θ为第二象限角).

解:(1)因为
π
2<3<π<4<

3π
2<5<2π

,

所以3,4,5分别为第二、三、四象限角.
所以sin3>0,cos4<0,tan5<0.
(2)因为θ是第二象限角,

所以-
π
2<-1<cosθ<0

,所以sin(cosθ)<0.

【类题通法】
确定三角函数值符号的关键

  由三角函数的定义知sinα=
y
r
,cosα=

x
r
,

tanα=
y
x
(x≠0,r>0),因此三角函数值的符号是由

角的终边上任一点P(x,y)的坐标确定的,则准确确

定角的终边位置是判断三角函数值符号的关键.

诱导公式一的应用

1.cos(-690°)的值为 (  )

A.
3
2 B.

1
2 C.-

3
2 D.-

1
2

A 解析:cos(-690°)=cos(-690°+720°)=

cos30°=
3
2.故选A.

2.计算下列各式的值.
(1)sin(-1395°)cos1110°+cos(-1020°)·sin750°;

(2)sin -
11π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+cos

12π
5tan4π

;

(3)sin
7π
3cos-

23π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+tan -15π4

æ

è
ç

ö

ø
÷cos

13π
3 .

解:(1)原式=sin(-4×360°+45°)cos(3×360°+
30°)+cos(-3×360°+60°)sin(2×360°+30°)=

sin45°·cos30°+cos60°sin30°=
2
2×

3
2+

1
2×

1
2=

6
4+

1
4=
1+ 6
4 .

(2)原式=sin -2π+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+cos2π+

2π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷tan(4π+

0)=sin
π
6+0×cos

2π
5=

1
2.

(3)原 式 = sin 2π+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷cos -4π+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

tan -4π+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·cos4π+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin

π
3cos

π
6 +

tan
π
4cos

π
3=

3
2×

3
2+1×

1
2=

5
4.

【类题通法】
利用诱导公式一进行化简、求值的步骤

(1)定形:将已知角写成2kπ+α 的形式,其中α
∈[0,2π),k∈Z.

(2)转化:根据诱导公式,转化为求角α的某个三

角函数值.
(3)求值:若角α为特殊角,可直接求出该角的三

角函数值.
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课后素养评价(四十三)

1.sin
13π
6

的值是 (  )

A.-
1
2 B.

1
2 C.-

3
2 D.

3
2

B 解析:sin
13π
6 =sin2π+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin

π
6=

1
2.

2.sin1·cos2·tan3的值是 (  )

A.正数 B.负数 C.0 D.不存在

A 解析:因为0<1<
π
2
,π
2<2<π

,π
2<3<π

,所

以sin1>0,cos2<0,tan3<0,所以sin1·cos2·

tan3>0.

3.点 sin
3π
4
,cos

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 位于 (  )

A.第一象限 B.第二象限

C.第三象限 D.第四象限

D 解 析:sin
3π
4 =

2
2
,cos

3π
4 = -

2
2
,所 以

sin
3π
4
,cos

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 位于第四象限.

4.(多选)给出下列三角函数值,其中符号为负的是

(  )

A.sin(-100°) B.cos(-220°)

C.tan(-10) D.cos0
ABC 解析:因为-100°角是第三象限角,
所以sin(-100°)<0;

因为-220°角是第二象限角,所以cos(-220°)<0;

因为-10∈ -
7
2π
,-3π

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以-10是第二象限

角,所以tan(-10)<0;cos0=1>0.

5.设α是第一象限角,且 cos
α
2 =cos

α
2
,则α
2

所在

的象限是 (  )

A.第一象限 B.第二象限

C.第三象限 D.第四象限

A 解析:因为α是第一象限的角,所以
α
2

是第一或

第三象限角.

又因为 cos
α
2 =cos

α
2
,所以

α
2

所在的象限是第

一象限.
6.求下列各式的值.

(1)cos
25π
4 +tan -

11π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷;

(2)sin810°+tan765°-cos360°.

解:(1)原 式 =cos6π+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ +tan -2π+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

cos
π
4+tan

π
6=

2
2+

3
3=

32+23
6 .

(2)原式=sin(90°+2×360°)+tan(45°+2×360°)

-cos360°=sin90°+tan45°-1=1+1-1=1.
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1.(多选)已知cosθ·tanθ>0,则θ可能为 (  )

A.第一象限角 B.第二象限角

C.第三象限角 D.第四象限角

AB 解析:因为cosθ·tanθ=sinθ>0(θ 的终边

不在y 轴上),所以θ可能为第一或第二象限角.
2.下列各式的符号为正的是 (  )

A.cos3 B.sin
5π
3cos-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.tan
7π
8 D.sin2-cos2

D 解析:因为
π
2<3<π

,所以cos3<0,A不符合

题意;

sin
5π
3<0

,cos -
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷>0,故sin

5π
3cos -

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷<0,

B不符合题意;

因为
π
2<
7π
8<π

,所以tan
7π
8<0

,C不符合题意;

因为
π
2<2<

3π
4
,所以sin2>cos2,故sin2-cos2

>0,D符合题意.

3.函数y= 2sinx-1的定义域为 [ π6+2kπ,
5π
6+

2kπ],k∈Z.

4.已知角α的终边经过点P(3,4).
(1)tan(-6π+α)的值为    ;
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(2)
sin(α-4π)
cos(6π+α)

·sin(α-2π)·cos(2π+α)的值为

    .

(1)
4
3 

(2)
16
25 

解析:由题意知r= 32+42=5.

所以sinα=
y
r=

4
5
,cosα=

x
r=

3
5
,tanα=

y
x=

4
3.

(1)tan(-6π+α)=tanα=
4
3.

(2)原式=
sinα
cosα

·sinα·cosα=sin2α= 4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
16
25.

5.判断下列各式的符号.
(1)sin340°cos265°;

(2)sin4tan -
23π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷;

(3)
sin(cosθ)
cos(sinθ)

(θ为第二象限角).

解:(1)因为340°是第四象限角,265°是第三象限角,
所以sin340°<0,cos265°<0.所以sin340°cos265°
>0.

(2)因为π<4<
3π
2
,所以4是第三象限角.因为-

23π
4

=-6π+
π
4
,所以-

23π
4

是第一象限角.所以sin4<

0,tan -
23π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷>0.所以sin4tan -

23π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷<0.

(3)因为θ 为第二象限角,所以0<sinθ<1<
π
2
,

-
π
2< -1<cosθ<0.所 以 sin(cosθ)<

0,cos(sinθ)>0.

所以
sin(cosθ)
cos(sinθ)<0.
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5.2.2 同角三角函数的基本关系

学习任务目标
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􀪋

􀪋
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  1.能通过三角函数的定义推导出同角三角函数的基本关系.
2.理解同角三角函数的基本关系式.
3.能运用同角三角函数的基本关系式进行三角函数式的化简、求值和证明.
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                 知识点一 同角三角函数的基本关系式

(1)平方关系:sin2α+cos2α=1.

(2)商数关系:sinα
cosα=tanαα≠kπ+

π
2
,k∈Z

æ

è
ç

ö

ø
÷.

知识点二 同角三角函数基本关系式的变形

(1)sin2α+cos2α=1的变形:

sin2α=1-cos2α;

cos2α=1-sin2α.

(2)tanα=
sinα
cosα

的变形:

sinα=cosαtanα;

cosα=
sinα
tanα.

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)对于任意角α,β,均有sin2α+cos2β=1. (×)

(2)存在角α,使得sinα=cosα=
1
2. (×)

(3)存在角α,使得tanα=1,sinα=
2
2. (√)

(4)对于任意角α,tan
α
2=
sin

α
2

cos
α
2

都成立. (×)

(5)(sinα+cosα)2=1+2sinαcosα. (√)

2.若sinα=
4
5
,且α是第二象限角,则tanα=

(  )

A.-
4
3 B.

3
4 C.±

3
4 D.±

4
3

A 解析:因为sinα=
4
5
,且α是第二象限角,所以

cosα=- 1-sin2α=-
3
5
,所以tanα=

sinα
cosα=

-
4
3.故选A.

3.若tanα=3,则
2sinαcosα
cos2α = (  )

A.2 B.3 C.4 D.6
D 解 析:因 为 tanα=3 且 cosα≠0,所 以

2sinαcosα
cos2α =

2sinα
cosα=2tanα=6.

故选D.
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利用同角三角函数基本关系式化简

化简:(1)
cos36°- 1-cos236°
1-2sin36°cos36°

;

(2)
1

cos2α 1+tan2α
-
1+sinα
1-sinα

(α为第二象限角).

解:(1)原式=
cos36°- sin236°

sin236°+cos236°-2sin36°cos36°

=
cos36°-sin36°
(cos36°-sin36°)2

=
cos36°-sin36°
|cos36°-sin36°|=

cos36°-sin36°
cos36°-sin36°=1.

(2)因为α是第二象限角,所以cosα<0,

则原式=
1

cos2α 1+
sin2α
cos2α

-
(1+sinα)2

1-sin2α

=
1
cos2α

cos2α
cos2α+sin2α -

1+sinα
|cosα| =

-cosα
cos2α +

1+sinα
cosα =

-1+1+sinα
cosα =

sinα
cosα=tanα.

【类题通法】
利用同角三角函数基本关系式化简的方法

(1)当要化简的式子中同时含有sinα,cosα 和

tanα时,一般应切化弦.
(2)当式子中含有根号时,应先把被开方式化为

完全平方式,再去掉根号.
(3)当式子中含有高次的三角函数式时,可借助

因式分解,或构造平方关系,以降幂化简.

利用同角三角函数基本关系式证明

1.已知tan2α=2tan2β+1,求证:sin2β=2sin2α-1.
证明:(方法一)因为tan2α=2tan2β+1,

所以tan2β=
tan2α-1
2 .①

因为tan2β=
sin2β
cos2β

,

所以tan2β=
sin2β
1-sin2β

,所以sin2β=
tan2β
1+tan2β

.②

由① ②,得 sin2β=

tan2α-1
2

1+
tan2α-1
2

=
tan2α-1
tan2α+1=

sin2α
cos2α-1

sin2α
cos2α+1

=
sin2α-cos2α
sin2α+cos2α=2sin

2α-1.

(方法二)因为tan2α=2tan2β+1,
所以tan2α+1=2(tan2β+1).

所以
sin2α+cos2α
cos2α =2·

sin2β+cos2β
cos2β

.

所以
1
cos2α=

2
cos2β

.

所以cos2β=2cos2α.所以1-sin2β=2(1-sin2α).
所以sin2β=2sin2α-1.

2.求证:1-2sin2xcos2x
cos22x-sin22x =

1-tan2x
1+tan2x.

证明:左边=
cos22x+sin22x-2sin2xcos2x

cos22x-sin22x

=
(cos2x-sin2x)2

(cos2x-sin2x)(cos2x+sin2x)

=
cos2x-sin2x
cos2x+sin2x=

1-tan2x
1+tan2x=

右边.

所以原等式成立.
【类题通法】

证明恒等式的关注点

(1)实质:清除等式两端的差异,有目的地化简.
(2)基本原则:化繁为简.例如:通过化切为弦,将

式子化简.
(3)常用方法:从等式的一边开始,推出它等于另

一边.

利用同角三角函数基本关系式求值

[探究活动]
探究1:若已知某角的正切值,如何求该角的正

弦、余弦值?

提示:可利用方程组
tanα=

sinα
cosα

,

sin2α+cos2α=1

ì

î

í

ïï

ïï
求解.

探究2:若已知某角的正弦值或余弦值,如何求

其他三角函数值?
提示:可先由sin2α+cos2α=1求出余弦值或正

弦值,再利用
sinα
cosα

求正切值.

探 究 3:如 何 求 形 如
asinα+bcosα
csinα+dcosα

或

asin2α+bsinαcosα+ccos2α
dsin2α+esinαcosα+fcos2α

的式子的值?

提示:将分子、分母同除以cosα或cos2α,化成关

于tanα的式子,从而解决问题.
[评价活动]

1.(多选)若sinα=
4
5
,且α 为第二象限角,则下列选
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项中正确的有 (  )

A.tanα=-
4
3

B.cosα=
3
5

C.sinα+cosα=
1
5

D.sinα-cosα=-
1
5

AC 解析:因为sinα=
4
5
,且α 为第二象限角,所

以cosα=- 1-sin2α=- 1- 4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=-
3
5
,故

B错误;tanα=
sinα
cosα=-

4
3
,故 A 正 确;sinα+

cosα=
4
5-

3
5=

1
5
,故C正确;sinα-cosα=

4
5+

3
5=

7
5
,故D错误.

2.已知α∈ π,
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,tanα=2,则cosα=  .

-
5
5 

解析:由α∈ π,
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 及tanα=2,得sinα=

2cosα<0.

又sin2α+cos2α=1,所以cos2α=
1
5
,cosα=-

5
5.

3.已知sinα+cosα=
1
5
,α∈(0,π),求下列各式

的值.
(1)sinαcosα;(2)sinα-cosα.

解:(1)由sinα+cosα=
1
5
,两边平方得2sinαcosα

=-
24
25
,所以sinαcosα=-

12
25.

(2)因为(sinα-cosα)2=1-2sinαcosα=1+
24
25

=
49
25
,所以sinα-cosα=±

7
5.

又由(1)知sinαcosα<0,所以α∈ π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以sinα>0,cosα<0.所以sinα-cosα=
7
5.

4.已知
sinα+cosα
sinα-cosα=2

,计算下列各式的值.

(1)
3sinα-cosα
2sinα+3cosα

;

(2)sin2α-2sinαcosα+1.

解:由sinα+cosα
sinα-cosα=2

,化简得sinα=3cosα,

所以tanα=3.

(1)原式=
3×3cosα-cosα
2×3cosα+3cosα=

8cosα
9cosα=

8
9.

(2)原式=
sin2α-2sinαcosα
sin2α+cos2α +1

=
tan2α-2tanα
tan2α+1 +1=

32-2×3
32+1 +1=

13
10.

【类题通法】
三角函数求值问题的解题策略

(1)已知角α的某种三角函数值,求角α 的其余

三角函数值时,要注意公式的合理选择与变形;若角

的终边所在的象限不确定,应分类讨论.
(2)已知tanα,求关于sinα,cosα的n 次齐次式

的值,可将分子、分母同除以cosα 的n 次幂,进行弦

化切;有时可把分母看作1,并将1用sin2α+cos2α
代换.
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课后素养评价(四十四)

1.已知sinα=
5
5
,则sin4α-cos4α的值为 (  )

A.-
1
5 B.-

3
5 C.

1
5 D.

3
5

B 解析:sin4α-cos4α=sin2α-cos2α=2sin2α-1

=
2
5-1=-

3
5.

2.已知tanα=-
1
2
,α∈ π

2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,则sinα-2cosα=

(  )

A.5 B.
5
5

C.1 D.- 5
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A 解析:因为tanα=-
1
2
,

所以

sinα
cosα=-

1
2
,

sin2α+cos2α=1,

ì

î

í

ïï

ïï

又α∈ π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以sinα=

5
5
,cosα=-

25
5
,所以

sinα-2cosα= 5.

3.已知
1-2sinαcosα
cos2α-sin2α =

1
2
,则tanα= (  )

A.
1
3 B.

1
2

C.
1
3

或1 D.
1
2

或1

A 解析:因为
1-2sinαcosα
cos2α-sin2α =

1
2
,

所 以
(cosα-sinα)2

(cosα-sinα)(cosα+sinα)=
cosα-sinα
cosα+sinα

=
1-tanα
1+tanα=

1
2
,解得tanα=

1
3.

4.(2022·浙江)设x∈R,则“sinx=1”是“cosx=0”的
(  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:因为sin2x+cos2x=1,可得:
当sinx=1时,cosx=0,充分性成立;
当cosx=0时,sinx=±1,必要性不成立;
所以当x∈R,“sinx=1”是“cosx=0”的充分不必

要条件.

5.已知α是第四象限角,tanα=-
5
12
,则sinα=-

5
13.

6.
1-2sin70°cos70°

sin70°- 1-sin270°
=    .

1 解析:原式=
(sin70°-cos70°)2

sin70°- cos270°

=
sin70°-cos70°
sin70°-cos70°=1.
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1.若θ∈ π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,且满足

6
tanθ-tanθ=1

,则sinθ+

cosθ= (  )

A.
10
5 B.

5
5 C.-

5
5 D.-

10
5

A 解析:由 6
tanθ-tanθ=1

,得(tanθ-2)(tanθ

+3)=0,因为θ∈ π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,tanθ<0,所以tanθ=

-3.由
tanθ=

sinθ
cosθ=-3

,

sin2θ+cos2θ=1

ì

î

í
ïï

ïï
及sinθ>0得sinθ=

3 10
10

,所 以cosθ=
sinθ
tanθ=-

10
10
,sinθ+cosθ

=
10
5 .

2.若α为第二象限角,则 cosα
1-sin2α

+
2sinα
1-cos2α

的值为

(C)
A.3 B.-3 C.1 D.-1

3.若tanθ=-2,则sin2θ+2sinθcosθ-cos2θ的值是

(  )

A.-
1
5 B.-

3
5 C.-

7
5 D.

1
5

A 解析:因为tanθ=-2,
所以sin2θ+2sinθcosθ-cos2θ

=
sin2θ+2sinθcosθ-cos2θ

sin2θ+cos2θ =
tan2θ+2tanθ-1
tan2θ+1 =

4+2×(-2)-1
4+1 =-

1
5.

4.已知sinα·cosα=
1
8
,且π
4<α<

π
2
,则cosα-

sinα=-
3
2.

5.已 知 sinα +cosα =
7
13
,α ∈ (0,π),则

tanα=    .

-
12
5 

解析:(方法一:构建方程组)

因为sinα+cosα=
7
13①

,

所以sin2α+cos2α+2sinαcosα=
49
169
,

即2sinαcosα=-
120
169.

因为α∈(0,π),所以sinα>0,cosα<0.
所 以 sin α - cos α = (sinα-cosα)2 =

1-2sinαcosα=
17
13②.

由①②解得sinα=
12
13
,cosα=-

5
13
,

所以tanα=
sinα
cosα=-

12
5.
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(方法二:弦化切)同方法一,求出sinαcosα=

-
60
169
,sinαcosα
sin2α+cos2α=-

60
169
,tanα
tan2α+1=-

60
169
,

整理得60tan2α+169tanα+60=0,

解得tanα=-
5
12

或tanα=-
12
5.

由sinα+cosα=
7
13>0

知|sinα|>|cosα|.

故tanα=-
12
5.

6.已知
4sinθ-2cosθ
3sinθ+5cosθ=

6
11
,求下列各式的值.

(1)
5cos2θ

sin2θ+2sinθcosθ-3cos2θ
;

(2)1-4sinθcosθ+2cos2θ.

解:由已知
4sinθ-2cosθ
3sinθ+5cosθ=

6
11
,

可得
4tanθ-2
3tanθ+5=

6
11
,

解得tanθ=2.

(1)原式=
5

tan2θ+2tanθ-3
=
5
5=1.

(2)原式=sin2θ-4sinθcosθ+3cos2θ

=
sin2θ-4sinθcosθ+3cos2θ

sin2θ+cos2θ

=
tan2θ-4tanθ+3
tan2θ+1

=-
1
5.
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5.3　诱导公式

第1课时 诱导公式二~四

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解并掌握诱导公式二、三、四的结构特征及记忆方法.
2.会运用诱导公式二、三、四求三角函数的值及化简与证明简单的三角函数式.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                知识点 诱导公式二~四

(1)公式二:sin(π+α)=-sinα,cos(π+α)=-cosα,
tan(π+α)=tanα.
(2)公式三:sin(-α)=-sinα,cos(-α)=cosα,
tan(-α)=-tanα.
(3)公式四:sin(π-α)=sinα,cos(π-α)=-cosα,
tan(π-α)=-tanα.
[微训练]

1.sin -
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值为 (  )

A.-
1
2 B.

1
2 C.-

3
2 D.

3
2

C 解析:sin -
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin

π
3=-

3
2.

2.求下列三角函数的值.
(1)sin690°=    ;

(2)cos-
20
3π

æ

è
ç

ö

ø
÷=    ;

(3)tan(-1845°)=    .

(1)-
1
2 

(2)-
1
2 

(3)-1

解析:(1)sin690°=sin(360°+330°)=sin330°
=sin(180°+150°)=-sin150°

=-sin(180°-30°)=-sin30°=-
1
2.

(2)cos-
20
3π

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos

20
3π

=cos6π+
2
3π

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos

2
3π

=cosπ-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-cos

π
3=-

1
2.

(3)tan(-1845°)=tan(-5×360°-45°)=
tan(-45°)=-tan45°=-1.
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给角求值问题

[探究活动]

探究:如何将任意角的三角函数值转化为 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 范

围内角的三角函数值?
提示:首先由公式一,转化为[0,2π)范围内角的

三 角 函 数 值,再 由 公 式 二、三、四,即 可 转 化 为

0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 范围内角的三角函数值.
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[评价活动]
1.求下列三角函数值.

(1)cos210°;(2)sin
11π
4
;(3)sin -

43π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷;

(4)cos(-1920°).
解:(1)cos210°=cos(180°+30°)=-cos30°=

-
3
2.

(2)sin
11π
4 =sin2π+

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin

3π
4=sinπ-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=

sin
π
4=

2
2.

(3)sin -
43π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin6π+

7π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin

7π
6=

-sinπ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin

π
6=

1
2.

(4)cos(-1920°)=cos1920°=cos(5×360°+
120°)=cos120°=cos(180°-60°)=-cos60°=

-
1
2.

2.求sin2nπ+
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷·cosnπ+

4π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷(n∈Z)的值.

解:分类讨论:

①当n 为奇数时,原式=sin
2π
3 -cos

4π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

=sinπ-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ · -cosπ+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=sin
π
3

·cos
π
3=

3
2×

1
2=

3
4.

②当 n 为 偶 数 时,原 式 =sin
2π
3

·cos
4π
3 =

sinπ-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·cosπ+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin

π
3

· -cos
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

-
3
4.

【类题通法】
利用诱导公式求三角函数值的步骤

(1)“负化正”———用公式一或公式三将负角转化

为正角.
(2)“大化小”———用公式一将角化为[0,2π]范围

内的角.

(3)“小化锐”———用公式二或公式四将大于
π
2

的

角转化为锐角.
(4)“锐求值”———得到锐角的三角函数后求值.

利用诱导公式化简

化简下列各式.

(1)
tan(2π-α)sin(-2π-α)cos(6π-α)

cos(α-π)sin(5π-α)
;

(2)
cos(π+α)·sin(2π+α)
sin(-α-π)·cos(-π-α)

;

(3)
cos190°·sin(-210°)
cos(-350°)·tan(-585°)

;

(4)
1+2sin290°cos430°
sin250°+cos790° .

解:(1)原式=

sin(2π-α)
cos(2π-α)

·sin(-α)cos(-α)

cos(π-α)sin(π-α)

=
-sinα(-sinα)cosα
cosα(-cosα)sinα =-

sinα
cosα=-tanα.

(2)原式=
-cosα·sinα

-sin(π+α)·cos(π+α)

=
cosαsinα
sinαcosα=1.

(3)原式=
cos(180°+10°)[-sin(180°+30°)]
cos(-360°+10°)[-tan(360°+225°)]

=
-cos10°·sin30°

cos10°·[-tan(180°+45°)]

=
-
1
2

-tan45°

=
1
2.

(4)原式=
1+2sin(360°-70°)cos(360°+70°)
sin(180°+70°)+cos(720°+70°)

=
1-2sin70°cos70°
-sin70°+cos70°=

|cos70°-sin70°|
cos70°-sin70°

=
sin70°-cos70°
cos70°-sin70°=-1.

【类题通法】
化简三角函数式的常用方法

(1)利用诱导公式,将任意角的三角函数转化为

锐角的三角函数.
(2)切化弦:一般需将式中的正切函数转化为正

弦、余弦函数.

(3)注意“1”的代换:1=sin2α+cos2α=tan
π
4.

给值求值问题

1.若sin(3π+α)=-
1
2
,则sinα的值为 (  )

A.-
1
2 B.

1
2

C.
3
2 D.-

3
2

B 解析:因为sin(3π+α)=-
1
2
,且sin(3π+α)=

sin(π+α)=-sinα,所以sinα=
1
2.
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2.已知cos(α-75°)=-
1
3
,且α 为第四象限角,求

sin(105°+α)的值.

解:因为cos(α-75°)=-
1
3<0

,且α 为第四象限

角,所以α-75°是第三象限角.
所以sin(α-75°)=- 1-cos2(α-75°)=

- 1- -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=-
22
3 .

所以sin(105°+α)=sin[180°+(α-75°)]=

-sin(α-75°)=
22
3 .

3.已知cos(π+α)=-
3
5
,π<α<2π,求sin(α-3π)+

cos(α-π)的值.

解:因为cos(π+α)=-cosα=-
3
5
,所以cosα=

3
5.又因为π<α<2π,所以

3π
2<α<2π

,所以sinα=

-
4
5.

所以sin(α-3π)+cos(α-π)=-sin(3π-α)+cos(π-
α)=-sin(π-α)+(-cosα)=-sinα-cosα=

-(sinα+cosα)=- -
4
5+

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
5.

【类题通法】
解决条件求值问题的策略

(1)解决条件求值问题,首先要仔细观察条件与

所求式的角、函数名称之间的差异及联系.
(2)可以将已知式进行变形向所求式转化,或将

所求式进行变形向已知式转化.
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课后素养评价(四十五)

1.(多选)下列结论正确的有 (  )

A.sin
17
6π=

1
2

B.tan -
10
3π

æ

è
ç

ö

ø
÷=- 3

C.-150°化成弧度是-
7
6π

D.
π
12

化成角度是75°

AB 解析:sin
17π
6 =sin3π-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=sinπ-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=

sin
π
6 =

1
2
, 故 A 正 确;tan -

10π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

tan -3π-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-tanπ+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-tan

π
3=- 3

,

故B正确;

-150°化成 弧 度 是-
5π
6
,故 C错 误;π

12
化 成 度 是

15°,故D错误.

2.若cos(π+α)=-
1
2
,3π
2<α<2π

,则sin(2π+α)等于

(  )

A.
1
2 B.±

3
2 C.

3
2 D.-

3
2

D 解析:由cos(π+α)=-
1
2
,得cosα=

1
2
,又3π
2<α

<2π,故sin(2π+α)=sinα=- 1-cos2α=-
3
2
(α

为第四象限角).

3.(多选)下列化简正确的是 (  )

A.tan(π+1)=tan1

B.
sin(-α)

tan(360°-α)=cosα

C.
sin(π-α)
cos(π+α)=tanα

D.
cos(π-α)tan(-π-α)

sin(2π-α) =1

AB 解析:对于A,根据三角函数的诱导公式可知

tan(π+1)=tan1,故A正确;

对于B,
sin(-α)

tan(360°-α)=
-sinα
-tanα=cosα

,故B正确;

对于C,
sin(π-α)
cos(π+α)=

sinα
-cosα=-tanα

,故C错误;
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对于 D,
cos(π-α)tan(-π-α)

sin(2π-α) =
(-cosα)(-tanα)

-sinα

=-1,故D错误.

4.1-2sin(π+2)cos(π+2)=sin2-cos2.

5.若cos(π6+θ)= 33,则cos(5π6-θ)=- 33.

6.化简:cos210°
·cos(-420°)·tan330°

tan390°·sin750°·cos900° .

解:原式=

cos(180°+30°)·cos(-360°-60°)·tan(360°-30°)
tan(360°+30°)·sin(720°+30°)·cos(720°+180°)

=
(-cos30°)·cos60°·(-tan30°)
tan30°·sin30°·cos180°

=
-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷×
1
2× -

3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
3×

1
2×

(-1)
=-

3
2.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.点P(sin2022°-cos2022°,sin2022°·cos2022°)
位于 (  )

A.第一象限 B.第二象限

C.第三象限 D.第四象限

A 解析:因为2022°=360°×5+222°,又sin222°
=sin(180°+42°)=-sin42°<0,可得cos222°=
cos(180°+42°)=-cos42°<0,可 得sin222°>
cos222°,
所以sin2022°-cos2022°=sin222°-cos222°
>0.
又sin2022°·cos2022°=sin222°cos222°>0,
所以P(sin2022°-cos2022°,sin2022°·cos2022°)
位于第一象限.

2.已知cos31°=a,则cos211°·tan149°的值是 (B)

A.
1-a2

a B.1-a2

C.
a2-1

a D.- 1-a2

3.已知cos80°=k,则cos620°的值为 (B)

A.k B.-k

C.±k D.1-k2

4.已 知 cos(508°-α)=
12
13
,则cos(212°+α)

=    .
12
13 

解析:因为cos(508°-α)=cos(360°+148°-

α)=cos(148°-α)=
12
13
,

所以cos(212°+α)=cos(360°+α-148°)=cos(α

-148°)=cos(148°-α)=
12
13.

5.已知函数f(x)=
sinπx,x<0,
f(x-1)-1,x>0,{

则f -
11
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+f

11
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值为-2.

6.若cos(α-π)=-
2
3
,

求
sin(α-2π)+sin(-α-3π)cos(α-3π)
cos(π-α)-cos(-π-α)cos(α-4π)

的值.

解:原式=
-sin(2π-α)-sin(3π+α)cos(3π-α)

-cosα-(-cosα)cosα

=
sinα-sinαcosα
-cosα+cos2α

=
sinα(1-cosα)
-cosα(1-cosα)

=-tanα.

因为cos(α-π)=cos(π-α)=-cosα=-
2
3
,

所以cosα=
2
3.所 以α 为 第 一 象 限 角 或 第 四 象

限角.

(1)当α 为 第 一 象 限 角 时,cosα=
2
3
,sinα=

1-cos2α=
5
3
,所以tanα=

sinα
cosα=

5
2
,所以原式

=-
5
2.

(2)当α 为 第 四 象 限 角 时,cosα=
2
3
,sinα=

- 1-cos2α=-
5
3
,

所以tanα=
sinα
cosα=-

5
2
,所以原式=

5
2.

综上,原式=±
5
2.
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第2课时 诱导公式五、六

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.掌握诱导公式五、六的推导,并能应用于解决求值、化简与证明问题.
2.对诱导公式一~六,能做综合归纳,体会出六组公式的共性与个性,培养由特殊到一般的数学推理意识

和能力.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 诱导公式五、六

(1)公式五:sin π2-α
æ

è
ç

ö

ø
÷=cosα;

cosπ2-α
æ

è
ç

ö

ø
÷=sinα.

(2)公式六:sin π2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=cosα;

cosπ2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=-sinα.

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)诱导公式五、六中的角α只能是锐角. (×)
(2)sin(90°+α)=-cosα. (×)

(3)cosα=-sinα. (×)

2.已知sinα=
5
13
,则cosπ2+α

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值为 (C)

A.
5
13 B.

12
13

C.-
5
13 D.-

12
13

3.下列式子与sinθ-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值相等的为 (D)

A.sin π2+θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ B.cosπ2+θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.cos3π2-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ D.sin3π2+θ

æ

è
ç

ö

ø
÷
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􀪋
􀪋
􀪋

利用诱导公式化简与求值

[探究活动]
探究1:公式五反映了互余两角三角函数之间的

关系,你还能举出一些互余的角吗?

提示:常见的互余的角有:π
3-α

与
π
6+α

;π
3+α

与
π
6-α

;π
4+α

与
π
4-α

等.

探究2:你能列举一些常见的互补的角吗?

提示:常见的互补的角有:π
3+θ

与
2π
3-θ

;π
4+θ

与
3π
4-θ

等.

[评价活动]

1.已 知cos(π+α)= -
1
2
,α 为 第 一 象 限 角,求

cosπ2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值.

解:因为cos(π+α)=-cosα=-
1
2
,

所以cosα=
1
2.

又α为第一象限角,则sinα>0,

所以cosπ2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=-sinα=- 1-cos2α

=- 1- 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=-
3
2.

2.已 知 cos π
6-α

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

1
3
,求 cos 5π

6+α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ·

sin2π3-α
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值.

解:cos5π6+α
æ

è
ç

ö

ø
÷·sin2π3-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

=cosπ- π
6-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú·sin

π
2+

π
6-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=-cosπ6-α
æ

è
ç

ö

ø
÷·cosπ6-α

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
9.

3.求值:

cos(270°+α)+cos(90°+α)-tan(360°+α)
tan(α+180°)+sin(90°-α)+sin(270°-α).
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解:原式=
cos[180°+(90°+α)]-sinα-tanα
tanα+cosα+sin[180°+(90°-α)]

=
-cos(90°+α)-sinα-tanα
tanα+cosα-sin(90°-α)

=
sinα-sinα-tanα
tanα+cosα-cosα

=-
tanα
tanα=-1.

【类题通法】
利用诱导公式化简、求值的策略

(1)已知角求值问题,关键是利用诱导公式把任

意角的三角函数值转化成锐角的三角函数值求解,转
化过程中注意口诀“奇变偶不变,符号看象限”的
应用.

(2)对式子进行化简或求值时,要注意要求的角

与已知角之间的关系,并结合诱导公式进行转化,特
别要注意角的范围.

(3)常见的互余的角:π
3-α

与
π
6+α

,π
4+α

与

π
4-α

等,常见的互补的角:π
6+α

与
5π
6-α

,π
3+α

与

2π
3-α

,π
4+α

与
3π
4-α

等.

利用诱导公式证明三角函数式

求证:

(1)
tan(2π-α)cos3π2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷cos(6π-α)

sinα+
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷cosα+

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=-tanα;

(2)
2sinθ-

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷cosθ+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

1-2sin2(π+θ) =
tan(9π+θ)+1
tan(π+θ)-1.

证明:(1)左边

=
tan(-α)·(-sinα)·cos(-α)

sin2π- π
2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ·cos2π-

π
2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=
(-tanα)·(-sinα)·cosα

sin - π
2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúcos -

π
2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=
sin2α

-sin π2-α
æ

è
ç

ö

ø
÷cosπ2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
sin2α

-cosα·sinα

=-
sinα
cosα=-tanα=

右边.

所以原等式成立.

(2)左边=
-2sin3π2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·(-sinθ)-1

1-2sin2θ

=
2sinπ+ π

2-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúsinθ-1

1-2sin2θ

=
-2sin π2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷sinθ-1

1-2sin2θ

=
-2cosθsinθ-1

cos2θ+sin2θ-2sin2θ

=
(sinθ+cosθ)2

sin2θ-cos2θ =
sinθ+cosθ
sinθ-cosθ.

右边=
tan(9π+θ)+1
tan(π+θ)-1=

tanθ+1
tanθ-1=

sinθ+cosθ
sinθ-cosθ.

所以左边=右边,故原式成立.
【类题通法】

三角恒等式的证明策略

对于三角恒等式的证明,应遵循化繁为简的原

则,由左边推导出右边或由右边推导出左边,也可以

用左右归一、变更论证的方法.常用定义法、切化弦

法、拆项拆角法、“1”的代换法、公式变形法,要熟练掌

握基本公式,善于从中选择巧妙简捷的方法.

诱导公式在三角形中的应用

[探究活动]
探究1:在△ABC 中,隐含着一些等量关系,如

A+B+C=π,
A+B+C
2 =

π
2
,结合诱导公式,将下

列常用等式补充完整.
(1)sin(A+B)=   ;
(2)cos(A+B)=   ;

(3)sin
A+B
2 =    ;

(4)cos
A+B
2 =    .

提示:(1)sin(A+B)=sin(π-C)=sinC;
(2)cos(A+B)=cos(π-C)=-cosC;

(3)sin
A+B
2 =sin

π-C
2 =sin π

2-
C
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

cos
C
2
;

(4)cos
A+B
2 =cos

π-C
2 =cos π

2-
C
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

sin
C
2.

探究2:在△ABC 中,sin2
A+B
2 +sin2

C
2

的值是

多少? 请说明理由.

提示:sin2
A+B
2 +sin2

C
2=1.

理由如下:

因为A+B+C=π,所以
A+B
2 =

π
2-

C
2
,
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所以sin
A+B
2 =sin π2-

C
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos

C
2
,

所以sin2
A+B
2 +sin2

C
2=cos

2C
2+sin

2C
2=1.

[评价活动]

                1.已知任意△ABC,给出下列4个式子,其中值为常

数的是 (  )

①sin(A+B)+sinC;

②cos(A+B)+cosC;

③sin(2A+2B)+sin2C;

④cos(2A+2B)+cos2C.
A.①② B.②③
C.③④ D.①④
B 解析:对于①,sin(A+B)+sinC=sin(π-C)

+sinC=sinC+sinC=2sinC,故①不正确;

对于②,cos(A+B)+cosC=cos(π-C)+cosC
=-cosC+cosC=0,故②正确;

对于③,sin(2A+2B)+sin2C=sin[2(π-C)]+
sin2C=-sin2C+sin2C=0,故③正确;

对于④,cos(2A+2B)+cos2C=cos[2(π-C)]+
cos2C=cos2C+cos2C=2cos2C,故④不正确.

2.在△ABC 中,若sin(A+B-C)=sin(A-B+C),
则△ABC 必是 (  )

A.等腰三角形

B.直角三角形

C.等腰三角形或直角三角形

D.等腰直角三角形

C 解析:因为A+B+C=π,
而sin(A+B-C)=sin(A-B+C),
所以sin(π-2C)=sin(π-2B),所 以sin2C=
sin2B.

所以2C=2B 或2C+2B=π.

所以C=B 或B+C=
π
2.

所以△ABC 为等腰三角形或直角三角形.

3.在△ABC 中,sin
A+B-C
2 =sin

A-B+C
2

,试判断

△ABC 的形状.
解:因为A+B+C=π,
所以A+B-C=π-2C,A-B+C=π-2B.

因为sin
A+B-C
2 =sin

A-B+C
2

,

所以sin
π-2C
2 =sin

π-2B
2

,

所以sin π2-C
æ

è
ç

ö

ø
÷=sin π2-B

æ

è
ç

ö

ø
÷,即cosC=cosB.

又因为B,C 为△ABC 的内角,所以C=B,
所以△ABC 为等腰三角形.
【类题通法】

三角形中的三角函数关系

(1)sin(A+B)=sinC;
(2)cos(A+B)=-cosC;

(3)sin
A+B
2 =cos

C
2
;

(4)cos
A+B
2 =sin

C
2.
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课后素养评价(四十六)

1.(多选)下面诱导公式使用不正确的是 (  )

A.sinθ-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=cosθ

B.cos3π2+θ
æ

è
ç

ö

ø
÷=-sinθ

C.sin3π2-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷=-cosθ

D.cosθ-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sinθ

ABD 解析:因 为sinθ-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin π

2-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

-cosθ,所以选项A错误;

因为cos3π2+θ
æ

è
ç

ö

ø
÷=sinθ,所以B错误;

因为sin3π2-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷=-cosθ,所以C正确;

因为cosθ-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=cosπ2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷=sinθ,所以D错误.
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2.cos(π-x)+sinx+
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷= (  )

A.-2cosx B.0
C.-2sinx D.cosx-sinx

A 解析:cos(π-x)+sinx+
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-cosx-

cosx=-2cosx.

3.若sin(π+α)=
1
3
,则sin(π-α)+cosπ2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷=

(  )

A.-
2
3 B.

2
3 C.

22
3 D.-

22
3

A 解析:因为sin(π+α)=
1
3
,即-sinα=

1
3
,

所以sinα=-
1
3
,

则sin(π-α)+cosπ2-α
æ

è
ç

ö

ø
÷=sinα+sinα=-

2
3.

4.已 知 角 α 的 终 边 上 有 一 点 P (1,3),则

sin(π-α)-sin π2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

cos3π2-α
æ

è
ç

ö

ø
÷+2cos(-π+α)

的值为 (  )

A.-
2
5 B.-

4
5 C.-

4
7 D.-4

A 解析:因为点P(1,3)在α 终边上,所以tanα
=3.

所以
sin(π-α)-sin π2+α

æ

è
ç

ö

ø
÷

cos3π2-α
æ

è
ç

ö

ø
÷+2cos(-π+α)

=
sinα-cosα
-sinα-2cosα

=
tanα-1
-tanα-2=

3-1
-3-2=-

2
5.故选A.

5.已知cosα+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
5
,则sinα+

2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值为

3
5.

6.若cosα=
1
5
,且α 是第四象限角,则cosα+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=    .

26
5  解析:因为cosα=

1
5
,且α是第四象限角,

所 以 sinα= - 1-cos2α = - 1- 1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=

-
26
5 .所以cosα+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sinα=

26
5 .

7.计算:sin21°+sin22°+…+sin288°+sin289°=
89
2.

8.证 明:sin
(θ-5π)

cos(3π-θ)
·
cosπ2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

sin(θ-3π)
· cos(8π-θ)
sin(-θ-4π)

=1.

证明:原式=
-sin(5π-θ)
cos(π-θ)

· sinθ
-sin(3π-θ)

·

cosθ
-sin(4π+θ)=

-sinθ
-cosθ

· sinθ
-sinθ

· cosθ
-sinθ=1.
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1.已知cos(75°+α)=
1
3
,则sin(α-15°)+cos(105°

-α)的值是 (D)

A.
1
3 B.

2
3 C.-

1
3 D.-

2
3

2.(多选)已知 3sin(π+θ)=sin2021π2 -θæ

è
ç

ö

ø
÷,θ∈(0,

2π),则θ可能等于 (  )

A.
2π
3 B.

5π
6 C.

5π
3 D.

11π
6

BD 解析:因为 3sin(π+θ)=sin2021π2 -θæ

è
ç

ö

ø
÷,θ

∈(0,2π),

所以- 3sinθ=cosθ,即tanθ=-
3
3
,所以θ=

5π
6
,或θ=

11π
6 .

3.已 知sinα-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
3
,则cosα+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=  .

-
1
3 

解析:cosα+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos π2+α-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=

-sinα-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
3.

4.已知sin(5π-θ)+sin5π2-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷=
7
2
,则sin4 π2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷+

cos4 3π2+θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值为    .

23
32 

解析:因为sin(5π-θ)+sin 52π-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷=sin(π

-θ)+sin π
2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ =sinθ+cosθ=

7
2
,所 以

sinθcosθ=
1
2

·[(sinθ+cosθ)2-1]=
1
2×

7
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=
3
8.所以sin4 π2-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷+cos4 (32π+

θ)=cos4θ+sin4θ=(sin2θ+cos2θ)2-2sin2θcos2θ

=1-2× 3
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
23
32.
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5.已 知 α 是 第 三 象 限 角, f (α )

=
sin(π-α)cos(2π-α)tan -α+

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

cos(-α-π) .

(1)若cosα-
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
5
,求f(α)的值;

(2)若α=-1920°,求f(α)的值.

解:f(α)=sinα·cos(-α)·
sin3π2-αæ

è
ç

ö

ø
÷

cos3π2-αæ

è
ç

ö

ø
÷

·

1
cos(α+π)=

sinαcosα(-cosα)
-sinα(-cosα)=-cosα.

(1)因为cosα-
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sinα=

1
5
,所以sinα=

-
1
5.

因为α为第三象限角,所以cosα=-
26
5 .

所以f(α)=-cosα=
26
5 .

(2)因为-1920°=-5×360°-120°,
所以f(-1920°)=-cos(-5×360°-120°)

=-cos120°=cos60°=
1
2.

6.已知函数f(α)=

sinα-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷cos3π2+α

æ

è
ç

ö

ø
÷tan(2π-α)

tan(α+π)sin(α+π) .

(1)化简f(α);

(2)若f(α)·f α+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
8
,且5π
4≤α≤

3π
2
,求

f(α)+fα+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值;

(3)若fα+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=2f(α),求f(α)·fα+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值.

解:(1)f(α)=
-cosαsinα(-tanα)
tanα(-sinα) =-cosα.

(2)fα+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-cosα+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=sinα,

因为f(α)·fα+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
8
,

所以cosα·sinα=
1
8
,

可得 f(α)+fα+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

2

=(sinα-cosα)2=
3
4.

由
5π
4≤α≤

3π
2
,得cosα>sinα,

所以f(α)+fα+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=sinα-cosα=-

3
2.

(3)由(2)及fα+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=2f(α),得sinα=-2cosα,

由
sin2α+cos2α=1,

sinα=-2cosα,{ 解得cos2α=
1
5
,

所以f(α)·fα+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sinαcosα=2cos2α=

2
5.
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5.4　三角函数的图象与性质

5.4.1 正弦函数、余弦函数的图象

学习任务目标
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  1.了解利用单位圆画正弦曲线的方法.
2.理解正弦曲线与余弦曲线之间的关系,能用“五点法”作出简单的正弦、余弦曲线.
3.会用正弦曲线与余弦曲线解决简单问题.
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                 知识点一 正弦曲线

正弦函数y=sinx,x∈R的图象叫做正弦曲线,是一

条“波浪起伏”的连续光滑曲线.

知识点二 正弦函数图象的画法

(1)单位圆法:

①利用单位圆画出y=sinx,x∈[0,2π]的图象;

②将图象向左、右平行移动(每次移动2π个单位长度).
(2)五点法:

①描出正弦函数图象在[0,2π]上的五个关键点:

(0,0),π2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,(π,0),3π2

,-1
æ

è
ç

ö

ø
÷,(2π,0),用光滑的
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曲线连接;

②将所得图象向左、右平行移动(每次移动2π个单位

长度).
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)正弦函数y=sinx 的图象向左、右和上、下无限

伸展. (×)
(2)函数y=sinx 与y=sin(-x)的图象完全相同.

(×)
(3)正弦函数y=sinx 的图象关于(0,0)对称. (√)

2.函数y=sinx 的图象与直线y=-
1
2

的交点有无

数个.
知识点三 余弦曲线

余弦函数y=cosx,x∈R的图象叫做余弦曲线.它是

与正弦曲线具有相同形状的“波浪起伏”的连续光滑

曲线.

知识点四 余弦函数图象的画法
(1)要得到y=cosx 的图象,只需把y=sinx 的图

象向左平移
π
2

个单位长度即可,这是由于cosx=

sinx+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)用“五点法”画余弦函数y=cosx 在[0,2π]上的图

象时,所取的五个关键点分别为(0,1),π2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,(π,

-1),3π2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,(2π,1),再用光滑的曲线连接.

[微训练]
1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)余弦函数y=cosx 的图象与x 轴有无数个交点.

(√)
(2)余弦函数y=cosx 的图象与y=sinx 的图象

形状和位置都不一样. (×)

(3)函数y=sinx 的图象向右平移
π
2

个单位长度可

得到函数y=cosx 的图象. (×)

2.函数y=cosx,x∈(0,2π)的图象与直线y=
1
2

的

交点个数为2.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

对正弦、余弦函数图象的认识

[探究活动]
如图为正弦曲线,观察图象,探究问题.

探究1:y=sinx,x∈[0,2π]的图象与y=
sinx,x∈[2π,4π]的图象有何关系?

提示:它们的形状相同位置不同,将y=sinx,x
∈[0,2π]的 图 象 向 右 平 移2π个 单 位 长 度 与y=
sinx,x∈[2π,4π]的图象重合.

探究2:观察正弦曲线y=sinx,x∈R,你能发现

哪些规律?
提示:(1)正弦曲线夹在两条直线y=-1和y=

1之间.
(2)每2π个单位长度图象重复出现.
(3)正弦曲线在x=kπ(k∈Z)附近,曲线“陡”一

些;在x=kx+
π
2
(k∈Z)附近,曲线“平缓”一些.

[评价活动]
1.对于正弦函数y=sinx 的图象,下列说法错误的是

(  )

A.向左、右无限伸展

B.与y=cosx的图象形状相同,只是位置不同

C.与x 轴有无数个交点

D.关于y 轴对称

D 解析:画出y=sinx 的图象(图略),由图可知,
A,B,C三 个 选 项 说 法 正 确,D选 项 说 法 错 误.故
选D.

2.在同一平面直角坐标系内,函数y=sinx,x∈[0,2π]
与y=cosx,x∈[2π,4π]的图象 (  )
A.重合

B.形状相同,位置不同

C.关于y 轴对称

D.形状不同,位置不同

D 解析:分别画出y=sinx 和y=cosx 的图象

(图略),由图可知,y=sinx,x∈[0,2π]与y=
cosx,x∈[2π,4π]的图象形状不同,位置不同.

3.函数y=sin(-x),x∈[0,2π]的简图是 (  )

     A         B
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     C         D
B 解析:y=sin(-x),x∈[0,2π]的图象可看作

由y=sinx,x∈[0,2π]的图象关于x 轴对称后得

到.故选B.
【类题通法】

正弦、余弦函数图象的关注点

(1)正弦曲线、余弦曲线的形状相同,只是在坐标系

中的位置不同,相互可以通过平移得到.
(2)注意正弦曲线、余弦曲线在[-2π,2π]内的

特殊点(最高点、最低点及与x 轴的交点)的坐标,以
及特殊点之间的横向距离.

五点法作图

1.作出函数y=-sinx(0≤x≤2π)的简图.
解:列表:

x 0 π
2 π 3π

2 2π

sinx 0 1 0 -1 0

-sinx 0 -1 0 1 0

描点并用光滑的曲线连接起来,如图.

2.作出函数y= 1-cos2x的图象.
解:将y= 1-cos2x化为y=|sinx|,即

y=
sinx,2kπ≤x≤π+2kπ,k∈Z,
-sinx,π+2kπ<x<2π+2kπ,k∈Z.{

其图象如图.

3.用“五点法”作出函数y=1-cosx(0≤x≤2π)的
简图.
解:列表如下:

x 0 π
2 π 3π

2 2π

cosx 1 0 -1 0 1

1-cosx 0 1 2 1 0

描点并用光滑的曲线连接起来,如图.

【类题通法】
作正弦、余弦型函数图象的步骤

正弦、余弦函数图象的应用

[探究活动]

探究:如图,y=sinx 在[0,2π]上的图象与直线

y=a 交点的横坐标分别为x1,x2.

根据图象,不等式sinx≥a 在[0,2π]上的解是

什么?

提示:由图象可知,当x1≤x≤x2时,sinx≥a.
所以sinx≥a 的解为x1≤x≤x2.
[评价活动]

1.若x∈[-π,π),则满足cosx≥
1
2

的x 的取值范围

是    .

-
π
3
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 解析:如图,由题意得x∈ -

π
3
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú.

2.方程sinx=lgx 的解的个数是    .

3 解析:画出函数y=sinx 与y=lgx 的图象,如

图所示.
由图象可知方程sinx=lgx 的解有3个.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—612—



3.利用正弦曲线,求不等式
1
2<sinx≤

3
2

的解集.

解:首先作出y=sinx 在[0,2π]上的图象,如图所

示,作直线y=
1
2
,根据特殊角的正弦值,可知该直

线与y=sinx,x∈[0,2π]的图象的交点横坐标为

π
6

和
5π
6.

作直线y=
3
2
,该直线与y=sinx,x∈[0,2π]的

图象的交点横坐标为
π
3

和
2π
3.

观察图象可知,在[0,2π]上,当
π
6<x≤

π
3

或
2π
3≤x

<
5π
6

时,不等式
1
2<sinx≤

3
2

成立.

所以
1
2<sinx≤

3
2

的解集为{x π
6+2kπ<x≤

π
3+

2kπ或
2π
3+2kπ≤x<

5π
6+2kπ

,k∈Z}.

4.用“五点法”作出函数y=1-2sinx,x∈[-π,π]的简

图,并回答下列问题.
(1)观察函数图象,写出满足下列条件的x 的取值

范围.

①y>1;②y<1.
(2)若直线y=a 与y=1-2sinx,x∈[-π,π]的

图象有两个交点,求实数a 的取值范围.

解:列表如下:

x -π -
π
2 0 π

2 π

sinx 0 -1 0 1 0

1-2sinx 1 3 1 -1 1

描点并用光滑的曲线连接起来,如图.

(1)由图可知,①当x∈(-π,0)时,y>1;②当x∈
(0,π)时,y<1.
(2)如图所示,当直线y=a 与y=1-2sinx 的图

象有两个交点时,1<a<3或-1<a<1.所以实数

a 的取值范围是{a|1<a<3或-1<a<1}.
【类题通法】

  利用图象解sinx>a(或cosx>a)的步骤

(1)作出y=a,y=sinx(或y=cosx)的图象;

(2)根据图象确定sinx=a(或cosx=a)时的x
的值;

(3)确定sinx>a(或cosx>a)的解集.
注意:如果没有限定x 的范围,一般先利用图象

求出[0,2π]内x 的取值范围,然后根据终边相同角

的同一三角函数值相等,写出不等式的解集.
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课后素养评价(四十七)

1.用五点法作函数y=2sinx-1的图象时,首先应描

出的五点的横坐标可以是 (A)

A.0,
π
2
,π,
3π
2
,2π B.0,

π
4
,π
2
,3π
4
,π

C.0,π,2π,3π,4π D.0,
π
6
,π
3
,π
2
,2π
3

2.函数y=1-sinx(x∈[0,2π])的大致图象是 (B)

      A        B

      C        D
3.(多选)下列区间内cosx>sinx成立的是 (  )

A.0,
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.π4

,5π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.5π4
,2π

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.π4

,2π
æ

è
ç

ö

ø
÷

AC 解析:如图,在同一平面直角坐标系中画出正

弦、余弦函数的图象,在(0,2π)上,当cosx=sinx

时,x=
π
4

或x=
5π
4
,结 合 图 象 可 知 满 足cosx>

sinx的是 0,
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和 5π

4
,2π

æ

è
ç

ö

ø
÷.

4.正弦函数y=sinx(x∈[0,2))的图象与直线y=1
交点的个数为 (  )
A.0 B.1 C.2 D.3
B 解析:正弦函数y=sinx(x∈[0,2))的图象与

直线y=1交点的个数,就是sinx=1,x∈[0,2)时

解的个数,可知x=
π
2.

5.已知函数f(x)=3+2cosx 的图象经过点 (π3,b),
则b=4.

6.不等式sinx≥
2
2
,x∈(0,2π)的解集为    .

π
4
,3π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 解析:因为sinx≥

2
2
,x∈(0,2π),又因

为函数y=sinx 的图象与直线y=
2
2

如图所示.

所以
π
4≤x≤

3π
4
,所以不等式sinx≥

2
2
,x∈(0,

2π)的解集为 π
4
,3π
4

é

ë
êê

ù

û
úú.

7.下列函数:①y=sinx-1,②y=|sinx|,③y=
-cosx,④y= cos2x,⑤y= 1-cos2x中,图象与

函数y=sinx 的图象形状完全相同的有①③.
8.用五点法作出下列函数在[0,2π]上的图象,并说明

它们与y=sinx,x∈[0,2π]的图象的关系.
(1)y=-sinx;
(2)y=sinx-1.
解:(1)找五个关键点,列表:

x 0 π
2 π 3π

2 2π

sinx 0 1 0 -1 0

-sinx 0 -1 0 1 0

描点、连线,如图所示,y=-sinx,x∈[0,2π]的图

象与y=sinx,x∈[0,2π]的图象关于x 轴对称.

(2)找五个关键点,列表:

x 0 π
2 π 3π

2 2π

sinx 0 1 0 -1 0

sinx-1 -1 0 -1 -2 -1

描点、连线,如图所示,y=sinx-1,x∈[0,2π]的
图象是将y=sinx,x∈[0,2π]的图象向下平移1
个单位长度得到的.
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1.(多选)函数y=1+sinx,x∈ π
6
,2π

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象与直

线y=t(t为常数)的交点可能有 (  )

A.0个 B.1个 C.2个 D.3个

ABC 解析:由题意y=1+sinx,x∈
π
6
,2π

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图

象如图.

可得当t>2或t<0时,交点个数为0;

当t=2或t=0或t∈ 1,
3
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,交点个数为1;

当t∈ 3
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或t∈(0,1)时,交点个数为2.

2.若函数y=sinx,x∈ π
2
,5π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 的图象与直线y=

1围成一个封闭图形,则这个封闭图形的面积是

(  )

A.2 B.4 C.2π D.4π
C 解析:如图,由正弦函数图象的对称性知,所围

成平面图形的面积等于长为
5π
2-

π
2=2π

,宽为1的

矩形的面积,所以S=2π.故选C.

3.方程cosx=log8x 的实数解的个数是 (  )

A.4 B.3 C.2 D.1
B 解析:方程cosx=log8x 的实数解的个数,即函

数y=cosx 的图象和函数y=log8x 的图象交点的

个数.如图,数形结合可得函数y=cosx 的图象和

函数y=log8x 的图象交点的个数为3.

4.有下列命题:

①y=sin|x|的图象与y=sinx 的图象关于y 轴

对称;

②y=cos(-x)的图象与y=cos|x|的图象重合;
③y=|sinx|的图象与y=sin(-x)的图象关于x
轴对称;
④y=cosx 的图象与y=cos(-x)的图象关于y
轴对称.
其中正确命题的序号是②④.

5.函数y= log2
1
sinx-1

的定义域为  .

x 2kπ<x≤2kπ+
π
6
,k∈Z{ }∪ {x 2kπ+

5π
6≤x

<2kπ+π,k∈Z}

解析:为使函数有意义,需满足
log2

1
sinx-1≥0

,

sinx>0,

ì

î

í
ïï

ïï

即
sinx≤

1
2
,

sinx>0.

ì

î

í
ïï

ïï

正弦函数y=sinx 的图象如图所示.

由图可知定义域为 x 2kπ<x≤2kπ+
π
6
,k∈Z{ }∪

x 2kπ+
5π
6≤x<2kπ+π

,k∈Z{ }.
6.函数y=sinx+2|sinx|,x∈[0,2π]的图象与直

线y=
1
2

的交点共有   个.若函数图象与直线

y=k 有且仅有2个不同的交点,则k 的取值范围

为    .
4 (1,3) 解析:当x∈[0,π]时,sinx≥0;
则y=sinx+2|sinx|=3sinx;
当x∈[π,2π]时,sinx≤0,则y=sinx+2|sinx|
=-sinx.
在同一直角坐标系中画出y=sinx+2|sinx|,x

∈[0,2π]与y=
1
2

的图象(如图所示),可以看到在

[0,2π]内两者有4个交点,当1<k<3时,仅有2
个交点.
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7.方程sinx=
1-a
2

在 π
3
,π

é

ë
êê

ù

û
úú 上有两个实数根,求a

的取值范围.

解:设y1=sinx,x∈ π
3
,π

é

ë
êê

ù

û
úú,y2=

1-a
2 .

y1=sinx,x∈ π
3
,π

é

ë
êê

ù

û
úú 的图象如图.

由图象可知,当 3
2≤

1-a
2 <1,

即-1<a≤1- 3时,y1=

sinx,x∈ π
3
,π

é

ë
êê

ù

û
úú 的图象与y2=

1-a
2

的图象有两个交点,即方程

sinx=
1-a
2

在 π
3
,π

é

ë
êê

ù

û
úú 上有两个实根.
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5.4.2 正弦函数、余弦函数的性质

第1课时 正弦函数、余弦函数的周期性与奇偶性

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解周期函数、周期、最小正周期的定义.
2.会求函数y=Asin(ωx+φ)及y=Acos(ωx+φ)(A≠0)的周期.
3.掌握函数y=sinx,y=cosx 的奇偶性,会判断简单三角函数的奇偶性.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 周期性

1.函数的周期性

(1)一般地,设函数f(x)的定义域为D,如果存在

一个非零常数T,使得对每一个x∈D,都有x+T
∈D,且f(x+T)=f(x),那么函数f(x)就叫做

周期函数.非零常数T 叫做这个函数的周期.
(2)如果在周期函数f(x)的所有周期中存在一个

最小的正数,那么这个最小正数叫做f(x)的最小

正周期.
2.正弦函数、余弦函数的周期性

由sin(x+2kπ)=sinx,cos(x+2kπ)=cosx(k∈
Z)知,y=sinx 与y=cosx 都是周期函数,2kπ(k
∈Z且k≠0)都是它们的周期,且它们的最小正周

期都是2π.
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)函数f(x)=x2 满足f(-3+6)=f(-3),所
以f(x)=x2 是以6为周期的周期函数. (×)
(2)周期函数y=f(x)的定义域可以为[a,b](a,b
∈R). (×)
(3)任何周期函数都有最小正周期. (×)

2.函数y=sinωx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的最小正周期为2,则ω 的值

为±π.

3.函数y=cos
(1-x)
2 π的最小正周期是4.

知识点二 正弦函数、余弦函数的奇偶性

(1)对于y=sinx,x∈R,恒有sin(-x)=-sinx,
所以正弦函数y=sinx 是奇函数,正弦曲线关于原

点对称.
(2)对于y=cosx,x∈R,恒有cos(-x)=cosx,所
以余弦函数y=cosx 是偶函数,余弦曲线关于y 轴

对称.
[微训练]

1.函数f(x)=sinx+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ (B)

A.是奇函数 
B.是偶函数

C.既是奇函数又是偶函数 
D.是非奇非偶函数

2.设函数f(x)=cos2x-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈R,则f(x)是

(A)
A.最小正周期为π的奇函数

B.最小正周期为π的偶函数

C.最小正周期为
π
2

的奇函数

D.最小正周期为
π
2

的偶函数
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正弦函数、余弦函数的周期性

[探究活动]
探究1:如图是函数f(x)的部分图象,观察图

象,函数图象每相隔多少个单位长度重复出现?

提示:每相隔1个单位重复出现.

探究2:由
sin(x+2kπ)=sinx,

cos(x+2kπ)=cosx{ (k∈Z),结合正

(余)弦曲线,可以看出正(余)弦函数具有怎样的特

征? 图象变化趋势是怎样的?
提示:自变量x 增加2π的整数倍时,函数值重

复出现,图象发生“周而复始”的变化.
[评价活动]

               1.若函数y=cos
k
4x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷(k>0)的最小正周期不

大于2,则正整数k的最小值是 (  )

A.10 B.11 C.12 D.13

D 解析:T=
2π
k
4

≤2,即k≥4π.所以正整数k 的最

小值是13.
2.求下列三角函数的最小正周期.
(1)y=cos2x;

(2)y=3sin
x
2+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷;

(3)y=|sinx|(x∈R).
解:(1)(方法一)令z=2x,
则f(x)=cos2x=cosz=cos(z+2π)=cos(2x+
2π)=cos[2(x+π)],
即f(x+π)=f(x),所以T=π.

(方法二)因为T=
2π
2=π

,所以函数y=cos2x 的

周期为π.

(2)(方法一)令z=
x
2+

π
3
,

则f(x)=3sinz=3sin(z+2π)=3sin(x2+
π
3+

2π)=3sinx+4π
2 +

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=f(x+4π),

所以T=4π.

(方法二)由于T=
2π
1
2

=4π,

故函数y=3sin
x
2+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的周期为4π.

(3)y=|sinx|=
sinx,2kπ≤x≤2kπ+π,

-sinx,2kπ+π<x<2kπ+2π{ (k∈Z).

其图象如图所示.

所以该函数的最小正周期为π.
【类题通法】

求三角函数周期的方法

(1)定义法:利用周期函数的定义求解.
(2)公式法:形如y=A sin(ωx+φ)或y=

Acos(ωx+φ)(A,ω,φ 是常数,A≠0,ω≠0)的函

数,最小正周期T=
2π
|ω|.

(3)图象法:通过观察函数图象求其周期.

正弦函数、余弦函数的奇偶性

判断下列函数的奇偶性.
(1)f(x)=|sinx|+cosx;
(2)f(x)=cos(2π-x)-x3·sinx;

(3)f(x)=x2cosπ2+x
æ

è
ç

ö

ø
÷;

(4)f(x)=sin(cosx).
解:(1)函数的定义域为R,
又f(-x)=|sin(-x)|+cos(-x)=|sinx|+
cosx=f(x),
所以f(x)是偶函数.
(2)函数的定义域为R,
因为f(x)=cosx-x3·sinx,
所以f(-x)=cos(-x)-(-x)3·sin(-x)

=cosx-x3·sinx=f(x),
所以f(x)为偶函数.
(3)函数f(x)的定义域为R,

因为f(x)=x2cosπ2+x
æ

è
ç

ö

ø
÷=-x2sinx,

所以f(-x)=-(-x)2sin(-x)=x2sinx=-f(x),
所以f(x)为奇函数.
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(4)函数f(x)的定义域为R,
因为f(-x)=sin[cos(-x)]=sin(cosx)=f(x),
所以f(x)为偶函数.
【类题通法】

函数奇偶性的判断方法

(1)判断函数奇偶性应从两个方面入手:
一看函数的定义域;二看f(x)与 f(-x)的

关系.
(2)对于三角函数奇偶性的判断,可根据诱导公

式先将函数化简后再判断.
正弦函数、余弦函数性质的综合应用

[探究活动]
探究1:已知f(x)是 R上的奇函数,且f(1)=

2,f(x+3)=f(x),则f(8)=    .
提示:因为f(x+3)=f(x),
所以f(x)的周期为3.
又f(-x)=-f(x),
所以f(8)=f(-1+3×3)=f(-1)=-f(1)

=-2.
答案:-2
探究2:若定义在 R上的函数f(x)既是偶函数

又是周期函数,f(x)的最小正周期是π,且当x∈

0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,f(x)=sinx,则f

5π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=    .

提示:因为f(x)的最小正周期是π,

所以f
5π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

5π
3-2π

æ

è
ç

ö

ø
÷=f -

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又因为f(x)是R上的偶函数,

所以f -
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin

π
3=

3
2.

所以f
5π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
2.

答案:3
2

[评价活动]

1.若f(x)是以
π
2

为一个周期的奇函数,且f
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1,则f -
5π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=   .

-1 解析:因为f(x)是以
π
2

为一个周期的奇函数,所

以f -
5π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=f -

5π
6+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=f -

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-f

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

-1.

2.设函数f(x)=sin
π
3x
,则f(1)+f(2)+f(3)+

…+f(2022)=    .

0 解析:因为f(x)=sin
π
3x

的周期T=
2π
π
3

=6,

所以f(1)+f(2)+f(3)+…+f(2020)+
f(2021)+f(2022)+f(2022)
=337[f(1)+f(2)+f(3)+f(4)+f(5)+f(6)]

=337(sinπ3+sin
2π
3+sinπ+sin

4π
3+sin

5π
3+

sin2π)=337×0=0.
【类题通法】

1.已知函数的奇偶性求函数值时,若函数是三角
函数,则先利用诱导公式把函数化为y=Asin(ωx+
φ)或y=Acos(ωx+φ)(A≠0,ω>0)的形式,再根
据正弦函数与余弦函数的奇偶性求函数值.注意所给
的函数中自变量的范围.

2.利用周期函数的性质求函数值时,先把自变量
加减整数个周期,再结合函数的奇偶性等求解.
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课后素养评价(四十八)

1.函数f(x)= 3sin
x
2-

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈R的最小正周期为

(  )

A.
π
2 B.π C.2π D.4π

D 解析:由正弦函数的周期公式可得T=
2π
1
2

=4π.

2.函数f(x)=sinωx(ω>0)的最小正周期为
π
2
,则ω

的值为 (  )

A.4 B.2 C.1 D.
1
2

A 解析:因为f(x)=sinωx(ω>0)的最小正周期

为
π
2
,又T=

2π
ω
,所以ω=

2π
T=

2π
π
2

=4.
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3.下列函数中是奇函数且最小正周期是π的函数是

(  )

A.y=cos|2x| B.y=|sinx|

C.y=sin
π
2+2x

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.y=cos

3π
2-2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

D 解析:y=cos|2x|是偶函数,y=|sinx|是偶函

数,y=sin
π
2+2x

æ

è
ç

ö

ø
÷ =cos2x 是 偶 函 数,y=

cos3π2-2x
æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin2x 是奇函数,根据公式求得

其最小正周期T=π.

4.已知函数f(x)= 2sinx-1,则 (  )

A.f(x)是奇函数

B.f(x)既是奇函数也是偶函数

C.f(x)是偶函数

D.f(x)是非奇非偶函数

D 解析:由2sinx-1≥0,即sinx≥
1
2
,得函数定

义域为 2kπ+
π
6
,2kπ+

5
6π

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z),此定义域在

x 轴上表示的区间不关于原点对称.
所以该函数不具有奇偶性,为非奇非偶函数.

5.(2022·全国甲卷(理))函数y=(3x-3-x)cosx

在区间 -
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的图象大致为 (  )

  

   A          B

  

   C          D

A 解 析:令 f (x)= (3x -3-x)cosx,x

∈ -
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,

则f(-x)=(3-x-3x)cos(-x)=-(3x-3-x)·

cosx=-f(x),

所以f(x)为奇函数,排除BD;

又当x∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,3x-3-x>0,cosx>0,

所以f(x)>0,排除C.故选A.

6.音叉是呈“Y”形的钢质或铝合金发声器,各种音叉

可因其质量和叉臂长短、粗细不同而在振动时发出

不同频率的纯音.敲击某个音叉时,在一定时间内,

音叉上点P 离开平衡位置的位移y与时间t的函数

关系为y=
1
1000sinωt.如图是该函数在一个周期内

的图象,根据图中数据可确定ω 的值为 (D)

A.200 B.400

C.200π D.400π

7.(多选)关于函数f(x)=sin(x+φ)(φ∈R)有以下

说法,其中正确的是 (  )

A.对任意φ,f(x)都是非奇非偶函数

B.存在φ,使f(x)是偶函数

C.存在φ,使f(x)是奇函数

D.对任意φ,f(x)都不是偶函数

BC 解析:φ=0时,f(x)=sinx 是奇函数;φ=
π
2

时,f(x)=cosx 是偶函数,故B,C正确.

8.已知函数f(x)对于任意实数x 满足条件f(x+2)

=-
1

f(x)
(f(x)≠0).

(1)求证:函数f(x)是周期函数;

(2)若f(1)=-5,求f(f(5))的值.

(1)证明:因为f(x+2)=-
1

f(x)
,

所以f(x+4)=-
1

f(x+2)
=-

1

-
1

f(x)

=f(x),

所以f(x)是周期函数,4就是它的一个周期.

(2)解:因为4是f(x)的一个周期,

所以f(5)=f(1)=-5.

所以f(f(5))=f(-5)=f(-1)=
-1

f(-1+2)
=

-1
f(1)

=
1
5.
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1.(多选)下列函数是偶函数的是 (BC)

A.f(x)= x B.f(x)=|sinx|
C.f(x)=cosx D.f(x)=ex-e-x

2.已知函数f(x)=x3-3sinx+2.若f(m)=3,则

f(-m)= (  )

A.-3 B.-1 C.1 D.2
C 解析:因为y=x3,y=sinx 是奇函数,f(x)=
x3-3sinx+2,所 以f(m)+f(-m)=4.所 以

f(-m)=4-f(m)=1.故选C.

3.若函数f(x)=2sin2x-
π
3+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是奇函数,则φ 的

值可以是 (  )

A.
5π
6 B.

π
2

C.-
2π
3 D.-

π
2

C 解析:若函数f(x)=2sin2x-
π
3+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是奇函

数,则-
π
3+φ=kπ

,φ=
π
3+kπ

,k∈Z,当k=-1

时,φ=-
2π
3.

4.设f(x)是定义域为 R,最小正周期为
3π
2

的函数.当

-
π
2 ≤ x ≤ π 时,f (x)满 足 f (x)=

cosx,-
π
2≤x≤0

,

sinx,0<x≤π,

ì

î

í

ïï

ïï
则f -

15π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值等于 (B)

A.1 B.
2
2 C.0 D.-

2
2

5.已知函数f(x)=x3,g(x)=cosx,则图象如图所

示的函数可能是 (  )

A.y=f(x)g(x)

B.y=
f(x)
g(x)

C.y=f(x)+g(x)-1
D.y=f(x)-g(x)+1
A 解析:f(x)=x3的定义域为 R,值域为 R,且为

奇函数,g(x)=cosx 的 定 义 域 为 R,值 域 为

[-1,1],且为偶函数.

由图象可知,函数定义域为 R,而y=
f(x)
g(x)

的定义

域为g(x)≠0,故B错误;
由函数图象可知该函数为奇函数,而C,D选项函数

不具有奇 偶 性,对 于 A,因 为f(-x)g(-x)=
-f(x)g(x),故y=f(x)g(x)为奇函数,所以A
正确.

6.已知函数f(x)=2sin(ωx+φ),则“ω=2”是“f(x)
的最小正周期是π”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:f(x)=2sin(ωx+φ)的最小正周期T=
2π
ω =π,解得ω=±2.

故ω=2是f(x)的最小正周期是π的充分不必要

条件.故选A.

7.设函数f(x)=3sinωx+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,ω>0,x∈(-∞,+∞),

且以
π
2

为最小正周期.若f
α
4+

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷=
9
5
,则sinα的值

为    .

±
4
5 

解析:因为f(x)的最小正周期为
π
2
,ω>0,

所以ω=
2π
π
2

=4.所以f(x)=3sin4x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

由f
α
4+

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷=3sinα+

π
3+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=3cosα=

9
5
,

得cosα=
3
5.所以sinα=± 1-cos2α=±

4
5.

8.已知f(x)是以π为一个周期的偶函数,且当x∈

0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,f(x)=1-sinx.求当x∈ 5π

2
,3π

é

ë
êê

ù

û
úú 时,

f(x)的解析式.

解:当x∈ 5π2
,3π

é

ë
êê

ù

û
úú 时,3π-x∈ 0,

π
2

é

ë
êê

ù

û
úú.

因为当x∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,f(x)=1-sinx,

所以f(3π-x)=1-sin(3π-x)=1-sinx.
又因为f(x)是以π为一个周期的偶函数,
所以f(3π-x)=f(-x)=f(x).所以f(x)的解

析式为f(x)=1-sinx,x∈ 5π2
,3π

é

ë
êê

ù

û
úú.
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第2课时 正弦函数、余弦函数的单调性与最值

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.掌握正弦函数、余弦函数的单调性,能利用单调性比较大小.
2.会求函数y=Asin(ωx+φ)及y=Acos(ωx+φ)(A≠0)的单调区间.
3.掌握正弦函数、余弦函数的最值和值域.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 正弦函数、余弦函数的性质

函数 y=sinx y=cosx

定义域 R

值域 [-1,1]

图象

单调性

在 [-π2+2kπ,
π
2+

2kπ](k∈Z)上单调

递增;

在 [ π2 +2kπ,
3π
2 +

2kπ](k∈Z)上单调

递减

在[-π+2kπ,2kπ]
(k ∈ Z)上 单 调

递增;
在[2kπ,π+2kπ](k
∈Z)上单调递减

最值

当x=-
π
2+2kπ

(k

∈Z)时,ymin=-1;

当x=
π
2+2kπ

(k∈Z)

时,ymax=1

当x=(2k+1)π(k∈
Z)时,ymin=-1;
当x=2kπ(k∈Z)
时,ymax=1

续表

对称性

图象的对称轴为

x=
π
2+kπ

,k∈Z

图象的对称轴为

x=kπ,k∈Z

图象的对称中心为

(kπ,0),k∈Z

图象的对称中心为

π
2+kπ

,0
æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)正弦函数在定义域上是单调函数. (×)

(2)正弦函数在第一象限是增函数. (×)

(3)存在实数x,使得cosx= 2. (×)

(4)余弦函数y=cosx 在[0,π]上是单调递减. (√)

2.函数y=cosx-1的最小值是 (C)

A.0 B.1

C.-2 D.-1

3.函 数 y = sin 2x 的 单 调 递 减 区 间 是

kπ+
π
4
,kπ+

3π
4

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z).
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求正弦函数、余弦函数的单调区间

[探究活动]
探究:对形如y=Asin(ωx+φ)(A,ω,φ 为常

数,且A>0,ω>0)的函数,如何求其单调区间?

提示:由-
π
2+2kπ≤ωx+φ≤

π
2+2kπ

,k∈Z

解出x 的范围,从而得到单调递增区间;

由
π
2+2kπ≤ωx+φ≤

3π
2+2kπ

,k∈Z解出x 的

范围,从而得到单调递减区间.
[评价活动]

1.函数y=sinx+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈R (  )

A.在 -
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增

B.在[0,π]上单调递减
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C.在[-π,0]上单调递减

D.在[-π,π]上单调递减

B 解析:因为y=sinx+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=cosx,

所以函数在[-π,0]上单调递增,在[0,π]上单调

递减.

2.求函数y=2sin
π
4-x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单调区间.

解:因为y=2sin
π
4-x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-2sinx-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以函数y=-2sinx-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单调递增区间、单

调递减区间分别由下面的不等式确定.

2kπ+
π
2≤x-

π
4≤2kπ+

3π
2
(k∈Z)①,

2kπ-
π
2≤x-

π
4≤2kπ+

π
2
(k∈Z)②.

解①得2kπ+
3π
4≤x≤2kπ+

7π
4
(k∈Z),

解②得2kπ-
π
4≤x≤2kπ+

3π
4
(k∈Z).

故 函 数 y =2sin
π
4-x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的 单 调 递 增 区 间 为

2kπ+
3π
4
,2kπ+

7π
4

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z),单 调 递 减 区 间 为

2kπ-
π
4
,2kπ+

3π
4

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z).

3.求函数y=1+2sin
π
6-x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单调递增区间.

解:y=1+2sin
π
6-x

æ

è
ç

ö

ø
÷=1-2sin x-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

令u=x-
π
6
,则根据复合函数的单调性知,所给函

数的单调递增区间就是y=sinu 的单调递减区间,

令2kπ+
π
2≤u≤2kπ+

3
2π
(k∈Z),

即2kπ+
π
2≤x-

π
6≤2kπ+

3
2π
(k∈Z),

即2kπ+
2
3π≤x≤2kπ+

5
3π
(k∈Z),

故函数 y=1+2sin
π
6-x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的 单 调 递 增 区 间 是

2kπ+
2
3π
,2kπ+

5
3π

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z).

【类题通法】
利用正弦函数、余弦函数求单调区间的方法

(1)数形结合:结合正弦、余弦函数的图象,找出

它们的单调区间.
(2)整体代换:确定函数y=Asin(ωx+φ)(A>

0,ω>0)的单调区间时,一般采用“换元法”,将ωx+

φ 看作一个整体,可令z=ωx+φ,即通过求y=Asinz
的单调区间从而求出函数的单调区间.若ω<0,则可利

用诱导公式转化为正数.

正弦函数、余弦函数单调性的应用

1.比较下列各组数的大小.

(1)sin -
37
6π

æ

è
ç

ö

ø
÷ 与sin

49
3π
;

(2)cos870°与sin980°.

解:(1)sin -
37
6π

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin -6π-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin -

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,

sin
49
3π=sin16π+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin

π
3.

因为y=sinx 在 -
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,

所以sin -
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷<sin

π
3
,

即sin -
37
6π

æ

è
ç

ö

ø
÷<sin

49
3π.

(2)cos870°=cos(720°+150°)=cos150°,

sin980°=sin(720°+260°)=sin260°=sin(90°+
170°)=cos170°.
因为0°<150°<170°<180°,y=cosx 在[0,π]上单

调递减,
所以cos150°>cos170°,即cos870°>sin980°.

2.已 知 ω 是 正 数,函 数 f(x)=2sinωx 在 区 间

-
π
3
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,求ω 的取值范围.

解:由-
π
2+2kπ≤ωx≤

π
2+2kπ

(k∈Z),ω>0,得

-
π
2ω+

2kπ
ω ≤x≤

π
2ω+

2kπ
ω
,k∈Z,

所 以 f (x ) 的 单 调 递 增 区 间 是

-
π
2ω+

2kπ
ω
,π
2ω+

2kπ
ω

é

ë
êê

ù

û
úú,k∈Z.

根 据 题 意, 得 -
π
3
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú ⊆

-
π
2ω+

2kπ
ω
,π
2ω+

2kπ
ω

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z),

从而有

-
π
2ω+

2kπ
ω ≤-

π
3
,

π
2ω+

2kπ
ω ≥

π
4
,

ω>0,k∈Z,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解得

ω≤
3
2-6k

,

ω≤2+8k,

ω>0,k∈Z,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

令k=0,得0<ω≤
3
2.

故ω 的取值范围是 0,
3
2

æ

è
ç

ù

û
úú.
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【类题通法】
比较三角函数值大小的步骤

(1)异名函数化为同名函数;
(2)利用诱导公式把已知角转化到同一单调区

间上;
(3)利用函数的单调性比较大小.

正弦函数、余弦函数的最值和值域

[探究活动]
探究1:形如y=asinx+b(a≠0)的函数如何求

其最大(小)值?
提示:对a 讨论求解,
当a>0时,ymax=a+b,ymin=-a+b;
当a<0时,ymax=-a+b,ymin=a+b.
探究2:形如y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0)的

函数如何求其最值?
提示:形如y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0)的函

数求最值通常利用“整体代换”,即令ωx+φ=z,将
其转化为y=Asinz 的形式,利用三角函数的有界性

求最值.
[评价活动]

1.函数y=sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈ 0,

π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 的值域为  .

[0,1] 解析:因 为x∈ 0,
π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,所 以2x+

π
3∈

π
3
,π

é

ë
êê

ù

û
úú,所以y=sin2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷∈[0,1],即函数y

=sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈ 0,

π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 的值域为[0,1].

2.求函数y=3-2sin
1
2x

的最值及取到最值时自变

量x 的集合.

解:因为-1≤sin
1
2x≤1

,所以当sin
1
2x=-1

,即

1
2x=2kπ-

π
2
,k∈Z,即x=4kπ-π,k∈Z时,ymax

=5,
此时自变量x 的集合为{x|x=4kπ-π,k∈Z};

当sin
1
2x=1

,即1
2x=2kπ+

π
2
,k∈Z,即x=4kπ

+π,k∈Z时,ymin=1,
此时自变量x 的集合为{x|x=4kπ+π,k∈Z}.

3.求 函 数 f (x)=2sin2x +2sinx -
1
2
,x ∈

π
6
,5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú 的值域.

解:令t=sinx.因 为 x∈ π
6
,5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,所 以t∈

1
2
,1

é

ë
êê

ù

û
úú,则 f(x)可 化 为 y=2t2+2t-

1
2 =

2t+
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1,t∈ 1
2
,1

é

ë
êê

ù

û
úú.所以当t=

1
2

时,ymin=

1;当t=1时,ymax=
7
2.故f(x)的值域是 1,

7
2

é

ë
êê

ù

û
úú.

4.求下列函数的最大值和最小值.

(1)y=sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈ 0,

π
2

é

ë
êê

ù

û
úú;

(2)y=-2cos2x+2sinx+3,x∈ π
6
,5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú .

解:(1)当x∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,2x-

π
6∈ -

π
6
,5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,故

f(x)=sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷∈ -

1
2
,1

é

ë
êê

ù

û
úú.

所以f(x)在 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的最大值和最小值分别为

1,-
1
2.

(2)y=-2(1-sin2x)+2sinx+3=2sin2x+

2sinx+1=2sinx+
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
1
2.

因为x∈ π
6
,5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,所以

1
2≤sinx≤1.

当sinx=1时,ymax=5;

当sinx=
1
2

时,ymin=
5
2.

【类题通法】
三角函数值域(最值)问题的求解方法

(1)形如y=asinx(或y=acosx)的函数,可利

用正弦函数、余弦函数的有界性求解,注意对a 正负

的讨论.
(2)形如y=Asin(ωx+φ)+b(或y=Acos(ωx

+φ)+b)的函数,可先由定义域求得ωx+φ 的范围,
然后求得sin(ωx+φ)(或cos(ωx+φ))的范围,最后

求得函数值域(最值).
(3)形如y=asin2x+bsinx+c(a≠0)的函数,

可利用换元思想,设t=sinx,转化为二次函数y=
at2+bt+c求最值.t的范围需要根据定义域来确定.
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课后素养评价(四十九)

1.若y=sinx 是减函数,y=cosx 是增函数,则x(0
≤x≤2π)的取值范围是 (  )

A.0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú B.π2

,π
é

ë
êê

ù

û
úú

C.π,
3π
2

é

ë
êê

ù

û
úú D.3π2

,2π
é

ë
êê

ù

û
úú

C  解 析: 因 为 y = sin x 在

π
2+2kπ

,3π
2+2kπ

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z)上单调递减,y=cosx

在[-π+2kπ,2kπ](k∈Z)上单调递增,所以x 的

取值范围是 π,
3π
2

é

ë
êê

ù

û
úú.

2.(多选)关于函数f(x)=sinx 的性质,下列说法正

确的是 (  )

A.函数f(x)是偶函数

B.函数f(x)的图象关于直线x=
3π
2

对称

C.函数f(x)在第一象限是增函数

D.函数f(x)的图象既关于(0,0)对称,也关于(π,

0)对称

BD 解析:对于A,函数f(x)在
π
6
,2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上的值域

是 1
2
,1

é

ë
êê

ù

û
úú,故A错误;

对于B,函数f(x)的图象关于直线x=
3π
2

对称,故

B正确;

对于C,当α=
π
3
,β=2π+

π
6
,f(α)>f(β),故函数

f(x)在 第 一 象 限 不 是 严 格 单 调 递 增 函 数,故 C
错误;
对于D,函数f(x)的图象既关于(0,0)对称,也关

于(π,0)对称,故D正确.
3.若α,β都是第一象限角,且α<β,则 (D )

A.sinα>sinβ
B.sinβ>sinα
C.sinα≥sinβ
D.sinα与sinβ的大小不定

4.若sinx=2m+3,且x∈ -
π
6
,π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,则m 的取值

范围是 (  )

A.-
1
2
,1
2

é

ë
êê

ù

û
úú B.-

5
4
,-
1
2

é

ë
êê

ù

û
úú

C.-
7
4
,-
5
4

é

ë
êê

ù

û
úú D.-

7
4
,-
1
2

é

ë
êê

ù

û
úú

C 解 析:因 为 x ∈ -
π
6
,π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,所 以 sinx

∈ -
1
2
,1
2

é

ë
êê

ù

û
úú,

所以2m+3∈ -
1
2
,1
2

é

ë
êê

ù

û
úú,所以m∈ -

7
4
,-
5
4

é

ë
êê

ù

û
úú.

5.函数y=2sin2x+2cosx-3的最大值是 (  )

A.-1 B.1

C.-
1
2 D.-5

C 解析:由题意,得y=2sin2x+2cosx-3=

2(1-cos2x)+2cosx-3=-2cosx-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
1
2.

因为-1≤cosx≤1,所以当cosx=
1
2

时,函数有最

大值-
1
2.

6.下列关系式中正确的是 (B)

A.sin15°<cos15°<sin166°
B.sin166°<sin15°<cos15°
C.sin15°<sin166°<cos15°
D.sin166°<cos15°<sin15°

7.已知函数f(x)=2sinx-1,当且仅当x=   
 时,f(x)有最大值    ;当且仅当x=  
  时,f(x)有最小值    .
π
2+2kπ

(k∈Z) 1 -
π
2+2kπ

(k∈Z) -3

解析:由正弦函数y=sinx 的最值可知,当且仅当

x=
π
2+2kπ

(k∈Z)时,f(x)=2sinx-1有最大值

1;当且 仅 当 x=-
π
2+2kπ

(k∈Z)时,f(x)=

2sinx-1有最小值-3.
8.求下列函数的单调递增区间.

(1)y=1-sin
x
2
;

(2)y=log12sin
x
2-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

解:(1)由2kπ+
π
2≤

x
2≤2kπ+

3
2π
,k∈Z,得4kπ+

π≤x≤4kπ+3π,k∈Z.
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所以y=1-sin
x
2

的单调递增区间为[4kπ+π,4kπ

+3π](k∈Z).

(2)要求函数y=log12sin
x
2-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单调递增区

间,即求使y=sin
x
2-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>0且单调递减的区间.

所以2kπ+
π
2≤

x
2-

π
3<2kπ+π

,k∈Z,

整理得4kπ+
5π
3≤x<4kπ+

8π
3
,k∈Z.

所以函数y=log12sin
x
2-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单调递增区间为

4kπ+
5π
3
,4kπ+

8π
3

é

ë
êê

ö

ø
÷,k∈Z.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.(多选)函数f(x)=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

|cosx|

在[-π,π]上的单调

递减区间为 (  )

A.-
π
2
,0

é

ë
êê

ù

û
úú B.π2

,π
é

ë
êê

ù

û
úú

C.0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú D.-

π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú

AB 解析:在[-π,π]上,依据函数图象的对称性

可知y=|cosx|的单调递增区间是 -
π
2
,0

é

ë
êê

ù

û
úú 及

π
2
,π

é

ë
êê

ù

û
úú,而f(x)依|cosx|取值的递增而递减,故

-
π
2
,0

é

ë
êê

ù

û
úú 及 π

2
,π

é

ë
êê

ù

û
úú 为 f(x)的 单 调 递 减 区 间.故

选AB.

2.函数y=sin
π
4-2x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单调递减区间是 (  )

A.kπ-
π
8
,kπ+

3π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z)

B.2kπ-
π
8
,2kπ+

3π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z)

C.2kπ+
3π
8
,2kπ+

7π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z)

D.kπ+
3π
8
,kπ+

7π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z)

A 解析:y=sin
π
4-2x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin2x-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,令

2kπ-
π
2≤2x-

π
4≤2kπ+

π
2
,k∈Z,解得kπ-

π
8≤

x≤kπ+
3π
8
,k∈Z,故 函 数 的 单 调 递 减 区 间 为

kπ-
π
8
,kπ+

3π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z).

3.下列不等式中成立的是 (D)

A.sin -
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷>sin -

π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.sin3>sin2

C.sin
7π
5>sin -

2π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

D.sin2>cos1

4.已 知 函 数 f (x)=2sinωx (ω >0)在 区 间

-
π
3
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 上的最小值是-2,则ω 的最小值等于

(  )

A.
2
3 B.

3
2 C.2 D.3

B  解 析:由 x ∈ -
π
3
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú,得 ωx ∈

-
π
3ω
,π
4ω

é

ë
êê

ù

û
úú.要使函数f(x)在 -

π
3
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 上取得

最小值-2,则-
π
3ω≤-

π
2

或
π
4ω≥

3π
2.所以ω≥

3
2.故ω 的最小值为

3
2.

5.(多 选)已 知 函 数f(x)=sinωx (ω >0)在

-
π
6
,π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调,则ω 的值可能为 (  )

A.2 B.3 C.4 D.5

AB 解析:因为x∈ -
π
6
,π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,ω>0,故可得ωx

∈ -
π
6ω
,π
6ω

æ

è
ç

ö

ø
÷,又y=sinx 的单调递增区间为

2kπ-
π
2
,2kπ+

π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,k∈Z,

故-
π
6ω≥2kπ-

π
2
,π
6ω≤2kπ+

π
2
,解 得 ω≤

-12k+3且ω≤12k+3,k∈Z,
又ω>0,故k=0,ω≤3.

6.若函数y=cosx 在区间[-π,a]上单调递增,则a
的取值范围是    .
(-π,0] 解析:因为y=cosx 在[-π,0]上单调

递增,又在[-π,a]上单调递增,所以[-π,a]⊆
[-π,0],所以a≤0.
又因为a>-π,所以-π<a≤0.

7.已知函数f(x)= 2cos2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈R.

(1)求函数f(x)的最小正周期和单调递增区间;

(2)求函数f(x)在区间 -
π
8
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的最小值和最

大值,并求出取得最值时x 的值.
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解:(1)因为f(x)= 2cos2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以该函数的

最小正周期为T=
2π
2=π.

解不等式-π+2kπ≤2x-
π
4≤2kπ

(k∈Z),得-
3π
8

+kπ≤x≤
π
8+kπ

(k∈Z).

因此,函数y=f(x)的最小正周期为π,单调递增

区间为 -
3π
8+kπ

,π
8+kπ

é

ë
êê

ù

û
úú,k∈Z.

(2)因为x∈ -
π
8
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,所以-

π
2≤2x-

π
4≤
3π
4.

当2x-
π
4=0

,即x=
π
8

时,函数y=f(x)取得最

大值,f(x)max= 2;

当2x-
π
4=
3π
4
,即x=

π
2

时,函数y=f(x)取得最

小值,f(x)min= 2cos
3π
4=-1.

8.设函数f(x)=asin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+b.

(1)若a>0,求f(x)的单调递增区间;

(2)当x∈ 0,
π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 时,f(x)的值域为[1,3],求a,b

的值.

解:(1)令2kπ-
π
2≤2x+

π
3≤2kπ+

π
2
,k∈Z,得

kπ-
5π
12≤x≤kπ+

π
12
,k∈Z.

所以f(x)的单调递增区间是 kπ-
5π
12
,kπ+

π
12

é

ë
êê

ù

û
úú,

k∈Z.

(2)当x∈ 0,
π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 时,π

3≤2x+
π
3≤
5π
6
,

则
1
2≤sin2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷≤1.

由f(x)的值域为[1,3]知,
a>0,
a+b=3,
1
2a+b=1

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解 得
a=4,
b=-1;{ 或

a<0,
a+b=1,
1
2a+b=3

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解 得

a=-4,
b=5.{ 综上,a=4

,
b=-1{ 或

a=-4,
b=5.{
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5.4.3 正切函数的性质与图象

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能够借助单位圆中的正切线画出函数y=tanx 的图象.
2.掌握正切函数的定义域、值域、周期性、奇偶性、单调性.
3.能利用正切函数的图象及性质解决有关问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 正切函数y=tanx 的图象和性质

图象

定义域 x x∈R且x≠kπ+
π
2
,k∈Z{ }

值域 R

奇偶性 奇函数

单调性 在 kπ-
π
2
,kπ+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z上单调递增

续表

周期性 最小正周期为T=π

对称

性
图象的对称中心为 kπ

2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z)

[微训练]
1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)函数y=tanx 在其定义域上是增函数. (×)
(2)函数y=tanx 的图象的对称中心是(kπ,0)(k
∈Z). (×)
(3)正切函数y=tanx 无单调递减区间. (√)

(4)正切函数y=tanx 在区间 -
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递

增. (×)

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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2.函数y=tan
π
4-x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的定义域是 (  )

A.x x≠
π
4
,x∈R{ }

B.x x≠-
π
4
,x∈R{ }

C.x x≠kπ+
π
4
,k∈Z,x∈R{ }

D.x x≠kπ+
3π
4
,k∈Z,x∈R{ }

D 解析:函数y=tan
π
4-x

æ

è
ç

ö

ø
÷=-tanx-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,令

x-
π
4≠kπ+

π
2
,k∈Z,解得x≠kπ+

3π
4
,k∈Z,所

以函数的定义域是 x x≠kπ+
3π
4
,k∈Z,x∈R{ }.

3.函数y=4tan3x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的最小正周期为    .

π
3 

解析:T=
π
|3|=

π
3.

4.函 数 y=tanx π
4≤x≤

3π
4
,且x≠

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的 值 域

是         .
(-∞,-1]∪[1,+∞) 解析:因为函数y=tanx 在

区间 π
4
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,在区间 π

2
,3π
4

æ

è
ç

ù

û
úú 上也单调

递增,所以函数的值域是(-∞,-1]∪[1,+∞).

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

正切函数的定义域、值域

1.函数y=tan3x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的定义域为    .

x x≠
kπ
3+

5π
18
,k∈Z{ } 解析:要使函数有意义,

自变量x 的取值应满足3x-
π
3≠kπ+

π
2
(k∈Z),

得x≠
kπ
3+

5π
18
(k∈Z),

所以函数的定义域为 x x≠
kπ
3+

5π
18
,k∈Z{ }.

2.当x∈ π
6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 时,函数f(x)=tan

π
3-2x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值

域为    .

[- 3,0] 解析:因 为 x∈ π
6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,所 以2x∈

π
3
,2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,所以2x-

π
3∈ 0

,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú.

所以0≤tan2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷≤ 3.

所以- 3≤tan π3-2x
æ

è
ç

ö

ø
÷≤0.

所以函数f(x)的值域为[- 3,0].

3.求函数y=-tan2x+4tanx+1,x∈ -
π
4
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 的

值域.

解:因为-
π
4≤x≤

π
4
,

所以-1≤tanx≤1.
令tanx=t,则t∈[-1,1],

所以y=-t2+4t+1=-(t-2)2+5.

所以,当t=-1,即x=-
π
4

时,ymin=-4,

当t=1,即x=
π
4

时,ymax=4.

故所求函数的值域为[-4,4].
【类题通法】

利用正切函数求定义域、值域的方法

1.定义域:求函数y=Atan(ωx+φ)的定义域

时,要保证tan(ωx+φ)有意义,即ωx+φ≠
π
2+kπ

,

k∈Z.

2.值域:(1)求函数y=Atan(ωx+φ)的值域时,

先求角ωx+φ 的范围,再利用正切函数的单调性来

求解;

(2)求函数y=atan2x+btanx+c的值域时,先

换元,再利用二次函数的性质求解.

正切函数的单调性

[探究活动]

如图为正切函数y=tanx 的图象,观察图象,探

究问题.

  探究1:正切函数在定义域上是单调函数吗?

提示:不是.
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探究2:正切函数的单调区间是什么?

提 示: 正 切 函 数 的 单 调 区 间 为

kπ-
π
2
,kπ+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z.

[评价活动]

1.函 数 y =2tan 3x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ -5 的 单 调 递 增 区

间是       .

kπ
3-

π
4
,kπ
3+

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z 解析:令-

π
2+kπ<

3x+
π
4<

π
2+kπ

(k∈Z),得-
π
4+

kπ
3<x<

π
12+

kπ
3
(k ∈ Z).故 函 数 的 单 调 递 增 区 间 为

kπ
3-

π
4
,kπ
3+

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z).

2.比较大小:tan -
7π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷  tan -

9π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷.

> 解析:tan -
7π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=-tan2π-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=tan

π
4
,

tan -
9π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ =-tan2π-

π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=tan

π
5.因 为 y=

tanx在区间 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内单调递增,又因为0<

π
5<

π
4

<
π
2
,所 以tan

π
5 <tan

π
4
,所 以 tan -

7π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ >

tan -
9π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷.

3.将tan1,tan2,tan3从小到大排序为  .

tan2<tan3<tan1 解析:tan2=tan(2-π),

tan3=tan(3-π).

因为
π
2<2<π

,所以-
π
2<2-π<0.

因为
π
2<3<π

,所以-
π
2<3-π<0.

显然-
π
2<2-π<3-π<1<

π
2
,

且y=tanx 在 -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增,

所以tan(2-π)<tan(3-π)<tan1,

即tan2<tan3<tan1.
【类题通法】

运用正切函数单调性的策略

(1)求y=tan(ωx+φ)(ω>0)的单调区间,把

ωx+φ 看成一个整体,解-
π
2+kπ<ωx+φ<

π
2+

kπ,k∈Z即可.当ω<0时,先用诱导公式把x 的系

数化为正值再求单调区间.
(2)运用正切函数的单调性比较大小的步骤:

①运用函数的周期性或诱导公式将角化到同一

单调区间内;

②运用单调性比较大小关系.

正切函数性质的综合应用

[探究活动]
如图,直线y=a(a∈R)与正切函数的图象的两个

相邻交点为A1,A2,根据图象回答下面问题.

  探究1:直线y=a 与正切函数图象的两个相邻

交点A1,A2 之间的距离是多少?
提示:由图象结合正切函数的周期性可知,两交

点之间的距离为π.

探究2:正切曲线与直线x=
π
2+kπ

(k∈Z)存在

怎样的关系?
提 示: 由 正 切 函 数 的 定 义 域 为

x x≠kπ+
π
2
,k∈Z{ },所以正切曲线与直线x=

π
2

+kπ(k∈Z)无限接近但不会相交,即正切曲线是由

相互平行的直线x=
π
2+kπ

(k∈Z)隔开的无穷多支

曲线组成的.

探究3:怎样作y=tanx在 -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上的简图?

提示:①描出三点 -
π
4
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷,(0,0),π4

,1
æ

è
ç

ö

ø
÷,

作出两条直线x=±
π
2
;②用光滑曲线连接三点,注

意曲线无限接近于直线x=±
π
2.

[评价活动]

1.函数f(x)=|tan2x|是 (  )

A.周期为π的奇函数

B.周期为π的偶函数

C.周期为
π
2

的奇函数

D.周期为
π
2

的偶函数

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—232—



D 解析:f(x)=tan2x 的周期为
π
2
,加上绝对值

符号后,周期未改变.
又f(-x)=f(x),所以f(x)为偶函数.故选D.

2.设函数f(x)=tan
x
2-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(1)求函数f(x)的定义域、最小正周期、单调区间

及图象的对称中心;

(2)求不等式-1≤f(x)≤ 3的解集;
(3)作出函数y=f(x)在一个周期内的简图.

解:(1)由
x
2-

π
3≠

π
2+kπ

(k∈Z),得x≠
5π
3+2kπ

(k∈Z).

所以f(x)的定义域是 x x≠
5π
3+2kπ

,k∈Z{ }.

因为ω=
1
2
,所以最小正周期T=

π
ω=

π
1
2

=2π.

由-
π
2+kπ<

x
2-

π
3<

π
2+kπ

(k∈Z),

得-
π
3+2kπ<x<

5π
3+2kπ

(k∈Z).

所 以 函 数 f (x )的 单 调 递 增 区 间 是

-
π
3+2kπ

,5π
3+2kπ

æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z),无单调递减区间.

由
x
2-

π
3=

kπ
2
(k∈Z)得x=kπ+

2π
3
(k∈Z),

故函数 f(x)图 象 的 对 称 中 心 是 kπ+
2π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,k

∈Z.

(2)由-1≤tanx
2-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷≤ 3,得-

π
4+kπ≤

x
2-

π
3≤

π
3+kπ

(k∈Z),

解得
π
6+2kπ≤x≤

4π
3+2kπ

(k∈Z).

所 以 不 等 式 - 1 ≤ f (x)≤ 3 的 解 集

是 x π
6+2kπ≤x≤

4π
3+2kπ

,k∈Z{ }.

(3)令
x
2-

π
3=0

,则x=
2π
3
;

令
x
2-

π
3=

π
2
,则x=

5π
3
;

令
x
2-

π
3=-

π
2
,则x=-

π
3.

所以函数y=tan
x
2-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象与x 轴的一个交

点坐标是 2π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,在这个交点左、右两侧相邻的两

条渐近线方程分别是x=-
π
3
,x=

5π
3.从而得到函

数y=f(x)在一个周期内的简图(如图).

【类题通法】
解答正切函数图象与性质问题的注意点

(1)周期性:函数y=Atan(ωx+φ)的最小正周

期T=
π
|ω|.

(2)奇偶性:先求函数的定义域D,判断其是否满

足对任意x∈D,有-x∈D,若不满足,则该函数无

奇偶性;若满足,再判断f(-x)与f(x)的关系.
(3)对 称 性:正 切 函 数 图 象 的 对 称 中 心 是

kπ
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z),不存在对称轴.
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课后素养评价(五十)

1.已知函数f(x)=3tanωx-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的最小正周期为

π
2
,则正数ω= (  )

A.4 B.3 C.2 D.1

C 解析:因为ω>0,所以T=
π
ω=

π
2.所以ω=2.

2.函数y=3tan2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的定义域是 (  )

A.x x≠kπ+
π
2
,k∈Z{ }

B.x x≠
kπ
2-

3π
8
,k∈Z{ }

C.x x≠
kπ
2+

π
8
,k∈Z{ }

D.x x≠
kπ
2
,k∈Z{ }

C 解析:由2x+
π
4≠kπ+

π
2
(k∈Z),得x≠

k
2π+

π
8
,k∈Z.

3.对于函数y=tan
x
2
,下列判断正确的是 (  )

A.周期为2π的奇函数

B.周期为
π
2

的奇函数

C.周期为π的偶函数

D.周期为2π的偶函数

A 解析:函数y=tan
x
2

的周期T=
π
ω=

π
1
2

=2π,

再由tan -
x
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-tan

x
2

可得,此函数为奇函数.

4.下列说法正确的是 (C)

A.y=tanx是增函数

B.y=tanx在第一象限内单调递增

C.y=tanx在区间 kπ-
π
2
,kπ+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z)上单

调递增

D.y=tanx在某一区间上单调递减

5.(多选)在下列给出的函数中,以π为最小正周期且

在 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内单调递减的是 (  )

A.y=sin
x
2 B.y=cos2x

C.y=sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.y=tan

π
4-x

æ

è
ç

ö

ø
÷

BD 解析:由函数周期为π可排除选项 A.函数y

=tan π4-x
æ

è
ç

ö

ø
÷ 可变形为y=-tanx-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.当x∈

0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,2x∈(0,π),x-

π
4∈ -

π
4
,π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,此时B,

D中的函数均是单调递减的.

6.(多选)已知函数f(x)=tan2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷-1,则

(  )

A.f(x)的最小正周期为π

B.f(x)的定义域为 xx≠
π
8+

kπ
2
,k∈Z{ }

C.f(x)的图象关于点 -
π
8
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称

D.f(x)在
π
8
,5π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增

BD 解析:对于A,f(x)的最小正周期为
π
2
,故 A

错误;对于B,由2x+
π
4≠

π
2+kπ

(k∈Z),得x≠

π
8+

kπ
8
(k∈Z),故B正确;对于C,由2x+

π
4=

kπ
2

(k∈Z),得x=-
π
8+

kπ
4
(k∈Z),所以f(x)的图

象关于 -
π
8
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称,故C错误;对于D,若x∈

π
8
,5π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷,则 2x+

π
4 ∈

π
2
,3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所 以 f(x)在

π
8
,5π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增,故D正确.
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7.已知函数f(x)=3tan
1
2x-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(1)求f(x)的定义域、值域;

(2)讨论f(x)的周期性、奇偶性和单调性.

解:(1)由
1
2x-

π
3≠

π
2+kπ

,k∈Z,解得x≠
5π
3+

2kπ,k∈Z.
所 以 函 数 f (x ) 的 定 义 域 为

x x≠
5π
3+2kπ

,k∈Z{ },值域为R.

(2)f(x)为周期函数,最小正周期T=
π
1
2

=2π.

f(x)为非奇非偶函数.

由-
π
2+kπ<

1
2x-

π
3<

π
2+kπ

,k∈Z,解得-
π
3

+2kπ<x<
5π
3+2kπ

,k∈Z.

所 以 函 数 f (x )的 单 调 递 增 区 间 为

-
π
3+2kπ

,5π
3+2kπ

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.函数y= log13tanx的定义域是 (C)

A.0,
π
4

æ

è
ç

ù

û
úú

B.2kπ,2kπ+
π
4

æ

è
ç

ù

û
úú,k∈Z

C.kπ,kπ+
π
4

æ

è
ç

ù

û
úú,k∈Z

D.kπ-
π
2
,kπ+

π
4

æ

è
ç

ù

û
úú,k∈Z

2.下列直线与函数y=tan2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象不相交的是

(  )

A.x=
π
2 B.x=-

π
2

C.x=
π
4 D.x=

π
8

D 解析:由2x+
π
4=

π
2+kπ

,k∈Z,得x=
π
8+

kπ
2
,k∈Z.取x=0,可得x=

π
8.所以与函数y=

tan2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象不相交的直线是x=

π
8.

3.(多选)已知函数f(x)=|tanx|,则下列关于函数

f(x)的图象与性质的叙述中,正确的有 (  )

A.函数f(x)的最小正周期为π

B.函数f(x)在 kπ,kπ+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z)上单调递增

C.函数f(x)的图象关于直线x=
π
2

对称

D.f
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷<f

4π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

ABC 解 析:因 为 函 数 f (x)=|tanx|=

tanx,x∈ kπ,kπ+
π
2

é

ë
êê

ö

ø
÷,k∈Z,

-tanx,x∈kπ-
π
2
,kπæ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

画出函数f(x)

的部分图象,如图所示.

对于A,函数f(x)=|tanx|的最小正周期为π,选

项A正确;

对于B,函数f(x)在 kπ,kπ+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z)上单调

递增,选项B正确;

对于C,根据函数f(x)的图象知,f(x)的图象关于

直线x=
kπ
2
(k∈Z)对 称,选 项 C正 确;对 于 D,

f
4π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷= tan

4π
5 =tan

π
5=f

π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,所 以 选 项 D

错误.

4.已知函数f(x)=x+tanx+1.若f(a)=2,则

f(-a)= (  )

A.0 B.-1 C.-2 D.3

A 解析:设g(x)=x+tanx.显 然 g(x)为 奇

函数.
因为f(a)=g(a)+1=2,所 以g(a)=1.所 以

f(-a)=g(-a)+1=-g(a)+1=0.故选A.
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5.若函数f(x)=tanx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,则 (  )

A.f(0)>f(-1)>f(1)

B.f(0)>f(1)>f(-1)

C.f(1)>f(0)>f(-1)

D.f(-1)>f(0)>f(1)

A 解析:当kπ-
π
2<x+

π
4<kπ+

π
2
,k∈Z,即

kπ-
3π
4<x<kπ+

π
4
,k∈Z时,f(x)单调递增.而

f(0)= tan
π
4
,f (1) = tan 1+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

tan1+
π
4-π

æ

è
ç

ö

ø
÷ = tan1-

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,f (- 1)=

tan π4-1
æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以f(0)>f(-1)>f(1).

6.函数y=log12tanx 的单调递减区间为    .

kπ,kπ+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z 解析:因 为 函 数 y=log12x

在其定义域上为减函数,

所以此函数的单调递减区间即为满足tanx>0时,

y=tanx 的单调递增区间,故为 kπ,kπ+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,k

∈Z.

7.若x∈ -
π
3
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú,求函数y=

1
cos2x+2tanx+1

的最值及相应的x 的值.

解:y=
1

cos2x+2tanx+1

=
cos2x+sin2x
cos2x +2tanx+1=tan2x+2tanx+2

=(tanx+1)2+1.

因为x∈ -
π
3
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú,所以tanx∈[- 3,1].

所以当tanx=-1,即 x=-
π
4

时,y 取 得 最 小

值1;

当tanx=1,即x=
π
4

时,y 取得最大值5.

8.设函数f(x)=tan(ωx+φ)ω>0,0<φ<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,已

知函数y=f(x)的图象与x 轴相邻两个交点的距

离为
π
2
,且图象关于点M -

π
8
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称.

(1)求f(x)的解析式;
(2)求f(x)的单调区间;

(3)求不等式-1≤f(x)≤ 3的解集.
解:(1)由题意知,函数f(x)的最小正周期为T=
π
2
,即 π
|ω|=

π
2.

因为ω>0,所以ω=2,从而f(x)=tan(2x+φ).

又因为函 数y=f(x)的 图 象 关 于 点M -
π
8
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷

对称,

所以2× -
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷+φ=

kπ
2
,k∈Z,

即φ=
kπ
2+

π
4
,k∈Z.

因为0<φ<
π
2
,所以φ=

π
4
,

故f(x)=tan2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)令-
π
2+kπ<2x+

π
4<

π
2+kπ

,k∈Z,

得-
3π
4+kπ<2x<kπ+

π
4
,k∈Z,

即-
3π
8+

kπ
2<x<

π
8+

kπ
2
,k∈Z.

所以函数的单调递增区间为 -
3π
8+

kπ
2
,π
8+

kπ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

k∈Z,无单调递减区间.

(3)由-1≤tan2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷≤ 3,

得-
π
4+kπ≤2x+

π
4≤

π
3+kπ

,k∈Z,

即-
π
4+

kπ
2≤x≤

π
24+

kπ
2
,k∈Z.

所 以 不 等 式 - 1 ≤ f (x)≤ 3 的 解 集

为 x -
π
4+

kπ
2≤x≤

π
24+

kπ
2
,k∈Z{ }.
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5.5　三角恒等变换

5.5.1 两角和与差的正弦、余弦和正切公式

第1课时 两角差的余弦公式

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解两角差的余弦公式的推导过程,知道两角差的余弦公式的意义.
2.熟记两角差的余弦公式的形式及符号特征,并能利用该公式进行求值、计算.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点 两角差的余弦公式

公式
C(α-β):cos(α - β)= cos αcos β
+sinαsinβ

适用

条件
α,β都是任意角

公式

结构

公式右端的两部分为同名三角函数的积,
连接符号与左边角的连接符号相反

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)存在角α,β,使得cos(α-β)=cosα-cosβ.

(√)
(2)任意角α,β,cos(α-β)=cosαcosβ-sinαsinβ.

(×)
(3)任意角α,β,cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ.

(√)

2.cos44°cos14°+sin44°sin14°的值为 (  )

A.
1
2 B.-

1
2

C.
3
2 D.-

3
2

C 解析:原式=cos(44°-14°)=cos30°=
3
2.

3.若sinα=
3
5
,α∈ π

2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,则cosπ4-α

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值为

(  )

A.-
2
5 B.-

2
10

C.-
72
10 D.-

72
5

B 解析:由已知可得cosα=-
4
5
,

所以cosπ4-α
æ

è
ç

ö

ø
÷=
2
2cosα+

2
2sinα=-

2
10.
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给角求值

[探究活动]
探究1:已知cos45°,cos60°和cos30°的值,如何

求cos15°的值呢?
提示:将15°转化为两个特殊角的差,即15°=60°

-45°或45°-30°,再利用两角差的余弦公式求解.
  探究2:类比探究1,思考一下,对于非特殊角如

何求其余弦值?
提示:把非特殊角转化为两个特殊角的差,然后

利用两角差的余弦公式求解.
[评价活动]
填空:

(1)sin75°=        ;
(2)cos(-15°)=       ;

(3)cos
π
12cos

7π
12+sin

π
12sin

7π
12=   

;

(4)cos(α+85°)cos(α-35°)+sin(α+85°)·sin(α-
35°)=   ;

(5)
1
2cos15°+

3
2sin15°=   .

(1)
6+ 2
4  (2)

6+ 2
4  (3)0 (4)-

1
2 

(5)
2
2

解析:(1)sin75°=cos15°=cos(45°-30°)

=cos45°cos30°+sin45°sin30°
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=
2
2×

3
2+

2
2×

1
2=

6+ 2
4 .

(2)原式=cos(30°-45°)=cos30°cos45°+sin30°·

sin45°=
3
2×

2
2+

1
2×

2
2=

6+ 2
4 .

(3)原式=cos π12-
7π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos-

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos

π
2=0.

(4)原式=cos[(α+85°)-(α-35°)]=cos120°=

-
1
2.

(5)
1
2cos15°+

3
2sin15°

=cos60°cos15°+sin60°sin15°

=cos(60°-15°)=cos45°=
2
2.

【类题通法】
利用两角差的余弦公式求值的一般思路

(1)把非特殊角转化为两个特殊角的差,正用公

式直接求值;
(2)根据式子结构特点,充分利用诱导公式,构造

两角差的余弦公式中等号右边的形式,然后逆用公式

求值.

给值求值

1.已知sinα-sinβ=1-
3
2
,cosα-cosβ=

1
2
,则

cos(α-β)= (  )

A.-
3
2 B.-

1
2

C.
1
2 D.

3
2

D 解析:因为sinα-sinβ=1-
3
2
,

所以(sinα-sinβ)2=
7
4- 3.

因为cosα-cosβ=
1
2
,所以(cosα-cosβ)2=

1
4
,

两式相加,得2-2cos(α-β)=2- 3.

所以cos(α-β)=
3
2.

2.已知sin π3+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=
12
13
,α∈ π

6
,2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,求cosα的值.

解:因为α∈ π
6
,2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以

π
3+α∈

π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以cosπ3+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=- 1-sin2 π3+α

æ

è
ç

ö

ø
÷

=- 1- 1213
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=-
5
13.

因为α= π
3+α

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
3
,

所以cosα=cos π
3+α

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
3

é

ë
êê

ù

û
úú

=cosπ3+α
æ

è
ç

ö

ø
÷cos

π
3+sin

π
3+α

æ

è
ç

ö

ø
÷sin

π
3

=-
5
13×

1
2+
12
13×

3
2=

123-5
26 .

3.设cosα-β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
9
,sin α

2-β
æ

è
ç

ö

ø
÷=
2
3
,其中α∈

π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,β∈ 0,

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,求cos

α+β
2

的值.

解:因为α∈ π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,β∈ 0,

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以α-β
2∈

π
4
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,α
2-β∈ -

π
4
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所 以 sinα-β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ = 1-cos2α-β

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ = 1-

1
81

=
45
9
,

cosα
2-β

æ

è
ç

ö

ø
÷= 1-sin2 α

2-β
æ

è
ç

ö

ø
÷ = 1-

4
9=

5
3.

所以cos
α+β
2 =cos α-β

2
æ

è
ç

ö

ø
÷- α

2-β
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=cosα-β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷cosα

2-β
æ

è
ç

ö

ø
÷+sinα-β

2
æ

è
ç

ö

ø
÷sinα

2-β
æ

è
ç

ö

ø
÷

=-
1
9×

5
3+

45
9 ×

2
3=
75
27.

【类题通法】
给值求值问题的解题策略

(1)已知某些角的三角函数值,求另外一些角的

三角函数值,要注意观察已知角与待求值的式子中角

的关系,即通过拆角与凑角将其联系起来.
(2)解题过程中根据需要灵活地进行拆角或凑角

的变换.常见角的变换有:

①α=(α-β)+β;②α=
α+β
2 +

α-β
2
;③2α=(α+β)

+(α-β);④2β=(α+β)-(α-β).

给值求角

1.已 知cosα=
1
7
,cos(α+β)=-

11
14
,且α,β∈

0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则β的值为    .

π
3 

解析:因为α,β∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,cosα=

1
7
,

cos(α+β)=-
11
14<0

,
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所以α+β∈
π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,sinα= 1-cos2α=

43
7
,

sin(α+β)= 1-cos2(α+β)=
53
14.

因为β=(α+β)-α,
所以cosβ=cos[(α+β)-α]

=cos(α+β)cosα+sin(α+β)sinα

= -
11
14

æ

è
ç

ö

ø
÷×
1
7+
53
14×

43
7 =

1
2.

又因为β∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以β=

π
3.

2.已知α,β均为锐角,且cosα=
25
5
,cosβ=

10
10
,

求α-β的值.
解:因为α,β均为锐角,

所以sinα=
5
5
,sinβ=

310
10

,

所以cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ=
25
5 ×

10
10 +

5
5×

310
10 =

2
2.

又因为sinα<sinβ,所以0<α<β<
π
2
,

所以-
π
2<α-β<0

,所以α-β=-
π
4.

【类题通法】
给值求角问题的解题策略

(1)要求角需先求这个角的三角函数值,然后根

据范围得出角的值;
(2)已知一个角的正弦值(余弦值)求 余 弦 值

(正弦值)时,要根据角的范围确定其符号.
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
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􀪋
􀪋

课后素养评价(五十一)

1.cos62°cos32°+sin32°sin118°= (  )

A.
3
2 B.

1
2 C.-

3
2 D.-

1
2

A 解析:cos62°cos32°+sin32°sin118°=cos62°·
cos32°+sin32°sin62°=cos(62°-32°)=cos30°

=
3
2.

2.cos165°等于 (C)

A.
1
2 B.

3
2

C.-
6+ 2
4 D.-

6- 2
4

3.已知cosα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
3
,且α∈ 0,

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则cosα=

(  )

A.
4+ 2
6 B.

4- 2
6 C.

2
2 D.

2
3

B 解析:因为cosα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
3
,且α∈ 0,

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以α+
π
4∈

π
2
,3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以sinα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷= 1-cos2α+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ =
22
3
,

则cosα=cos α+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
4

é

ë
êê

ù

û
úú=cosα+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷cos

π
4

+sinα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷sin

π
4 = -

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷×

2
2 +

22
3 ×

2
2

=
4- 2
6 .

4.已知sinα=
4
5
,α∈ π

2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷,cosβ=-

5
13
,β是第三

象限角,则cos(α-β)= (A )

A.-
33
65 B.

33
65

C.
63
65 D.-

63
65

5.若x∈ π
2
,π

é

ë
êê

ù

û
úú,且sinx=

4
5
,则2cosx-

2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

2cosx 的值为    .

43-3
5  解析:因为x∈ π

2
,π

é

ë
êê

ù

û
úú,sinx=

4
5
,所以

cosx=-
3
5.

所以2cosx-
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+2cosx

=2cosxcos
2π
3+sinxsin

2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+2cosx

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—932—



=2(-12cosx+
3
2sinx)+2cosx

= 3sinx+cosx

=
43
5 -

3
5=
43-3
5 .

6.已知α,β为锐角,cosα=
1
7
,sin(α+β)=

53
14
,则β

=    .
π
3 

解析:因为α为锐角,且cosα=
1
7
,

所以sinα= 1-cos2α= 1- 1
7

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
43
7 .

又α,β为锐角,所以α+β∈(0,π).

又sin(α+β)=
53
14<sinα

,所以α+β∈
π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以cos(α+β)=- 1-sin2(α+β)=

- 1- (5314 )
2

=-
11
14.

所以cosβ=cos[(α+β)-α]=cos(α+β)cosα+

sin(α+β)sinα= -
11
14

æ

è
ç

ö

ø
÷×
1
7+
53
14×

43
7 =

1
2.

又β为锐角,所以β=
π
3.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.已知点P(1,2)是角α 终边上一点,则cosπ6-α
æ

è
ç

ö

ø
÷

等于 (A)

A.
3+ 6
6 B.

3- 6
6

C.-
3+ 6
6 D.

6-3
6

2.已知P(cosα,sinα),Q(cosβ,sinβ),则|PQ|的最

大值为 (  )

A.2 B.2 C.4 D.22
B 解析:因为P(cosα,sinα),Q(cosβ,sinβ)
所以|PQ|2=(cosα-cosβ)2+(sinα-sinβ)2

=cos2α+cos2β-2cosαcosβ+sin2α+sin2β
-2sinαsinβ
=(cos2α+sin2α)+(cos2β+sin2β)-2(cosαcosβ
+sinαsinβ)
=2-2cos(α-β).
所以|PQ|= 2-2cos(α-β).因为cos(α-β)∈
[-1,1],所以|PQ|∈[0,2].故选B.

3.化简:2cos10°-sin20°
cos20° =    .

3 解析:原式=
2cos(30°-20°)-sin20°

cos20°

=
2cos30°cos20°+2sin30°sin20°-sin20°

cos20°

=
3cos20°+sin20°-sin20°

cos20°

=
3cos20°
cos20°

= 3.

4.若cosαcosβ-sinαsinβ=
1
5
,cos(α-β)=

3
5
,则

tanαtanβ=    .
1
2 

解析:cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ=
3
5
,

又cosαcosβ-sinαsinβ=
1
5
,所 以cosαcosβ

=
2
5
,sinαsinβ=

1
5
,两 式 相 除 可 得tanαtanβ

=
1
2.

5.已知A(cosα,sinα),B(cosβ,sinβ),其中α,β为

锐角,且|AB|=
10
5 .

(1)求cos(α-β)的值;

(2)若cosα=
3
5
,求cosβ的值.

解:(1)由|AB|=
10
5
,

得 (cosα-cosβ)2+(sinα-sinβ)2=
10
5 .

所以2-2(cosαcosβ+sinαsinβ)=
2
5.

所以cos(α-β)=
4
5.

(2)因为cosα=
3
5
,cos(α-β)=

4
5
,α,β为锐角,

所以sinα=
4
5
,sin(α-β)=±

3
5.

当sin(α-β)=
3
5

时,cosβ=cos[α-(α-β)]

=cosαcos(α-β)+sinαsin(α-β)=
24
25.

当sin(α-β)=-
3
5

时,cosβ=cos[α-(α-β)]=

cosαcos(α-β)+sinαsin(α-β)=0.

因为β为锐角,所以cosβ=
24
25.
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第2课时 两角和与差的正弦、余弦、正切公式

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能利用两角差的余弦公式,推导出两角和的余弦公式及两角和与差的正弦、正切公式.
2.会用两角和与差的正弦、余弦、正切公式进行简单的三角函数的求值、化简、计算等.
3.灵活运用两角和与差的正弦、余弦、正切公式,了解公式的正用、逆用以及角的变换的常用方法.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 两角和的余弦公式

公式 cos(α+β)=cosαcosβ-sinαsinβ

简记符号 C(α+β)

使用条件 α,β为任意角

知识点二 两角和与差的正弦公式

(1)两角和的正弦:sin(α+β)=sinαcosβ+cosαsinβ.
(S(α+β))
(2)两角差的正弦:sin(α-β)=sinαcosβ-cosαsinβ.
(S(α-β))
[微训练]
1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)不存在角α,β,使得cos(α+β)=cosαcosβ+
sinαsinβ. (×)
(2)对任意角α,β,都有sin(α+β)=sinαcosβ+
cosαsinβ. (√)
(3)存 在 角 α,β,使sin(α-β)≠sinαcosβ-
cosαsinβ. (×)
(4)存 在 角 α,β,使sin(α+β)=sinαcosβ-
cosαsinβ. (√)

2.sin7°cos37°-cos7°sin37°的值为 (  )

A.-
3
2 B.-

1
2 C.

1
2 D.

3
2

B 解析:原 式=sin(7°-37°)=sin(-30°)=

-sin30°=-
1
2.

知识点三 两角和与差的正切公式

名称 公式
简记

符号

使用

条件

两角和

的正切

公式

tan(α+β)=
tanα+tanβ
1-tanαtanβ

T(α+β)

α,β,α+β 均不

等于kπ+
π
2
(k

∈Z)

续表

名称 公式
简记

符号

使用

条件

两角差

的正切

公式

tan(α-β)=
tanα-tanβ
1+tanαtanβ

T(α-β)

α,β,α-β 均不

等于kπ+
π
2
(k

∈Z)

[微训练]
1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)对于任意角α,β,总有tan(α+β)=
tanα+tanβ
1-tanαtanβ

.

(×)

(2)使公式tan(α±β)=
tanα±tanβ
1∓tanαtanβ

有意义,只需

α,β≠kπ+
π
2
(k∈Z)即可. (×)

(3)若α,β,α+β均不等于kπ+
π
2
,k∈Z,则tan(α

+β)=tanα+tanβ+tanαtanβtan(α+β)恒成立.
(√)

(4)当 α≠kπ-
π
4
,且 α≠kπ+

π
2
,k∈Z 时,

tan π4-α
æ

è
ç

ö

ø
÷=
1-tanα
1+tanα. (√)

2.若tanα=3,tanβ=
4
3
,则tan(α-β)等于 (  )

              
A.
1
3 B.-

1
3 C.3 D.-3

A 解析:因为tanα=3,tanβ=
4
3
,所以tan(α-

β)=
tanα-tanβ
1+tanαtanβ

=
3-
4
3

1+3×
4
3

=
1
3.
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给角求值

求值:(1)
sin7°+cos15°sin8°
cos7°-sin15°sin8°

;

(2)tan23°+tan37°+ 3tan23°tan37°;
(3)cos61°cos16°+sin61°sin16°;
(4)sin13°cos17°+cos13°sin17°;

(5)tan72°-tan42°-
3
3tan72°tan42°.

解:(1)原式=
sin(15°-8°)+cos15°sin8°
cos(15°-8°)-sin15°sin8°

=
sin15°cos8°-cos15°sin8°+cos15°sin8°
cos15°cos8°+sin15°sin8°-sin15°sin8°

=
sin15°cos8°
cos15°cos8°=

sin15°
cos15°=

sin(45°-30°)
cos(45°-30°)

=

6- 2
4

6+ 2
4

=2- 3.

(2)(方法一)原式=tan(23°+37°)·(1-tan23°tan37°)

+3tan23°tan37°=(1-tan23°tan37°)tan60°+

3tan23°·tan37°= 3.

(方法二)因为tan(23°+37°)=
tan23°+tan37°
1-tan23°tan37°

,

所以 3=
tan23°+tan37°
1-tan23°tan37°

,

所以 3- 3tan23°tan37°=tan23°+tan37°,

所以tan23°+tan37°+ 3tan23°tan37°= 3.

(3)原式=cos(61°-16°)=cos45°=
2
2.

(4)原式=sin(13°+17°)=sin30°=
1
2.

(5)原 式=tan(72°-42°)(1+tan72°tan42°)-

3
3tan72°

·tan42°=tan30°(1+tan72°tan42°)-

tan30°tan72°tan42°=tan30°=
3
3.

【类题通法】
给角求值问题的解题策略

(1)非特殊角的三角函数求值问题,若三角函数

式的形式与和角公式或差角公式相符,则整体变形后

求值,否则先进行局部的变形.
(2)三角函数式变形的一般途径有:将非特殊角

化为特殊角的和或差的形式,构造可正负相消的项,
变换分子、分母的形式进行约分.解题时要注意公式

的逆用或变形.

给值求值

1.已 知tan(α+β)=
2
5
,tanβ-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

1
4
,那 么

tanα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 等于 (  )

A.
13
18  B.

13
22   C.

3
22  D.

3
18

C 解析:tanα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=tan (α+β)-β-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=

2
5-

1
4

1+
2
5×

1
4

=
3
22.

2.已知sin3π4+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=
5
13
,cosπ4-β

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
5
,且0<α<

π
4<β<

3π
4
,求cos(α+β)的值.

解:因为0<α<
π
4<β<

3π
4
,

所以
3π
4<
3π
4+α<π

,-
π
2<

π
4-β<0.

又因为sin3π4+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=
5
13
,cosπ4-β

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
5
,

所以cos3π4+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=-

12
13
,sin π4-β

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

4
5.

所以cos(α+β)=sin
π
2+

(α+β)
é

ë
êê

ù

û
úú

=sin3π4+α-
π
4-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=sin3π4+α
æ

è
ç

ö

ø
÷cosπ4-β

æ

è
ç

ö

ø
÷-cos3π4+α

æ

è
ç

ö

ø
÷sin π4-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
5
13×

3
5- -

12
13

æ

è
ç

ö

ø
÷× -

4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

33
65.

3.已知α,β∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,cosα=

4
5
,tan(α-β)=-

1
3
,

求cosβ的值.

解:因为α∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,cosα=

4
5
,所以sinα=

3
5.

因为β∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以α-β∈ -

π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为tan(α-β)=-
1
3<0

,所以α-β∈ -
π
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以cos(α-β)=
310
10

,sin(α-β)=-
10
10 .

所以cosβ=cos[α-(α-β)]=cosαcos(α-β)+

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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sinα ·sin(α -β)=
4
5 ×

310
10 +

3
5 ×

-
10
10

æ

è
ç

ö

ø
÷=
910
50 .

【类题通法】
角的拼凑问题的解题策略

(1)当已知角有两个时,一般将未知角表示为两

个已知角的和或差的形式.
(2)当已知角有一个时,一般将未知角表示为已

知角和特殊角的和或差的形式,有时也利用诱导公式

把未知角变成已知角.

给值求角

1.已知α,β∈ -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,若tanα,tanβ是方程x2-

43x+5=0的两个根,则α+β= (  )

A.-
π
3

或
2π
3 B.-

π
3

C.
2π
3 D.

5π
6

C 解析:因为tanα,tanβ是方程x2-43x+5=

0的两个根,所以tanα+tanβ=4 3,tanαtanβ
=5.
所以tanα,tanβ均为正数.

又α,β∈ -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以α,β∈ 0,

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以tan(α+β)=
tanα+tanβ
1-tanα·tanβ

=
43
1-5=- 3.

又α+β∈(0,π),所以α+β=
2π
3.故选C.

2.已知sinα=
5
5
,sinβ=

10
10
,且α 和β 均为钝角,

求α+β的值.
解:因为α和β均为钝角,

所以cosα=- 1-sin2α=-
25
5
,

cosβ=- 1-sin2β=-
310
10 .

由α和β均为钝角,得π<α+β<2π.
所以cos(α+β)=cosαcosβ-sinαsinβ

= -
25
5

æ

è
ç

ö

ø
÷× -

310
10

æ

è
ç

ö

ø
÷-
5
5×

10
10 =

2
2.

所以α+β=
7π
4.

【类题通法】
给值求角问题的关注点

(1)解题步骤

①求出角的某个三角函数值;

②确定角的范围(范围过大或过小,会使求出的

角不合题意或漏解),根据范围找出角.
(2)选取三角函数的原则

①已知正切函数值,选正切函数;

②已知正弦或余弦函数值,选正弦或余弦函数,

若角的范围是 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,选正弦或余弦函数均可;若角

的范围是(0,π),选余弦函数较好;若角的范围是

-
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,选正弦函数较好.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(五十二)

1.sin
π
8cos

5π
8+sin

3π
8cos

7π
8=

(  )

A.1 B.-1 C.
2
2 D.-

2
2

B 解析:sin
π
8cos

5π
8+sin

3π
8cos

7π
8=-sin

π
8cos

3π
8

-sin
3π
8cos

π
8=-sin

3π
8+

π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin

π
2=-1.

2.(多选)已知θ 是锐角,那么下列各值中,sinθ+
cosθ不能取得的值是 (  )

A.
4
3 B.

3
4

C.
5
3 D.

1
2

BCD 解析:因为0<θ<
π
2
,所以θ+

π
4∈

π
4
,3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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又sinθ+cosθ= 2sinθ+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以
2
2 <sinθ+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤1,所 以1<sinθ+cosθ

≤ 2.
故选BCD.

3.已知α,β均为锐角,且(1- 3tanα)(1- 3tanβ)
=4,则α+β= (  )

A.
π
3 B.

2π
3 C.

3π
4 D.

π
2

B 解析:由(1- 3tanα)(1- 3tanβ)=4,得

1- 3tanβ- 3tanα+3tanαtanβ=4,

所以- 3(tanβ+tanα)=3(1-tanαtanβ),所以

tanα+tanβ
1-tanαtanβ

=-
3
3
=- 3,即tan (α+β)=

- 3,因为α,β∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以(α+β)∈(0,π),

所以α+β=
2π
3.

4.若tanα-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
6
,则tanα=    .

7
5 

解析:tanα=tan α-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+
π
4

é

ë
êê

ù

û
úú

=
tan α-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+tan

π
4

1-tan α-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷tan

π
4

=

1
6+1

1-
1
6

=
7
5.

5.已知
π
2<β<α<

3π
4
,cos(α-β)=

12
13
,sin(α+β)=

-
3
5
,求sin2α的值.

解:因为
π
2<β<α<

3π
4
,

所以0<α-β<
π
4
,π<α+β<

3π
2.

又cos(α-β)=
12
13
,sin(α+β)=-

3
5
,

所以sin(α-β)= 1-cos2(α-β)

= 1- 1213
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
5
13
,

cos(α+β)=- 1-sin2(α+β)

=- 1- -
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=-
4
5.

所以sin2α=sin[(α-β)+(α+β)]
=sin(α-β)cos(α+β)+cos(α-β)sin(α+β)

=
5
13× -

4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷+
12
13× -

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

56
65.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.已知sinθ+sinθ+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,则tanθ+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷= (  )

A.
6
3 B.

3
3

C.± 2 D.±
2
2

D 解析:因为sinθ+sinθ+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=sinθ+

1
2sinθ+

3
2

·cosθ=
3
2sinθ+

3
2cosθ= 3sinθ+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,

所 以 sinθ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

3
3
,所 以 cos θ+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

± 1-sin2θ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ = ±

6
3
,则 tan θ+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

sinθ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

cosθ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

=±
2
2.

2.(2022·新高考全国Ⅱ卷)若sin(α+β)+cos(α+

β)=22cosα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷sinβ,则 (  )

A.tan(α-β)=1 B.tan(α+β)=1

C.tan(α-β)=-1 D.tan(α+β)=-1
C 解析:由 已 知 得 sinαcosβ+cosαsinβ+
cosαcosβ-sinαsinβ=2(cosα-sinα)sinβ,
即sinαcosβ-cosαsinβ+cosαcosβ+sinαsinβ
=0,
即sin(α-β)+cos(α-β)=0,所以tan(α-β)=
-1.

3.
1- 3tan75°
3+tan75°

=-1.

4.已知0<β<
π
4
,π
4<α<

3π
4
,cos π4-α

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
5
,

sin3π4+β
æ

è
ç

ö

ø
÷=
5
13
,则sin(α+β)=

56
65.

5.已知函数f(x)=
1
2sin2x-

3
2cos2x-

3
2.

(1)求f(x)的最小正周期和最大值;

(2)讨论f(x)在
π
6
,2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上的单调性.

解:(1)f(x)=
1
2sin2x-

3
2cos2x-

3
2

=sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷-
3
2
,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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因此f(x)的最小正周期为π,最大值为
2- 3
2 .

(2)当x∈ π
6
,2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 时,0≤2x-

π
3≤π

,

从而当0≤2x-
π
3≤

π
2
,即 π

6≤x≤
5π
12

时,f(x)单

调递增;

当
π
2≤2x-

π
3≤π

,即5π
12≤x≤

2π
3

时,f(x)单 调

递减.

综上 可 知,f (x)在 π
6
,5π
12

é

ë
êê

ù

û
úú 上 单 调 递 增;在

5π
12
,2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递减.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

第3课时 二倍角的正弦、余弦、正切公式

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.会推导二倍角的正弦、余弦、正切公式.
2.能够灵活运用二倍角公式解决求值、化简和证明等问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 倍角公式

(1)S2α:sin2α=2sinαcosα;
(2)C2α:cos2α=cos2α-sin2α=2cos2α-1=1
-2sin2α;

(3)T2α:tan2α=
2tanα
1-tan2α.

[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)sinα=2sin
α
2cos

α
2. (√)

(2)cos4α=cos22α-sin22α. (√)

(3)对任意角α,tan2α=
2tanα
1-tan2α. (×)

2.已知cosx=
3
4
,则cos2x 等于 (  )

A.-
1
4 B.

1
4

C.-
1
8 D.

1
8

D 解析:因为cos2x=2cos2x-1,且cosx=
3
4
,

所以cos2x=2× 3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1=
1
8.故选D.

知识点二 倍角公式常用变形

(1)
sin2α
2sinα=cosα

,sin2α
2cosα=sinα

;

(2)(sinα±cosα)2=1±sin2α;

(3)sin2α=
1-cos2α

2
,cos2α=

1+cos2α
2 .

[微训练]

1.sin15°sin75°的值是 (  )

A.
1
2 B.

3
2 C.

1
4 D.

3
4

C 解析:原式=sin15°cos15°=
1
2sin30°=

1
4.

2.求值:1
2-cos

2π
8=     .

-
2
4 

解析:原式=-
1
2 2cos

2π
8-1

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
2cos

π
4

=-
1
2×

2
2=-

2
4.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

给角求值

求下列各式的值.
(1)1-2sin2750°;

(2)
2tan150°
1-tan2150°

;

(3)cos20°cos40°cos80°.
解:(1)原式=cos(2×750°)=cos1500°=cos(4×

360°+60°)=cos60°=
1
2.

(2)原式=tan(2×150°)=tan300°=tan(360°-60°)

=-tan60°=- 3.

(3)原式=
2sin20°·cos20°·cos40°·cos80°

2sin20°

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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=
2sin40°·cos40°·cos80°

4sin20°

=
2sin80°·cos80°

8sin20°

=
sin160°
8sin20°=

1
8.

【类题通法】
解决给角求值问题的策略

(1)注意观察式子的结构特点及角之间是否存在

特殊的倍数关系,灵活正用或逆用二倍角公式.
(2)结合诱导公式恰当变换函数名称,灵活处理

系数,构造二倍角公式的形式.

给值求值

[探究活动]
根据二倍角公式及其变形,观察下列等量关系:

2x=
π
2-2

π
4-x

æ

è
ç

ö

ø
÷,2x=2(π4+x )-π2,回答下列

问题.

探究1:如何用sin π4-x
æ

è
ç

ö

ø
÷ 与cos(π4-x ) 表示

sin2x 与cos2x?

提示:sin2x=cos 2 π4-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=2cos2 (π4-x)

-1=1-2sin2 π4-x
æ

è
ç

ö

ø
÷,

cos2x=sin 2 π4-x
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=2sin(π4-x )cos(π4

-x) .

探究2:如何用sin π4+x
æ

è
ç

ö

ø
÷ 与cos(π4+x ) 表示

sin2x 与cos2x?

提示:sin2x=sin -
π
2+2

π
4+x

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=-cos 2 π4+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=1-2cos2

π
4+x

æ

è
ç

ö

ø
÷

=2sin2 π4+x
æ

è
ç

ö

ø
÷-1,

cos2x=cos -
π
2+2

π
4+x

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=sin 2 π4+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=2sin

π
4+x

æ

è
ç

ö

ø
÷cosπ4+x

æ

è
ç

ö

ø
÷.

[评价活动]

1.已知sinθ+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
3
,则sin2θ的值为    .

-
7
9 

解析:sin2θ=-cos2θ+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

- 1-2sin2θ+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=2sin2θ+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷-1=-

7
9.

2.已知cosα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
5
,π
2≤α<

3π
2
,求cos2α+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

的值.

解:因为
π
2≤α<

3π
2
,所以

3π
4≤α+

π
4<
7π
4.

因为cosα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
5>0

,所以
3π
2<α+

π
4<
7π
4
,

所以sinα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=- 1-cos2α+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

=- 1- 3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=-
4
5
,

所 以 cos2α =sin 2α+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ =2sin α+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·

cosα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=2× -

4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷×
3
5=-

24
25
,

sin2α=-cos2α+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=1-2cos2 α+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=1-2

× 3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
7
25.

所以cos2α+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=

2
2cos2α-

2
2sin2α=

2
2×

-
24
25-

7
25

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

312
50 .

【类题通法】
解决给值求值问题的策略

(1)有方向地将已知式或未知式化简,使关系明

朗化.
(2)寻找角之间的关系,看是否适合相关公式的

使用条件,注意常见角的变换和角之间的二倍关系.
(3)注意诱导公式在角的变换中的应用.

化简与证明

1.化简:(1)
1

1-tanθ-
1

1+tanθ
;

(2)
sin2θ

(sinθ+cosθ-1)(sinθ-cosθ+1)
;

(3)
sinθ+sin2θ
1+cosθ+cos2θ.

解:(1)原式=
(1+tanθ)-(1-tanθ)
(1-tanθ)(1+tanθ)=

2tanθ
1-tan2θ

=tan2θ.
(2)原式=

sin2θ

2sin
θ
2cos

θ
2-2sin

2θ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 2sin

θ
2cos

θ
2+2sin

2θ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
sin2θ

4sin2
θ
2 cos

2θ
2-sin

2θ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
sin2θ

4sin2
θ
2cosθ

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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=
4sin

θ
2cos

θ
2cosθ

4sin2
θ
2cosθ

=
1

tan
θ
2

.

(3)原式=
sinθ+2sinθcosθ
cosθ+2cos2θ

=
sinθ(1+2cosθ)
cosθ(1+2cosθ)
=tanθ.

2.求证:1+sin4θ-cos4θ
2tanθ =

1+sin4θ+cos4θ
1-tan2θ .

证明:原式等价于1+sin4θ-cos4θ=
2tanθ
1-tan2θ

·

(1+sin4θ+cos4θ),
即1+sin4θ-cos4θ=tan2θ(1+sin4θ+
cos4θ)①.
而①式右边=tan2θ(1+cos4θ+sin4θ)

=
sin2θ
cos2θ

(2cos22θ+2sin2θcos2θ)

=sin4θ+1-cos4θ=左边,
所以①式成立,原式得证.

【类题通法】

1.化简问题的解题策略

(1)着手点:从“幂”的差异、“名”的差异、“角”的
差异这三个方面,结合所给“形”的特征入手解决.

(2)化简方法:①弦切互化,异名化同名,异角化

同角;②降 幂 或 升 幂;③利 用 重 要 结 论:(sinθ±
cosθ)2=1±sin2θ.

2.证明三角恒等式的方法

(1)化简法:从复杂的一边入手,通过化简,证明

其等于另一边;(2)比较法:左边-右边=0,
左边
右边=1;

(3)分析法:从要证明的等式出发,一步步寻找等式成

立的条件.
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(五十三)

1.已知角α满足sinα-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
6
4
,则cos2α-

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

(  )

A.-
3
4 B.

3
4 C.-

1
4 D.

1
4

D 解析:cos2α-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=1-2sin2 α-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=1-2

× 6
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
1
4.

2.(多选)下列计算正确的是 (  )

A.
tan15°+1
tan15°-1=- 3

B.cos422.5°-sin422.5°=
2
2

C.sin15°sin45°sin75°=
2
8

D.tan37°+tan23°+ 3tan37°tan23°=1

ABC 解析:tan15°+1
tan15°-1=-

tan15°+tan45°
1-tan15°tan45°=

-tan60°=- 3,A正确;
cos422.5°-sin422.5°=(cos222.5°+sin222.5°)·

(cos222.5°-sin222.5°)=cos45°=
2
2
,B 正 确;

sin15°sin45°·sin75°=
2
2sin15°cos15°=

2
4sin30°

=
2
8
,C 正 确; 3 = tan(37°+ 23°) =

tan37°+tan23°
1-tan37°tan23°

,则tan37°+tan23°+ 3tan37°

tan23°= 3,D错误.

3.若tanα=
3
4
,则cos2α+2sin2α=    .

64
25 

解析:cos2α+2sin2α=
cos2α+4sinαcosα
cos2α+sin2α

=

1+4tanα
1+tan2α

.把tanα=
3
4

代入,

得cos2α+2sin2α=
1+4×

3
4

1+ 3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2=
4
25
16

=
64
25.

4.已知tan π4+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2.

(1)求tanα+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值;

(2)求
sin2α-cos2α
2cos2α

的值.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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解:(1)因为tan π
4+α

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2
,所以

1+tanα
1-tanα=

1
2
,

所以2+2tanα=1-tanα,得tanα=-
1
3.

所以tan α+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=
tanα+tan

π
6

1-tanαtan
π
6

=
-
1
3+

3
3

1+
1
3×

3
3

=
3-1
3 ×

9
9+ 3

=
33-3
9+ 3

=
53-6
13 .

(2)
sin2α-cos2α
2cos2α =

2sinαcosα-cos2α
2cos2α

=
2sinαcosα
2cos2α -

cos2α
2cos2α=tanα-

1
2

=-
1
3-

1
2

=-
5
6.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.已知θ 为第三象限角,tan2θ=-22,则sin2θ+

sin(3π-θ)cos(2π+θ)-2cos2θ等于 (  )

A.-
2
6  B.

2
6 C.-

2
3 D.

2
3

D 解析:因为θ 为第三象限角,所以tanθ>0,又

tan2θ=-2 2=
2tanθ
1-tan2θ

,整 理 可 得 2tan2θ-

tanθ- 2=0,所以tanθ=2或-
2
2
(负值舍去),则

sin2θ+sin(3π-θ)·cos(2π+θ)- 2cos2θ=

sin2θ+sinθcosθ- 2cos2θ
sin2θ+cos2θ =

tan2θ+tanθ- 2
tan2θ+1 =

2+ 2- 2
2+1 =

2
3.

2.(多 选)已 知 函 数f(x)=sinx|cosx|,x∈

-
π
2
,3π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,则以下结论正确的是 (  )

A.f(x)的图象关于y 轴对称

B.f(x)在区间 3π
4
,5π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递减

C.f(x)的图象关于直线x=
π
2

对称

D.f(x)的最大值为
1
2

BCD 解析:当x∈ -
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,

f(x)=sinx|cosx|=sinxcosx=
1
2sin2x

,

当x∈ π
2
,3π
2

æ

è
ç

ù

û
úú 时,f(x)=sinx|cosx|=

-sinxcosx=-
1
2sin2x

,

作出函数f(x)的图象如图.

则函数图象不关于y 轴对称,故A错误;

区间 π
2
,π

é

ë
êê

ù

û
úú 的中点为

3π
4
,区间 π,

3π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 的中点为

5π
4
,

则f(x)在区间 3π
4
,5π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递减,故B正确;

由图象知f(x)关于x=
π
2

对称,故C正确;

当x∈ -
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,2x∈[-π,π],当2x=

π
2

时,

f(x)取得最大值
1
2
,故D正确.

3.已知sin2α=
2
3
,则cos2α+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=    .

1
6 

解析:cos2α+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1+cos2α+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

2

=
1+cos2α+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =
1-sin2α
2 =

1-
2
3
2 =

1
6.

4.已 知tanα=2,则tan2α 的 值 为     ,

sin2α
sin2α+sinαcosα-cos2α-1

的值为   .

-
4
3 1 

解析:tan2α=
2tanα
1-tan2α=-

4
3.

sin2α
sin2α+sinαcosα-cos2α-1

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
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=
2sinαcosα

sin2α+sinαcosα-2cos2α

=
2tanα

tan2α+tanα-2

=
2×2
4+2-2
=1.

5.已知tanα+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=2,求tan2α+

7π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值.

解:因为tan α+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=2,

所以tan 2α+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
2tan α+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

1-tan2α+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

=-
4
3.

所 以 tan 2α+
7
12π

æ

è
ç

ö

ø
÷ = tan 2α+

π
3+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

tan 2α+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+tan

π
4

1-tan 2α+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷tan

π
4

=-
1
7.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

5.5.2 简单的三角恒等变换

第1课时 半角公式及应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能通过二倍角公式推导出半角的正弦、余弦、正切公式.
2.能利用三角恒等变换对三角函数式进行化简、求值以及证明.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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                 知识点一 降幂公式

sin2
α
2=
1-cosα
2

;

cos2
α
2=
1+cosα
2

;

tan2
α
2=
1-cosα
1+cosα.

知识点二 半角公式

sin
α
2=±

1-cosα
2

,

cos
α
2=±

1+cosα
2

,

tan
α
2=±

1-cosα
1+cosα=

sinα
1+cosα=

1-cosα
sinα .

[微训练]

1.若cosα=
1
3
,α∈(0,π),则cos

α
2

的值为 (  )

A.
6
3 B.-

6
3 C.±

6
3 D.±

3
3

A 解析:因为0<α<π,所以0<
α
2<

π
2
,

所以cos
α
2=

1+cosα
2 =

6
3
,故选A.

2.已知2π<θ<4π,且sinθ=-
3
5
,cosθ<0,则tan

θ
2

的值等于 (  )A.-3B.3 C.-
1
3 D.

1
3

A 解析:由题意知θ 为第三象限角,所以cosθ=

- 1-
9
25=-

4
5
,所以tan

θ
2=

sinθ
1+cosθ=

-
3
5

1-
4
5

=-3.故选A.

3.化简
2sin2α
1+cos2α

·cos
2α

cos2α
的结果为 (  )

A.tanα B.tan2α C.1 D.2

B 解析:原式=
2sin2α
2cos2α

·cos
2α

cos2α=tan2α.
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利用半角公式求值

1.若cosα=-
3
5
,α∈ π,

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则tan

α
2=  .

-2 解析:(方 法 一)因 为 cosα= -
3
5
,α∈

π,
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则α

2∈
π
2
,3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

则由半角公式,得tan
α
2=-

1-cosα
1+cosα=

-
1- -

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

1+ -
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

=-2.

(方法二)因为cosα=-
3
5
,α∈ π,

3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所 以 sinα = -
4
5
,所 以 tan

α
2 =

sin
α
2

cos
α
2

=

2sin2
α
2

2sin
α
2cos

α
2

=
1-cosα
sinα =

1- -
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

-
4
5

=-2.

2.已知sin
α
2-cos

α
2=-

5
5
,450°<α<540°,则

tan
α
2

的值为    .

2 解析:由题意得 sin
α
2-cos

α
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
1
5
,

即1-sinα=
1
5
,得sinα=

4
5.

因为450°<α<540°,

所以cosα=-
3
5
,

所以tan
α
2=
1-cosα
sinα =

1- -
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

4
5

=2.

【类题通法】

利用半角公式求值的思路

(1)观察角:找出已知三角函数式中的角与待求

三角函数式中角的倍数关系.

(2)明范围:依据已知角的范围,确定相应半角的

范围.

(3)选公式:涉及半角的正切值时,常用tan
α
2=

sinα
1+cosα=

1-cosα
sinα

计算,其优点是计算时可避免因

开方带来的求角的范围问题;涉及半角的正、余弦值

时,常先利用sin2
α
2=

1-cosα
2

,cos2
α
2=

1+cosα
2

计

算,再由角的范围确定正弦、余弦值.

三角函数式的化简

1.化简:sin2α
1+cos2α=

(  )

A.sinα B.cosα

C.tanα D.-sinα

C 解析: sin2α
1+cos2α=

2sinαcosα
1+(2cos2α-1)=

sinα
cosα=

tanα.

2.已知α是第三象限角,则 1-cosα
1+cosα+

1+cosα
1-cosα=

(  )

A.-
2
sinα B.-

2
cosα

C.2tanα D.-
2
tanα

A 解析:(方法一)因为α是第三象限角,则α
2

是第

二或第四象限角,

则
1-cosα
1+cosα+

1+cosα
1-cosα=

sin2
α
2

cos2
α
2

+
cos2

α
2

sin2
α
2

=-
sin

α
2

cos
α
2

+
cos

α
2

sin
α
2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

=-
2
sinα.

(方法二)原式=
(1-cosα)2

1-cos2α +
(1+cosα)2

1-cos2α =
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|1-cosα|
|sinα| +

|1+cosα|
|sinα| =

2
|sinα|=-

2
sinα.

3.化 简:
1

tan
α
2

-tan
α
2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
·1-cos2α

sin2α =

    .

2 解析:原式=
cos

α
2

sin
α
2

-
sin

α
2

cos
α
2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

·1-cos2α
sin2α

=
cos2

α
2-sin

2α
2

sin
α
2cos

α
2

· 2sin2α
2sinαcosα=

2cosα
sinα

·sinα
cosα

=2.

【类题通法】

化简问题中的“三变”

(1)变角:寻找式子中各角之间的联系,通过拆、

凑等手段消除角之间的差异,合理选择联系它们的

公式.

(2)变名:观察三角函数种类的差异,尽量统一函

数的名称,如统一为弦或统一为切.

(3)变式:分析式子的结构形式的差异,选择适当

的变形途径.如升幂、降幂、配方、开方等.

三角函数式的证明

1.设 α 为 第 四 象 限 角,若
sin3α
sinα =

13
5
,则

tan2α=    .

-
3
4 

解析:因为sin3α=sin(2α+α)=sin2αcosα+

cos2αsinα=2sinαcos2α+(2cos2α-1)sinα=

4sinαcos2α-sinα=4sinα(1-sin2α)-sinα=

3sinα-4sin3α,所以
sin3α
sinα=

3sinα-4sin3α
sinα =3-

4sin2α=
13
5
,且α 为 第 四 象 限 角.所 以sinα=

-
10
10
,cosα=

3 10
10

,于是tanα=
sinα
cosα=-

1
3.

所以tan2α=
2tanα
1-tan2α=

2× -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

1- -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2=-
3
4.

2.证明:cos3θ=4cos3θ-3cosθ.

证明:cos3θ=cos(2θ+θ)

=cos2θcosθ-sin2θsinθ

=(2cos2θ-1)cosθ-2(1-cos2θ)cosθ

=4cos3θ-3cosθ.

【类题通法】

证明三角恒等式的思路

通过观察分析等式两端的结构,从两端角的差

异、三角函数名称及结构的差异入手,寻求证明途径,

消除等式两端的差异,达到形式上的统一.
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课后素养评价(五十四)

1.已知cosx=
2
3
,且x 为第四象限角,则tan

x
2=

(  )

A.-
5
5 B.

5
5 C.

5
2 D.-

5
3

A 解析:因为cosx=
2
3
,且x 为第四象限角,所以

sinx=- 1-cos2x=-
5
3
,则tan

x
2=

1-cosx
sinx

=-
5
5.

2.已知cos2α-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

7
25
,0<α<

π
2
,则cosα-

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷=

(  )

A.-
3
5 B.

3
5 C.

4
5 D.-

4
5

B 解析:因为cos2α-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=2cos2α-

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷-1=

-
7
25
,所以cosα-

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷=±

3
5.

又0<α<
π
2
,所以cosα-

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
5.

3.若θ∈ π
4
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,sin2θ=

37
8
,则sinθ= (  )

A.
3
5 B.

4
5 C.

7
4 D.

3
4

D 解析:(方 法 一)由 θ∈ π
4
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 可 得 2θ∈

π
2
,π

é

ë
êê

ù

û
úú,所以cos2θ=- 1-sin22θ=-

1
8
,sinθ

=
1-cos2θ
2 =

3
4.

(方法二)由θ∈ π
4
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 及sin2θ=

37
8
,可得sinθ

+cosθ= 1+sin2θ= 1+
37
8 =

16+67
16 =

9+67+7
16 =

7
4+

3
4.

而当θ∈ π
4
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,sinθ>cosθ.

结合选项即可得sinθ=
3
4
,cosθ=

7
4.

4.在△ABC 中,已知2cos2
A-B
2 cosB-sin(A-B)·

sinB+cos(A+C)=
1
2
,则A=

π
3.

5.计算:sin
π
12cos

5π
12=

2- 3
4 .

6.已 知 sin α = -
8
17
,且 π <α <

3π
2
,求

sin
α
2
,cos

α
2
,tan

α
2

的值.

解:因 为sinα=-
8
17
,π<α<

3π
2
,所 以cosα=

-
15
17.

又
π
2<

α
2<
3π
4
,

所以sin
α
2=

1-cosα
2 =

1+
15
17
2 =

417
17

,

cos
α
2=-

1+cosα
2 =-

1-
15
17
2 =-

17
17
,

tan
α
2=
sin

α
2

cos
α
2

=-4.
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1.已知sinθ=
3
5
,5π
2<θ<3π

,那么tan
θ
2+cos

θ
2

的

值为 (B)

A.
10
10 -3 B.3-

10
10

C.-3-
10
10 D.3+

10
10

2.设 a=
3
2cos6°-

1
2sin6°

,b=
2tan27°
1-tan227°

,c=

1-cos110°
2

,则有 (  )

A.c<b<a B.a<b<c
C.a<c<b D.b<c<a
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C 解析:由 题 意 得,a=
3
2cos6°-

1
2sin6°=

sin(60°-6°)=sin54°,b=
2tan27°
1-tan227°=tan54°

,c

=
1-cos110°

2 =sin55°,

因为tan54°>tan45°=1,sin54°<sin55°<1,所
以a<c<b.

3.函数y=
cos2x+sin2x
cos2x-sin2x

的最小正周期为    .

π
2 

解析:y=
cos2x+sin2x
cos2x-sin2x=

1+tan2x
1-tan2x

=
tan

π
4+tan2x

1-tan
π
4tan2x

=tan 2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

最小正周期T=
π
2.

4.若tan
θ
2=2

,则sin2θ+cos2θ=    .

-
31
25 

解析:tanθ=
2tan

θ
2

1-tan2
θ
2

=
4
1-4=-

4
3
,

则sin2θ+cos2θ=2sinθcosθ+cos2θ-sin2θ

=
2sinθcosθ+cos2θ-sin2θ

cos2θ+sin2θ

=
2tanθ+1-tan2θ
1+tan2θ =

-
8
3+1-

16
9

1+
16
9

=-
31
25.

5.(1)已 知 α≠ (2k+1)π,k∈Z,求 证:tan
α
2

=
sinα
1+cosα

;

(2)若α,β都是锐角,且满足cosα=
4
5
,cos(α+β)

=
5
13
,求tanβ

2
的值.

(1)证明:右边=
sinα
1+cosα=

2sin
α
2cos

α
2

1+2cos2
α
2-1

=

sin
α
2

cos
α
2

=tan
α
2=

左边.

(2)解:因为α,β都是锐角,cosα=
4
5⇒sinα=

3
5.

因为0<α+β<π,cos(α+β)=
5
13⇒sin

(α+β)

=
12
13
,

所以sinβ=sin(α+β-α)=sin(α+β)cosα-cos(α+

β)·sinα=
12
13×

4
5-

5
13×

3
5=
33
65
,

所以cosβ= 1- 3365
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
56
65
,

所以tanβ
2=

sinβ
1+cosβ

=

33
65

1+
56
65

=
33
121=

3
11.
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第2课时 三角恒等变换的综合应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解三角恒等变换的特点、变换技巧,掌握三角恒等变换的基本思想方法.
2.能利用三角恒等变换进行三角函数式的化简、求值以及解决三角恒等式的证明.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

               知识点 辅助角公式

asinx+bcosx= a2+b2sin(x+θ),其中tanθ=
b
a.

[微训练]

1.(多选)sinx-cosx= (  )

A.2sin(x-45°) B.- 2cos(x-45°)

C.2sin(x+45°) D.- 2cos(x+45°)

AD 解析:sinx-cosx= 2 2
2sinx-

2
2cosx

æ

è
ç

ö

ø
÷

=- 2(cos45°cosx-sin45°sinx)

=- 2cos(x+45°)

= 2sin(x-45°).

2.函数f(x)=sin2x+3cos2x的最小正周期为 (  )

A.
π
2 B.π C.2π D.4π
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B 解析:f(x)=sin2x+ 3cos2x

=2 1
2sin2x+

3
2cos2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

=2sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为T=
2π
2=π

,所以函数f(x)的最小正周期为π.

故选B.

3.若3sinx- 3cosx=2 3sin(x+φ),φ∈(-π,

π),则φ=    .

-
π
6 

解析:3sinx- 3cosx

=23 3
2sinx-

1
2cosx

æ

è
ç

ö

ø
÷=23sinx-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为φ∈(-π,π),所以φ=-
π
6.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

利用辅助角公式研究三角函数的

性质

[探究活动]
探究1:如何对Acosφsinx+Asinφcosx 进行

变形?
提示:逆用两角和的正弦公式,Acosφsinx+

Asinφcosx=Asin(x+φ).
探究 2:若 令 a=Acosφ,b=Asinφ,则

Acosφsinx+Asinφcosx=asinx+bcosx,如何

化简asinx+bcosx?
提示:asinx+bcosx

= a2+b2
a

a2+b2
sinx+

b
a2+b2

cosxæ

è
ç

ö

ø
÷.

因为
a

a2+b2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
b

a2+b2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=1,所 以 令

cosφ=
a

a2+b2
,sinφ=

b
a2+b2

,其中tanφ=
b
a
,

则asinx+bcosx= a2+b2(cosφsinx+sinφcosx)

= a2+b2sin(x+φ).
[评价活动]

1.函数ƒ(x)=2cos2
x
2+sinx 的最小正周期是  .

2π 解析:f(x)=2cos2
x
2+sinx=1+cosx+

sinx=1+ 2sinx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以T=

2π
1=2π.

2.已知函数f(x)= 3sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+2sin2 x-

π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷

(x∈R).
(1)求函数f(x)的最小正周期;
(2)求使函数f(x)取得最大值的x 的集合.

解:(1)因 为 f (x)= 3sin 2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

2sin2 x-
π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷

= 3sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+1-cos2x-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

=2 3
2sin2x-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷-
1
2cos2x-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú+1

=2sin 2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
6

é

ë
êê

ù

û
úú+1=2sin2x-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+1,

所以f(x)的最小正周期为T=
2π
2=π.

(2)当f(x)取得最大值时,sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,

有2x-
π
3=2kπ+

π
2
(k∈Z),

即x=kπ+
5π
12
(k∈Z),

所以所求x 的集合为 x x=kπ+
5π
12
,k∈Z{ }.

3.已知函数f(x)=sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+2cos2x-1,若

π
4

<α<
π
2

且f(α)=
4
5
,求cos2α的值.

解:f(x)=sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+2cos2x-1=sin2xcos

π
6-

cos2xsin
π
6+cos2x=

3
2 sin2x+

1
2cos2x=

sin2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,故f(x)=sin2x+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

由题意得f(α)=sin2α+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=
4
5.

又
π
4<α<

π
2
,2π
3<2α+

π
6<
7π
6
,

所以cos2α+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

3
5.

因此cos2α=cos 2α+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
6

é

ë
êê

ù

û
úú

=cos2α+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷cos

π
6+sin2α+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷sin

π
6

= -
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷×
3
2+

4
5×

1
2=

-33+4
10 .
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【类题通法】
研究三角函数的性质,如单调性、周期性等,通常

是把复杂的三角函数通过恰当的三角变换,转化为简

单的三角函数,再研究转化后的函数的性质.在这个

过程中通常利用辅助角公式,将y=asinx+bcosx
转化为y=Asin(x+φ)或y=Acos(x+φ)的形式,
以便研究函数的性质.

利用三角恒等变换证明、求值

1.计算:sin2
5π
24-sin

2π
24=    .

2
4 

解析:由sin2α-sin2β=sin(α+β)·sin(α-β),得

sin2
5π
24-sin

2π
24=sin

5π
24+

π
24

æ

è
ç

ö

ø
÷sin5π24-

π
24

æ

è
ç

ö

ø
÷

=sin
π
4sin

π
6=

2
4.

2.求证:cos2α-sin2β=cos(α+β)cos(α-β).
证明:因为cos(α+β)=cosαcosβ-sinαsinβ,

cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ,
所以cos(α+β)cos(α-β)

=cos2αcos2β-sin2αsin2β
=cos2α(1-sin2β)-sin2αsin2β.
=cos2α-cos2αsin2β-sin2αsin2β
=cos2α-sin2β.
【类题通法】

角的三种变换

(1)配角变换:

α=2·
α
2
,α=(α+β)-β,α=β-(β-α),α=

1
2
[(α+β)+(α-β)],β=

1
2
[(α+β)-(α-β)],

π
4

+α=
π
2-

π
4-α

æ

è
ç

ö

ø
÷ 等.

(2)辅助角变换:

asinx+bcosx= a2+b2sin(x+φ),其中

tanφ=
b
a.

(3)常值代换:

1=sin2α+cos2α,1=sin90°=tan45°,
1
2=

sin30°,
3
2=cos30°

等.

三角恒等变换在实际生活中的应用

1.如图所示,某高校专家楼前现有一块矩形草坪

ABCD.已知AB=100m,BC=503m,为了便于

专家平时工作、起居,该高校计划在这块草坪内铺

设三条小路HE,HF 和EF,并要求H 是CD 的中

点,点E 在边BC 上,点F 在边AD 上,且∠EHF
为直角,设∠CHE=x.

(1)试将三条小路的总长(即△HEF 的周长)L(单
位:m)表示成x 的函数,并求出此函数的定义域.
(2)这三条小路的铺设预算费用为每米400元,试
问如何设计才能使铺路的总费用最低? 求出最低

总费用(结果保留整数,可能用到的参考值:3≈

1.732,2≈1.414).

解:(1)在Rt△CHE 中,因为CH=50,∠C=
π
2
,

∠CHE=x,所以 HE=
50
cosx.

在Rt△HDF 中,HD=50,∠D=
π
2
,∠DFH=x,

所以 HF=
50
sinx.

又∠EHF=
π
2
,所以EF=

50
sinxcosx.

所以 三 条 小 路 的 总 长 (即 △HEF 的 周 长)L

=
50(sinx+cosx+1)

sinxcosx .

当点F 在A 点时,∠CHE 最小,求得此时x=
π
6
;

当点E 在B 点时,∠CHE 最大,求得此时x=
π
3.

故此函数的定义域为 π
6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú.

(2)由 题 意 知,要 求 最 低 铺 路 总 费 用,只 要 求 出

△HEF 的周 长L 的 最 小 值 即 可.由(1)得 L=
50(sinx+cosx+1)

sinxcosx
,x ∈ π

6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú.设 sinx +

cosx=t,则sinxcosx=
t2-1
2 .

所以L=
50(t+1)
t2-1
2

=
100
t-1.

由t=sinx+cosx= 2sinx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈ π

6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,

得
3+1
2 ≤t≤ 2.

从而 2+1≤
1

t-1≤ 3+1.
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当x=
π
4
,即CE=50时,Lmin=100(2+1).

所以,当CE=DF=50m时,铺路总费用最低,最
低总费用为96560元.

2.某人想要搬运一根长为L(单位:m)的铁棒AB 通

过直角走廊,如图所示,已知走廊的宽AC=BD=
1m,∠BOD=θ.
(1)试将L 表示为θ的函数;
(2)求L 的最小值,并说明此最小值的实际意义.

解:(1)AO=
1
cosθ

,BO=
1
sinθ

,

L=AO+BO=
1
cosθ+

1
sinθ=

sinθ+cosθ
sinθcosθ

,θ

∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)sinθ+cosθ= 2sinθ+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,θ∈ 0,

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设sinθ+cosθ=x,则x∈(1,2],

所以,sinθcosθ=
x2-1
2
,此时L(x)=

2x
x2-1.

任取x1,x2∈(1,2],且x1<x2,L(x1)-L(x2)=
2x1

x2
1-1

-
2x2

x2
2-1

=
2(x2-x1)(x1x2+1)
(x2

1-1)(x2
2-1)

.

因为x1,x2∈(1,2],且x1<x2,

所以(x2
1-1)(x2

2-1)>0,
(x2-x1)(x1x2+1)>0.

故L(x1)-L(x2)>0,即L(x)在x∈(1,2]时是

减函数,所以Lmin=22.
L 最小值的实际意义是:在拐弯时,铁棒的长度不

能超过22 m,否则,铁棒无法通过,也就是说,能

够通过这个直角走廊的铁棒的最大长度为22m.
【类题通法】

三角恒等变换的实际应用问题的关注点

(1)关键:合理引入辅助角α,确定各量之间的关

系,将实际问题转化为三角函数问题.
(2)注意:①充分借助平面几何性质,寻找数量关

系;②注意实际问题中变量(角α)的范围;③重视三

角函数有界性的影响.
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课后素养评价(五十五)

1.函数f(x)=sinx-cosx 的图象 (  )

A.关于直线x=
π
4

对称

B.关于直线x=-
π
4

对称

C.关于直线x=
π
2

对称

D.关于直线x=-
π
2

对称

B 解析:函数f(x)=sinx-cosx=2sinx-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以由x-
π
4=kπ+

π
2
,k∈Z,得到x=kπ+

3π
4
,k

∈Z,则当k=-1时,函 数 的 图 象 关 于 直 线x=

-
π
4

对称.

2.函数f(x)=sinx- 3cosx(x∈[-π,0])的单调

递增区间是 (  )

A.-π,-
5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú B.-

5π
6
,-
π
6

é

ë
êê

ù

û
úú

C.-
π
3
,0

é

ë
êê

ù

û
úú D.-

π
6
,0

é

ë
êê

ù

û
úú

D 解析:因为f(x)=sinx-3cosx=2sinx-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以由2kπ-
π
2≤x-

π
3≤2kπ+

π
2
,k∈Z,得到

f(x)的单 调 递 增 区 间 为 2kπ-
π
6
,2kπ+

5
6π

é

ë
êê

ù

û
úú(k

∈Z).

令k=0得单调递增区间为 -
π
6
,5
6π

é

ë
êê

ù

û
úú.

因为x∈[-π,0],所以f(x)的单调递增区间为

-
π
6
,0

é

ë
êê

ù

û
úú.故选D.

3.函数y=
1
2sin2x+sin

2x,x∈R的值域是 (  )
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A.-
1
2
,3
2

é

ë
êê

ù

û
úú  B.-

3
2
,1
2

é

ë
êê

ù

û
úú

C.-
2
2+

1
2
,2
2+

1
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú D.-

2
2-

1
2
,2
2-

1
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

C 解析:y=
1
2sin2x+

1-cos2x
2 =

2
2sin(2x-

π
4 )+12∈ -

2
2+

1
2
,2
2+

1
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú.故选C.

4.化简: 1-2sin10°cos10°
sin10°- 1-sin210°

=    .

- 1  解 析: 1-2sin10°cos10°
sin10°- 1-sin210°

=

|sin10°-cos10°|
sin10°-cos10°=

cos10°-sin10°
sin10°-cos10°=-1.

5.已知A+B=
2π
3
,那么cos2A+cos2B 的最大值是

    ,最小值是    .
3
2 

1
2 

解析:因为A+B=
2π
3
,

所以cos2A+cos2B

=
1
2
(1+cos2A+1+cos2B)

=1+
1
2
(cos2A+cos2B)

=1+cos(A+B)cos(A-B)

=1+cos
2π
3

·cos(A-B)

=1-
1
2cos

(A-B).

所以当cos(A-B)=-1时,原式取得最大值
3
2.

当cos(A-B)=1时,原式取得最小值
1
2.

6.如图,有一块正方形的钢板ABCD,其中一个角有

部分 损 坏,现 要 把 它 截 成 一 块 正 方 形 的 钢 板

EFGH,其面积是原正方形钢板面积的
2
3
,则角α=

π
12

或
5π
12.

7.已知函数f(x)=2sinxcosx+2cos2x-1.
(1)求f(x)的最小正周期;
(2)求f(x)的单调递增区间;

(3)当x∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,求f(x)的最大值和最小值.

解:f(x)=2sinxcosx+2cos2x-1=sin2x+

cos2x= 2sin(2x+π4 ) .

(1)f(x)的最小正周期T=
2π
2=π.

(2)f(x)= 2sin(2x+π4 ),

由2kπ-
π
2≤2x+

π
4≤2kπ+

π
2
,k∈Z,

得kπ-
3π
8≤x≤kπ+

π
8
,k∈Z.

所以f(x)的单调递增区间为 kπ-
3π
8
,kπ+

π
8

é

ë
êê

ù

û
úú,k

∈Z.

(3)因为x∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,

所以2x+
π
4∈

π
4
,5π
4

é

ë
êê

ù

û
úú.

当2x+
π
4=

π
2
,即 x=

π
8

时,f(x)取 到 最 大 值

为 2;

当2x+
π
4=

5π
4
,即x=

π
2

时,f(x)取到最小值为

-1.
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1.(23cos20°-tan70°)cos10°= (  )

A.3 B.
3
2

C.
1
2 D.1

C 解析:(23cos20°-tan70°)cos10°

=
3sin40°-cos20°

sin20°
·cos10°

=

3
2cos10°+

3
2sin10°-cos

(30°-10°)

sin20°
·cos10°

=
sin10°cos10°
sin20° =

1
2.

2.已知函数f(x)= 3sinωx+cosωx(ω>0)在[0,
π]上有两个零点,则ω 的取值范围为 (  )

A.116
,17
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.116

,17
6

é

ë
êê

ö

ø
÷

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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C.53
,8
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.53

,8
3

é

ë
êê

ö

ø
÷

B 解 析:f (x)= 3sin ωx +cosωx =

2sinωx+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,因 为 x∈[0,π],所 以 ωx+

π
6∈

π
6
,ωπ+

π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,要使函数f(x)在[0,π]上有两个零

点,则2π≤ωπ+
π
6<3π

,

解得
11
6≤ω<

17
6.所以ω 的取值范围为 11

6
,17
6

é

ë
êê

ö

ø
÷.

3.已知正实数a,b满足
asin

π
5+bcos

π
5

acos
π
5-bsin

π
5

=tan
8π
15
,则

b
a

的值为    .

3 解析:由题设得
sin
π
5+

b
acos

π
5

cos
π
5-

b
asin

π
5

=
sin
8
15π

cos
8
15π

⇒

b
a=

sin
8
15π

·cos
π
5-cos

8
15π

·sin
π
5

cos
8
15π

·cos
π
5+sin

8
15π

·sin
π
5

=
sin 815π-

π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

cos 815π-
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

=tan
π
3= 3.

4.已知函数f(x)=sinxtanx.给出下列结论:
①函数f(x)是偶函数;

②函数f(x)在区间 -
π
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上是增函数;

③2π是函数f(x)的一个周期;
④函数f(x)的图象关于直线x=π对称.
其中正确结论的序号是    .(写出所有正确结

论的序号)
①③④ 解析:对于f(x)=sinxtanx,其定义域

为 x x≠
π
2+kπ

,k∈Z{ },
且f(-x)=sin(-x)tan(-x)=sinxtanx,
所以函数f(x)是偶函数,故①正确;

当x=-
π
3

时,f -
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷tan -

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
2
,

当x=-
π
6

时,f -
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷tan -

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
6
,

-
π
3<-

π
6
,而f -

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>f -

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,故②错误;

因为 f(2π+x)=sin(x+2π)tan (x+2π)
=sinxtanx,
所以2π是函数f(x)的一个周期,故③正确;

因为f(π-x)=sin(π-x)tan(π-x)=-sinxtanx,
f(π+x)=sin(π+x)tan(π+x)=-sinxtanx,
所以f(π-x)=f(π+x),即函数f(x)的图象关

于直线x=π对称,故④正确.
所以正确结论的序号是①③④.

5.已知函数f(x)=23sin(x-3π)·sinx-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+

2sin2 x+
5π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-1,x∈R.

(1)求函数f(x)的最小正周期及f(x)在区间

0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的最大值和最小值;

(2)若f(x0)=
6
5
,x0∈

π
4
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,求cos2x0 的值.

解:(1)f(x)=23sinxcosx+2cos2x-1

= 3sin2x+cos2x=2sin2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

f(x)的最小正周期为π.因为0≤x≤
π
2
,所以

π
6≤

2x+
π
6≤
7π
6
,所以-1≤2sin2x+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷≤2,

所以f(x)的最大值为2,最小值为-1.

(2)由(1)可知f(x)=2sin2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又因为f(x0)=
6
5
,所以sin2x0+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
5.

由x0∈
π
4
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,得2x0+

π
6∈

2π
3
,7π
6

é

ë
êê

ù

û
úú.

所 以 cos 2x0+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - 1-sin2 2x0+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

-
4
5
,

cos2x0=cos 2x0+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
6

é

ë
êê

ù

û
úú

=cos2x0+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷cos

π
6+sin2x0+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷sin

π
6

=
3-43
10 .

6.如图,已知扇形OPQ 的半径为1,圆心角为
π
3
,四边

形ABCD 是扇形的内接矩形,B,C 两点在圆弧上,

OE 是∠POQ 的平分线,E 在PQ︵上.连接 OC,记
∠COE=α,则角α 为何值时矩形ABCD 的面积最

大? 并求最大面积.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
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􀪋
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解:如图,设OE 交AD 于点M,交BC 于点N.

显然矩形 ABCD 关于OE 对称,而 M,N 分别为

AD,BC 的中点,在Rt△ONC 中,CN=sinα,ON

=cosα,OM=
DM

tan
π
6

= 3DM= 3CN= 3sinα,

所以 MN=ON-OM=cosα- 3sinα,

即AB=cosα- 3sinα,而BC=2CN=2sinα,

故S矩形ABCD=AB·BC=(cosα- 3sinα)·2sinα

=2sinαcosα-23sin2α

=sin2α- 3(1-cos2α)

=sin2α+ 3cos2α- 3

=2 1
2sin2α+

3
2cos2α

æ

è
ç

ö

ø
÷- 3

=2sin2α+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷- 3.

因为0<α<
π
6
,

所以0<2α<
π
3
,π
3<2α+

π
3<
2π
3.

故当2α+
π
3=

π
2
,即α=

π
12

时,S矩形ABCD 取得最大

值,此时S矩形ABCD=2- 3.
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

5.6　函数y=Asin(ωx+φ)

第1课时 函数y=Asin(ωx+φ)的图象变换

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解y=Asin(ωx+φ)中ω,φ,A 的意义.
2.掌握y=sinx 与y=Asin(ωx+φ)图象间的变换关系,并能正确地指出其变换步骤.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 A,ω,φ 对函数y=Asin(ωx+φ)图象的

影响

(1)φ 对函数y=sin(x+φ)图象的影响:

(2)ω 对函数y=sin(ωx+φ)图象的影响:

(3)A 对函数y=Asin(ωx+φ)图象的影响:

知识点二 由正弦函数y=sinx 的图象得到函数y
=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0)的图象的变换过程

y=sinx 的图象
向左(φ>0)或向右(φ<0)

平移|φ|个单位长度 →y=sin(x+

φ)的图象
所有点的横坐标变为原来的

1
ω

倍

纵坐标不变 →y=sin(ωx+φ)

的图象
所有点的纵坐标变为原来的A 倍

横坐标不变 →y=Asin(ωx+φ)

的图象.
[微训练]

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)把函数y=sin2x 的图象向左平移
π
4

个单位长

度,得到函数y=sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象. (×)

(2)要得到函数y=sin -x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,可把函

数y=sin(-x)的图象向左平移
π
3

个单位长度.(×)

(3)把函数y=sinx 的图象上所有点的横坐标变为原

来的2倍,得到y=sin2x的图象. (×)

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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(4)函数y=cosx-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象可由函数y=cosx

的图象向右平移
π
3

个单位长度得到. (√)

2.将函数f(x)= 3sin2x 的图象上所有点的纵坐

标伸长到原来的2倍(横坐标不变),再向左平移

π
6

个单位长度后得到函数g(x)的图象,则g
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

=3.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

三角函数图象的平移变换

[探究活动]
探究1:观察如图所示的函数图象,思考下面的

问题.

(1)函数y=sinx+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象可看作把正弦函

数y=sinx 的图象    平行移动    个单

位长度而得到.

(2)函数y=sin2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象可看作把函数

y=sin2x 的图象    平行移动    个单位

长度而得到.

(1)向左 
π
3 

(2)向右 
π
8 

提示:(1)由y=

sinx与y=sinx+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象可以看出,将y=sinx

的图 象 向 左 平 移
π
3

个 单 位 长 度 可 得 到 y =

sinx+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象.

(2)由y=sin2x 与y=sin2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象可以

看出,由y=sin2x 的图象向右平移
π
8

个单位长度,

可得到y=sin2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象.

探究2:函数y=sin(x+φ)(其中φ≠0)的图象,
可以由正弦曲线y=sinx 怎样变化得到?

提示:函数y=sin(x+φ)(其中φ≠0)的图象,
可以由正弦曲线y=sinx 向左(当φ>0时)或向右

(当φ<0时)平移|φ|个单位长度而得到.
探究3:函数y=sin(2x+φ)(其中φ≠0)的图

象,可以由y=sin2x 的图象怎样变化得到?
提示:函数y=sin(2x+φ)(其中φ≠0)的图象,可

以由y=sin2x 的图象向左(当φ>0时)或向右(当φ<0

时)平移
|φ|
2

个单位长度而得到.

[评价活动]

1.要得到函数y=sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,只需将y=

sin2x 的图象 (  )

A.向左平移
π
3

个单位长度

B.向右平移
π
3

个单位长度

C.向左平移
π
6

个单位长度

D.向右平移
π
6

个单位长度

C  解 析: 因 为 y = sin 2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

sin 2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú,所以把y=sin2x 的图象向左平

移
π
6

个 单 位 长 度, 就 得 到 y =

sin 2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=sin2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象.

2.要得到函数y=sinx 的图象,只需将函数y=

cosx-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象 (  )

A.向右平移
π
6

个单位长度

B.向右平移
π
3

个单位长度

C.向左平移
π
3

个单位长度

D.向左平移
π
6

个单位长度

A 解析:因为y=sinx=cosx-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以要得

到函 数 y =sinx 的 图 象,只 需 将 函 数 y =

cosx-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象向右平移

π
6

个单位长度.

3.若将某函数的图象向右平移
π
2

个单位长度后得到
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函数y=sin(x+π4 ) 的图象,则原来的函数解析式为

(  )

A.y=sinx+
3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.y=sinx+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.y=sinx-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

D.y=sinx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
4

A  解 析:y =sin x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

向左平移
π
2

个

单位长度
→y =

sinx+
3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,故选A.

【类题通法】
三角函数图象平移变换的关注点

(1)解题关键:确定平移方向和平移的量.
(2)平移方法:

①当x 的系数是1时,若φ>0,则左移φ 个单位

长度;若φ<0,则右移|φ|个单位长度.
②当x 的系数是ω(ω>0)时,若φ>0,则左移

φ
ω

个单位长度;若φ<0,则右移 φ
ω

个单位长度.

三角函数图象的伸缩变换

[探究活动]
探究1:根据下面的图象,完成下面的填空:

  (1)函数y=sin2x 的图象,可看作把y=sinx
图象上所有点的    缩短到原来的    
(    不变)而得到的.

  (2)函数y=sin
1
2x

的图象,可看作把y=sinx

图象上所有点的    伸长到原来的    倍

(    不变)而得到.

(1)横坐标 
1
2 

纵坐标 提示:通过观察图象

可以看出,y=sin2x 的图象可由y=sinx 图象上所

有点的横坐标缩短到原来的
1
2
(纵坐标不变)而得到.

(2)横坐标 2 纵坐标 提示:通过观察图象可

以看出,y=sin
1
2x

的图象可由y=sinx 图象上所

有点的横坐标伸长到原来的2倍(纵坐标不变)而

得到.
探究2:函数y=sinωx(ω>0且ω≠1)的图象,

可由正弦曲线y=sinx 怎样变化得到?
提示:函数y=sinωx(ω>0且ω≠1)的图象,可

看作把正弦函数y=sinx 图象上所有点的横坐标缩

短(ω>1)或伸长(0<ω<1)到原来的
1
ω

倍(纵坐标不

变)得到.
[评价活动]

1.要得到y=sin
1
2x

的图象,则 (  )

A.只需将函数y=sinx 的图象向右平移
1
2

个单位

长度

B.只需将函数y=sinx 的图象上每一点的纵坐标

不变,横坐标缩短到原来的
1
2

C.只需将函数y=sinx 的图象上每一点的纵坐标

不变,横坐标伸长到原来的2倍

D.只需将函数y=sinx 的图象上每一点的纵坐标

伸长到原来的2倍,横坐标也伸长到原来的2倍

C 解析:这里的ω=
1
2<1

,故将函数y=sinx图

象上每一点的纵坐标不变,横坐标伸长到原来的2
倍即可.

2.下列关于图象变换的说法中,正确的是 (A)

A.将y=sin2x 图象上各点的横坐标扩大到原来

的2倍(纵坐标不变),即可得到y=sinx的图象

B.将y=sin2x 图象上各点的横坐标缩短到原来的

1
2
(纵坐标不变),即可得到y=sinx的图象

C.将y=-sin2x 图象上各点的横坐标缩短到原来

的
1
2
,纵坐标变为原来的相反数,即可得到y=

sinx的图象

D.将y=-3sin2x 图象上各点的横坐标缩短到原

来的
1
2
,纵坐标缩短到原来的

1
3
,且变为相反数,

即可得到y=sinx 的图象

3.将函数y=sinx-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 图象上各点的纵坐标不变,

横坐标伸长到原来的5倍,然后将所得图象上各点

的横坐标不变,纵坐标伸长到原来的5倍,可得到

函数       的图象.

y=5sin
1
5x-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:将函数y=sinx-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 图

象上各点的纵坐标不变,横坐标伸长到原来的5倍,得
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到函数y=sin
1
5x-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,然后横坐标不变,

纵坐 标 伸 长 到 原 来 的 5 倍,可 得 到 函 数 y=

5sin 15x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象.

【类题通法】
三角函数图象伸缩变换的关注点

(1)解题关键:弄清是横向伸缩还是纵向伸缩,弄
清是伸还是缩.

(2)伸缩规律:ω>0时,横向伸缩规律为“ω 乘伸

缩倍数的倒数”,A>0时,纵向伸缩规律为“A 乘伸

缩的倍数”.

三角函数图象变换的综合应用

1.将函数y=sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象先向左平移

π
6

个单位

长度,然后将所得图象上所有的点的横坐标伸长到原

来的2倍(纵坐标不变),则所得到的图象对应的函数

解析式为 (  )

A.y=-cosx
B.y=sin4x
C.y=sinx

D.y=sinx-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

C 解析:y=sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

向左平移
π
6

个单位长度

→

y = sin 2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
3

é

ë
êê

ù

û
úú = sin 2x

横坐标伸长到原来的2倍

纵坐标不变
→y=sinx.

2.将函数y=sinx 的图象上所有点的横坐标伸长到

原来的2倍(纵坐标不变),再将所得图象向右平移

π
4

个单位长度得到曲线C,则曲线C 对应的函数解

析式是    .

y=sin
x
2-

π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:y=sinx→y=sin

x
2→

y=sin
1
2 x-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=sin

x
2-

π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷.

3.把函数y=f(x)的图象向右平移
π
6

个单位长度,然

后把横坐标伸长到原来的2倍,纵坐标缩短到原来

的
2
3
,所 得 图 象 对 应 的 解 析 式 是 y =2sin

1
2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,求函数f(x)的解析式.

解:y=2sin
1
2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

纵坐标伸长到原来的
3
2

倍

横坐标不变
→y=

3sin 12x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

横坐标缩短到原来的
1
2

纵坐标不变
→y=3sin(x+

π
3 )

向左平移
π
6

个单位长度

→y=3sinx+
π
6+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

3sinx+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=3cosx.

所以f(x)=3cosx.

4.如 何 由 函 数 y=sinx 的 图 象 得 到 函 数y=

3sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象?

解:方法一:y=sinx
向右平移

π
3

个单位长度

→

y=sinx-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

将各点的横坐标缩短到原来的
1
2

纵坐标不变
→

y=sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

将各点的纵坐标伸长到原来的3倍

横坐标不变
→

y=3sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

方法二:y=sinx
将各点的横坐标缩短到原来的

1
2

纵坐标不变
→

y=sin2x
向右平移

π
6

个单位长度

→

y=sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

将各点的纵坐标伸长到原来的3倍

横坐标不变
→

y=3sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=3sin2x-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

【类题通法】
三角函数图象变换的关注点

(1)步骤:先用诱导公式将不同名三角函数化为

同名三角函数,再根据平移、伸缩变换规律,得出最终

结果.
(2)注意:由y=sinx 的图象经过平移、伸缩变

换能得到y=Asin(ωx+φ)的图象,若先平移,则平

移|φ|个单位长度,若先伸缩再平移,则平移 φ
ω

个

单位长度.
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课后素养评价(五十六)

1.(2022·浙江)为了得到函数y=2sin3x 的图象,只

要把函数y=2sin3x+
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 图象上所有的点

(  )

A.向左平移
π
5

个单位长度

B.向右平移
π
5

个单位长度

C.向左平移
π
15

个单位长度

D.向右平移
π
15

个单位长度

D 解析:因为y=2sin3x=2sin[3(x-π15) +

π
5 ],所以把函数y=2sin3x+

π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 图象上的所有

点向 右 平 移
π
15

个 单 位 长 度 即 可 得 到 函 数 y=

2sin3x的图象.
2.(多选)要得到函数y=sinx 的图象,可以将函数y

=sin2x-
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象上所有的点 (  )

A.先向右平移
π
5

个单位长度,再把所得各点的横坐标

缩短到原来的
1
2
(纵坐标不变)

B.先向左平移
π
10

个单位长度,再把所得各点的横坐

标伸长到原来的2倍(纵坐标不变)

C.先把横坐标缩短到原来的
1
2
(纵坐标不变),再把

所得各点向右平移
π
10

个单位长度

D.先把横坐标伸长到原来的2倍(纵坐标不变),再

把所得各点向左平移
π
5

个单位长度

BD 解析:只需将函数y=sin2x-
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象上

所有的点,横 坐 标 扩 大 到 原 来 的2倍(纵 坐 标 不

变),可得y=sinx-
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,

再向左平移
π
5

个单位长度,可得函数y=sinx 的图

象,故D正确;

又y=sin2x-
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin2x-

π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú,

所以将函数y=sin2x-
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin2x-

π
10

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú 的

图象上所有的点,先向左平移
π
10

个单位长度,得到

函数y=sin2x的图象,
再把所得各点横坐标扩大到原来的2倍,可得函数

y=sinx 的图象,故B正确.

3.若 把 函 数 y=sin x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的 图 象 向 右 平 移 m

(m>0)个单位长度后,得到y=sinx 的图象,则m
的最小值为 (  )

A.
π
6 B.

5π
6

C.
π
3 D.

2π
3

C 解析:依 题 意,y=sinx-m+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=sinx,

所以m-
π
3=2kπ

(k∈Z),所以m=
π
3+2kπ

(k∈Z).

又m>0,所以m 的最小值为
π
3.

4.将函数y=3sin2x 的图象向左平移φ 个单位长度

0<φ<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所得图象关于y 轴对称,则φ=  .

π
4 

解析:y=3sin[2(x+φ)]=3sin(2x+2φ)为偶函

数,所以2φ=
π
2+kπ

,k∈Z,又0<φ<
π
2
,所以φ=

π
4.

5.将函数y=sin2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 图象上所有点的横坐标保

持不变,纵坐标    (填“伸长”或“缩短”)为原

来的    倍,将会得到函数y=3sin2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

的图象.
伸长  3 解 析:A =3>0,故 将 函 数 y =

sin2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 图象上所有点的横坐标保持不变,纵

坐 标 伸 长 为 原 来 的 3 倍 即 可 得 到 函 数 y =

3sin2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象.
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6.已知函数y= 2sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+2.

(1)求函数的最小正周期及单调递增区间;
(2)函数的图象可由y=sinx 的图象经过怎样的变

换而得到?

解:(1)T=
2π
2=π.

由2kπ-
π
2≤2x+

π
4≤2kπ+

π
2
,k∈Z,

得kπ-
3π
8≤x≤kπ+

π
8
,k∈Z.

所以函数的单调递增区间为 kπ-
3π
8
,kπ+

π
8

é

ë
êê

ù

û
úú,k∈Z.

(2)y=sinx
向左平移

π
4

个单位长度

→y=sinx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

横坐标缩短到原来的
1
2
(纵坐标不变)

→y=sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

纵坐标伸长到原来的2倍(横坐标不变)
→y=2sin2x+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

向上平移2个单位长度
→y= 2sin2x+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+2.
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1.(多选)为了得到函数y=2sin3x 的图象,只要把函

数y=2cos3x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 图象上所有的点 (  )

A.向右平移
π
9

个单位长度

B.向左平移
7π
18

个单位长度

C.向左平移
π
9

个单位长度

D.向右平移
5π
18

个单位长度

BD 解析:为了得到函数y=2sin3x 的图象,只要

把函数y=2cos3x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 图象上所有的点向左平

移
7π
18

个单位长度或向右平移
5π
18

个单位长度即可.

2.(2022·全国甲卷(文))将函数f(x)=sinωx+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷(ω

>0)的图象向左平移
π
2

个单位长度后得到曲线C,若

C 关于y轴对称,则ω的最小值是 (  )

A.
1
6 B.

1
4

C.
1
3 D.

1
2

C 解析:由题意知,曲线C 为y=sin[ω(x+π2 )+
π
3 ]=sinωx+

ωπ
2+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,又C 关于y 轴对

称,则ωπ
2+

π
3=

π
2+kπ

,k∈Z,解得ω=
1
3+2k

,k

∈Z.又ω>0,故 当k=0时,ω 的 最 小 值 为
1
3.故

选C.
3.把函数y=sin(ωx+φ)(ω>0,|φ|<π)的图象向左

平移
π
6

个单位长度,再将图象上所有点的横坐标伸

长到原来的2倍(纵坐标不变),所得图象对应的函

数解析式为y=sinx,则 (  )

A.ω=2,φ=
π
6 B.ω=2,φ=-

π
3

C.ω=
1
2
,φ=

π
6 D.ω=

1
2
,φ=-

π
3

B 解析:将y=sinx 的图象上所有点的横坐标缩

短到原来的
1
2
(纵坐标不变)所得图象对应的函数

解析式为y=sin2x,再将此函数图象向右平移
π
6

个单位长度可得y=sin 2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú 的图象,即y

=sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象.所以ω=2,φ=-

π
3.

4.(多选)将函数y=sin(2x+φ)的图象向左平移
π
8

个单位长度后,得到一个奇函数的图象,则φ 的值

可能为 (  )

A.
5π
4 B.

3π
4

C.
π
4 D.-

π
4

BD 解析:将函数y=sin(2x+φ)的图象向左平移

π
8

个单位长度后,得到的函数图象对应解析式为y

=sin2x+
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷+φ

é

ë
êê

ù

û
úú=sin2x+

π
4+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷,

因函数y=sin2x+
π
4+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是奇函数,则π

4+φ=

kπ,k∈Z,即φ=kπ-
π
4
,k∈Z,当k=1时,φ=

3π
4
,

当k=0时,φ=-
π
4
,选项B,D满足,A,C不满足.
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5.为得到函数y=cosx 的图象,可以把y=sinx 的

图象向右平移φ 个单位长度,那么φ 的最小正值是

    .
3
2π 

解析:y=sinx=cos π2-x
æ

è
ç

ö

ø
÷=cosx-

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

向右平移φ 个单位长度后得y=cosx-φ-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以φ+
π
2=2kπ

,k∈Z,所以φ=2kπ-
π
2
,k∈Z.

所以φ 的最小正值是
3
2π.

6.函数y=cos(2x+φ)(-π≤φ<π)的图象向右平移

π
2

个单位长度后,与函数y=sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象重

合,则φ=
5π
6.

7.已知函数f(x)=2sinωx(cosωx+ 3sinωx)- 3
(ω>0)的最小正周期为π.
(1)求函数f(x)的单调递增区间;

(2)将函数f(x)的图象向左平移
π
6

个单位长度,再

向上平移2个单位长度,得到函数g(x)的图象,求
函数g(x)在区间[0,5π]上的所有零点的和.

解:(1)f(x)=2sinωx(cosωx+ 3sinωx)- 3=

sin2ωx+23·1-cos2ωx
2 - 3=2sin(2ωx-

π
3 )(ω>0),因为函数f(x)的最小正周期为

2π
2ω=

π,所以ω=1,所以f(x)=2sin(2x-π3 ) .

令2kπ-
π
2≤2x-

π
3≤2kπ+

π
2
,k∈Z,求得kπ-

π
12≤x≤kπ+

5π
12
,k∈Z,可得函数f(x)的单调递增

区间为 kπ-
π
12
,kπ+

5π
12

é

ë
êê

ù

û
úú,k∈Z.

(2)将函数f(x)的图象向左平移
π
6

个单位长度,可

得y=2sin2x 的图象;
再向 上 平 移2个 单 位 长 度,得 到 函 数 g(x)=
2sin2x+2的图象.

令g(x)=0,得sin2x=-1,所以2x=2kπ-
π
2
,k

∈Z,即x=kπ-
π
4
,k∈Z.

函数g(x)在区间[0,5π]上的所有零点的和为
3π
4+

7π
4+
11π
4 +

15π
4 +

19π
4 =

55π
4 .

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

第2课时 函数y=Asin(ωx+φ)的性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.会用“五点法”画函数y=Asin(ωx+φ)的图象.
2.能根据y=Asin(ωx+φ)的部分图象,确定其解析式.
3.掌握函数y=Asin(ωx+φ)的性质,并能熟练运用.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 用“五点法”作y=Asin(ωx+φ)(A>0,

ω>0)在一个周期内的图象的步骤

第一步:列表.

ωx+φ 0 π
2 π 3π

2 2π

x -φ
ω

π
2ω-

φ
ω

π
ω-

φ
ω

3π
2ω-

φ
ω
2π
ω-

φ
ω

y 0 A 0 -A 0

第二步:在直角坐标系中描出各点.
第三步:用光滑的曲线连接这些点,形成图象.

知识点二 函数y=Asin(ωx+φ),A>0,ω>0的

性质

名称 性质

定义域 R

值域 [-A,A]

周期性 最小正周期T=
2π
ω

对称性 图象的对称中心:kπ-φ
ω

,0
æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z)
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续表

名称 性质

对称性 图象的对称轴:x=
π
2ω+

kπ-φ
ω

(k∈Z)

奇偶性

当φ=kπ(k∈Z)时是奇函数;

当φ=kπ+
π
2
(k∈Z)时是偶函数

[微训练]

1.(多选)已知函数f(x)=sinωx-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷(ω>0)的最

小正周期为π,则该函数的图象 (  )

A.关于点 π
6
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称

B.关于直线x=
5π
12

对称

C.关于点 π
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称

D.关于直线x=
π
2

对称

AB 解析:由 T=
2π
ω =π

,解得ω=2,则f(x)=

sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以该函数图象关于点 π

6
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称,

关于直线x=
5π
12

对称,故选AB.

2.某函数图象的一部分如图所示,则该函数的解析式为

(  )

A.y=sinx+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.y=sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.y=sin4x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

D.y=sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

D 解 析:由 图 象 可 知 函 数 的 周 期 T =4×

π
12- -

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=π,所以w=2,又因为函数图象过

点 π
12
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以sin2×

π
12+α

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,解得α=

π
3
,故

选D.

3.关于函数f(x)=2sin3x-
3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,有以下说法:

①其最小正周期为
2π
3
;

②图象关于点 π
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称;

③直线x=-
π
4

是其图象的一条对称轴.

其中正确说法的序号是   .

①②③ 解析:T=
2π
w =

2π
3
,故①正确;当x=

π
4

时,f
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ =2sin3π4-

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,所 以 图 象 关 于 点

π
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称,故②正确;当x=-

π
4

时,f -
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=

2sin -
3π
4-
3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=2,所以直线x=-

π
4

是其图象

的一条对称轴,故③正确.
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用“五点法”画y=Asin(ωx+φ)的

图象

[探究活动]
探究:如 图 为 用“五 点 法”所 作 的 函 数 y=

Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0)在一个周期内的图象.

  请根据图象填表:

ωx+φ 0 π
2 π 3π

2 2π

x -φ
ω

π
2-φ

ω

π-φ
ω

3π
2-φ

ω

2π-φ
ω

y 0 A 0 -A 0

[评价活动]

用“五点法”作出函数y=2sin(2x+π3 ) 的简图,并指

出该函数的单调区间.
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解:(1)列表如下:

2x+
π
3 0 π

2 π 3π
2 2π

x -
π
6

π
12

π
3

7π
12

5π
6

y 0 2 0 -2 0

(2)描点、连线,如图所示.

由图象知,在一个周期内,函数在 π
12
,7π
12

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递

减,在 -
5π
12
,π
12

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增.

又因为函数的周期为π,

所以函数的单调递减区间为 π
12+kπ

,7π
12+kπ

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈

Z),单调递增区间为 -
5π
12+kπ

,π
12+kπ

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z).

【类题通法】
1.用“五点法”作函数f(x)=Asin(ωx+φ)图象

的实质:利用函数的三个零点、两个最值点画出函数

在一个周期内的图象.
2.用“五点法”作函数f(x)=Asin(ωx+φ)图象

的步骤:
第一步:列表.

ωx+φ 0 π
2 π 3π

2 2π

x -φ
ω

π
2ω-

φ
ω

π
ω-

φ
ω

3π
2ω-

φ
ω

2π
ω-

φ
ω

y 0 A 0 -A 0

  第二步:在平面直角坐标系中描出各点.
第三步:用光滑的曲线连接这些点,形成图象.

由图象求函数y=Asin(ωx+φ)的
解析式

[探究活动]

如图为函数y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0,|φ|

<
π
2 ) 图象的一部分,根据图象探究下面的问题.

  探究1:根据函数y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>

0,|φ|<
π
2 ) 的部分图象如何求A?

提示:根据图象的最高点(或最低点)确定A.

探究2:根据函数y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>

0,|φ|<
π
2 ) 的部分图象如何求ω?

提示:因为T=
2π
ω
,所以常通过周期来确定ω.

探究3:根据函数y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>

0,|φ|<
π
2 ) 的部分图象如何确定φ?

提示:确定φ 的方法有:
①代入法:把图象上的一个已知点的坐标代入

(此时,A,ω 已知)求解.
②五 点 法:往 往 以 “五 点 法”中 的 第 一 个 点

-φ
ω
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 作为突破口.

“五点”的ωx+φ 的值具体如下:
“第一点”(即图象上升时与x 轴的交点)为ωx+

φ=0;

“第二点”(即图象的“峰点”)为ωx+φ=
π
2
;

“第三点”(即图象下降时与x 轴的交点)为ωx+
φ=π;

“第四点”(即图象的“谷点”)为ωx+φ=
3π
2
;

“第五点”为ωx+φ=2π.
[评价活动]

函数y=Asin(ωx+φ)A>0,ω>0,|φ|<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象的

一部分如图所示,求此函数的解析式.

解:(方法一)由图象知A=3,

T=
5π
6- -

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=π,所以ω=

2π
T=2

,

所以y=3sin(2x+φ).

因为点 -
π
6
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在函数图象上,

所以0=3sin -
π
6×2+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以-
π
6×2+φ=kπ

,得φ=
π
3+kπ

(k∈Z).

因为|φ|<
π
2
,所以φ=

π
3.
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所以y=3sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(方法二)由图象知A=3.

因为图象过点 π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和 5π

6
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所 以

5πω
6 +φ=2π

,

πω
3+φ=π

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解 得 φ=
π
3
,

ω=2.

ì

î

í

ïï

ïï

所 以 y =

3sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(方法三)由A=3,T=π,点 -
π
6
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在图象上,可知

函数图象由y=3sin2x 向左平移
π
6

个单位长度而

得,所以所求函数为y=3sin 2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú,即y=

3sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

【类题通法】
求y=Asin(ωx+φ)中A,ω,φ的方法

(1)求A,根据函数的最值确定A;

(2)求ω,由函数的最小正周期 T=
2π
ω
,可得ω

=
2π
T
;

(3)求φ,常用的方法有:
①代入法:把函数图象上的一个已知点的坐标代

入解析式(此时A,ω 已知)求解.
②特殊点法:可以以函数的“最值点”为突破口.

具体如下:

函数取得最大值(即图象的“峰点”)时,ωx+φ=
π
2

+2kπ,k∈Z;函数取得最小值(即图象的“谷点”)时,ωx

+φ=
3π
2+2kπ

,k∈Z.

函数y=Asin(ωx+φ)性质的应用

                1.(多选)函数y=sin2x+
5π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象的对称轴方程可

以是 (  )

A.x=-
π
2 B.x=

π
2

C.x=
π
8 D.x=-

5π
4

AB 解析:y=sin2x+
5
2π

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin2x+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos2x,

再由2x=kπ,k∈Z,得x=
kπ
2
,k∈Z,此即为原函数图

象的对称轴方程,故选AB.

2.已知函数f(x)=sinωx+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷(ω>0)的最小正周期为

π,则该函数的图象 (A)

A.关于点 π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称

B.关于直线x=
π
4

对称

C.关于点 π
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称

D.关于直线x=
π
2

对称

3.设函数f(x)=sin(2x+φ)(-π<φ<0),函数y=

f(x)的图象的一条对称轴是直线x=
π
8.

(1)求φ 的值;
(2)求函数y=f(x)的单调区间及最值.

解:(1)由2x+φ=kπ+
π
2
,k∈Z,

得x=
kπ
2+

π
4-

φ
2
,k∈Z.

令
kπ
2+

π
4-

φ
2=

π
8
,k∈Z,

得φ=kπ+
π
4
,k∈Z.

因为-π<φ<0,所以φ=-
3π
4.

(2)由(1)知,f(x)=sin2x-
3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

由2kπ-
π
2≤2x-

3π
4≤2kπ+

π
2
(k∈Z),

得kπ+
π
8≤x≤kπ+

5π
8
(k∈Z),

故函数的单调递增区间是 kπ+
π
8
,kπ+

5π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈

Z).

同理可得函数的单调递减区间是 kπ+
5π
8
,kπ+

9π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k

∈Z).

当2x-
3π
4=2kπ+

π
2
(k∈Z),

即x=kπ+
5π
8
(k∈Z)时,函数取得最大值1;

当2x-
3π
4=2kπ-

π
2
(k∈Z),

即x=kπ+
π
8
(k∈Z)时,函数取得最小值-1.

【类题通法】
利用函数y=Asin(ωx+φ)的性质解决问题时,

要注意整体思想的运用,视“ωx+φ”为一个整体,结
合正弦函数y=sinx 的性质灵活应用.
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􀪋

课后素养评价(五十七)

1.已知函数f(x)=Asin(ωx+φ)(A>0,|ω|<4,0

<φ<π)的部分图象如图所示,则f
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷= (  )

A.
3
2 B.

1
2 C.- 3 D.-1

C 解析:由 题 设 图 象 知,A=2,f -
π
18

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,

2sin -
π
18ω+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,由五点法作图可知-

π
18ω+φ

=0,2sin(0+φ)=1,即φ=
π
6.所以ω=3,

故函数f(x)的解析式为f(x)=2sin3x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

则f
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=2sin3π2+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=-2cos

π
6=- 3.

2.(多 选)已 知 函 数 f(x)= Asin(ωx +φ)

A>0,ω>0,|φ|<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的部分图象如图所示,则下列

结论中正确的是 (  )

A.ω=1

B.φ=
π
4

C.函数f(x)的图象关于直线x=-
π
4

对称

D.函数f(x)在
π
4
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减

ABD 解析:由题图知A= 2,
T
4=

3π
4-

π
4=

π
2
,

T=2π,所以ω=
2π
T=1.

又函数图象过点 π
4
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以 2sin π4+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷= 2,

所以φ=
π
4+2kπ

,k∈Z,又|φ|<
π
2
,所以φ=

π
4
,

所以f(x)= 2sinx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以A,B选项正确;

又f -
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=0不为最值,所以直线x=-

π
4

不是

对称轴,所以C选项错误;

由
π
2<x+

π
4<
3π
2
,得π
4<x<

5π
4
,

所以函数f(x)在区间 π
4
,5π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减,所以

D选项正确.

3.已知函数f (x)=
3
2cos2x+

1
2sin2x

的图象向

左平移
π
6

个单位长度后,得到函数y=g(x)的图

象.下列关于函数y=g(x)的说法正确的是 (  )

A.图象关于点 -
π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称

B.图象关于直线x=-
π
6

对称

C.在区间 -
π
6
,0

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增

D.最小正周期为2π

A 解 析:f (x)=
3
2cos2x +

1
2sin2x =

sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

将函数f(x)=sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象向左平移

π
6

个

单位长度后,得到函数y=g(x)的图象,

则g(x)=sin2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+
π
3

é

ë
êê

ù

û
úú=sin2x+

2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

对于A,令2x+
2π
3=kπ

,k∈Z,解得x=
kπ
2-

π
3
,k

∈Z.当k=0时,函数图象的对称点为 -
π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,故

A正确.
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对于B,令2x+
2π
3=kπ+

π
2
,k∈Z,解得x=

kπ
2-

π
12
(k∈Z).令-

π
6=

kπ
2-

π
12
(k∈Z),k 无解,故B

错误.

对于C,令2kπ-
π
2≤2x+

2π
3≤2kπ+

π
2
,k∈Z,

解得kπ-
7π
12≤x≤kπ-

π
12
(k∈Z),

即g(x)的单调递增区间为 kπ-
7π
12
,kπ-

π
12

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈

Z).

所以函数g(x)在区间 -
π
6
,0

é

ë
êê

ù

û
úú 上不是单调递增

的,故C错误.

对于D,由T=
2π
2=π

,得函数g(x)的最小正周期

为π,故D错误.
故选A.

4.(多选)把函数f(x)=sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象向左平

移φ(0<φ<π)个单位长度可以得到函数g(x)的图

象.若函数g(x)的图象关于y轴对称,则φ的值可能为

(BC)

A.
5π
12 B.

π
3 C.

5π
6 D.

11π
12

5.若函数f(x)=3sin(ωx+φ)对任意x 都有f
π
6+x

æ

è
ç

ö

ø
÷=

f
π
6-x

æ

è
ç

ö

ø
÷,则f

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=    .

-3或3 解析:由f
π
6+x

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

π
6-x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 知,x=

π
6

是函数图象的对称轴,所以f
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=3或-3.

6.已知曲线y=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0,|φ|<
π
2 ) 上的一个最高点的坐标为 π

8
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,此点到相邻

最低点间的曲线与x 轴交于点 3π
8
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(1)试求这条曲线对应函数的解析式;
(2)画出(1)中函数在[0,π]上的图象.

解:(1)由题意知A= 2,T=4× 3π8-
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷=π,ω=

2π
T=2

,所以y=2sin(2x+φ).

又因为sin π8×2+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷=1.

所以
π
4+φ=2kπ+

π
2
,k∈Z.

所以φ=2kπ+
π
4
,k∈Z.

又因为φ∈ -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以φ=

π
4
,

所以y=2sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)因为0≤x≤π,所以
π
4≤2x+

π
4≤
9π
4
,

列出x,y 的对应值表:

x 0 π
8

3π
8

5π
8

7π
8 π

2x+
π
4

π
4

π
2 π 3π

2 2π 9π
4

y 1 2 0 -2 0 1

描点、连线,如图所示.
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1.(多 选)已 知 函 数 f (x)=sin(ωx +φ)

ω>0,|φ|<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的最小正周期为4π,且f

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,

则下列各点为函数f(x)的图象的对称中心的是
(  )

A.-
2π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.-

π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.4π3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.5π3

,0
æ

è
ç

ö

ø
÷

AC 解析:由f(x)=sin(ωx+φ)的最小正周期为

4π,得ω=
1
2.

因为f
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,所以

1
2×

π
3+φ=

π
2+2kπ

(k∈Z),

即φ=
π
3+2kπ

(k∈Z).

由|φ|<
π
2
,得φ=

π
3.故f(x)=sin

1
2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

令
1
2x+

π
3=kπ

(k∈Z),得x=2kπ-
2π
3
(k∈Z).故
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f(x)的图象的对称中心为 2kπ-
2π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷(k∈Z).当k

=0时,f(x)的图象的对称中心为 -
2π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷;当k=

1时,f(x)的图象的对称中心为 4π
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

2.(多选)已知函数f(x)=Asin(ωx+φ)+B(A>0,ω

>0,0<φ<π),根据函数f(x)得到下表,则下列结论

正确的是 (  )

x π
3

7π
12

ωx+φ 0 π
2 π 3π

2 2π

f(x) 2 5

A.函数解析式为f(x)=3sin2x+
5π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.函数f(x)的图象的一条对称轴为x=-
2π
3

C.-
5π
12
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是函数f(x)的图象的一个对称中心

D.将函数f(x)的图象向左平移
π
12

个单位长度,再向

下平移2个单位长度,所得图象对应的函数为奇

函数

BCD 解析:由表格的第1,2列可得:A×0+B=2⇒

B=2,A+B=5⇒A=3.

由表格的第4,5列可得:T
4=
7π
12-

π
3=

π
4⇒
2π
ω=π⇒

ω=2,所以2·
π
3+φ=

3π
2⇒φ=

5π
6
,

所以f(x)=3sin2x+
5π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+2,故A错误;

令g(x)=3sin2x+
5π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,

因为g -
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=3sin-

4π
3+
5π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=-3,

所以x=-
2π
3

是函数g(x)的图象的一条对称轴,即

为函数f(x)的图象的一条对称轴,故B正确;

因 为 g -
5π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷ = 3sin -

5π
6+
5π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ = 0,所 以

-
5π
12
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是函数g(x)的图象的一个对称中心,

所以 -
5π
12
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是函数f(x)图象的一个对称中心,故

C正确;

因为将函数f(x)的图象向左平移
π
12

个单位长度,再

向下平移2个单位长度,所得图象对应的函数为y=

3sin2x+
π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷+
5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú+2-2=-3sin2x,为奇函数,

故D正确.故选BCD.

3.已知函数f(x)=2sin(2x+φ)+b(0<φ<π)有相邻

的两个零点
π
12

和
3π
4
,则b= (D)

A.1 B.
3
2

C.-
1
2 D.-1

4.直线x=-
3π
8
,x=

π
8

都是函数f(x)=sin(ωx+φ)

(ω>0,0<φ<π)图象的对称轴,且函数f(x)在区间

-
3π
8
,π
8

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,则函数f(x)的解析式为

f(x)=    .

sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:由题意可得函数f(x)的周期T

=2 π8+
3π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷=π,所以π=

2π
ω
,解得ω=2.

又由题意可得f
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin2×

π
8+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,

所以2×
π
8+φ=2kπ+

π
2
,k∈Z,解得φ=2kπ+

π
4
,k

∈Z.

又因为0<φ<π,所以φ=
π
4
,所以函数f(x)的解析

式为f(x)=sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

5.将函数f(x)=2sin(2x+φ)(0<φ<π)的图象向左平

移
π
6

个单位长度后得到函数y=g(x)的图象,若函

数y=g(x)为偶函数,则函数y=f(x)在 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上

的值域为     .
[-1,2] 解析:将函数f(x)=2sin(2x+φ)(0<φ<

π)的图象向左平移
π
6

个单位长度后得到函数y=

g(x)=2sin2x+
π
3+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,若函数y=g(x)为

偶函数,则π
3+φ=

π
2+kπ

,k∈Z,即φ=2kπ+
π
8
,k

∈Z.又0<φ<π,所 以 φ=
π
6
,故 函 数f(x)=

2sin2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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因 为 x ∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,2x +

π
6 ∈ π

6
,7π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,所 以

sin2x+
π
6

é

ë
êê

ù

û
úú∈ -

1
2
,1

é

ë
êê

ù

û
úú,2sin2x+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷∈[-1,2],

则函数y=f(x)在 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的值域为[-1,2].

6.将函数f(x)=sin(ωx+φ)(ω>0,-π2<φ<
π
2 ) 图象

上所有点的横坐标缩短为原来的
1
2
,纵坐标不变,再向

右平移
π
6

个单位长度,得到y=sinx的图象.

(1)求函数f(x)的解析式;
(2)当x∈[0,3π]时,方程f(x)=m 有唯一实数

根,求m 的取值范围.

解:(1)将y=sinx 的图象向左平移
π
6

个单位长度

得到y=sinx+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象;横坐标变为原来的2

倍,纵 坐 标 不 变,可 得 f(x)=sin(12x+
π
6 ) 的

图象.

故f(x)=sin(12x+
π
6 ) .

(2)因为x∈[0,3π],所以
1
2x+

π
6∈

π
6
,5π
3

é

ë
êê

ù

û
úú.

所以sin 12x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷∈[-1,1].

因为当x∈[0,3π]时,方 程f(x)=m 有 唯 一 实

数根,
所以函数f(x)的图象和直线y=m 只有一个交点.

作出函数y=sinx,x∈ π
6
,5π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 的图象,如图所示.

故方程f(x)=m 有唯一实数根时,m 的取值范围

为 -
3
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷∪{1,-1}.
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5.7　三角函数的应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解y=Asin(ωx+φ)的图象的物理意义,能指出简谐运动中的振幅、周期、相位、初相.
2.会用三角函数解决一些简单的实际问题.
3.体会三角函数模型是描述事物周期变化现象的重要数学模型.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                 知识点一 描述简谐运动y=Asin(ωx+φ),x∈[0,

+∞)(A>0,ω>0)的物理量

物理量 定义 意义

振幅 A 就 是 这 个 简
谐运动的振幅

做简谐运动的物体离
开 平 衡 位 置 的 最 大
距离

周期
这个简谐运动的

周期是T=
2π
ω

做简谐运动的物体往
复运动一次所需要的
时间

频率

这个简谐运动的
频率由公式f=
1
T=

ω
2π

给出

做简谐运动的物体在
单位时间内往复运动
的次数

相位和
初相

ωx+φ 称 为 相
位;x=0时的相
位φ 称为初相

[微训练]
1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)函数y=-2sinx+
π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示的简谐运动的振

幅是-2. (×)

(2)函数y=
3
2sin2x-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示的简谐运动的初

相是
π
4. (×)

(3)函数y=sinx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象的对称轴方程是x

=
π
4+kπ

,k∈Z. (√)

2.函数y=2sin
x
2+

π
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示的简谐运动的周期、振

幅依次是 (  )
A.4π,-2 B.4π,2
C.π,2 D.π,-2
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B 解析:函数的周期T=
2π
1
2

=4π,振幅A=2,故选B.

知识点二 利用三角函数模型解决实际问题的一般

步骤

第一步:阅读理解,审清题意.
读题要做到逐字逐句,读懂题中的文字,理解题目所

反映的实际背景,在此基础上分析出已知什么、求什

么,从中提炼出相应的数学问题.
第二步:收集、整理数据,建立数学模型.
根据收集到的数据找出变化规律,运用已掌握的三角

函数知识、物理知识及其他相关知识建立关系式,将
实际问题转化为一个与三角函数有关的数学问题,即
建立三角函数模型,从而实现实际问题的数学化.
第三步:利用所学的三角函数知识对得到的三角函数

模型予以解答.
第四步:将所得结论翻译成实际问题的答案.
知识点三 三角函数模型的建立

三角函数模型的建立过程如图所示:

[微训练]
1.一个弹簧振子做简谐运动的周期为0.4s,振幅为

5cm,则该振子在2s内通过的路程为 (  )
A.0.2m  B.0.5m C.1m D.2m
C 解析:因为2s为5个周期,且一个周期通过的

路程为5×4=20(cm),所以2s内通过的路程为5
×20=100(cm)=1(m),故选C.

2.电流强度I(A)随时间t(s)变化的关系式是I=

5sin100πt+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,则当t=

1
200

时,电流强度为

(  )
A.5A B.2.5A
C.2A D.-5A

B 解 析:当 t=
1
200

时,代 入 关 系 式 得,I=

5sin π2+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
5
2.

3.一根长lcm的线,一端固定,另一端悬挂一个小球,小
球摆动时离开平衡位置的位移s(cm)与时间t(s)的函

数关系式为s=3cos g
lt+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,其中g 是重力加速

度,当小球摆动的周期是1s时,线长为   cm.

g
4π2 

解析:T=
2π
g
l

=1,所 以
g
l =2π,所 以l

=
g
4π2.
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三角函数模型在物理中的应用

[探究活动]
探究1:如图为电流强度I(单位:A)与时间t(单

位:s)的函数关系的图象.

由图象知电流强度I 与时间t之间具有怎样的

函数关系? 并求出函数关系式.
提示:由图知电流强度I与时间t的函数关系可用

I=Asin(ωt+φ)(A>0,ω>0,|φ|<π2 ) 来表示.

由图象可得I=300sin(100πt+π3 ) .
探究2:结合三角函数的周期性,思考哪些物理

方面的问题可以用三角函数模型解决.
提示:物理学中的单摆、机械波、电磁波等知识都

可以利用三角函数模型来研究.
[评价活动]
1.如图是一个简谐运动的图象,则下列判断正确的是

(D)

A.该简谐运动的周期为0.7s
B.该简谐运动的振幅为-5cm
C.该简谐运动在0.1s和0.5s时的振动速度最大

D.该简谐运动在0.3s和0.7s时的加速度为零

2.已知电流强度I(单位:A)与时间t(单位:s)的关系为I

=Asin(ωt+φ)A>0,ω>0,|φ|<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(1)如图所示的是I=Asin(ωt+φ)在一个周期内
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的图象,根据图中数据求出I与t的函数关系式;

(2)如果在任意一段
1
150s

的时间内,电流强度都能

取得最大值和最小值,那么ω 的最小正整数值是

多少?

解:(1)由题图知 A=300,设t1=-
1
900
,t2=

1
180
,

则周期T=2(t2-t1)=2
1
180+

1
900

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
75.

所以ω=
2π
T=150π.

又当t=
1
180

时,I=0,

即sin150π×
1
180+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,而|φ|<

π
2
,所 以 φ

=
π
6.

故所求的解析式为I=300sin150πt+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)依题意,周期T≤
1
150
,即2π

ω≤
1
150
(ω>0),

所以ω≥300π>942.
又ω∈N*,故ω 的最小正整数值为943.
【类题通法】

利用三角函数处理物理问题的策略

(1)常涉及的物理问题有单摆、光波、电流、机械

波等,其共同的特点是具有周期性.
(2)明确物理概念的意义,此类问题往往涉及诸

如频率、振幅等概念,因此要熟知其意义并与对应的

三角函数知识结合解题.

三角函数模型在生活中的应用

[探究活动]
下面是某码头在某天的时间x(单位:h)与水深

y(单位:m)的关系表,根据表格探究下列问题:

x 0 3 6 9 12 151821 24

y 5 7.5 5 2.5 5 7.5 5 2.5 5

  探究1:仔细观察表格中的数据,你能从中得到

一些什么信息?
提示:发现水深最大值是7.5m,最小值为2.5m.

水的深度由5m增加到7.5m,后逐渐减少到2.5m,
又开始逐渐变深,增加到7.5m后,又开始减少.

探究2:以时间为横坐标,以水深为纵坐标建立平

面直角坐标系,根据表格中数据作出水深与时间的关

系图象,你能得到什么结论?
提示:如图,

  由图象知,该图象符合三角函数模型y=Asin

(ωx+φ)+k,可求得A=
7.5-2.5
2 =2.5,k=5,T=

12,ω=
π
6
,φ=0,所以y=2.5sin

πx
6+5.

[评价活动]

1.如图,一个半径为3m的水轮每分钟旋转4圈,
水轮的轴心O 距离水面2m.已知水轮上的点P
到水面的距离y(m)与时间x(s)满足关系式y
=Asin(ωx+φ)+2,则有 (  )

A.ω=
15
2π
,A=3   B.ω=

2π
15
,A=3

C.ω=
2π
15
,A=5 D.ω=

15
2π
,A=5

B 解析:易知水轮的角速度ω=
2π×4
60 =

2π
15
,

所以y=3sin(ωx+φ)+2=3sin
2π
15x+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷+2,则

A=3,ω=
2π
15.

2.如图,游乐场中的摩天轮匀速转动,每转一圈需要

12min,其轴心O 距离地面40.5m,半径为40m.
如果某人从最低处登上摩天轮,那么其与地面的距

离将随时间的变化而变化,以其登上摩天轮的时刻

开始计时,请解答下列问题:

(1)求出此人与地面的距离y(m)与时间t(s)的函

数关系式;
(2)当此人第4次距离地面60.5m 时,用了多长

时间?
解:(1)由已知可设y=40.5+40sin(ωt+φ),t≥0,
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ω>0,|φ|<
π
2.

由周期为12min可知
2π
ω=12

,即ω=
π
6.又由题意

知,t=0时,y=0.5,所以φ=-
π
2
,

所以y=40.5+40sin
π
6t-

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=40.5-40cos

π
6t

(t≥0).
(2)设转第1圈时,第t0min时距离地面60.5m.

由60.5=40.5-40cos
π
6t0
,得cos

π
6t0=-

1
2
,

所以
π
6t0=

2π
3

或
π
6t0=

4π
3
,解得t0=4或t0=8,

所以t=8时,第2次距地面60.5m,
故第4次 距 离 地 面60.5m 时,用 了12+8=20
(min).

【类题通法】
解三角函数应用问题的基本步骤
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课后素养评价(五十八)

1.如图,弹簧挂着的一个小球做上下运动,小球在ts
时相对于平衡位置的高度h(cm)由如下关系式确

定:h=2sin π6t+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷,t∈[0,+∞),φ∈(-π,π).已知

当t=2时,小球处于平衡位置,并开始向下运动,则t

=0时h的值为 (  )

A.-2 B.2 C.- 3 D.3

D 解析:因为当t=2时,小球处于平衡位置,并开

始向下移动,

故
π
3+φ=π+2kπ

(k∈Z),即φ=
2π
3+2kπ

(k∈Z).

又φ∈(-π,π),所以φ=
2π
3
,h=2sin π6t+

2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

故当t=0时,h=2sin
2π
3= 3.

2.商场的人流量被定义为每分钟通过入口的人数.某天

商场第tmin的人流量F(t)满足函数F(t)=50+

4sin
t
2
(t≥0),则人流量增加时,t的取值范围是 (C)

A.[0,5] B.[5,10]

C.[10,15] D.[15,20]

3.(多选)如图是某地某一天的

气温变化曲线,若该曲线近

似 地 满 足 函 数 y =

Asin(ωx+φ)+B(0<φ<

π),则下列说法正确的是 (  )

A.该函数的周期是16

B.该函数图象的一条对称轴是直线x=14

C.该函数的解析式是y=10sin
π
8x+

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+20(6

≤x≤14)

D.该地这一天18时的气温一定为20℃

AB 解析:由题意以及函数的图象可知,

A+B=30,-A+B=10,所以A=10,B=20.

因为
T
2=14-6

,所以T=16,A正确;

因为T=
2π
ω
,所以ω=

π
8
,
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所以y=10sin
π
8x+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷+20.

因为图象经过点(14,30),

所以30=10sin π8×14+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷+20,

即sin π8×14+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷=1,所以φ 可以取

3π
4.

函数解析式y=10sin
π
8x+

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+20(0≤x≤24),

B正确,C错误;根据函数关系式只能估计不同时刻

的气温,所以D错误.
故选AB.

4.(多选)电流强度I(A)随时间t(s)变化的函数I=

Asin(ωt+φ)(A>0,ω>0,0<φ<π2 ) 的图象如图

所示,则下列说法正确的是 (ABD)

A.最大电流强度为10A

B.ω=100π,φ=
π
6

C.当t=
1
100

时,I=5

D.当t=
1
100

时,I=-5

5.如图,一个水轮的半径为4m,水轮轴心O 距离水

面2m.已知水轮每分钟转动1圈,当水轮上点P 从

水中浮现时(图中点P0 位置)开始计算时间.

(1)将点P 距离水面的高度z(m)表示为时间t(s)

的函数;

(2)点P 第一次到达最高点大约需要多长时间?

解:(1)如 图,建 立 平 面 直 角 坐 标 系.设 角

φ -
π
2<φ<0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是以Ox 为始边,OP0 为终边的角.

OP 每秒钟内所转过的角为
2π
60=

π
30
,则OP 在ts内

所转过的角为
π
30t.

由题意可知水轮逆时针转动,得z=4sin π30t+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷+2.

当t=0时,z=0,得sinφ=-
1
2
,即φ=-

π
6.

故所求的函数为z=4sin π30t-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+2.

(2)令z=4sin π30t-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+2=6,得sin π30t-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,

令
π
30t-

π
6=

π
2
,得t=20,

故点P 第一次到达最高点大约需要20s.
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􀪋
􀪋

1.为了研究钟表秒针针尖的运动变化规律,建立如图

所示的平面直角坐标系,设秒针针尖在时间t(单
位:s)时的位置为点P(x,y).若秒针针尖初始位置

为点P0
1
2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷(规定此时t=0),秒针沿顺时针方

向转动,则点P 的纵坐标y 与时间t的函数关系式

可能为 (  )

A.y=2sin -
π
30t+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.y=-sin
π
60t-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.y=sin -
π
30t+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

D.y=cos
π
30t+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷

D 解析:设函数解析式为y=sinωt+φ( ) (ω<0,0

<φ<
π
2 ),因为函数的最小正周期为T=60,所以

|ω|=
2π
T=

π
30.
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因为初始位置为 P0
1
2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,即t=0时,y=

3
2
,

所以sinφ=
3
2
,故φ=

π
3.

函数解析式为y=sin -
π
30t+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,由诱导公式可

得y=cos
π
30t+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

2.由于潮汐,某港口一天24h的海水深度 H(单位:

m)随时间t(单位:h,0≤t<24)的变化近似满足关

系式 H(t)=12+4sin π12t-
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,则该港口一天内

水深不小于10m的时长为 (  )

A.12h B.14h C.16h D.18h

C 解析:由题意,H(t)=12+4sin π12t-
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷≥10,即

sin π12t-
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷≥-

1
2.

因为0≤t<24,所以-
2π
3≤

π
12t-

2π
3<
4π
3.

由正弦函数图象与性质可知,-
π
6≤

π
12t-

2π
3≤

7π
6
,

解得6≤t≤22.
所以该港口一天内水深不小于10m的时长为22-

6=16(h).

3.以一年为一个周期调查某商品出厂价格及该商品

在商店的销售价格时发现:该商品的出厂价格是在

6元基础上按月份呈正弦曲线波动的.已知3月份

出厂价格最高为8元,7月份出厂价格最低为4元.
该商品在商店的销售价格是在8元基础上按月份

呈正弦曲线波动的,已知5月份销售价最高为10
元,9月份销售价最低为6元.假设某商店每月购进

这种商品 m 件,且当月售完,估计盈利最大的是

    月份.

6 解析:由已知条件可得,出厂价格函数关系式为

y1=2sin
π
4x-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+6,销售价格函数关系式为y2

=2sin π4x-
3
4π

æ

è
ç

ö

ø
÷+8.

所 以 利 润 函 数 关 系 式 为 y=m (y2 -y1)=

m 2sin π4x-
3
4π

æ

è
ç

ö

ø
÷+8-2sin π4x-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷-6é

ë
êê

ù

û
úú

=-2 2msin
π
4x+2m.当 x=6时,y=2m+

22m=(2+22)m,即6月份盈利最大.

4.如图,弹簧挂着的一个小球做上下运动,时间t(单

位:s)与小球相对平衡位置(即静止时的位置)的高

度h (单 位:cm)之 间 的 函 数 关 系 式 是 h =

2sin2t-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,t∈[0,+∞).

(1)以t为横坐标,h 为纵坐标,画出函数在一个周

期的闭区间上的简图.

(2)小球开始振动(即t=0)时的位置在哪里?

(3)小球最高点、最低点的位置及各自与平衡位置

的距离分别是多少?

(4)经过多长时间小球往复振动一次?

(5)每秒钟小球能往复振动多少次?

解:(1)按五个关键点列表:

t π
8

3π
8

5π
8

7π
8

9π
8

2t-
π
4 0 π

2 π 3π
2 2π

h 0 2 0 -2 0

描点,并 将 它 们 用 光 滑 的 曲 线 连 接 起 来,即 得h=

2sin2t-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷(t≥0)在一个周期上的简图如图所示.

(2)t=0时,h=2sin -
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=-2,即小球开始振动时

的位置为(0,-2)(平衡位置的下方2cm处).

(3)当t=
3π
8+kπ

(k∈N)时,h=2;

当t=
7π
8+kπ

(k∈N)时,h=-2.

即最高点位置为 3π
8+kπ

,2
æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈N,最低点位置为
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7π
8+kπ

,-2
æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈N,最高点、最低点与平衡位置的

距离均为2cm.

(4)小球往复振动一次所需时间即最小正周期T=
2π
2

=π.

(5)每秒钟小球往复振动的次数,即频率f=
1
T=

1
π.
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任务一 三角函数的概念

已知点A,P 在半径为r的圆O 上.如图1和图2,以

射线OA 的方向作参照方向,有序数对(r,α),(r,l)

都可以表示点P,其中α 为圆心角∠AOP 的大小,l
为AP︵的长;如图3,以射线OA 为x 轴的非负半轴,

圆心O 为坐标原点,建立直角坐标系,则坐标(x,y)

也可以表示点P.思考下列问题.

问题1 用(r,α)与(r,l)均可表示圆O 上的点P,α
与l有什么关系呢?

答案:α=
l
r.

问题2 用(r,α)与(x,y)均可表示圆O 上的点P,

二者之间有怎样的关系呢?

答案:sinα=
y
r
,cosα=

x
r
,tanα=

y
x
(x≠0).

问题3 当r=1时,结合问题2中的结论,我们可以

得到哪些数量关系?

答案:sin2α+cos2α=1,tanα=
sinα
cosα.

1.若α为第三象限角,则 (  )

A.sinα>0 B.cosα>0

C.tanα>0 D.sinαcosα<0

C 解析:若α为第三象限角,则sinα<0,cosα<

0,tanα>0,sinαcosα>0,

由此可得:A,B,D错误,C正确.故选C.

2.已知角α的终边经过点P(4,-3),则sinα= (  )

A.-
3
4 B.-

3
5

C.
4
5 D.

4
3

B 解析:因为角α 的终边过点(4,-3),所以x=

4,y=-3,r= OP = x2+y2=5,

所以sinα=
y
r=-

3
5.故选B.

3.若一个扇形所在圆的半径为2,其圆心角为2rad,

则扇形的面积为 (  )

A.1 B.2

C.4 D.8

C 解析:设扇形的弧长为l,由题得2=
l
2
,所以l

=4.

所以扇形的面积为S=
1
2×4×2=4.

故选C.

4.已知α∈(0,π),sinα+cosα=-
1
5
,则下列结论正

确的是 (  )

A.cosα=
4
5

B.sinα-cosα=
7
5

C.
sinα+cosα
tanα =-

4
15

D.
sinα-cosα
3sinα+2cosα=-7

B 解析:因为α∈(0,π),sinα+cosα=-
1
5
,又

sin2α+cos2α=1,解得sinα=
3
5
,cosα=-

4
5
,故

A错误;

sinα-cosα=
3
5 - -

4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

7
5
,故 B 正 确;
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sinα+cosα
tanα =

-
1
5

-
3
4

=
4
15
,故C错误;

sinα-cosα
3sinα+2cosα=

7
5
1
5

=7,故D错误.故选B.

【规律方法】

巧用三角函数的概念解题

(1)已知角α终边上任意一点的坐标求三角函数

值的方法:

已知角α的终边上一点P(x,y),则点P 到原点

的距离为r= x2+y2,sinα=
y
r
,cosα=

x
r.

(2)判断三角函数值符号的方法:

①准确判断角的终边所在的象限;②准确记忆三

角函数在各象限的符号.
注意:用弧度制给出的角常常不写单位,不要误

认为角度导致判断错误.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

任务二 诱导公式

问题1 由诱导公式一,我们可以得到三角函数的一

个正周期吗?

答案:正周期为2kπ,k∈N*.

问题2 在平面直角坐标系中,点P1(x1,y1)与点

P2(x2,y2)关 于 坐 标 原 点 对 称 的 充 要 条 件 是

x1=-x2,

y1=-y2,{ 由此可以推导出诱导公式二.请你类比得

出其他诱导公式的推导方法.

答案:略

问题3 由诱导公式三,我们能确定正弦函数、余弦

函数和正切函数的奇偶性吗?

答案:正弦函数和正切函数是奇函数,余弦函数是偶

函数.

1.若sin -
π
7-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
4
,则sin6π7-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值为(  )

A.-
3
4 B.

3
4

C.-
7
4 D.

7
4

A 解析:sin6π7-θ
æ

è
ç

ö

ø
÷=sin[ (-π7-θ) +π] =

-sin -
π
7-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

3
4.故选A.

2.已知角α 的终边经过点P(-2,1),则cosα+
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

的值为 (  )

A.
5
5 B.

25
5 C.-

5
5 D.-

25
5

A 解析:由题意,角α的终边经过点P(-2,1),可

得r= OP = (-2)2+12= 5.

根据三角函数的定义,可得sinα=
1
5
=
5
5
,

所以cos3π2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=sinα=

5
5.故选A.

3.若tanx=cos(π-x),则sinx= (  )

A.
-1+ 5
2 B.

1- 5
2

C.
-1± 5
2 D.

1± 5
4

B 解 析:由 tanx=cos(π-x),得
sinx
cosx =

-cosx,所以sinx=-cos2x=sin2x-1,整理得

sin2x-sinx-1=0,所以sinx=
1+ 5
2
(舍去),或

sinx=
1- 5
2 .故选B.

【规律方法】
诱导公式的应用的关注点

(1)应用口诀:奇变偶不变,符号看象限.
(2)基本步骤:负角化为正角,大角化为小角,最

终化为锐角.
(3)求函数值的技巧:观察已知角与所求角的关

系,准确选择诱导公式.
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任务三 三角函数的图象与性质

问题1 类比以往对函数性质的研究,应从哪些方面

研究正弦函数、余弦函数、正切函数的性质?

答案:略

问题2 画出并观察正弦函数、余弦函数、正切函数

的图象,结合问题1研究它们的性质.
答案:略

问题3 我 们 可 以 用 怎 样 的 方 法 得 到 函 数 y=

Asin(ωx+φ)(A≠0,ω>0)的图象,试着研究它的周

期性、奇偶性和单调性.
答案:略

1.函数y=cos2x+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 (  )

A.最小正周期为π的奇函数

B.最小正周期为π的偶函数

C.最小正周期为2π的奇函数

D.最小正周期为2π的偶函数

A 解析:因为函数y=cos2x+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin2x,

所以函数y=cos2x+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin2x 是最小正周

期为π的奇函数.故选A.

2.满足sinα>
1
2

的角的α集合为 (  )

A.αα>2kπ+
π
3
,k∈Z{ }

B.αα>2kπ+
π
6
,k∈Z{ }

C.α 2kπ+
π
3<α<2kπ+

2π
3
,k∈Z{ }

D.α 2kπ+
π
6<α<2kπ+

5π
6
,k∈Z{ }

D 解析:sinα>
1
2⇒{α 2kπ+π6<α<2kπ+

5π
6
,

k∈Z}.故选D.

3.(多选)设函数f(x)=sin2x-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,x∈R,则下列

关于f(x)的说法正确的是 (  )

A.最小正周期为π

B.最小正周期为
π
2

C.奇函数

D.偶函数

AD 解析:f(x)=sin2x-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-cos2x,最小

正周期T=
2π
2=π

;

由f(-x)=-cos(-2x)=-cos2x=f(x)可知

函数f(x)=sin2x-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为偶函数.故选AD.

4.(多选)由函数y=sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象得到y=

sinx的图象,下列方法正确的是 (  )

A.先将图象向右平移
π
8

个单位长度,再将图象上各

点的纵坐标不变,横坐标变为原来的2倍

B.先将图象向右平移
π
2

个单位长度,再将图象上各

点的纵坐标不变,横坐标变为原来的2倍

C.先将图象上各点的纵坐标不变,横坐标变为原来

的2倍,再将图象向右平移
π
4

个单位长度

D.先将图象上各点的纵坐标不变,横坐标变为原来的

2倍,再将图象向右平移
π
8

个单位长度

AC 解析:将y=sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin[2(x+π8 ) ]

的图象向右平移
π
8

个单位长度,得y=sin2x 的图

象,再将横坐标变为原来的2倍得到y=sinx 的图

象,故A正确,B错误;将y=sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象

上各点 的 横 坐 标 变 为 原 来 的2倍,得 到 y=sin

x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,再向右平移

π
4

个单位长度得到y

=sinx 的图象,故C正确,D错误.故选AC.
【规律方法】

1.三角函数图象与性质问题解题思路

解决三角函数的图象和性质问题,重点应掌握y
=sinx,y=cosx,y=tanx 的定义域、值域、单调

性、奇偶性、对称性等有关性质.在此基础上掌握函数

y=Asin(ωx+φ),y=Acos(ω+φ)及y=Atan(ωx
+φ)的相关性质.在研究其相关性质时,将ωx+φ 看成

一个整体,利用整体代换思想解题是常见的技巧.
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2.图象变换

(1)由 函 数 y=sinx 的 图 象 变 换 得 到 y=
Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0)图象的两种方法

(2)由图象确定函数y=Asin(ωx+φ)中的参数

的方法:

①由最大值、最小值确定A.②由最小正周期T=
2π
ω

确定ω.③利用已知点坐标列方程确定φ.
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任务四 三角恒等变换

问题1 如图,在直角

坐标系中,角α 的顶点

与原点重合,始边与x

轴的非负半轴重合,终

边与单位圆交于点 P.

将OP 顺时针旋转角β,你能用α,β表示旋转后点P

的对应点P'的坐标吗?

答案:P'(cos(α-β),sin(α-β)).

问题2 问题1中,若将OP 逆时针旋转角β,结果

怎样?

答案:P'(cos(α+β),sin(α+β)).

问题3 请你结合两角和与差的正弦、余弦公式推导

两角和与差的正切公式及倍角公式.

答案:略

问题4 如图,在四边形ABCD 中,∠B 为直角,DE

⊥AB 于点E,AC⊥DC,BC=1.

(1)若∠BAC=30°,∠DAC=45°,试求△ADE 各边

的长度,由此推出75°角的三角函数值;

(2)设∠BAC=α,∠DAC=β(α,β,α+β均为锐角),

试由图推出sin(α+β)=sinαcosβ+cosαsinβ.

解:(1)在Rt△ABC 中,因为∠BAC=30°,BC=1,

所以AC=2.

又Rt△ACD 为等腰直角三角形,所以DC=AC=2,

AD=22,作CF⊥DE 于点F,如图①,则∠DCF=90°

-30°=60°,

所以DF=CDsin60°=2×
3
2= 3.

所 以 DE =DF +FE = 3 +1,所 以 AE =

AD2-DE2= 4-23= 3-1.又∠DAE=45°

+30°=75°,所 以sin75°=
DE
AD =

3+1
22

=
6+ 2
4

,

cos75°=
AE
AD =

3-1
22

=
6- 2
4

,tan75°=
DE
AE =

3+1
3-1

=2+ 3.

(2)如图②,在Rt△ABC 中,AC=
1
sinα

,

在Rt△ACD 中,AD=
AC
cosβ

=
1

sinαcosβ
,

CD=ADsinβ=
sinβ

sinαcosβ
,∠DCF=90°-α,

故 DF=CDsin∠DCF =
sinβ

sinαcosβ
sin(90°-α)
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=
sinβcosα
sinαcosβ

,

DE = DF + FE =
sinβcosα
sinαcosβ

+ 1

=
sinβcosα+sinαcosβ

sinαcosβ
.

在Rt△AED 中,sin∠DAE=sin(α+β)=
DE
AD=

sinβcosα+sinαcosβ
sinαcosβ

·sinαcosβ,

即sin(α+β)=sinαcosβ+cosαsinβ.

1.已知sinθ=
3
5
,则cos2θ=    .

7
25 

解析:因为sinθ=
3
5
,所以cos2θ=1-2sin2θ

=1-2× 3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
7
25.

2.tan10°+tan35°+tan10°tan35°=    .

1 解 析:因 为 1=tan45°=tan(10°+35°)

=
tan10°+tan35°
1-tan10°tan35°

,

所以tan10°+tan35°+tan10°tan35°=1.

3.已知函数f(x)=sin2x+ 3cos2x,x∈R.

(1)求函数f(x)的最小正周期;

(2)求函数f(x)在 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的最值.

解:(1)因为f(x)=sin2x+ 3cos2x=2sin(2x

+
π
3 ),x∈R,

所以T=
2π
2=π

,即函数f(x)的最小正周期为π.

(2)因为x∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,所以2x+

π
3∈

π
3
,4π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,

所以sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷∈ -

3
2
,1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

所以f(x)=2sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷∈[- 3,2],

所以f(x)的最大值为2,最小值为- 3.

【规律方法】

三角恒等变换的策略

(1)常值代换:特别是“1”的代换,即1=sin2θ+

cos2θ,1=tan45°等.

(2)项的拆分与角的配凑:如sin2α+2cos2α=

(sin2α+cos2α)+cos2α=1+cos2α,α=(α-β)+

β等.

(3)降次与升次:正用二倍角公式升次,逆用二倍

角公式降次.

(4)弦、切互化:一般是切化弦.
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第五章综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分).

1.sin20°cos10°-cos160°cos80°= (  )

A.-
3
2 B.

3
2

C.-
1
2 D.

1
2

D 解析:因为cos160°=cos(180°-20°)=-cos20°,

cos80°=cos(90°-10°)=sin10°,

所以sin20°cos10°-cos160°cos80°=sin20°cos10°+

cos20°sin10°=sin(20°+10°)=sin30°=
1
2.故

选D.

2.若sin(π+α)=-
4
5
,则cos3π2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷= (  )

A.-
4
5 B.-

3
5 C.

4
5 D.

3
5

A 解析:因为sin(π+α)=-sinα=-
4
5
,所以sinα

=
4
5
,所以cos3π2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sinα=-

4
5.故选A.

3.函数f(x)=tanx+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的单调递增区间为(  )

A.kπ-
π
2
,kπ+

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z

B.kπ-
3π
4
,kπ+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z

C.(kπ,kπ+π),k∈Z

D.kπ-
π
4
,kπ+

3π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z

B 解析:对于函数f(x)=tan x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,令kπ-

π
2<x+

π
4<kπ+

π
2
,k∈Z,得kπ-

3π
4<x<kπ+

π
4
,k∈Z,所 以 函 数 f(x)的 单 调 递 增 区 间 为

kπ-
3π
4
,kπ+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,k∈Z.故选B.

4.将函数y=sin2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象向右平移φ(φ>0)

个单位长度所得图象对应的函数为g(x),则“φ=

π
3
”是“g(x)为偶函数”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

A 解析:因为函数y=sin2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象向右平

移φ(φ>0)个单位长度后得到函数g(x)的图象,

所以g(x)=sin2x-2φ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.若g(x)为偶函数,

则-2φ+
π
6=

π
2+kπ

(k∈Z),即φ=-
π
6-

kπ
2
(k

∈Z),当k=-1时φ=
π
3.因为φ=

π
3

可以推出函

数g(x)为偶函数而函数g(x)为偶函数不能推出φ

=
π
3
,所以“φ=

π
3
”是“g(x)为偶函数”的充分不必

要条件.故选A.

5.在△ABC 中,若cosAcosB=-cos2
C
2+1

,则

△ABC 一定是 (  )

A.等腰直角三角形

B.直角三角形

C.等边三角形

D.等腰三角形

D 解析:由已知得2cosAcosB=-2cos2
C
2+2=

-cosC+1=cos(A+B)+1=cosAcosB-

sinAsinB+1,所以cosAcosB+sinAsinB=

cos(A-B)=1,又-π<A-B<π,所以 A-B=

0,即A=B.故选D.
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6.若0<α<
π
2
,-

π
2 <β<0,cos

π
4+α

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
3
,

cosπ4-
β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
3
,则cosα+β

2
æ

è
ç

ö

ø
÷= (  )

A.
3
3 B.-

3
3 C.

53
9 D.-

6
9

C 解析:cosα+β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos π

4+α
æ

è
ç

ö

ø
÷- π

4-
β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=

cosπ4+α
æ

è
ç

ö

ø
÷cos π4-

β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+sin π4+α

æ

è
ç

ö

ø
÷sin π4-

β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

因为 0<α<
π
2
,所 以

π
4 <

π
4 +α<

3π
4
,所 以

sin π4+α
æ

è
ç

ö

ø
÷=
22
3 .又-

π
2<β<0

,所以
π
4<

π
4-

β
2

<
π
2
,所以sin π4-

β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
6
3.

所以cosα+β
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
3×

3
3+

22
3 ×

6
3=

53
9 .故

选C.

7.已知函数f(x)=sinxcos(2x+φ)(φ∈[0,π])为

偶函数,则φ= (  )

A.0 B.
π
4 C.

π
2 D.π

C 解析:因为f(x)的定义域为R,且为偶函数,

所以f -
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷⇒-cos(-π+φ)=cos(π+

φ)⇒cosφ=-cosφ⇒cosφ=0,

因为φ∈[0,π],φ=
π
2.

当φ=
π
2

时,f(x)=-sinxsin2x 为偶函数满足题意.

8.已 知 函 数 y =sin ωx+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷(ω >0)在 区 间

-
2π
3
,5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,且在区间[0,π]上恰好取

得一次最大值1,则ω 的取值范围是 (  )

A.0,
1
5

æ

è
ç

ù

û
úú B.12

,3
5

é

ë
êê

ù

û
úú

C.16
,1
5

é

ë
êê

ù

û
úú D.12

,5
2

é

ë
êê

ö

ø
÷

C 解析:令X=ωx+
π
3
,ω>0,-

2π
3≤x≤

5π
6
,则

-
2πω
3 +

π
3≤X≤

5πω
6 +

π
3
,所以函数y=sinX 在

区间 -
2πω
3 +

π
3
,5πω
6 +

π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,由正 弦

函数单调性可得

-
π
2+2kπ≤-

2πω
3 +

π
3
,

5πω
6 +

π
3≤

π
2+2kπ

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

k∈Z,

分析可知k 取0,则0<ω≤
1
5.当0≤x≤π时,π

3≤

X≤πω +
π
3
,因 为 函 数 y =sin X 在 区 间

π
3
,πω+

π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 恰好取得一次最大值1,所以

π
2≤πω

+
π
3<
5π
2
,解得

1
6≤ω≤

13
6.综上,可知

1
6≤ω≤

1
5.

故选C.

二、多项选择题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

9.下列选项正确的是 (  )

A.存在x0∈R,使得2cosx0=3

B.cos652°sin(-108°)<0

C.sin(45°-α)=cos(45°+α)

D.tanθ 1-sin2θ=sinθ

BC 解析:对于 A,由2cosx0=3得cosx0=
3
2
,

而cosx∈[-1,1],所以cosx0=
3
2

无解,所以 A

错误;对于B,cos652°sin(-108°)=cos(-68°)·

(-sin108°)=-cos68°·sin108°<0,所以B正

确;对于C,sin(45°-α)=cos[90°-(45°-α)]=

cos(45°+α),所以C正确;对于D,tanθ 1-sin2θ

=tan θ cos2θ = tan θ · |cos θ| =

sinθ,cosθ>0,

-sinθ,cosθ<0,{ 所以D错误,故选BC.

10.已知曲线C1:y=cos4x,C2:y=sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,则

下列结论正确的是 (  )

A.把曲线C1 向左平移
π
3

个单位长度,再把得到的

曲线上各点的横坐标伸长到原来的2倍(纵坐

标不变),得到曲线C2

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—482—



B.把曲线C1 向右平移
π
24

个单位长度,再把得到的

曲线上各点的横坐标伸长到原来的2倍(纵坐

标不变),得到曲线C2

C.把曲线C1 上各点的横坐标缩短到原来的
1
2
(纵

坐标不变),再把得到的曲线向左平移
π
12

个单位

长度,得到曲线C2

D.把曲线C1 上各点的横坐标伸长到原来的2倍

(纵坐标不变),再把得到的曲线向右平移
π
12

个

单位长度,得到曲线C2

BD 解析:解析:把曲线C1 向左平移
π
3

个单位长

度,得到曲线y=cos4x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos4x+

4π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

再把得到的曲线上各点的横坐标伸长到原来的2

倍(纵坐标不变),得到曲线y=cos2x+
4π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

cos2x+
11π
6 -

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ =sin2x+

11π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,选 项 A 错

误;把曲线C1 向右平移
π
24

个单位长度,得到曲线

y=cos4x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,再把得到的曲线上各点的横坐标

伸长到原来的2倍(纵坐标不变),得 到 曲 线y=

cos2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ =cos2x+

π
3-

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

选项B正确;把曲线C1 上各点的横坐标缩短到原

来的
1
2
(纵坐标不变),得到曲线y=cos8x,再把

所得曲线和向左平移
π
12

个单位长度,得到曲线y=

cos8x+
π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷,选项C错误;把曲线C1 上各点的横

坐标伸长到原来的2倍(纵坐标不变),得到曲线y

=cos2x,再把所得曲线向右平移
π
12

个单位长度,得

到 曲 线 y =cos 2x-
π
12

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú =cos2x-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

cos2x+
π
3-

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,选 项 D正 确.故

选BD.

11.已知函数f(x)=Asin(ωx+φ)(A>0,ω>0,|φ|

<
π
2 ) 的部分图象如图所示,将函数f(x)的图象

向右平移
3π
16

个单位长度,再将图象上所有点的横

坐标变为原来的2倍(纵坐标不变),得到函数y=

g(x)的图象,则 (  )

A.f(x)=2sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.g(x)的图象关于直线x=-
π
8

对称

C.g(x)的图象关于点 π
8
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称

D.函数f(x)+g(x)的最小值为-4

ACD 解析:由图象可得,A=2.设f(x)的最小

正周期为T,则
T
4=
3π
8-

π
8=

π
4
,解得T=π,ω=

2π
T=

2π
π=2

,故f(x)=2sin(2x+φ),

因为f(x)过点 π
8
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以2sin2×

π
8+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷=2,

即
π
4+φ=2kπ+

π
2
,k∈Z,

因为|φ|<
π
2
,所以φ=

π
4
,

故f(x)=2sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,故A正确;

将函数f(x)的图象向右平移
3π
16

个单位长度,则y

=2sin2x-
3π
16

æ

è
ç

ö

ø
÷+
π
4

é

ë
êê

ù

û
úú=2sin2x-

π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷,再将图

象上所有点的横坐标变为原来的2倍(纵坐标不

变),得到函数y=g(x)=2sinx-
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,

g -
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷=- 2≠±2,故B错误;
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g
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,则g(x)的图象关于点 π

8
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对称,故

C正确;

因为f(x)=2sin2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以f(x)min=-2,

当且仅当2x+
π
4=2kπ-

π
2
,即x=kπ-

3π
8
,k∈

Z时取得,因为g(x)=2sinx-
π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以g(x)min

=-2,当且仅当x-
π
8=2mπ-

π
2
,即x=2mπ-

3π
8
,m∈Z时取得,

综上所述,当k 为偶数时,f(x)与g(x)可同时取

得最小值-2,

故函数f(x)+g(x)的最小值为-4,故D正确.

12.如图,摩天轮的半径为40m,其轴心点O 距离地

面的高度为50m,摩天轮按逆时针方向匀速转

动,且20min转一圈,若摩天轮上点P 的起始位

置在最高点处,则下列说法正确的是 (  )

A.摩天轮转动10min后点 P

距离地面10m

B.若摩天轮转速减半,则转动

一圈所需 的 时 间 变 为 原 来

的
1
2

C.第17min和第43min点P 距离地面的高度

相同

D.摩天轮转动一圈,点P 距离地面的高度不低于

70m的时间为5min

AC 解析:由题意知,可以以点O 为原点建立如

图所 示 的 平 面 直 角 坐 标 系,设 转 动 的 时 间 为

tmin,点P 距离地面的高度h(t)=Asin(ωt+φ)

+50,其中|φ|≤
π
2
,ω>0.

由题意得,A=40,函数h(t)的最小正周期 T=

20,得ω=
2π
20=

π
10
,又当t=0时,h(t)=90,所以φ

=
π
2
,所 以h(t)=40sin π

10t+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+50,化 简 得

h(t)=40cos
π
10t+50.

当t=10时,h(t)=10,故

A正确;若摩天轮转速减半,则T=40,转动一圈

所需的时间变为原来的2倍,故B错误;第17min

点P 距离地面的高度为h(17)=40cos
17π
10+50=

40cos
3π
10+50

,第43min点P 距离地面的高度为

h(43)=40cos
43π
10+50=40cos

3π
10+50

,所以第

17min和第43min点P 距离地面的高度相同,故

C正确;若点P 距离地面的高度不低于70m,则

40cos
π
10t+50≥70

,即cos
πt
10≥

1
2
,当0≤t≤20

时,0≤
πt
10≤2π

,则0≤
πt
10≤

π
3

或
5π
3≤

πt
10≤2π

,解得

0≤t≤
10
3

或
50
3≤t≤20

,则摩天轮转动一圈,点P

距离地面的高度不低于70m的时间为
20
3 min

,故

D错误.故选AC.

三、填空题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

得分 13.写出一个最小正周期为1的奇函数

f(x)=    .

sin2πx(答案不唯一) 解析:不 妨 设 f(x)=

sinωx(ω>0),由T=
2π
ω=1

,得ω=2π,即f(x)=

sin2πx 符合题意.

得分 14.“一湾如月弦

初上,半壁澄波镜比明”描

述的是“敦煌八景”之一的

月牙泉.如图所示,月牙泉由两段在同一平面内的

圆弧形岸围成.两岸连接点间的距离为603m.其

中外岸为半圆形,内岸圆弧所在圆的半径为60m.

某游客绕着月牙泉的岸边步行一周,则该游客步行
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的路程为    m.

(40+303)π 解析:如图,是月牙泉的示意图,O

是QT 的中点,P 是内岸圆弧所在圆的圆心,可得

PO⊥QT,由条件可知QT=603,PQ=60,所以

sin∠QPO=
3
2
,所以∠QPO=

π
3
,∠QPT=

2π
3
,所以

月牙泉的周长l=
2π
3×60+π×303=

(40+303)π,

所以该游客步行的路程为(40+303)πm.

得分 15.若tan(α+β)=3,tanβ=
3
2
,则

52sin2α-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=    .

-
23
13 

解析:依题意,tanα=tan[(α+β)-β]=

3-
3
2

1+3×
3
2

=
3
11
,52sin2α-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=5(sin2α-cos2α)

=
5(2sinαcosα-cos2α+sin2α)

sin2α+cos2α =
5(2tanα-1+tan2α)

tan2α+1 =

5× 6
11-1+

9
121

æ

è
ç

ö

ø
÷

9
121+1

=-
23
13.

得分 16.已 知 函 数 f(x)= 2cos(ωx+φ)

ω>0,|φ|<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷, 若 ∃x1,x2 ∈ R, 使 得

f(x1)f(x2)=-2,且|x2-x1|的最小值为
π
2
,则ω

的值为    ;若将f(x)的图象向右平移
π
6

个单

位长度后所得函数图象关于直线x=
7π
12

对称,则

f(x)在区间 π
6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上的最小值为    .

2 -
6
2 

解析:因为f(x)= 2cos(ωx+φ)的最

大值和最小值分别为 2和- 2,又f(x1)f(x2)=

-2,所以f(x1),f(x2)中一个为最大值,一个为

最小值.因为|x2-x1|的最小值为
π
2
,所以f(x)的

最小正周期T 满足
T
2=

π
2
,所以T=π,故ω=

2π
T

=2.将f(x)= 2cos(2x+φ)的图象向右平移
π
6

个单位长度后,所得图象对应的函数为g(x)=

2cos2x+φ-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,由 题 意 可 知,直 线 x=

7π
12

是

g(x)图象的一条对称轴,所以2×
7π
12+φ-

π
3=

kπ,k∈Z,所以φ=-
5π
6+kπ

,k∈Z,又|φ|<
π
2
,

令k=1,则φ=
π
6
,所以f(x)= 2cos2x+

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为x∈ π
6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,所以2x+

π
6∈

π
2
,5π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,所以

f(x)在 区 间 π
6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上 为 减 函 数,故 最 小 值 为

f
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

6
2.

四、解答题(本题共6小题,共70分).

得分 17.(10分)已知角α 的顶点在原点,始边

与x 轴的非负半轴重合,终边为射线2x+y=0(x

≥0).

(1)求2sinα+cosα的值;

(2)求
1+2sin(π+α)sin π2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

sin2α-cos2α
的值.

解:(1)因为角α的终边为射线2x+y=0(x≥0),

所以可设终边上一点P(a,-2a)(a>0).

则tanα=-2,sinα=-
25
5
,cosα=

5
5
,

所以2sinα+cosα=-
35
5 .
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(2)
1+2sin(π+α)sin π2-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

sin2α-cos2α

=
1-2sinαcosα
sin2α-cos2α =

sinα-cosα
sinα+cosα=

tanα-1
tanα+1

,

因为tanα=-2,所以原式=
-2-1
-2+1=3.

得分 18.(12分)设x∈R,函数f(x)=cos(ωx

+φ)ω>0,-
π
2<φ<0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的最小正周期为π,且

f
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
2.

(1)求ω 和φ 的值;
(2)在给定的直角坐标系中作出函数f(x)在[0,
π]上的图象;

(3)若f(x)>
2
2
,求x 的取值范围.

解:(1)因为函数f(x)的最小正周期T=
2π
ω=π

,

所以ω=2,f(x)=cos(2x+φ),

所以 f
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos2×

π
4+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos π

2+φ
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

-sinφ=
3
2
,且-

π
2<φ<0

,所以φ=-
π
3.

(2)由(1)知f(x)=cos2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,列表如下:

x 0 π
6

5π
12

2π
3

11π
12 π

2x-
π
3 -

π
3 0 π

2 π 3π
2

5π
3

f(x)
1
2 1 0 -1 0 1

2

f(x)在[0,π]上的图象如图所示:

(3)因为f(x)>
2
2
,即cos2x-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>
2
2
,

所以2kπ-
π
4<2x-

π
3<2kπ+

π
4
(k∈Z),

则2kπ+
π
12<2x<2kπ+

7π
12
(k∈Z),

即kπ+
π
24<x<kπ+

7π
24
(k∈Z).

所以x的取值范围是{xkπ+
π
24<x<kπ+

7π
24
,k∈Z}.

得分 19.(12分)如图,函数f(x)=2cos(ωx+

φ)A>0,ω>0,-
π
2<φ<

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象与y 轴的交

点为(0,1),且其图象在y 轴右侧的第一个最高点

和第一个最低点的横坐标分别为x0 和x0+2π.

(1)求函数f(x)的解析式;

(2)将函数y=f(x)的图象向左平移a(a∈(0,

2π))个单位长度后,所得图象对应的函数y=

g(x)是奇函数,求a 的值.

解:(1)由题意,知T
2=x0+2π-x0=2π,

所以T=
2π
ω=4π

,得ω=
1
2
,

所以f(0)=2cos
1
2×0+φ

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,即cosφ=

1
2.

因为-
π
2<φ<

π
2
,所以φ=-

π
3

或φ=
π
3
,

当φ=
π
3

时,函数f(x)在(0,+∞)上先取得最小

值,后取得最大值,不符合题意,所以φ=-
π
3
,

所 以 函 数 f (x)的 解 析 式 为 f (x)=

2cos12x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)由题意得g(x)=2cos
1
2
(x+a)-

π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,

因为y=g(x)是奇函数,
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所以g(0)=2cos
a
2-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,

所以
a
2-

π
3=kπ-

π
2
(k∈Z),得a=2kπ-

π
3
(k∈Z),

又a∈(0,2π),所以a=
5π
3
,

当a=
5π
3

时,g(x)=2cos
1
2 x+

5π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷-
π
3

é

ë
êê

ù

û
úú=

2cos12x+
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-2sin

1
2x,满 足 g(-x)=

-g(x),所以g(x)为 奇 函 数,所 以a=
5π
3

满 足

题意.

得分 20.(12 分 )已 知 函 数 f (x)=

2cosπ4-
π
4x

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(1)求函数f(x)图象的对称轴方程;

(2)将函数f(x)的图象向左平移1个单位长度,得

到函数g(x)的图象,若函数y=g(x)+k 在区间

(-2,4)内有两个零点,求实数k的取值范围.

解:(1)f(x)=2cos
π
4-

π
4x

æ

è
ç

ö

ø
÷=2sin π4x+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

令
π
4x+

π
4=

π
2+kπ

,k∈Z,

解得x=1+4k,k∈Z,

所以函数f(x)图象的对称轴方程为x=1+4k,k∈Z.

(2)依题意,将函数f(x)的图象向左平移1个单位

长度后,得到的图象对应函数的解析式为g(x)=

2sin π4
(x+1)+

π
4

é

ë
êê

ù

û
úú=2cos

π
4x
,

函数y=g(x)+k 在区间(-2,4)内有两个零点,

即函数y=g(x)的图象与直线y=-k 在区间

(-2,4)内有两个交点,如图所示,

所以0<-k<2,即-2<k<0,

所以实数k 的取值范围为(-2,0).

得分 21.(12分)已知函数f(x)=2sinxcosx

+23cos2x- 3.

(1)求函数f(x)的单调递减区间;

(2)将函数y=f(x)的图象向左平移
π
6

个单位长

度,再将所得图象上所有点的横坐标缩短到原来的

1
2
,纵坐标不变,得到函数y=g(x)的图象,求y=

g(x)在 -
π
12
,π
8

é

ë
êê

ù

û
úú 上的值域.

解:(1)f(x)=2sinxcosx+2 3cos2x- 3=

sin2x+ 3cos2x=2sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

令2kπ+
π
2≤2x+

π
3≤2kπ+

3π
2
,k∈Z,解得kπ+

π
12≤x≤kπ+

7π
12
,k∈Z,

因 此,函 数 f (x)的 单 调 递 减 区 间 为

kπ+
π
12
,kπ+

7π
12

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈Z).

(2)将函数y=f(x)的图象向左平移
π
6

个单位长

度,可得y=2sin2x+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷+
π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,

即y=2sin2x+
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,

再将所得图象上所有点的横坐标缩短到原来的
1
2
,

纵坐标不变,

得到函数y=g(x)=2sin4x+
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象,

当x∈ -
π
12
,π
8

é

ë
êê

ù

û
úú 时,4x+

2π
3∈

π
3
,7π
6

é

ë
êê

ù

û
úú,

所以2sin4x+
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷∈[-1,2],

所以y=g(x)在 -
π
12
,π
8

é

ë
êê

ù

û
úú 上的值域为[-1,2].

得分 22.(12分)如图,在 Rt△ACB 中,斜边

AB=2,BC=1,在以AB 为直径的半圆上有一点

D(不含端点),∠DAB=θ,设△ABD 的面积为

S1,△ACD 的面积为S2.

(1)若S1=S2,求θ;
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(2)令S=S1-S2,求S 的最大值及此时的θ.

解:因为在Rt△ACB 中,AB=2,BC=1,

所以AC= 3,∠BAC=
π
6
,∠ABC=

π
3.

又因为D 为以AB 为直径的半圆上一点,

所以∠ADB=
π
2.

在Rt△ADB 中,AD=2cosθ,BD=2sinθ,θ∈

0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,作 CF ⊥AD 于 点 F (图 略),则 CF

= 3sinθ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,

S1=
1
2×AD×BD=

1
2×2cosθ×2sinθ=sin2θ

,

S2=
1
2×AD×CF=

1
2×2cosθ× 3sin(θ+π6 )

= 3cosθsinθ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(1)若S1=S2,则sin2θ= 3cosθsinθ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,

因为cosθ≠0,所以2sinθ=3sinθ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
2sinθ

+
3
2cosθ

,整理得sinθ= 3cosθ,

所以tanθ= 3,θ=
π
3.

(2)S=sin2θ- 3cosθsinθ+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin2θ-

3cosθ· 3
2sinθ+

1
2cosθ

æ

è
ç

ö

ø
÷=sin2θ-

3
4sin2θ

-
3
4
(1+cos2θ)=

1
4sin2θ-

3
4cos2θ-

3
4 =

1
2sin2θ-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷-
3
4
,

因为0<θ<
π
2
,所以-

π
3<2θ-

π
3<
2π
3
,

当2θ-
π
3 =

π
2
,即θ=

5π
12

时,S 取 得 最 大 值,

为
2- 3
4 .
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模块综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分).

1.已知集合A={1,2,3,4},B={2,4,6,8},则A∩B

中元素的个数为 (B)

A.1 B.2 C.3 D.4

2.已知角α的终边经过点(3a-9,a+2),且cosα≤

0,sinα>0,则实数a 的取值范围是 (A)

A.(-2,3] B.(-2,3)

C.[-2,3) D.[-2,3]

3.命题“∃x∈R,x2+2x+2≤0”的否定是 (  )

A.∀x∈R,x2+2x+2>0

B.∀x∈R,x2+2x+2≤0

C.∃x∈R,x2+2x+2>0

D.∃x∈R,x2+2x+2≥0

A 解析:存在量词命题的否定是全称量词命题,注

意到要否定结论,故选A.

4.已知函数f(x)=2cos(2x+φ)0<φ<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象

向右平移
π
3

个单位长度后,得到函数g(x)的图象,

若g(x)的图象关于原点对称,则φ= (  )

A.
π
3 B.

π
4 C.

π
6 D.

π
12

C 解 析:将 函 数 f (x)=2cos(2x +φ)

0<φ<
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图 象 向 右 平 移

π
3

个 单 位 长 度 后 得
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g(x)=2cos2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+φ

é

ë
êê

ù

û
úú=2cos2x+φ-

2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又g(x)的图象关于原点对称,则φ-
2π
3=

π
2+kπ

,

k∈Z,得φ=
2π
3+

π
2+kπ=

7π
6+kπ

,k∈Z.

因为0<φ<
π
2
,则当k=-1时,φ=

π
6.

5.设α为锐角,若cosα+
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷=
4
5
,则sin2α+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的

值为 (B)

A.
12
25 B.

24
25 C.-

24
25 D.-

12
25

6.(2021·天津)函数y=
ln|x|
x2+2

的图象大致为(  )

A B

C D

B 解析:设y=f(x)=
ln|x|
x2+2

,则函数f(x)的定

义域为{x|x≠0},关于原点对称,

又f(-x)=
ln|-x|
(-x)2+2=f

(x),所以函数f(x)为

偶函数,排除AC;

当x∈(0,1)时,ln|x|<0,x2+2>0,所以f(x)

<0,排除D.故选B.

7.“a=0”是“函数f(x)=sinx-
1
x+a

为奇函数”的

(C)

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

8.已知定义在R上的奇函数f(x)在[0,+∞)上单调

递减.若f(x2-2x+a)<f(x+1)对任意x∈

[-1,2]恒成立,则实数a 的取值范围为 (D)

A.-∞,
13
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.(-∞,-3)

C.(-3,+∞) D.134
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

二、多项选择题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

9.已知f(x)=
1
2sin2x

,下列关于该函数的说法错误

的是 (  )

A.f(x)的最小正周期为2π

B.f(x)在 -
π
4
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增

C.当 x ∈ -
π
6
,π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 时,f (x)的 取 值 范 围

为 -
3
4
,3
4

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

D.f(x)的图象可由g(x)=
1
2sin2x+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图象

向左平移
π
8

个单位长度得到

ACD 解析:因为f(x)=
1
2sin2x

,所以f(x)的

最小正周期为 T=
2π
2=π

,A不正确;令t=2x∈

-
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,而y=

1
2sint

在 -
π
2
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递

增,所以f(x)在 -
π
4
,π
4

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,B正确;因为

t=2x∈ -
π
3
,2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú,sint∈ -

3
2
,1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,所以f(x)∈

-
3
4
,1
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,C不 正 确;由 于g(x)=

1
2sin(2x+

π
4 )=12sin2x+

π
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú,所 以f(x)的 图 象 可 由

g(x)=
1
2sin2x+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的 图 象 向 右 平 移

π
8

个 单

位长度得到,D不正确.故选 ACD.

10.已知集合M={x|x2=1},N={x|ax=1}.若 N

⊆M,则实数a 的值可能为 (AB)

A.0 B.1 C.2 D.3
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11.对于函数f(x)=lg(|x-2|+1),下列说法正确

的是 (  )

A.f(x+2)是偶函数

B.f(x+2)是奇函数

C.f(x)在区间(-∞,2)上是减函数,在区间(2,

+∞)上是增函数

D.f(x)没有最小值

AC 解析:令g(x)=f(x+2)=lg(|x|+1),g(-x)

=lg(|-x|+1)=g(x),故f(x+2)是偶函数.

作出f(x)的图象(图略),可知f(x)在(-∞,2)

上是减函数,在(2,+∞)上是增函数,函数存在最

小值0.所以A,C正确.

12.若函数f(x)=|logax|-2-x(a>0且a≠1)的两

个零点是m,n,且m<n,则 (  )

A.0<m<1B.mn>1 C.0<mn<1 D.n>1

ACD 解析:由f(x)=0可得|logax|=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

.不

妨设a>1,画出函数y=|logax|,y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的图

象如图所示,结合图象可知0<m<1,n>1,且

-logam=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

,logan=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

,以上两式相减可

得loga(mn)=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

- 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

<0,所以0<mn<1,故

选ACD.

三、填空题(本题共4小题,每小题5分,共20分).

得分 13.lg2+lg5+20+(5
1
3)2×

3
5=
13
2.

得分 14.函数f(x)=
1

(log2x)2-1
的定义域

为 0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷∪(2,+∞).

得分 15.函数f(x)=sin2x+
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-3cosx

的最小值为     .

-4 解析:因为f(x)=sin2x+
3π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-3cosx=

-cos2x-3cosx=-2cos2x-3cosx+1,

令t=cosx,则-1≤t≤1,

令g(t)=-2t2-3t+1,则g(t)图象的开口向下,

对称轴为t=-
3
4
,在[-1,1]上先增后减,

故当t=1即cosx=1时,函数f(x)有最小值-4.

得分 16.已知正实数a,b 满足a+b=4,则

1
a+1+

1
b+3

的最小值为
1
2.

四、解答题(本题共6小题,共70分).

得分 17.(10分)(1)计算:1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2

+4
3
2-log94·

log23-5log57;

(2)化简:
cos(2π-α)cosπ2+α

æ

è
ç

ö

ø
÷

sin(π-α)sin11π2 +α
æ

è
ç

ö

ø
÷

.

解:(1)原式= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2

+(22)
3
2-log32·log23-7=

22+23-1-7=4+8-8=4.

(2)
cos(2π-α)cosπ2+α

æ

è
ç

ö

ø
÷

sin(π-α)sin11π2 +α
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
cosα·(-sinα)
sinα(-cosα)

=1.

得分 18.(12分)已知函数f(x)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

|x|-a

.

(1)求f(x)的单调区间;

(2)若f(x)的最大值是
9
4
,求a 的值.

解:(1)令t=|x|-a,则f(x)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

t

,不论a 取

何值,t=|x|-a 在(-∞,0]上单调递减,在[0,

+∞)上单调递增,

又y=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

t

是单调递减函数,

所以f(x)的单调递增区间是(-∞,0],单调递减

区间是[0,+∞).

(2)由于f(x)的最大值是
9
4
,且9
4=

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2

,
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所以|x|-a 应该有最小值-2,从而a=2.

得分 19.(12分)已知函数f(x)=x2-2ax-

1+a,a∈R.

(1)若a=2,试求函数y=
f(x)
x
(x>0)的最小值;

(2)对于任意x∈[0,2],不等式f(x)≤a 成立,试

求实数a 的取值范围.

解:(1)依题意得

y=
f(x)
x =

x2-4x+1
x =x+

1
x-4.

因为x>0,所以x+
1
x≥2

,当且仅当x=
1
x
,即

x=1时,等号成立.

所以y≥-2.

所以当x=1时,y=
f(x)
x

的最小值为-2.

(2)因为f(x)-a=x2-2ax-1,

所以要使∀x∈[0,2],不等式f(x)≤a 成立,

只要x2-2ax-1≤0在[0,2]上恒成立.

不妨设g(x)=x2-2ax-1,

则只要g(x)≤0在[0,2]上恒成立即可.

所以
g(0)≤0,

g(2)≤0,{

即
0-0-1≤0,

4-4a-1≤0,{ 解得a≥
3
4.

则实数a 的取值范围为 3
4
,+∞

é

ë
êê

ö

ø
÷.

得分 20.(12分)已知函数f(x)=sinωx-

cosωx(ω>0)的最小正周期为π.

(1)求函数y=f(x)图象的对称轴方程;

(2)讨论函数f(x)在 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的单调性.

解:(1)因 为 f (x)=sinωx -cosωx =

2sinωx-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,且T=

2π
ω=π

,

所以ω=2,f(x)= 2sin2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

令2x-
π
4=kπ+

π
2
(k∈Z),得x=

kπ
2+

3π
8
(k∈

Z),即函数f(x)图象的对称轴方程为x=
kπ
2+

3π
8

(k∈Z).

(2)令2kπ-
π
2≤2x-

π
4≤2kπ+

π
2
(k∈Z),得函

数f(x)的单调递增区间为 kπ-
π
8
,kπ+

3π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈

Z).

因为x∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,所以令k=0,得函 数f(x)在

0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的单调递增区间为 0,

3π
8

é

ë
êê

ù

û
úú.

令2kπ+
π
2≤2x-

π
4≤2kπ+

3π
2
(k∈Z),得函数

f(x)的单 调 递 减 区 间 为 kπ+
3π
8
,kπ+

7π
8

é

ë
êê

ù

û
úú(k∈

Z),令k=0,得f(x)在 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的单调递减区间

为 3π
8
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú.

所以f(x)在 0,
3π
8

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,在 3π

8
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单

调递减.

得分 21.(12分)已知角α的顶点在坐标原点,

始边与x 轴的非负半轴重合,终边经过点P(-3,

3).

(1)求sin2α-tanα的值;

(2)若函数f(x)=cos(x-α)cosα-sin(x-α)sinα,

求函数g(x)= 3f
π
2-2x

æ

è
ç

ö

ø
÷-2[f(x)]2在区间

0,
2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上的值域.

解:(1)因为角α的终边经过点P(-3,3),

所以sinα=
1
2
,cosα=-

3
2
,tanα=-

3
3.

所以sin2α-tanα=2sinαcosα-tanα=-
3
2+

3
3=-

3
6.

(2)因为f(x)=cos(x-α)cosα-sin(x-α)·

sinα=cosx,
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所以g(x)= 3cos
π
2-2x

æ

è
ç

ö

ø
÷-2cos2x= 3sin2x-

1-cos2x=2sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷-1.

因为0≤x≤
2π
3
,所以-

π
6≤2x-

π
6≤
7π
6.

所以-
1
2≤sin2x-

π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷≤1,

所以-2≤2sin2x-
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷-1≤1,

故函数g(x)= 3f
π
2-2x

æ

è
ç

ö

ø
÷-2[f(x)]2 在区间

0,
2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上的值域是[-2,1].

得分 22.(12分)某工厂某种产品的年固定成

本为250万元,每生产x 千件该产品,需另投入的

成本C(x)万元.当年产量不足80千件时,C(x)=

1
3x

2+10x;当年产量不小于80千件时,C(x)=

51x+
10000

x -1450.每件产品的售价为0.05万

元,且该厂生产的产品当年能全部售完.

(1)写出年利润L(x)(万元)关于年产量x(千件)

的函数解析式;

(2)当年产量为多少千件时,该厂在这一产品的生

产中所获利润最大?

解:(1)因为每件产品售价为0.05万元,

所以x千件产品的销售额为0.05×1000x=50x(万元).

依题意得,当0<x<80时,L(x)=50x-
1
3x

2-

10x-250=-
1
3x

2+40x-250;

当x≥80时,L(x)=50x-51x-
10000

x +1450-

250=1200- x+
10000

x
æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以L(x)=
-
1
3x

2+40x-250,0<x<80,

1200- x+
10000

x
æ

è
ç

ö

ø
÷,x≥80.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2)当0<x<80时,

L(x)=-
1
3
(x-60)2+950.

当x=60时,L(x)取得最大值L(60)=950.

当x≥80时,L(x)=1200- x+
10000

x
æ

è
ç

ö

ø
÷≤1200

-2 x·10000
x =1200-200=1000.

当且仅当x=
10000

x
,即x=100时,L(x)取得最

大值1000.

由于950<1000,所以当年产量为100千件时,该

厂在这一产品生产中所获利润最大,最大利润为

1000万元.
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