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4.1　数列的概念

第1课时 数列的概念

学习任务目标
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  1.理解数列的有关概念与数列的表示方法.
2.掌握数列的分类,了解数列的单调性.
3.理解数列的通项公式,并会用通项公式写出数列的任一项.(数学运算)
4.能根据数列的前几项写出数列的一个通项公式.(逻辑推理)
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1.数列的概念

数列 按照确定的顺序排列的一列数

项

数列中的每一个数叫做这个数列的项.数列的第

一个位置上的数叫做这个数列的第1项,常用符

号a1表示,第二个位置上的数叫做这个数列的第

2项,用a2表示……第n 个位置上的数叫做这个

数列的第n项,用an表示.其中第1项也叫做首项

表示 a1,a2,…,an,…,简记为{an}

2.数列的分类

分类标准 名称 含义

按项的

个数

有穷数列 项数有限的数列

无穷数列 项数无限的数列

单调性

递增数列
从第2项起,每一项都大于它的

前一项的数列

递减数列
从第2项起,每一项都小于它的

前一项的数列

常数列 各项都相等的数列

3.数列与函数的关系

数列{an}是从 正整数集 N*(或它的 有限子集{1,

2,…,n})到实数集 R的函数,其自变量是序号n,

对应的函数值是数列的第n 项an,记为an=f(n).

另一方面,对于函数y=f(x),如果f(n)(n∈N*)

有意义,那么f(1),f(2),…,f(n),…构成了一个

数列{f(n)}.

4.数列的通项公式

如果数列{an}的第n 项an与它的序号n 之间的对

应关系可以用一个式子来表示,那么这个式子叫做

这个数列的通项公式.通项公式就是数列的函数解

析式,根据通项公式可以写出数列的各项.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)数列中的项互换次序后还是原来的数列.

(× )

(2)数列可分为递增数列和递减数列两类. (× )

(3){an}与an的意义一样,都表示数列. (× )

2.已知数列{an}的通项公式为an=(-1)n·(n2-

1),则a6= (  )

A.35 B.-11 C.-35 D.11

A 解析:a6=(-1)6×(62-1)=35.故选A.

3.请思考并回答下列问题:

(1)数列的记法和集合的记法有些相似,那么数列

与集合的区别是什么?

提示:数列中的数讲究顺序,集合中的元素具有无

序性;数列中可以出现相同的数,集合中的元素具

有互异性;数列是离散的,而集合中的元素并不一

定是离散的;数列本质上是函数,而集合不是函数.
(2)数列可以用一群孤立的点表示吗?

提示:可以,数列是特殊的函数,函数可以用图象法

表示,数列{an}的图象由一群孤立的点(n,an)(n

∈N*)组成.
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(3)数列的通项公式an=f(n)与函数解析式y=

f(x)有什么异同?

提示:如图,数列{an}可以看成以正整数集 N*(或

它的有限子集{1,2,…,n})为定义域的函数an=

f(n),当自变量n 按照从小到大的顺序依次取值

时,所对应的函数值构成数列{an}.不同之处是定

义域,数列中的n 必须是从1开始且取值连续的正

整数,函数的定义域可以是任意非空数集.
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 数列的概念

                1.下列说法正确的是 (  )

A.1,2,3,4,…,n 是无穷数列

B.数列3,5,7与数列7,5,3是相同数列

C.同一个数在数列中不能重复出现

D.数列{2n+1}的第6项是13
D 解析:A错误,数列1,2,…,n 共n 项,是有穷数

列.B错误,数列中的项是有次序的.C错误,数列中

的数可以重复出现.D正确,当n=6时,2×6+1
=13.

2.下列对象是数列的是    ;是有穷数列的是

    ;是无穷数列的是    .
(1){1,3,5,7,9};(2)4,3,2,1,0;(3)所有无理数;
(4)1,2,3,4,…;(5)2,2,2,2,2.

(2)(4)(5) (2)(5) (4) 解析:(1)是集合,不是

数列;(3)不能构成数列,因为没有把所有的无理数

按一定顺序排列起来;(2)(4)(5)是数列,其中(4)
是无穷数列,(2)(5)是有穷数列.

1.判断一组元素是否构成数列的依据

(1)各项是否为“数”.
(2)各数是否按一定顺序排成一列.

2.数列类型的判断

在判断数列是哪一种类型的数列时要紧扣概念及

数列的特点.例如判断数列是有穷数列还是无穷数

列时要看项的个数是有限还是无限.
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 数列的通项公式

                例1 写出下列数列的一个通项公式:

(1)
1
2
,2,
9
2
,8,
25
2
,…;

(2)1,-3,5,-7,9,…;
(3)9,99,999,9999,…;

(4)
22-1
1
,3
2-2
3
,4
2-3
5
,5
2-4
7
,…;

(5)-
1
1×2

,1
2×3

,-
1
3×4

,1
4×5

,…;

(6)4,0,4,0,4,0,….

解:(1)将各项都统一成分数:1
2
,4
2
,9
2
,16
2
,25
2
,…,

所以它的一个通项公式为an=
n2

2.

(2)数列各项的绝对值分别为1,3,5,7,9,…,是连续

的正奇数,其通项公式为 An=2n-1.考虑(-1)n+1

具有转换符号的作用,所以原数列的一个通项公式为

an=(-1)n+1(2n-1).
(3)各项加1后,分别变为10,100,1000,10000,…,

此数列的通项公式为An=10n,可得原数列的一个通

项公式为an=10n-1.
(4)数列中每一项均由三部分组成,分母是从1开始

的奇数,其通项公式为An=2n-1;分子的前一部分

是从2开始的自然数的平方,其通项公式为Bn=(n
+1)2,分子的后一部分是减去一个自然数,其通项公

式为Cn=n.综 合 得 原 数 列 的 一 个 通 项 公 式 为an

=
(n+1)2-n
2n-1 .

(5)这个数列的前4项的绝对值都等于序号与序号加

1的积的倒数,且奇数项为负,偶数项为正,所以它的

一个通项公式为an=(-1)n· 1
n(n+1).

(6)由于该数列中,奇数项全部都是4,偶数项全部都

是0,因此可用分段函数的形式表示通项公式,即an

=
4,n 为奇数,
0,n 为偶数.{ 该数列也可改写为2+2,2-2,2+2,

2-2,2+2,2-2,…,因此其通项公式又可以表示为

an=2+2×(-1)n+1.
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思考1.试以(1)(2)为例,说明数列的前几项化成什

么形式更有利于写出通项公式.
提示:将数列的前n 项统一形式更有利于写出数列

的通项公式.

如(1)改写为
12

2
,2
2

2
,3
2

2
,4
2

2
,5
2

2
,…,写出an=

n2

2
;

(2)改写为(-1)2(2×1-1),(-1)3(2×2-1),

(-1)4(2×3-1),(-1)5(2×4-1),(-1)6(2×5

-1),…,写出an=(-1)n+1(2n-1).
思考2.在(3)的基础上,你能写出数列5,55,555,

5555,…的一个通项公式吗?

提示:易知数列9,99,999,9999,…的每一项先除以

9,再乘5可得数列5,55,555,5555,…,故所求数列

的一个通项公式为an=
5
9
(10n-1).

根据数列的前几项写出数列

的一个通项公式的关注点

(1)根据所给数列的前几项求其通项公式时,需仔细

观察分析,抓住分式中分子、分母的特征,相邻项的变

化特征,拆项后的特征,各项符号特征等,并对此进行

归纳、联想.
(2)根据数列的前几项写出数列的一个通项公式运用

的是不完全归纳法,它蕴含着“从特殊到一般”的思

想.由不完全归纳法得出的结果不一定是可靠的,要
注意代值检验,对于符号的正负变化,可用(-1)n或

(-1)n+1来调整.

写出下列数列的一个通项公式:
(1)3,5,9,17,33,…;
(2)11,102,1003,10004,…;

(3)1
1
2
,2
4
5
,3
9
10
,4
16
17
,…;

(4)2,-6,12,-20,30,-42,….
解:(1)因为a1=3=21+1,a2=5=22+1,a3=9=23

+1,a4=17=24+1,a5=33=25+1,…,所以该数列

的一个通项公式为an=2n+1.
(2)这个数列可以改写为10+1,100+2,1000+3,

10000+4,…,所以该数列的一个通项公式是an=
10n+n.

(3)因为1
1
2=1+

12

12+1
,2
4
5=2+

22

22+1
,3
9
10=3+

32

32+1
,4
16
17=4+

42

42+1
,…,所以该数列的一个通项

公式为an=n+
n2

n2+1.

(4)将数列变形为1×2,-2×3,3×4,-4×5,5×6,

-6×7,…,
所以该数列的一个通项公式为an=(-1)n+1n(n+
1).
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 数列的函数特性

                例2 (1)数列 2n
3n+1{ }是 (  )

A.递增数列 B.递减数列

C.摆动数列 D.常数列

(2)在数列{an}中,an=n2-8n.
①画出{an}的图象;

②根据图象写出数列{an}的单调性.

(1)A 解析:在数列 2n
3n+1{ } 中,an=

2n
3n+1

,

an+1-an=
2n+2
3n+4-

2n
3n+1=

2
(3n+1)(3n+4)>0

,

所以an<an+1.所以数列 2n
3n+1{ } 是递增数列.

(2)解:①列表:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 …

an -7 -12-15-16-15-12 -7 0 9 …

描点,图象如图所示.

②数列{an}在n=1,2,3,4时是递减的,在n=4,5,
6,7,…时是递增的.

数列增减性的判断方法

(1)若已知数列的图象,则可以直接从图象是上升还

是下降来判断数列的增减性.
(2)若已知数列的通项公式,则常用作差法或作商法

来比较相邻两项的大小.需注意:①作商时,要注意数
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列中项的正负;②对于通项是多项式的数列,常作差

后进行因式分解;③对于通项含有根式的数列,常进

行分子或分母有理化.
(3)通过考察函数的单调性来判断数列的增减性.

1.若数列{an}是递减数列,则其通项公式可能是

(  )

A.an=2n B.an=n2

C.an=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

D.an=log2n

C 解析:由于函数f(x)=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在其定义域上是

减函数,故数列an=
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

是递减数列.故选C.

2.若通项公式为an=n2+bn 的数列{an}是递增数

列,则实数b的取值范围是    .
(-3,+∞) 解析:由题意知an+1-an=[(n+1)2

+b(n+1)]-(n2+bn)=2n+1+b>0恒成立,即
b>-2n-1恒成立.而当n∈N* 时,-2n-1的最

大值为-3(当n=1时取得),所以b>-3,即实数

b的取值范围为(-3,+∞).
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课后素养评价(一)

                1.(多选)下列关于数列的说法正确的是 (  )

A.按一定次序排列的一列数叫做数列

B.若{an}表示数列,则an 表示数列的第n 项,an=
f(n)表示数列的通项公式

C.同一个数列的通项公式的形式不一定唯一

D.同一个数列的任意两项均不可能相同

ABC 解析:因为一个数列的每一项的值是可以相

同的,比 如 说 常 数 列,所 以 D项 错 误,A,B,C均

正确.
2.(多选)下面四个数列中,既是无穷数列又是递增数

列的是 (  )

A.1,
1
2
,1
3
,1
4
,…,1

n
,…

B.sin
1
7π
,sin

2
7π
,sin

3
7π
,…,sin

n
7π
,…

C.-1,-
1
2
,-
1
4
,-
1
8
,…,-

1
2n-1,…

D.1,2,3,…

CD 解析:选项C,D既是无穷数列又是递增数列,
而选 项 A 是 递 减 数 列,选 项 B 是 摆 动 数 列.故
选CD.

3.数列-1,3,-7,15,…的一个通项公式可以是

(  )

A.an=(-1)n·(2n-1)

B.an=(-1)n·(2n-1)

C.an=(-1)n+1·(2n-1)
D.an=(-1)n+1·(2n-1)
A 解析:将n=1代入四个选项,可知C中a1=1,
D中a1=1.排除C,D.
当n=3时,代入B项可得a3=-5,排除B.故选A.

4.数列{8n-1}的最小项等于 (  )
A.-1 B.7
C.8 D.不存在

B 解析:数列{8n-1}的最小项为a1=8×1-1=
7.故选B.

5.已知数列{an}满足a1>0,对一切n∈N*,an+1

an
=

1
2
,则数列{an}是 (  )

A.递增数列 B.递减数列

C.摆动数列 D.不确定

B 解析:因 为
an+1

an
=
1
2
,a1>0,则an>0,所 以

an+1<an,故数列{an}是递减数列.故选B.

6.若数列{an}的通项公式是an=
2n

n+1
,则此数列是

(  )
A.递增数列 B.递减数列

C.摆动数列 D.以上都不是

A 解析:因 为 an =
2n

n+1=
2(n+1)-2

n+1 =2-
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2
n+1

,所以an-an-1= 2-
2

n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷- 2-

2
n

æ

è
ç

ö

ø
÷=
2
n

-
2

n+1=
2

n(n+1)>0
(n≥0).因此数列{an}是递

增数列.故选A.
7.(新情境)观察下列5个图形中小圆圈的个数的变

化规律,猜想第n 个图形中有    个小圆圈.

n2-n+1 解析:5个图形中小圆圈的个数分别为

1,1×2+1,2×3+1,3×4+1,4×5+1,…,故第n 个

图形中小圆圈的个数为(n-1)·n+1=n2-n+1.
8.根据下面的通项公式,写出数列的前5项.

(1)an=
n2+1
2n-1

;

(2)an=(-1)n-1·
2n-1
3n .

解:(1)当n=1时,a1=
12+1
2×1-1=2

;

当n=2时,a2=
22+1
2×2-1=

5
3
;

当n=3时,a3=
32+1
2×3-1=2

;

当n=4时,a4=
42+1
2×4-1=

17
7
;

当n=5时,a5=
52+1
2×5-1=

26
9.

(2)当n=1时,a1=(-1)1-1×
2×1-1
3×1 =

1
3
;

当n=2时,a2=(-1)2-1×
2×2-1
3×2 =-

1
2
;

当n=3时,a3=(-1)3-1×
2×3-1
3×3 =

5
9
;

当n=4时,a4=(-1)4-1×
2×4-1
3×4 =-

7
12
;

当n=5时,a5=(-1)5-1×
2×5-1
3×5 =

3
5.
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1.已知数列{an}的通项公式为an=

1+(-1)n+1

2
,则

该数列的前4项依次为 (  )
A.1,0,1,0 B.0,1,0,1

C.
1
2
,0,
1
2
,0 D.2,0,0,2

A 解析:a1=
1+(-1)1+1

2 =
1+1
2 =1;

a2=
1+(-1)2+1

2 =
1-1
2 =0;

a3=
1+(-1)3+1

2 =
1+1
2 =1;

a4=
1+(-1)4+1

2 =
1-1
2 =0.故选A.

2.数列0,
1
3
,1
2
,3
5
,2
3
,…的通项公式为 (  )

A.an=
n-2
n B.an=

n-1
n

C.an=
n-1
n+1 D.an=

n-2
n+2

C 解析:原数列可变形为
0
2
,1
3
,2
4
,3
5
,4
6
,…,

所以an=
n-1
n+1.

3.已知数列{an}的通项公式为an=n2-6n+5,则该

数列中最小项的序号是 (  )
A.3 B.4

C.5 D.6
A 解析:因为an=(n2-6n+9)-4=(n-3)2-
4,所以当n=3时,an 取得最小值.

4.(多选)根据下列通项公式可以判断数列{an}是递

增数列的有 (  )

A.an=n2-3n+1 B.an=-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

C.an=n+
2
n D.an=ln

n
n+1

BD 解析:对于A,因为n∈N*,所以an+1-an=
(n+1)2-3(n+1)+1-n2+3n-1=2n-2≥0,
a2-a1=0,所以an=n2-3n+1时,{an}不是递增

数列;

对于B,an+1-an=-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+1

+ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+1

>

0,所以an=-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

时,{an}是递增数列;

对于 C,an+1-an =n+1+
2

n+1-n-
2
n =

(n+2)(n-1)
n(n+1) ≥0,a2-a1=0,所以an=n+

2
n

时,

{an}不是递增数列;

对于D,an+1-an=ln
n+1
n+2-ln

n
n+1=ln(n+1n+2×

n+1
n )=ln1+ 1

n2+2n
æ

è
ç

ö

ø
÷>0,
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所以an=ln
n

n+1
时,{an}是递增数列.故选BD.

5.已知数列{an}的通项公式为an=an+m(a<0,n
∈N*),满足a1=2,a2=4,则a3=    .

2 解析:由题意得
a1=a+m=2,
a2=a2+m=4,{

所以a2-a=2,
解得a=2或a=-1.又a<0,所以a=-1.
因为a+m=2,所以m=3,
所以an=(-1)n+3,所以a3=(-1)3+3=2.

6.(传统文化)大衍数列来源于《乾坤谱》中对《易》传
“大衍之数五十”作出的推论,主要用于解释中国传

统文化中的太极衍生原理.其前10项依次是0,2,
4,8,12,18,24,32,40,50,则此数列的第20项与第

21项的和为    .
420 解析:由数列的前10项可知,数列的偶数项

的一个通项公式为a2n=2n2,
所以a20=2×102=200.
奇数项的一个通项公式为a2n-1=2(n-1)n,
所以a21=a2×11-1=2×10×11=220,
所以a20+a21=200+220=420.

7.已知数列{an}的通项公式为an=cn+dn-1(n∈

N*),且a2=
3
2
,a4=

3
2
,求an 和a10.

解:因为a2=
3
2
,a4=

3
2
,代 入 通 项 公 式 中 可 得

3
2=2c+

d
2
,

3
2=4c+

d
4
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得c=
1
4
,d=2,

所以an=
n
4+

2
n
,所以a10=

10
4+

2
10=

27
10.

8.已知数列{an}:25,37,49,61,73,…;{bn}:1,4,9,

16,25,….
(1)根据前5项的特征,分别求出它们的一个通项

公式.
(2)根据第(1)题的两个通项公式,判断这两个数列

是否有序号与值都相同的项.如果没有,请说明理

由;如果有,指明它们是第几项.
解:(1)an=12n+13,bn=n2.
(2)有序号和值都相同的项.an=bn,即n2=12n+
13,解得n=13或n=-1(舍去),所以两个数列有

序号与值都相同的项,是两个数列的第13项.
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第2课时 数列的递推公式及前n项和

学习任务目标
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  1.会判断一个实数是否为某个数列的项.(数学抽象)
  2.掌握数列的递推公式及应用.(逻辑推理)
  3.理解Sn与an的关系,能运用这个关系解决相关问题.(数学运算)
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1.数列的递推公式

如果一个数列的相邻两项或多项之间的关系可以

用一个式子来表示,那么这个式子叫做这个数列的

递推公式.
2.数列的前n项和

(1)定义:数列{an}从第1项起到第n 项止的各项

之和,称为数列{an}的前n 项和,记作Sn,即Sn=
a1+a2+…+an.
(2)前n 项和公式:如果数列{an}的前n 项和Sn与

它的序号n 之间的对应关系可以用一个式子来表

示,那么这个式子叫做这个数列的前n 项和公式.
(3)an与Sn的关系:若数列{an}的前n 项和为Sn,

则an=
S1,n=1,

Sn-Sn-1,n≥2.{

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)递推公式也是表示数列的一种方法. (√ )

(2)已知数列{an}满足a1=2,an=2-
1

an-1
(n≥2

且n∈N*),则a2=
3
2. (  )

√ 提示:因为a1=2,an=2-
1

an-1
(n≥2且n∈

N*),所以a2=2-
1
a1
=2-

1
2=

3
2.

(3)设数列{an}的前n项和为Sn,则an=Sn-Sn-1.
(  )

× 提示:当n=1时,a1=S1;当n≥2时,an=Sn

-Sn-1,所以an=
S1,n=1,

Sn-Sn-1,n≥2.{
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2.若数列{an}的前n 项和Sn=n2-10n,则a1=  
  ,a2=    .
-9 -7 解析:因为Sn=n2-10n,所以a1=S1=
12-10×1=-9,a2=S2-S1=-16-(-9)=-7.

3.请思考并回答下列问题:
(1)所有数列都有递推公式吗?

提示:不一定.例如 2精确到1,0.1,0.01,0.001,…

的不足近似值组成的数列:1,1.4,1.41,1.414,…没

有递推公式.
(2)仅由数列{an}满足的关系式an+1=2an(n∈
N*)能否确定这个数列? 若已知a1=1呢?
提示:仅由数列{an}满足的关系式an+1=2an(n∈
N*)只能知道相邻两项的关系,无法确定这个数列.
若已知a1=1,则可以确定这个数列为1,2,4,8,….

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

 数列通项公式的应用

                1.已知数列{an}的通项公式为an=n2-7n-8.
(1)数列中为负数的项的个数是    ;
(2)该数列的最小项为    .
(1)7 (2)-20 解析:(1)令an<0,即n2-7n-
8<0,得-1<n<8.
又n∈N*,所以n 的值为1,2,3,…,7,
所以数列从第1项至第7项均为负数,共7项.
(2)(方法一)an=n2-7n-8是关于n 的二次函

数,图象的对称轴方程为n=
7
2=3.5

,

所以当1≤n≤3时,{an}递减;
当n≥4时,{an}递增.
所以当n=3或n=4时,a3,a4是数列中的最小项,
且最小项a3=a4=-20.
(方法二)设an(n≥2)为数列{an}的最小项.

则
an≤an-1,

an≤an+1,{
即

n2-7n-8≤(n-1)2-7(n-1)-8,
n2-7n-8≤(n+1)2-7(n+1)-8,{

解得3≤n≤4.
因为n∈N*,所以当n=3或n=4时,a3,a4是数

列中的最小项,且最小项a3=a4=-20.

2.已知数列{an}的通项公式为an=3n2-28n.
(1)求这个数列的第4项、第6项.
(2)-49是该数列的第几项?
(3)68是该数列的项吗?
解:(1)根据an=3n2-28n,
得a4=3×42-28×4=-64,
a6=3×62-28×6=-60.
(2)令3n2-28n=-49,

即3n2-28n+49=0,解得n=7或n=
7
3
(舍),

所以-49是该数列的第7项.
(3)令3n2-28n=68,即3n2-28n-68=0,

解得n=-2或n=
34
3
,均不是正整数,

所以68不是数列{an}中的项.

1.如果已知数列的通项公式,只要将相应项数代入通

项公式,就可以写出数列中的指定项.
2.判断某数是否为数列中的一项,步骤如下:
(1)将所给的数代入通项公式中;
(2)解关于n 的方程;
(3)若n 为正整数,说明所给的数是该数列中的项;
若n 不是正整数,则所给的数不是该数列中的项.
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 数列的递推公式

                例1 已知数列{an}满足关系anan+1=1-an+1(n∈
N*)且a2024=2,则a2023等于 (  )

A.-
1
3 B.

1
3 C.-

1
2 D.

1
2

C 解析:由anan+1=1-an+1,得an+1=
1

an+1
.又因

为a2024=2,所以a2023=-
1
2.故选C.

例2 已知数列{an},a1=1,且满足an=3an-1+
(-1)n

2
(n∈N*,且n>1).写出数列{an}的前5项.

解:由题意,得a2=3a1+
(-1)2

2 .

而a1=1,所以a2=3×1+
(-1)2

2 =
7
2.

同理,a3=3a2+
(-1)3

2 =10,

a4=3a3+
(-1)4

2 =
61
2
,

a5=3a4+
(-1)5

2 =91.
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由递推公式写出数列的项的方法

(1)根据递推公式写出数列的前几项,首先要弄清楚

公式中各部分的关系,依次代入计算即可.
(2)若知道的是末项,通常将所给公式整理成用后面

的项表示前面的项的形式,如an=2an+1+1.
(3)若知道的是首项,通常将所给公式整理成用前面

的项表示后面的项的形式,如an+1=
an-1
2 .

1.已知在数列{an}中,a1=-
1
4
,an=1-

1
an-1

(n>

1),则a100= (  )

A.5 B.-
1
4 C.

4
5 D.-

4
5

B 解析:因为a1=-
1
4
,an=1-

1
an-1

(n>1),所

以a2=1-
1
a1
=1-

1

-
1
4

=5,a3=1-
1
a2
=1-

1
5=

4
5
,a4=1-

1
a3
=1-

1
4
5

=1-
5
4=-

1
4
,所以数列

{an}是以3为周期的周期数列.因为100=33×3+

1,所以a100=a1=-
1
4.故选B.

2.已知数列{an}满足a1=0,an+1=
an-

 
3

 
3an+1

(n∈

N*),则a20= (  )

A.0 B.- 3

C.
 
3 D.

 
3
2

B 解析:因为a1=0,a2=
a1-

 
3

 
3a1+1

=-
 
3,a3=

a2-
 
3

 
3a2+1

=
 
3,a4=

a3-
 
3

 
3a3+1

=0,…,

所以数列{an}的各项依次为0,-
 
3,

 
3,0,- 3,

 
3,0,…,周期为3.

因为20=6×3+2,所以a20=a2=-
 
3.故选B.

3.在数列{an}中,若a1=10,an∈N*,且an+1=

an

2
,an 是偶数,

an+3,an 是奇数

ì

î

í

ïï

ïï

(n=1,2,3,…),写出数列{an}

的前5项.

解:由题意得,a1=10,a2=
a1

2=5
,a3=a2+3=8,

a4=
a3

2=4
,a5=

a4

2=2.
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 an与Sn的关系

                例3 已知数列{an}的前n 项和Sn=5n-1,求数列

{an}的通项公式.
解:当n=1时,a1=S1=51-1=4;
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=(5n-1)-(5n-1-1)=
5n-5n-1=4×5n-1.
由于a1=4也满足an=4×5n-1,
因此,数列{an}的通项公式是an=4×5n-1.
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.若“Sn=5n-1”换成“Sn=5n+1”,求数列

{an}的通项公式.
提示:当n=1时,a1=S1=5+1=6;
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=(5n+1)-(5n-1+1)=
4×5n-1.由于a1=6不满足an=4×5n-1,所以数列

{an}的通项公式为an=
6,n=1,

4×5n-1,n≥2.{
思考2.若“Sn=5n-1”换成“Sn=3n+r(r∈R)”,求
数列{an}的通项公式.
提示:当n=1时,a1=S1=3+r;
当n≥2时,an=Sn-Sn-1

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
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􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋=(3n+r)-(3n-1+r)

=3×3n-1-3n-1

=2×3n-1.
令3+r=2×30,解得r=-1.
所以当r=-1时,数列{an}的通 项 公 式 为an=
2×3n-1;
当r≠ -1 时,数 列 {an}的 通 项 公 式 为 an =
3+r,n=1,

2×3n-1,n≥2.{

已知数列{an}的前n项和Sn,求通项公式的步骤

(1)当n=1时,a1=S1.
(2)当n≥2时,根据 Sn 写出Sn-1,化简an=Sn

-Sn-1.
(3)如果a1也满足当n≥2时an=Sn-Sn-1的式子,那
么数列{an}的通项公式为an=Sn-Sn-1;如果a1不满

足当n≥2时an=Sn-Sn-1的式子,那么数列{an}的

通项公式要分段表示为an=
S1,n=1,

Sn-Sn-1,n≥2.{
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1.若数列{an}的前n 项和Sn=2n+1,则
a5+a6

a2
=

(  )

A.7 B.8 C.12 D.24
D 解析:由题意得a5+a6=S6-S4=26-24=
48,a2=S2-S1=22-21=2,

所以
a5+a6

a2
=24.故选D.

2.已知数列{an}的前n 项和Sn=
n+1
n
,求数列{an}

的通项公式.

解:当n=1时,a1=S1=
1+1
1 =2;

当n≥2 时,an =Sn -Sn-1=
n+1
n -

n
n-1=

-
1

n(n-1).

由于a1=2不满足an=-
1

n(n-1)
,

因此,数列{an}的通项公式是an=
2,n=1,

-
1

n(n-1)
,n≥2.

ì

î

í

ï
ï

ïï
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课后素养评价(二)

                1.已知数列{an}的前n 项和为Sn=n3+2n-1,则a1

= (  )
A.0 B.1
C.2 D.3
C 解析:因为Sn=n3+2n-1,当n=1时,S1=
a1=1+2-1=2.故选C.

2.已知数列{an}的前n 项和为Sn=n2,则an 等于

(  )
A.n B.n2

C.2n+1 D.2n-1
D 解析:因为Sn=n2,所以当n≥2时,an=Sn-
Sn-1=n2-(n-1)2=2n-1.
当n=1时,S1=a1=1适合上式,所以an=2n-1.

3.已知数列{an}对任意m,n∈N*,满足am+n=am·
an,且a3=8,则a1= (  )
A.2 B.1

C.±2 D.
1
2

A 解析:令m=n=1,则a2=a1·a1=a2
1.

令m=1,n=2,则a3=a1·a2=a3
1=8,解得a1

=2.
4.(多选)已知数列{an}的通项公式为an=n2-8n+
15.若an=3,则n 的值可能是 (  )
A.2 B.4
C.6 D.8
AC 解析:由n2-8n+15=3,得n2-8n+12=0,
所以n=2或n=6.所以3是{an}中的第2项或第

6项.

5.(多选)符合递推关系式an= 2an-1(n≥2)的数

列可以是 (  )
A.1,2,3,4,…

B.1,2,2,22,…

C.2,2,22,4,…

D.0,2,2,22,…
BC 解析:对于B,C,从第2项起,后一项是前一项

的 2倍,符合递推公式an= 2an-1;对于 A,后一

项与前一项之差为1,通项公式为an=n;对于D,
不符合递推公式.故选BC.

6.(传统文化)如图所示,九连环是中国传统民间益智

玩具,以金属丝制成9个圆环,解开九连环共需要

256步,解下或套上一个环算一步,且九连环的解下

和套上是一对逆过程.把玩九连环时按照一定的程

序反复操作,可以将九个环全部从框架上解下或者

全部套上.将第n 个圆环解下最少需要的步数记为

an(n≤9,n∈N*),已知a1=1,a2=1,按规则有an

=an-1+3an-2+2(n≥3),则解下第5个圆环最少

需要的步数为 (  )

A.15 B.21
C.27 D.31
D 解析:由题意可知a3=a2+3a1+2=6,a4=
a3+3a2+2=11,a5=a4+3a3+2=31.
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7.已知数列{an}的第一项a1=1,以后的各项由公式

an+1=
2an

an+2
(n∈N*)给出,试写出这个数列的前

5项.

解:因为a1=1,an+1=
2an

an+2
(n∈N*),

所以a2=
2a1

a1+2
=
2
3
,

a3=
2a2

a2+2
=
2×
2
3

2
3+2

=
1
2
,

a4=
2a3

a3+2
=
2×
1
2

1
2+2

=
2
5
,

a5=
2a4

a4+2
=
2×
2
5

2
5+2

=
1
3.

故该数列的前5项分别为1,
2
3
,1
2
,2
5
,1
3.
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                1.已知数列{an}的前n 项和为Sn=n2-5n.若它的第

k项满足3<ak<7,则k= (  )
A.4或5 B.5或6
C.6或7 D.7或8
B 解析:当n=1时,S1=-4,即a1=-4;
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=(n2-5n)-[(n-1)2

-5(n-1)]=2n-6.
并且n=1时,a1=2n-6=-4,上式依然成立,故
an=2n-6(n∈N*).

令3<2k-6<7,解得
9
2<k<

13
2
,所以k=5或k=

6.故选B.

2.在数列{an}中,a1=2,an=1-
1

an-1
(n≥2),则

a2023= (  )

A.-
1
2 B.

1
2

C.-1 D.2

D 解析:由a1=2,an=1-
1

an-1
(n≥2)可得

a2=1-
1
a1
=
1
2
,a3=1-

1
a2
=-1,a4=1-

1
a3
=2,

故数列{an}为周期为3的数列,
而2023=3×674+1,故a2023=a1=2.
故选D.

3.(多选)已知数列{an}:1,3,5,…,2n-1,…,数列

{bn}满足b1=2,当n≥2时,bn=abn-1,则 (  )
A.b3=5 B.b4=9
C.b5=15 D.b6=33
ABD 解析:因为an=2n-1,bn=abn-1,所以b2=
ab1=a2=3,b3=ab2=a3=5,b4=ab3=a5=9,b5
=ab4=a9=17,b6=ab5=a17=33.

4.(新情境)已知斐波那契数列{an}满足a1=1,a2=
1,an+2=an+1+an.若a2+a3+a5+a7+a9+…+

a57+a59=ak(k∈N*),则k= (  )
A.2020 B.2021
C.59 D.60
D 解析:由an+2=an+1+an,得a2+a3+a5+a7

+a9+…+a57+a59=a4+a5+a7+a9+…+a57

+a59=a6+a7+a9+…+a57+a59=…=a58+a59

=a60,因此k=60.故选D.
5.下列给出的图形中,星星的个数构成一个数列:1,
3,6,10,…,则该数列的一个递推公式可以是  
  .

an=an-1+n(n≥2) 解析:结合题图易知,a1=1,
a2=3=a1+2,a3=6=a2+3,a4=10=a3+4,所
以an=an-1+n(n≥2).

6.数列{an}的前n 项和Sn=n2·an(n≥2,n∈N*),
且a1=1,则an=    .
2

n(n+1) 
解析:已知Sn=n2·an(n≥2,n∈N*),

当n≥3时,Sn-Sn-1=n2an-(n-1)2an-1⇒n2an

- (n-1)2an-1 =an,进 而 得 (n2 -1)an =
(n-1)2an-1.因为n≥3,所以(n+1)an=(n-1)·

an-1⇒
an

an-1
=
n-1
n+1

(n≥3),

故
an

a2
=
a3

a2
·a4

a3
·a5

a4
·…· an

an-1
=
2
4×

3
5×

4
6×

…

×
n-1
n+1=

6
n(n+1)

(n≥3).因为Sn=n2·an(n≥

2,n∈N*),当n=2时,a1+a2=4a2,又a1=1,解

得a2=
1
3
,所以

an

1
3

=
6

n(n+1)
(n≥3).所以an=

2
n(n+1)

(n≥3).又a1=1=
2
1×2

,a2=
1
3=

2
2×3

,
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所以an=
2

n(n+1)
(n∈N*).

7.在数列{an}中,an=
n2

n2+1.

(1)求数列的第7项.
(2)求证:此数列的各项都在区间(0,1)内.

(3)区间 1
3
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内有没有数列中的项? 若有,有

几项?

(1)解:a7=
72

72+1=
49
50.

(2)证明:因为an=
n2

n2+1=1-
1

n2+1
,

所以0<an<1,故此数列的各项都在区间(0,1)内.

(3)解:区间 1
3
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内有数列{an}中的项.

令
1
3<

n2

n2+1<
2
3
,则1
2<n

2<2,n∈N*,

所以n=1,即在区间 1
3
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内有且只有1项数列

中的项,为a1.
8.数列{an}满足a1=1,an+1+2anan+1-an=0.
(1)写出数列的前5项.
(2)由(1)写出数列{an}的一个通项公式.

(3)实数
1
99

是否为这个数列中的一项? 若是,应为

第几项?

解:(1)由已知可得a1=1,a2=
1
3
,a3=

1
5
,a4=

1
7
,

a5=
1
9.

(2)由(1)可得数列的每一项的分子均为1,分母分

别为1,3,5,7,9,…,所以它的一个通项公式为an

=
1

2n-1.

(3)实数
1
99

是这个数列中的一项.令
1
99=

1
2n-1

,解

得n=50,故
1
99

是这个数列的第50项.
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4.2　等差数列

4.2.1 等差数列的概念

第1课时 等差数列的概念

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解等差数列、等差中项的概念.(数学抽象)
2.掌握等差数列的通项公式,并能运用通项公式解决一些简单的问题.(数学运算)
3.掌握等差数列的判断与证明方法.(逻辑推理)
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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1.等差数列、等差中项的概念

等差

数列

一般地,如果一个数列从第2项起,每一项与它的

前一项的差都等于 同一个常数,那么这个数列就

叫做等差数列,这个常数叫做等差数列的公差,公
差通常用字母d 表示

等差

中项

由三个数a,A,b 组成的等差数列可以看成是最

简单的等差数列.这时,A 叫做a 与b 的等差中

项,且2A=a+b

2.等差数列的通项公式

(1)首项为a1,公差为d 的等差数列{an}的通项公

式为an=a1+(n-1)d.

(2)第n 项与第m 项的关系为an=am+(n-m)d,

从而变形可得d=
an-am

n-m .

3.等差数列的函数特性

(1)an=a1+(n-1)d=dn+(a1-d),所以当d≠

0时,等差数列{an}的第n 项an是一次函数f(x)

=dx+(a1-d)(x∈R)当x=n 时的函数值,即an

=f(n).
(2)任给一次函数f(x)=kx+b(k,b 为常数),则

f(1)=k+b,f(2)=2k+b,…,f(n)=nk+b,…
构成一个等差数列{nk+b},其首项为k+b,公差

为k.
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1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)如果一个数列的每一项与它的前一项的差是一

个常数,那么这个数列是等差数列. (× )
(2)数列0,0,0,0,…不是等差数列. (× )
(3)在等差数列中,除第1项和最后一项外,其余各

项都是它前一项和后一项的等差中项. (√ )
2.在等差数列{an}中,首项a1=5,公差d=3,则当

an=2024时,n 等于 (  )
A.671 B.672 C.673 D.674
D 解析:因为a1=5,d=3,所以an=5+(n-1)
×3=3n+2.令3n+2=2024,得n=674.

3.请思考并回答下列问题:
(1)已 知 数 列 {an }的 通 项 公 式 为 an =
1,n=1,
n+1,n≥2,{ 则{an}是等差数列吗? 为什么?

提示:不是.数列{an}为1,3,4,5,6,…,第2项与第

1项的差是2,从第3项起,每一项与它的前一项的

差都是1,不符合等差数列的定义.
(2)数列1,2,1,2,1,2的相邻两项的差(大减小)都

是1,这个数列是等差数列吗? 为什么?

提示:不是.等差数列的定义中“每一项与它的前一

项的差”是指“相邻两项中用后项减去前项”.
(3)任何两个数都有等差中项吗?

提示:任何两个数都有等差中项.
(4)等差数列{an}一定是递增数列吗? 如果不是,

有哪些可能的情况?

提示:不一定.若公差d>0,则数列{an}为递增数

列;若公差d<0,则数列{an}为递减数列;若公差

d=0,则数列{an}为常数列.
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 等差数列及等差中项的概念

                1.(多选)下列说法正确的是 (  )
A.若a-b=b-c,则a,b,c成等差数列

B.若an-an-1=n(n∈N*且n>1),则{an}是等差

数列

C.等差数列是相邻两项中的后项与前项之差都等

于同一个常数的数列

D.等差数列的公差是该数列中任意两项的差

AC 解析:对于 A,由a-b=b-c,可得a+c=
2b,因此a,b,c成等差数列,A正确;对于B,n 不是

固定常数,该数列不是等差数列,B错误;对于C,根
据等差数列的定义可知,C正确;对于D,公差应为

相邻两项中后项减前项之差,D错误.
2.若数列{an}是等差数列,且an=an2+n,则实数a
=    .
0 解析:因为{an}是等差数列,所以an+1-an为常

数,所以[a(n+1)2+(n+1)]-(an2+n)=2an+
a+1为常数,所以2a=0,解得a=0.

3.若m 和2n 的等差中项为4,2m 和n 的等差中项为

5,则m 与n 的等差中项是    .

3 解析:由 m 和2n 的等差中项为4,得 m+2n
=8.
由2m 和n 的等差中项为5,得2m+n=10.两式相

加,并整理得m+n=6.所以m 与n 的等差中项为

m+n
2 =

6
2=3.

1.判断一个数列是不是等差数列,要紧扣等差数列的

定义,切记不可通过计算a2-a1,a3-a2,a4-a3

等有限个式子的值后,根据它们的值都是同一个常

数,就得出该数列为等差数列的结论(由以上3个

式子仅可得出数列{an}的前4项成等差数列),因
为由特殊到一般得出的结论不一定正确.

2.a,b,c成等差数列的充要条件b=
a+c
2
(或2b=a

+c)可用来进行等差数列的判断或解决有关等差

中项的计算问题.如若{an}为等差数列,则2an+1=
an+an+2(n∈N*).
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 等差数列的通项公式

                例1 (1)在等差数列{an}中,已知a5=11,a8=5,求

数列{an}的通项公式及a10的值.

(2)在等差数列{an}中,已知a5=10,a12=31,求首项

a1与公差d.

解:(1)(方法一)设an=a1+(n-1)d,

则
a5=a1+(5-1)d,
a8=a1+(8-1)d,{

即
11=a1+4d,
5=a1+7d,{ 解得

a1=19,
d=-2.{

所以an=-2n+21.
所以a10=-2×10+21=1.
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(方法二)设an=An+B,

则
a5=5A+B,
a8=8A+B,{ 即

11=5A+B,
5=8A+B,{ 解得

A=-2,
B=21.{

所以an=-2n+21.所以a10=1.
(2)设an=a1+(n-1)d.
因为a5=10,a12=31,

所以
a1+4d=10,
a1+11d=31,{ 解得

a1=-2,
d=3.{

所以等差数列{an}的首项a1=-2,公差d=3.

求等差数列通项公式的方法

(1)通过解方程组求得a1,d 的值,再利用an=a1+
(n-1)d 写出通项公式,这是求解这类问题的基本

方法.

(2)已知等差数列中的两项,可用d=
an-am

n-m
直接求

得公差,再利用an=am+(n-m)d 写出通项公式.
(3)抓住等差数列的通项公式的结构特点,通过an是

关于n 的一次函数,列出方程组求解.

1.已知数列{an}为等差数列,a3=
5
4
,a7=-

7
4
,求

a15的值.

解:设等差数列{an}的公差为d.

由

a3=
5
4
,

a7=-
7
4
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

得

a1+2d=
5
4
,

a1+6d=-
7
4
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得

a1=
11
4
,

d=-
3
4.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以a15=a1+(15-1)d=
11
4+14× -

3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=

-
31
4.

2.已知在等差数列{an}中,a1+a3+a5=18,a5+a7

=-6,求数列{an}的通项公式.
解:设等差数列{an}的公差为d.
由a1+a3+a5=3a3=18,得a3=6,

由a5+a7=2a6=-6,得a6=-3,

故公差d=
a6-a3

6-3 =
-3-6
3 =-3.

故数列{an}的通项公式为an=a3+(n-3)d=6-

3(n-3)=-3n+15.
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 等差数列的判定

                
例2 已知

1
a
,1
b
,1
c

成等差数列,求证:b+c
a
,a+c

b
,

a+b
c

成等差数列.

证明:因为
1
a
,1
b
,1
c

成等差数列,

所以
2
b=

1
a+

1
c
,即2ac=b(a+c).

而
b+c
a +

a+b
c =

c(b+c)+a(a+b)
ac

=
c2+a2+b(a+c)

ac =
c2+a2+2ac

ac

=
c2+a2+2ac
b(a+c)
2

=
2(a+c)

b
,

所以
b+c
a
,a+c

b
,a+b

c
成等差数列.

例3 已知数列{an}满足a1=1,且nan+1-(n+1)an

=2n2+2n.
(1)求a2,a3;

(2)证明数列 an

n{ }是等差数列,并求{an}的通项公式.

(1)解:由已知,得a2-2a1=4,则a2=2a1+4.
又a1=1,所以a2=6.

由2a3-3a2=12,
得2a3=12+3a2,所以a3=15.
(2)证明:由nan+1-(n+1)an=2n2+2n,

得
nan+1-(n+1)an

n(n+1) =2,即
an+1

n+1-
an

n=2
,

所以数列
an

n{ } 是首项为
a1

1=1
,公差为d=2的等差

数列.

所以
an

n=1+2
(n-1)=2n-1.所以an=2n2-n.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.用定义法证明数列
an

n{ } 是等差数列时,需要

证明一个什么样的等式成立?

提示:需要证明
an+1

n+1-
an

n=
常数.

思考2.将数列{an}满足的条件改为:a1=1,a2=3,
且2nan=(n-1)an-1+(n+1)an+1,能判断哪个数

列是等 差 数 列? 如 何 进 一 步 求 数 列{an}的 通 项

公式?
提示:能判断数列{nan}是等差数列.
因为2nan=(n-1)an-1+(n+1)an+1,
所以nan-(n-1)an-1=(n+1)an+1-nan.
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􀪋故数列{nan-(n-1)an-1}为常数列,且2a2-a1

=5,
所以nan-(n-1)an-1=5,
因此数列{nan}是以1为首项,5为公差的等差数列.

所以nan=1+5(n-1)=5n-4,因此an=
5n-4

n .

等差数列的判定方法

(1)定义法:an+1-an=d(常数)(n∈N*)⇔{an}是
等差数列;an-an-1=d(常数)(n≥2,n∈N*)⇔
{an}是等差数列.
(2)等差中项法:证明对任意正整数n 都有2an+1=
an+an+2.
(3)通项公式法:得出an=pn+q 后,再根据定义判

定数列{an}为等差数列.
注意:要证明一个数列是等差数列,则必须使用等差

数列的定义或等差中项的定义.

1.判断满足下列条件的数列是否为等差数列,若是等

差数列,求出首项和公差.
(1)在数列{an}中,an=3n+2;
(2)在数列{an}中,an=n2+n.
解:(1)an+1-an=3(n+1)+2-(3n+2)=3(n∈
N*),故该数列为等差数列,首项a1=5,公差d=3.
(2)an+1-an=(n+1)2+(n+1)-(n2+n)=2n+
2,故该数列不是等差数列.

2.已知数列{an},a1=
3
5
,an=2-

1
an-1

(n≥2,n∈

N*),数列{bn}满足bn=
1

an-1
(n∈N*).求证:数

列{bn}是等差数列,并求出通项公式.

证明:因 为an=2-
1

an-1
(n≥2,n∈N*),bn=

1
an-1

(n∈N*),

所以bn+1-bn=
1

an+1-1
-
1

an-1

=
1

2-
1
an
-1
-
1

an-1

=
an

an-1
-
1

an-1
=1.

又b1=
1

a1-1
=-

5
2
,

所以数列{bn}是以-
5
2

为首项,1为公差的等差数

列,通项公式为bn=n-
7
2.
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课后素养评价(三)

                
1.已知a=

1
 
2+1

,b=
1

 
2-1

,则a 与b的等差中项为

(  )

A.2
 
2 B.

 
2 C.1 D.

 
2
2

B 解析:由已知可得,a+b=
1

 
2+1

+
1

 
2-1

=

 
2-1+

 
2+1

( 2+1)(
 
2-1)

=2
 
2.

设a 与b的等差中项为m,

根据等差中项的定义,有m=
a+b
2 =

 
2.故选B.

2.已知在△ABC 中,三个内角∠A,∠B,∠C 的度数

成等差数列,则∠B 等于 (  )
A.30° B.60° C.90° D.120°

B 解析:因为∠A,∠B,∠C 的度数成等差数列,
所以∠A+∠C=2∠B.又∠A+∠B+∠C=
180°,所以∠B=60°.

3.(多选)下列数列中,是等差数列的是 (  )
A.1,4,7,10
B.lg2,lg4,lg8,lg16
C.25,24,23,22

D.10,8,6,4,2
ABD 解析:A,B,D满足等差数列的定义,是等差

数列;
C中,因为24-25≠23-24≠22-23,不满足等差数

列的定义,所以不是等差数列.
4.在等差数列{an}中,a1+a2+a3=9,a4+a5=16,

则a6= (  )
A.9 B.10 C.11 D.12
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C 解析:因为a1+a2+a3=3a1+3d=9,a4+
a5=2a1+7d=16,所以可解得a1=1,d=2,所以

a6=a1+5d=1+10=11.故选C.
5.已知在等差数列{an}中,a1=-1,公差d=2,若
an-1=15,则n 的值为 (  )

A.7 B.8
C.9 D.10
D 解析:an-1=a1+(n-2)d=-1+2(n-2)=
2n-5=15,所以n=10.

6.在等差数列{an}中,a1=8,a5=2.若在相邻两项之

间各插入一个数,使之成一个新的等差数列,则新

等差数列的公差为 (  )

A.
3
4 B.-

3
4

C.-
6
7 D.-1

B 解析:由题意,在新等差数列中,首项为8,第9
项为2,

所以新公差d'=
2-8
9-1=

-6
8 =-

3
4.

7.在等差数列40,37,34,…中,第一个负数项是

(  )

A.第13项 B.第14项

C.第15项 D.第16项

C 解析:由37-40=-3可知等差数列首项为

40,公差为-3,则通项公式为an=40+(n-1)·

(-3)=43-3n.令43-3n<0,解得n>
43
3
,故第一

个负数项是第15项.故选C.
8.(多选)下列命题正确的是 (  )

A.给出数列的有限项就可以唯一确定这个数列的

通项公式

B.若等差数列{an}的公差d>0,则{an}是递增

数列

C.若a,b,c 成等差数列,则1
a
,1
b
,1
c

可能成等差

数列

D.若数列{an}是等差数列,则数列{an+2an+1}也
是等差数列

BCD 解析:A选项中,给出数列的有限项不一定

可以唯一确定通项公式;B选项中,由等差数列的

函数特性,知d>0时{an}必是递增数列;C选项

中,a=b=c=1时,1
a=

1
b=

1
c=1

,此时
1
a
,1
b
,1
c

成等差数列;D选项中,数列{an}是等差数列,公差

为d,所以an+2an+1=a1+(n-1)d+2a1+2nd=
3a1+(3n-1)d=3a1+2d+(n-1)·3d,{an+
2an+1}也是等差数列.故选BCD.

9.已知等差数列{an}.
(1)若a5=4,a10=-9,求a20;
(2)若a5-a3=12,a12=20,求a1 和公差d;
(3)若a3a4=-7,a4-a3=8,求a7.
解:(1)设等差数列{an}的公差为d,由a5=4,a10

=-9,

得
a1+4d=4,
a1+9d=-9,{ 解得

a1=
72
5
,

d=-
13
5.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以a20=a1+19d=-35.
(2)因为a5-a3=12,所以公差d=6.又a12=20,
所以a1+11d=20,解得a1=-46,即a1=-46,d
=6.
(3)设等差数列{an}的公差为d,因为a4-a3=8,
所以d=8.
又因为a3a4=-7,所以a3(a3+8)=-7,解得a3

=-1或a3=-7.
当a3=-1时,a7=a3+4d=31;
当a3=-7时,a7=a3+4d=25.
综上,a7 的值为31或25.
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                1.若等差数列{an}的首项为70,公差为-9,则这个数

列中绝对值最小的一项为 (  )
A.a8 B.a9

C.a10 D.a11

B 解析:由已知条件知an=a1+(n-1)d=70+
(n-1)×(-9)=79-9n,
所以a8=7,a9=-2,a10=-11,故绝对值最小的

一项为a9.
2.(新情境)已知数列{an}的各项均为正数,且满足

a1=1,
1
a2

n
-
1

a2
n-1
=1(n≥2,n∈N*),则a1024=

(  )

A.
2
16 B.

1
16

C.
2
32 D.

1
32

D 解析:因为数列{an}的各项均为正数,且满足

a1=1,
1
a2

n
-
1

a2
n-1
=1(n≥2,n∈N*),

所以数列
1
a2

n
{ } 是首项为1,公差为1的等差数列.

所以
1
a2

n
=1+(n-1)=n,解得an=

1
n

.
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所以a1024=
1
1024

=
1
32.

故选D.

3.(多选)已知四个数成等差数列,它们的和为28,中
间两项的积为40,则这四个数依次为 (  )

A.-2,4,10,16 B.16,10,4,-2
C.2,5,8,11 D.11,8,5,2
AB 解析:设这四个数分别为a-3d,a-d,a+
d,a+3d,

则
a-3d+a-d+a+d+a+3d=28,
(a-d)(a+d)=40,{

解得
a=7,
d=3{ 或

a=7,
d=-3,{

所以这四个数依次为-2,4,10,16或16,10,4,-2.
故选AB.

4.(多选)设d 为正项等差数列{an}的公差.若d>0,
a3=2,则 (  )

A.a2·a4<4

B.a2
2+a4≥

15
4

C.
1
a1
+
1
a5
>1

D.a1·a5>a2·a4

ABC 解析:由 题 意 知
a1=2-2d>0,

d>0,{ 解 得0<

d<1.
a2·a4=(2-d)·(2+d)=4-d2<4,A正确;

a2
2+a4=(2-d)2+(2+d)=d2-3d+6>4≥

15
4
,

B正确;

1
a1
+
1
a5
=

1
2-2d+

1
2+2d=

1
1-d2>1,C正确;

a1·a5-a2·a4=(2-2d)·(2+2d)-(2-d)·
(2+d)=-3d2<0,所以a1·a5<a2·a4,D错误.

5.(新情境)已知△ABC 内有2019个点,其中任意三

点不共线,把这2019个点与△ABC 的三个顶点共

2022个点作为顶点构造互不相叠的小三角形,则
一共可构造的小三角形的个数为    .
4039 解析:设△ABC 内有n 个点时,小三角形有

an 个.
现增加一个点,则此点必落入某一个小三角形内,
且此点与小三角形三个顶点的连线把此小三角形

分成三个与原来所有小三角形都不相叠的三个小

三角形,故 三 角 形 总 数 多 出 了 两 个,即an+1=an

+2.
因此数列{an}是以3为首项,2为公差的等差数列,
所以an=3+(n-1)×2=2n+1,于是a2019=2×
2019+1=4039.

6.在等差数列{an}中,已知a4=70,a21=-100.
(1)求首项a1 与公差d,并写出通项公式;
(2)数列{an}中有多少项在区间[-18,18]内?

解:(1)因为
a4=a1+3d=70,

a21=a1+20d=-100,{
所以

a1=100,

d=-10.{
所以an=a1+(n-1)d=100+(n-1)×(-10)=
-10n+110.
(2)令-18≤an≤18,即-18≤-10n+110≤18,
得9.2≤n≤12.8.因为n∈N*,所以n 的值为10,

11,12.
所以数列{an}中有3项在区间[-18,18]内.

7.在数列{an}中,a1=1,3anan-1+an-an-1=0(n≥
2,n∈N*).

(1)求证:数列 1
an
{ }是等差数列.

(2)求数列{an}的通项公式.
(1)证明:由3anan-1+an-an-1=0(n≥2,n∈
N*),

整理得
1
an
-
1

an-1
=3(n≥2,n∈N*),

所以数列 1
an
{ } 是以1为首项,3为公差的等差数列.

(2)解:由(1)可得
1
an
=1+3(n-1)=3n-2,

所以an=
1

3n-2
(n∈N*).
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第2课时 等差数列的性质及应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能够根据等差数列的定义和通项公式推出等差数列的重要性质.(逻辑推理)
  2.能够运用等差数列的性质解决有关问题.(数学运算)
  3.能够运用等差数列的知识解决简单的实际问题.(数学建模)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
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􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                

等差数列的性质

1.(1)若{an},{bn}分别是公差为d1,d2的等差数列,
则数列{pan+qbn}(p,q∈R)是公差为pd1+qd2

的等差数列.
(2)若{an}是公差为d 的等差数列,则ak,ak+m,
ak+2m,…(k,m∈N*)是公差为md 的等差数列.

2.(1)等差数列的项的对称性:在有穷等差数列中,与
首末两项“等距离”的两项之和等于首项与末项的

和,即a1+an=a2+an-1=a3+an-2=….
(2)在等差数列{an}中,若m+n=p+q(m,n,p,q
∈N*),则am+an=ap+aq.特别地,若m+n=2k
(m,n,k∈N*),则am+an=2ak.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)在等差数列{an}中,若am+an=ap+aq,则m
+n=p+q. (× )
(2)若{an}是等差数列,则数列{2an+n}也是等差

数列. (  )
√ 提示:设{an}的公差为d(d 为常数),则2an+1

+(n+1)-(2an+n)=2(an+1-an)+1=2d+1,
为常数,因此{2an+n}是等差数列.
(3)在等差数列{an}中,若m+n+p=3t(m,n,p,
t∈N*),则am+an+ap=3at. (√ )

2.已知等差数列{an},a7+a19=19,a9=1,则a17等于

(  )

A.20 B.18 C.15 D.17
B 解析:因为a7+a19=a9+a17=19,所以a17=
19-a9=18.

3.请思考并回答下列问题:
(1)已知等差数列中任意两项是否可以直接求

公差?
提示:等差数列{an}的图象是均匀分布在一条直线

上的孤立的点,任选其中两点(n,an)(m,am)(m≠

n),类比直线的斜率公式可知公差d=
an-am

n-m .

(2)已知等差数列{an},取其奇数项组成一个新数

列,则此数列是否为等差数列? 若取偶数项呢?
提示:设等差数列{an}的公差为d,其奇数项为a1,

a3,a5,…,是公差为2d 的等差数列.同样,偶数项

也是公差为2d 的等差数列.从等差数列中,每隔一

定的距离抽取一项,组成的数列仍为等差数列.
(3)若数列a1,a3,a5,…和a2,a4,a6,…都是公差

为d 的等差 数 列,则a1,a2,a3,…是 否 为 等 差

数列?
提示:不一定.例如:1,2,3,…和10,11,12,…都是

公差为1的等差数列,但是1,10,2,11,3,12,…不

是等差数列.
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 等差数列的性质

                例1 (1)已知等差数列{an}中a3+a4+a5+a6+a7

=70,求a1+a9.
(2)已知数列{an},{bn}都是等差数列,且a1=2,b1
=-3,a7-b7=17,求a19-b19.
解:(1)由等差数列的性质,得a3+a7=a4+a6=2a5

=a1+a9,所以a3+a4+a5+a6+a7=5a5=70,于
是a5=14,故a1+a9=2a5=28.
(2)令cn=an-bn.因为{an},{bn}都是等差数列,所

以{cn}也是等差数列.设数列{cn}的公差为d.由已

知,得c1=a1-b1=5,c7=17,则5+6d=17,解得d
=2.故a19-b19=c19=5+18×2=41.
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.本例(2)中,令cn=an-bn,数列{cn}是等差

数列吗? 如果是,其公差与数列{an},{bn}的公差

d1 和d2 有什么关系?
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􀪋提示:cn+1-cn=(an+1-bn+1)-(an-bn)=(an+1

-an)-(bn+1-bn)=d1-d2.
故数列{cn}是等差数列,其公差为d1-d2.
思考2.本例(2)中,若将“a7-b7=17”改为“a7+b7
=17”,求a19+b19.
解:易证数列{an+bn}仍是等差数列,设其公差为

d,则6d=(a7+b7)-(a1+b1)=17-(-1)=18,
解得d=3.
所以a19+b19=(a7+b7)+12d=17+12×3=53.

解决等差数列基本运算问题的两种方法

(1)利用基本量运算,借助于a1,d 建立方程组进行

运算,这是最基本的方法.
(2)运用等差数列{an}的性质:若 m+n=p+q=
2ω,则am+an=ap+aq=2aω(m,n,p,q,ω∈N*).

1.已知{an}为等差数列,a4+a7+a10=30,则a3-

2a5 的值为 (  )

A.10 B.-10
C.15 D.-15
B 解析:因为a4+a7+a10=3a7=30,
所以a7=10,
而a3-2a5=a3-(a3+a7)=-a7=-10.

2.已知等差数列{an},a5=10,a15=25,求a25.
解:(方法一)设等差数列{an}的公差为d,

则
a1+4d=10,

a1+14d=25,{ 解得

a1=4,

d=
3
2.

ì

î

í

ïï

ïï

故a25=a1+24d=4+24×
3
2=40.

(方法二)在等差数列{an}中,因为5+25=2×15,
所以有a5+a25=2a15,从而a25=2a15-a5=2×25
-10=40.
(方法三)因为5,15,25是等差数列,所以a5,a15,

a25也是等差数列,因此a25-a15=a15-a5,即a25

-25=25-10,解得a25=40.
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 等差数列的实际应用

                例2 (1)某公司经销一种产品,第1年可获利200万

元.从第2年起,由于市场竞争等方面的原因,其利润

每年比上一年减少20万元.按照这一规律,如果公司

不引进新产品,也不调整经营策略,那么从哪一年起,
该公司经销这一产品将会亏损?
(2)通常情况下,从地面到10km高空,高度每增加1
km,气温就下降某一个固定数值.如果1km高度的

气温是8.5℃,5km 高度的气温是-17.5℃,求2
km,4km,8km高度的气温.
解:(1)设第n 年的利润为an万元,

则a1=200,an-an-1=-20(n≥2,n∈N*).
所以每年的利润可构成一个等差数列{an},且公差

d=-20.所以an=a1+(n-1)d=200+(n-1)×
(-20)=220-20n.
若an<0,则该公司经销这一产品将会亏损.
由an=220-20n<0,得n>11.
故从第12年起,该公司经销这一产品将会亏损.
(2)设{an}表示自下而上各高度气温组成的等差数

列,公差为d,则a1=8.5,a5=-17.5.
由a5=a1+4d=8.5+4d=-17.5,解得d=-6.5.
所以an=15-6.5n(1≤n≤10,n∈N*).
所以a2=2,a4=-11,a8=-37,
即2km,4km,8km 高 度 的 气 温 分 别 为 2 ℃,

-11℃,-37℃.

解答数列实际应用问题的基本步骤

(1)审题,即仔细阅读材料,认真理解题意;
(2)建模,即将已知条件翻译成数学(数列)语言,将实

际问题转化成数学问题;
(3)判型,即判断该数列是否为等差数列;
(4)求解,即求出该问题的数学解;
(5)还原,即将所得数学解还原到实际问题中.

梯子的最高一级宽33cm,最低一级宽110cm,中间

还有10级,各级的宽度成等差数列,计算中间各级的

宽度.
解:用数列{an}表示梯子自上而下各级宽度所组成的

等差数列,公差为d.
由已知,得a1=33,a12=110.
由通项公式,得a12=a1+(12-1)d,
即110=33+11d,解得d=7.
因此,a2=33+7=40,a3=40+7=47,a4=54,a5=

61,a6=68,a7=75,a8=82,a9=89,a10=96,a11

=103.
所以,梯子中间各级的宽度从上而下依次是40cm,

47cm,54cm,61cm,68cm,75cm,82cm,89cm,

96cm,103cm.
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 等差数列的综合问题

                例3 (1)已知递减等差数列{an}的前三项和为18,
前三项的积为66,求数列{an}的通项公式.
(2)已知两个等差数列2,5,8,…,197与2,7,12,…,
197,求它们的相同项构成的数列的通项公式及相同

项的个数.
解:(1)(方法一)设等差数列{an}的公差为d.

依题意,得 a1+a2+a3=18,
a1a2a3=66,{

所以
3a1+3d=18,
a1(a1+d)(a1+2d)=66,{

解得
a1=11,
d=-5{ 或

a1=1,
d=5.{

因为数列{an}是递减等差数列,所以d<0.
故a1=11,d=-5.
所以an=11+(n-1)×(-5)=-5n+16,
即等差数列{an}的通项公式为an=-5n+16.
(方法二)设等差数列{an}的前三项依次为a-d,a,

a+d,则
(a-d)+a+(a+d)=18,
(a-d)a(a+d)=66,{ 解得

a=6,
d=±5.{

又因为数列{an}是递减等差数列,所以d<0,
所以a=6,d=-5.
所以等差数列{an}的首项a1=11,公差d=-5.
所以an=11+(n-1)×(-5)=-5n+16.
(2)(方法一)记数列2,5,8,…,197为{an},由已知,
数列{an}的首项为2,公差为3,
所以通项公式为an=3n-1(1≤n≤66).
记数列2,7,12,…,197为{bm},由已知得数列{bm}
的首项为2,公差为5,则bm=5m-3(1≤m≤40).
若数列{an}的第n 项与数列{bm}的第m 项相同,
即an=bm,则3n-1=5m-3,

所以n=
5m-2
3 =m+

2(m-1)
3 .

又n∈N*,所以必须有 m-1=3k,即 m=3k+1(k
为非负整数).
又1≤m≤40,所以m=1,4,7,…,40.
所以两数列的相同项为2,17,32,…,197.
记两数列的相同项构成的数列为{cn},则{cn}的通项

公式 为cn=15n-13,共 有
40-1
3 +1=14(个)相

同项.
(方法二)由方法一知,两数列的通项公式分别为an

=3n-1(1≤n≤66),bm=5m-3(1≤m≤40),设它

们的相同项构成的数列为{cn},则c1=2.

因为数列{an},{bn}为等差数列,所以数列{cn}仍为

等差数列,且公差d=15.
所以cn=c1+(n-1)d=2+(n-1)×15=15n-13.
令2≤15n-13≤197,得1≤n≤14,所以两数列共有

14个相同项.

等差数列的项的常见设法

(1)通项法

设数列的通项公式,即设an=a1+(n-1)d.
(2)对称项法

①当等差数列{an}的项数为奇数时,可设中间一项为

a,再以公差为d 向两边分别设项:…,a-2d,a-d,
a,a+d,a+2d,…;
②当等差数列{an}的项数为偶数时,可设中间两项分

别为a-d,a+d,再以公差为2d 向两边分别设项:
…,a-3d,a-d,a+d,a+3d,….
对称项法的优点:若有n 个数构成等差数列,利用对

称项法设出这个数列,则其各项和为na.

已知四个数成等差数列,它们的和为26,中间两项的

积为40,求这四个数.
解:设这四个数分别为a-3d,a-d,a+d,a+3d.
根据题意,得
(a-3d)+(a-d)+(a+d)+(a+3d)=26,
(a-d)(a+d)=40,{

化简,得 4a=26,
a2-d2=40,{ 解得

a=
13
2
,

d=±
3
2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以这四个数分别为2,5,8,11或11,8,5,2.
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课后素养评价(四)

                1.在等差数列{an}中,a2+a9=10,a1=2,则a10=
(  )

A.8 B.9

C.11 D.12

A 解析:因为a1+a10=a2+a9=10,所以10=2

+a10,解得a10=8.故选A.

2.已知等差数列{an}中,a4+a6=8,则a3+a4+a5

+a6+a7= (  )

A.10 B.16

C.20 D.24

C 解析:因为a4+a6=2a5=8,所以a5=4,

所以a3+a4+a5+a6+a7=5a5=20.

3.已知数列{an}满足2an+1=2an+1,其中a8=
9
2
,

则a3= (  )

A.1 B.
3
2 C.2 D.

5
2

C 解析:由2an+1=2an+1,得an+1-an=
1
2
,所

以{an}是公差d=
1
2

的等差数列,所以a3=a8-

5d=
9
2-5×

1
2=2.

故选C.

4.已知等差数列{an}是递增数列,且满足a3+a5=

14,a2a6=33,则a1a7 等于 (  )

A.33 B.16 C.13 D.12

C 解析:由等差数列的性质,得a2+a6=a3+a5

=14.

由
a2+a6=14,

a2a6=33,{ 解得
a2=3,

a6=11{ 或
a2=11,

a6=3.{
又{an}是递增数列,所以

a2=3,

a6=11,{
所以公差d=

a6-a2

4 =2.

所以a1a7=(a2-d)(a6+d)=1×13=13.故选C.

5.(传统文化)《九章算术》是我国古代的数学名著,书

中“均属”章有如下问题:“今有五人分五钱,令上二

人所得与下三人等.问各得几何.”其意思为:已知

A,B,C,D,E五人分5钱,A,B两人所得与C,D,E
三人所得相同,且A,B,C,D,E每人所得成等差数

列.问,五人各得多少钱? 在这个问题中,E所得为

(  )

A.
2
3

钱 B.
4
3

钱

C.
5
6

钱 D.
3
2

钱

A 解析:由题意,设A所得为a-4d,B所得为a

-3d,C所得为a-2d,D所得为a-d,E所得为

a,则
5a-10d=5,

2a-7d=3a-3d,{ 解得

a=
2
3
,

d=-
1
6.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

故E所得

为
2
3

钱.

6.已知等差数列{an}满足a1+a3+a5+a7+a9=10,

a2
8-a2

2=36,则a11的值为    .

11 解析:设等差数列{an}的公差为d.
因为a1+a3+a5+a7+a9=5a5=10,

所以a5=2.
因为a2

8-a2
2=(a8+a2)(a8-a2)=2a5×6d=36,

所以d=
3
2.

所以a11=a5+6d=2+9=11.

7.已知数列{an}满足an+1+an-1=2an(n≥2),且a2

=5,a5=13,则a8=    .

21 解析:由an+1+an-1=2an(n≥2),知数列{an}

是等差数列.
由等差数列的性质,得a2+a8=2a5,所以a8=2a5

-a2=2×13-5=21.

8.在等差数列{an}中,a12=23,a42=143,an=239,求

n 及公差d.

解:由题意可得,d=
a42-a12

42-12=
143-23
30 =4,

所以a1=a12-11d=-21.
因为an=a1+(n-1)d=-21+4(n-1)=239,

解得n=66.
综上,n=66,d=4.
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                1.(传统文化)根据《周髀算经》中的记载,冬至、小寒、
大寒、立春、雨水、惊蛰、春分、清明、谷雨、立夏、小
满、芒种这十二个节气的日影长成等差数列.若冬

至、立春、春分的日影长的和是37.5尺,芒种的日影

长为4.5尺,则冬至的日影长为 (  )

A.12.5尺 B.10.5尺

C.15.5尺 D.9.5尺

C 解析:设此等差数列为{an},公差为d,由题意

得
a1+a4+a7=3a1+9d=37.5,

a1+11d=4.5,{ 解 得

d=-1,
a1=15.5.{ 故冬至的日影长为15.5尺.

2.如果点(n,an)(n∈N*)都在直线3x-y-24=0
上,那么在数列{an}中有 (  )

A.a7+a9>0 B.a7+a9<0
C.a7+a9=0 D.a7a9=0
C 解析:因为3n-an-24=0,
所以an=3n-24(n∈N*).
所以{an}为等差数列.
所以a7+a9=2a8=0.

3.过圆x2+y2=10x 内一点(5,3)的k 条弦的长度

组成等差数列,且最短弦的长度为数列的首项a1,
最长 弦 的 长 度 为 数 列 的 末 项 ak.若 公 差 d∈
1
3
,1
2

é

ë
êê

ù

û
úú,则k的值不可能是 (  )

A.4 B.5
C.6 D.7
A 解析:将x2+y2=10x 化为(x-5)2+y2=52,
表示圆心为C(5,0),半径r=5的圆.
设A(5,3),则AC=3,所以a1=8,ak=10.

所以10=8+(k-1)d,所以k=
2
d+1.

因为
1
3≤d≤

1
2
,所以5≤

2
d+1≤7

,即5≤k≤7.

4.(多选)设正项等差数列{an}满足(a1+a10)2=
2a2a9+20,则 (  )

A.a2a9 的最大值为10

B.a2+a9 的最大值为2 10

C.
1
a2
2
+
1
a2
9
的最大值为

1
5

D.a4
2+a4

9 的最小值为200
ABD 解析:因为正项等差数列{an}满 足(a1+
a10)2=2a2a9+20,
所以(a2+a9)2=2a2a9+20,即a2

2+a2
9=20.

A项,a2a9≤
a2
2+a2

9

2 =
20
2=10

,当且仅当a2=a9=

10时,等号成立,故A选项正确;

B项,由于
a2+a9

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

≤
a2
2+a2

9

2 =10,所以
a2+a9

2 ≤

10,a2+a9≤210,当且仅当a2=a9= 10时,等
号成立,故B选项正确;

C项,1
a2
2
+
1
a2
9
=
a2
2+a2

9

a2
2a2

9
=
20

a2
2a2

9
≥

20
a2
2+a2

9

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2=
20
102

=
1
5
,当且仅当a2=a9= 10时,等号成立,所以

1
a2
2

+
1
a2
9
的最小值为

1
5
,故C选项错误;

D项,结合A选项的结论,有a4
2+a4

9=(a2
2+a2

9)2

-2a2
2a2

9=400-2a2
2a2

9≥400-2×102=200,当且

仅当a2=a9= 10时,等号成立,故D选项正确.
5.设数列{an},{bn}都是等差数列,且a1=25,b1=
75,a2+b2=100,则数列{an+bn}的第37项为

    .
100 解析:因为{an},{bn}是等差数列,
所以{an+bn}是等差数列.
因为a1+b1=100,a2+b2=100,
所以数列{an+bn}的 公 差 d=0,所 以a37+b37
=100.

6.已知在等差数列{an}中,a1=1,a2+2a3+a4=12.
(1)求a5+a7 的值;
(2)若数列{bn}满足bn=a2n-1,证明:数列{bn}是
等差数列.
(1)解:设等差数列{an}的公差为d.
因为a2+a4=2a3,a2+2a3+a4=4a3=12,
所以a3=3.
因为a3=a1+2d,即1+2d=3,所以d=1.
所以a5+a7=2a1+10d=12.
(2)证明:由(1)可知an=n,
所以bn=a2n-1=2n-1.
因为bn-bn-1=(2n-1)-[2(n-1)-1]=2(n≥
2),
b1=a2-1=1,
所以数列{bn}是首项为1,公差为2的等差数列.

7.已知数列{an}的前n 项和为Sn,a1=1,an≠0,
anan+1=λSn-1,其中λ为常数.
(1)证明:an+2-an=λ.
(2)是否存在λ,使得{an}为等差数列? 请说明

理由.
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(1)证明:由题设知,anan+1=λSn-1,an+1an+2=
λSn+1-1,
两式相减得an+1(an+2-an)=λan+1.
由于an+1≠0,所以an+2-an=λ.
(2)解:存在.理由如下:
由题设知,a1=1,a1a2=λS1-1,可得a2=λ-1.
由(1)知,a3=λ+1.
令2a2=a1+a3,
解得λ=4.
故an+2-an=4,由此可得

{a2n-1}是首项为1,公差为4的等差数列,a2n-1=
4n-3;
{a2n}是首项为3,公差为4的等差数列,a2n=4n
-1.
所以an=2n-1,an+1-an=2.
因此存在实数λ=4,使得数列{an}为等差数列.

8.(新定义)已知{an}是等差数列,且a1+a2+a3=

12,a8=16.
(1)求数列{an}的通项公式;

(2)若从数列{an}中,依次取出第2项、第4项、第6
项……第2n 项,按原来的顺序组成一个新数列

{bn},试求出{bn}的通项公式.
解:(1)设等差数列{an}的公差为d.
因为a1+a2+a3=3a2=12,所以a2=4.
因为a8=a2+(8-2)d,所以16=4+6d,解得d=2,

所以an=a2+(n-2)d=4+(n-2)×2=2n.
(2)a2=4,a4=8,a6=12,a8=16,…,a2n=4n.
当n>1时,a2n-a2(n-1)=4n-4(n-1)=4,

所以{bn}是以4为首项,4为公差的等差数列.
所以bn=b1+(n-1)d=4+4(n-1)=4n.
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4.2.2 等差数列的前n项和公式

第1课时 等差数列的前n项和

学习任务目标
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  1.了解等差数列前n 项和公式的推导过程.(逻辑推理)
2.掌握等差数列的前n 项和公式.
3.熟练掌握等差数列的五个量a1,d,n,an,Sn的关系,能够由其中三个求另外两个.
4.掌握等差数列的前n 项和的简单性质.(数学运算)
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1.等差数列的前n项和公式

Sn=
n(a1+an)

2 =na1+
n(n-1)d

2 .

2.等差数列前n项和的性质

(1)若数列{an}是公差为d 的等差数列,Sn为其前

n 项和,则数列 Sn

n{ }也是等差数列,且公差为
d
2.

(2)设等差数列{an}的公差为d,Sn为其前n 项和,
则Sm,S2m-Sm,S3m-S2m,…仍构成等差数列,且
公差为m2d.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)等差数列的前n 项和等于其首项与第n 项的等

差中项的n 倍. (  )
√ 提示:根 据 等 差 数 列 的 前n 项 和 公 式Sn=
n(a1+an)

2
可知,此说法正确.

(2)若等差数列{an}的前n 项和为Sn,则S6,S12,
S18也成等差数列. (× )

(3)若等差数列{an}共有20项,则S奇

S偶
=
a8

a10
.(× )

2.在等差数列{an}中,a1=1,a30=30,则前30项的

和S30的值为 (  )
A.456 B.465 C.930 D.654

B 解 析:S30 =
30×(a1+a30)

2 =
30×(1+30)

2
=465.

3.请思考并回答下列问题:

(1)由 Sn =
n(a1+an)

2
如 何 推 出 Sn =na1 +

n(n-1)
2 d?

提示:把an=a1+(n-1)d 代入Sn=
n(a1+an)

2

中,就可以得到Sn=na1+
n(n-1)
2 d.
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(2)等差数列的前n 项和的两个公式分别适用于什

么情况?
提示:若已知等差数列{an}的首项a1、末项an 及项

数n,则用公式Sn=
n(a1+an)

2
来求和.其中

a1+an

2

是a1 与an 的等差中项,应用时要注意结合等差数

列的性质.若已知等差数列{an}的首项a1、公差d

及项数n,则用公式Sn=na1+
n(n-1)
2 d 来求和.
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 等差数列的前n项和公式

                1.设Sn是等差数列{an}的前n 项和,且a1=1,a4=
7,则S9=    .
81 解析:设等差数列{an}的公差为d,则a4=a1

+3d=1+3d=7,所以d=2.

故S9=9a1+
9×8
2 d=9+

9×8
2 ×2=81.

2.设Sn为等差数列{an}的前n 项和,若S3=3,S6=
24,则a9=    .
15 解析:设等差数列{an}的公差为d,

则
S3=3a1+

3×2
2 d=3,

S6=6a1+
6×5
2 d=24,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
a1=-1,
d=2.{

所以a9=a1+8d=-1+8×2=15.
3.在等差数列{an}中,若a1=1,an=-512,前n 项

和Sn=-1022,则公差d=    .

-171 解析:由Sn=
n(a1+an)

2 =
n×(1-512)

2 =

-1022,解得n=4.
又由an=a1+(n-1)d,即-512=1+(4-1)×d,
解得d=-171.

求等差数列的基本量的基本方法

a1,d,n 称为等差数列的三个基本量,an 和Sn 都可

以用这三个基本量来表示;五个量a1,d,n,an,Sn 中

可“知三求二”.已知等差数列的通项公式及前n 项和

公式的“知三求二”问题,一般是通过通项公式和前n
项和公式列方程(组)来求解.这种方法是解决数列运

算的基本方法,在具体求解过程中应注意已知量与未

知量的联系及整体思想的运用.
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 等差数列前n项和性质的应用

                例 (1)已知等差数列{an}的前n 项和为Sn,且S10

=310,S20=1220,求S30.
(2)项数为奇数的等差数列{an}奇数项之和为44,偶
数项之和为33,求这个数列的中间项及项数.
解:(1)(方法一)设数列{an}的公差为d.

由已知,得
10a1+

1
2×10×9×d=310

,

20a1+
1
2×20×19×d=1220

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
a1=4,
d=6.{

所以S30=30×4+
1
2×30×29×6=2730.

(方法二)因为数列{an}为等差数列,
所以S10,S20-S10,S30-S20也成等差数列.
所以2(S20-S10)=S10+S30-S20,
即2×(1220-310)=310+S30-1220,
所以S30=2730.
(方法三)设Sn=An2+Bn(A,B 为常数).

由题意,得 310=100A+10B,
1220=400A+20B,{ 解得

A=3,
B=1.{

所以Sn=3n2+n.所以S30=3×900+30=2730.
(方法四)设数列{an}公差为d.

由Sn=na1+
n(n-1)
2 d,得

Sn

n =a1+(n-1)
d
2
,

所以
Sn

n{ } 是以a1为首项,d
2

为公差的等差数列.

所以
S10

10
,S20

20
,S30

30
成等差数列.

所以
S10

10+
S30

30=2×
S20

20.

所以 S30=30×
S20

10-
S10

10
æ

è
ç

ö

ø
÷=30×(122-31)=

2730.
(2)设等差数列{an}共有(2n+1)项,则奇数项有(n
+1)项,偶数项 有n 项,中 间 项 是 第(n+1)项,即

an+1,所以
S奇

S偶
=

1
2
(a1+a2n+1)(n+1)

1
2
(a2+a2n)n

=
(n+1)an+1

nan+1

=
n+1
n =

44
33=

4
3
,解得n=3.
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因为S奇=(n+1)an+1=44,
所以an+1=11.
所以这个数列的中间项为11,共有2n+1=7(项).
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思考1.已知等差数列{an}的公差为d,给出下列两

个等式:
a1+a3+a5+…+a2n+1=S奇,
a2+a4+…+a2n=S偶,
两式相减可得什么结果?
提示:两 式 相 减 得 S奇 -S偶 =a1+d+…+d

n个
=

a1+nd=an+1.
思考2.若将本例(2)的条件“项数为奇数”改为“项数

为100”,求这个数列的公差.
解:设这个数列的公差为d,则50d=33-44,解得

d=-
11
50.

(1)等差数列前n 项和的“奇偶项”性质

①若等差数列的项数为2n,则S2n=n(an+an+1),

S偶-S奇=nd,
S偶

S奇
=
an+1

an
.

②若等差数列的项数为2n+1,则S2n+1=(2n+1)·

an+1,S偶-S奇=-an+1,
S偶

S奇
=

n
n+1.

(2)在等差数列{an}中,若an=m,am=n(m≠n),则
am+n=0;若Sn=m,Sm=n(m≠n),则Sm+n=-(m
+n);若Sm=Sn(m≠n),则Sm+n=0.

设{an}为等差数列,Sn为数列{an}的前n 项和,已知

a1=-2,S7=7.
(1)求数列{an}的通项公式;

(2)设Tn为数列 Sn

n{ }的前n 项和,求Tn.

解:(1)设等差数列{an}的公差为d,

则Sn=na1+
1
2n
(n-1)d.

因为S7=7,a1=-2,

所以7=7×(-2)+
7×6
2 d,解得d=1.

所以an=-2+(n-1)×1=n-3.

(2)因为
Sn

n =a1+
1
2
(n-1)d=-2+

1
2
(n-1)=

n-5
2
,所以

Sn+1

n+1-
Sn

n =
1
2.

又
S1

1=
a1

1=-2
,

所以数列
Sn

n{ } 是首项为-2,公差为
1
2

的等差数列,

所以Tn=n×(-2)+
n(n-1)
2 ×

1
2=

1
4n

2-
9
4n.
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课后素养评价(五)

                1.(多选)若等差数列{an}的前5项和S5=25,且a2

=3,则 (  )
A.a1=1 B.a7=13
C.d=2 D.d=3
ABC 解析:设等差数列{an}的公差为d.

因为
S5=5a1+10d=25,
a2=a1+d=3,{ 所以

a1=1,
d=2.{

所以a7=a1+6d=13.
2.设{an}是公差为-2的等差数列,且a4+2a6=4,

则{an}的前10项和S10= (  )
A.-8 B.-10
C.8 D.10
D 解析:{an}是公差为-2的等差数列,且a4+

2a6=4,则(a1-6)+2(a1-10)=4,解得a1=10.

所以S10=10a1+
10×9
2 d=10×10-2×45=10.故

选D.
3.已知等差数列{an}的前n 项和为Sn.若a1=2,且
S3=S19,则S21= (  )
A.1 B.2 C.3 D.4
B 解析:(方法一)因为S3=S19,所以S19-S3=
a4+a5+…+a19=8(a4+a19)=0,
所以a4+a19=0,
所以S21=a1+a2+a3+(a4+a5+…+a19)+a20

+a21=a1+a2+a3+a20+a21=a1+2(a4+a19)=
a1=2.
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(方法二)由于Sn=An2+Bn 符合二次函数f(x)
=Ax2+Bx 的形式,当x=n 时,Sn=f(n).根据

二次函数图象的对称性,由S3=S19可知,f(x)的
图象关于直线x=11对称,因此S21=S1=a1=2.
故选B.

4.设 等 差 数 列 {an}的 前 n 项 和 为 Sn.若 a1 +
a2+a3=a4+a5,S5=60,则a5= (  )
A.16 B.20 C.24 D.26
A 解析:设等差数列{an}的公差为d.
因为a1+a2+a3=a4+a5,
所以3a1+3d=2a1+7d,所以a1=4d.
又因为S5=5a1+10d=30d=60,
解得d=2,所以a1=8.所以a5=a1+4d=16.

5.已知一个有限项的等差数列{an},前4项的和是

40,最后4项的和是80,所有项的和是210,则此数

列的项数为 (  )
A.12 B.14 C.16 D.18
B 解析:由 题 意 知a1+a2+a3+a4=40,an+
an-1+an-2+an-3=80,两式相加得a1+an=30.又

因为Sn=
n(a1+an)

2 =
30n
2 =210

,所以n=14.

6.{an}为等差数列,a1+a4+a7=39,a3+a6+a9=
27,则前9项和S9=    .
99 解析:在等差数列{an}中,由a1+a4+a7=39,
a3+a6+a9=27,两式相加可得a1+a4+a7+a3+
a6+a9=39+27=66.
而由等差数列的性质可得a1+a9=a4+a6=a7+
a3=2a5,

故可得6a5=66,解得a5=11,故S9=
9(a1+a9)

2

=9a5=99.
7.等 差 数 列{an}的 前 n 项 和 为Sn,且 S3=30,

S6=100,则S9= .
210 解析:因为S3,S6-S3,S9-S6 成等差数列,
即30,70,S9-100成等差数列,
所以140=30+S9-100,所以S9=210.

8.在等差数列{an}中,Sn 是其前n 项和,a1=-11,

S10

10-
S8

8=2
,则S11=    .

-11 解析:由题意知,Sn

n{ } 是等差数列,首项为

a1

1=-11.

设公差为d,则
S10

10-
S8

8=2d=2
,所以d=1,

所以
S11

11=-11+10×1=-1.
所以S11=-11.

9.在等差数列{an}中,a1+a3=6,a9=17.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)求数列{an}的前n 项和Sn.
解:设等差数列{an}的公差为d.
(1)因为a1+a3=2a2=6,所以a2=3,

所以d=
a9-a2

9-2 =
17-3
9-2=2

,

则an=a2+(n-2)d=3+(n-2)×2=2n-1.

(2)由(1)可得a1=1,所以Sn=na1+
n(n-1)d

2
=n2.
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                1.在等差数列{an}中,2a510-a8=4,则{an}的前

2023项和S2023= (  )

A.2023 B.4046

C.6069 D.8092

D 解析:设{an}的公差为d,则2a510-a8=2(a1

+509d)-(a1+7d)=a1+1011d=a1012=4,所

以S2023=
2023(a1+a2023)

2 =2023a1012=8092.故

选D.

2.(新情境)若{an}是等差数列,且a2,a2022是方程

x2-4x+3=0的两个根,则2a1×2a2×2a3×…×

2a2023= (  )

A.4046 B.4044 C.24046 D.24044

C 解析:因为a2,a2022是方程x2-4x+3=0的两

个根,

所以a2+a2022=4,

所以a1+a2+a3+…+a2023=
2023(a1+a2023)

2 =

2023(a2+a2022)
2 =4046,

所以2a1×2a2×2a3×…×2a2023=2a1+a2+a3+…+a2023

=24046.

故选C.

3.已知等差数列{an}的前n 项和为Sn,且
S4

S8
=
1
3
,则

S8

S16
= (  )

A.
3
10 B.

3
7 C.

1
3 D.

1
2

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—52—



A 解析:设等差数列{an}的公差为d.

因为
S4

S8
=
4a1+6d
8a1+28d=

1
3
,所以a1=

5
2d.

所以
S8

S16
=
8a1+28d
16a1+120d=

48d
160d=

3
10.

4.在等差数列{an}中,Sn 为其前n 项和.已知S3=9,

a4+a5+a6=7,则S9-S6=    .

5 解析:设等差数列{an}的公差为d.
因为S3,S6-S3,S9-S6 成等差数列,而S3=9,S6

-S3=a4+a5+a6=7,所以S9-S6=5.

5.(新定义)形如 M=mn(m,n∈N*)的正整数表示

为各项都是整数、公差为2的等差数列的前 m 项

和,称作“对M 的m 项划分”.例如:9=32=1+3+

5称作“对9的3项划分”,64=43=13+15+17+

19称作“对64的4项划分”.据此,对324的18项

划分中最大的项是    .

35 解析:设对324的18项划分中最小的项为a1,

最大的项为a18,

则

a18=a1+17×2,

18(a1+a18)
2 =324,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得
a1=1,

a18=35.{
6.(2022·浙江节选)已知等差数列{an}的首项a1=

-1,公差d>1.记{an}的前n 项和为Sn(n∈N*).
若S4-2a2a3+6=0,求Sn.
解:因为S4-2a2a3+6=0,a1=-1,

所以-4+6d-2(-1+d)(-1+2d)+6=0,

整理得d2-3d=0.
又d>1,所以d=3,

所以an=3n-4,

所以Sn=
(a1+an)n
2 =

3n2-5n
2 .

7.等差数列{an}的前n 项和为Sn,a2+a4=48,a5=

28.若Sn+30>nλ 对任意n∈N*恒成立,求λ 的取

值范围.
解:由题意得a2+a4=a1+a5=48,因为a5=28,

所以a1=20,则公差d=
28-20
5-1 =2

,

所以Sn=20n+
n(n-1)
2 ×2=n(n+19).

由n(n+19)+30>nλ,得λ<
n2+19n+30

n =n+

30
n+19

成立.

设f(x)=x+
30
x+19

,令x=
30
x
,解得x=± 30.

当x∈(0,30)时,f(x)单调递减;当x∈(30,

+∞)时,f(x)单调递增.

又因为5< 30<6,f(5)=f(6)=30,

所以当n=5或n=6时,n+
30
n +19取 得 最 小

值30,

所以λ<30,即λ的取值范围是(-∞,30).

8.已知Sn 为等差数列{an}的前n 项和,且S2=2,S3

=-6.
(1)求数列{an}的通项公式和前n 项和Sn.
(2)是否存在n,使Sn,Sn+2+2n,Sn+3成等差数列?

若存在,求出n 的值;若不存在,说明理由.
解:(1)设{an}的公差为d,

则

2a1+d=2,

3a1+
3×2
2 d=-6,

ì

î

í

ïï

ïï

解得
a1=4,

d=-6,{
所以an=4-6(n-1)=10-6n,

Sn=na1+
n(n-1)
2 d=7n-3n2.

(2)存在.Sn+Sn+3=7n-3n2+7(n+3)-3(n+

3)2=-6n2-4n-6.

Sn+2=7(n+2)-3(n+2)2=-3n2-5n+2,

2(Sn+2+2n)=2(-3n2-5n+2+2n)=-6n2-

6n+4.
若存在n,使Sn,Sn+2+2n,Sn+3成等差数列,

则-6n2-4n-6=-6n2-6n+4,解得n=5,

所以存在n=5,使Sn,Sn+2+2n,Sn+3成等差数列.
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第2课时 等差数列前n项和的应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解等差数列前n 项和的一些性质,会应用等差数列前n 项和解决实际问题.(数学建模)
2.掌握解决等差数列前n 项和的最值问题的方法.(数学运算)
3.会用裂项相消法求和.(数学运算)
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等差数列前n项和的性质

(1)设两个等差数列{an},{bn}的前n 项和分别为

Sn,Tn,则
an

bn
=
S2n-1

T2n-1
.

(2)等差数列前n 项和Sn最大(小)值的情形:
①若a1>0,d<0,则Sn存在最大值,即所有非负项

之和;
②若a1<0,d>0,则Sn存在最小值,即所有非正项

之和.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)等差数列的前n 项和Sn一定是关于n 的二次函

数. (× )
(2)若无穷等差数列{an}的公差d>0,则其前n 项

和Sn不存在最大值. (√ )
(3)若两个等差数列{an}和{bn}的前n 项和分别为

An,Bn,则一定有
an

bn
=
An

Bn
. (× )

2.设等差数列{an}的前n 项和为Sn.若a2=-3,S5

=-10,则a5=    ,Sn的最小值为    .

0 -10 解析:设等差数列{an}的公差为d,则a2

=a1+d=-3,S5=5a1+10d=-10,即a1+2d
=-2,解得a1=-4,d=1,所以a5=a1+4d=0,

Sn=na1+
n(n-1)
2 d=

n2-9n
2 .当n=4或n=5

时,Sn最小,最小值为-10.
3.请思考并回答下列问题:
(1)若等差数列{an}满足a7+a8+a9>0,a7+a10

<0,则当n 取何值时,数列{an}的前n 项和最大?
提示:因为a7+a8+a9=3a8>0,a7+a10=a8+a9

<0,所以a8>0,a9<0,所以当n=8时,数列{an}
的前n 项和最大.

(2)Sn=na1+
n(n-1)
2 d(d≠0)与二次函数有什

么关系?

提示:Sn=na1+
n(n-1)
2 d=

d
2n

2+ a1-
d
2

æ

è
ç

ö

ø
÷n,

所以Sn 可 以 看 成 是 二 次 函 数f(x)=
d
2x2+

a1-
d
2

æ

è
ç

ö

ø
÷x(x∈R)当x=n 时的函数值.
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 等差数列前n项和的实际应用

                1.为了参加学校的长跑比赛,高二年级小李同学完成

了一个为期15天的训练.已知后一天的跑步路程都

是在前一天的基础上增加相同路程.若小李同学前

三天共跑了3600m,最后三天共跑了10800m,则
这15天中小李同学的跑步路程之和为 (  )

A.34000m B.36000m
C.38000m D.40000m
B 解析:根据题意知,小李同学每天跑步的路程构

成等差数列,记为{an}.a1+a2+a3=3a2=3600,

故a2=1200;a13+a14+a15=3a14=10800,故

a14=3600.

数列{an}共15项,其和为S15=
1
2
(a1+a15)×15=

1
2
(a2+a14)×15=36000.故选B.

2.在某地的苹果节上,一商家将参展的苹果摆成16
层,从上到下每层的苹果数构成一个等差数列.已

知第8层和第9层共有苹果40个,则此商家参展的

苹果共有 (  )

A.300个 B.320个 C.340个 D.360个
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B 解析:由题意,每层摆放的苹果的数量构成等差

数列,记为{an},设其前n 项和为Sn.因为a8+a9

=40,所 以 S16 =
16(a1+a16)

2 =
16(a8+a9)

2 =

16×40
2 =320.故选B.

3.一个剧场共有20排座位,后一排比前一排多2个

座位,最后一排有60个座位,则该剧场的总座位数

为    .
820 解析:因为剧场有20排座位,后一排比前一

排多2个座位,最后一排有60个座位,所以20排

座位的数量构成以60为首项,-2为公差的等差数

列,设该数列的前n 项和为Sn,则S20=20×60+
20×19
2 ×(-2)=820.

应用等差数列解决实际问题的一般思路
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 等差数列前n项和的最值问题

                例1 记Sn 为等差数列{an}的前n 项和,已知a1=
-8,S3=-18.
(1)求数列{an}的公差d 及通项公式;
(2)求Sn,并求Sn 的最小值及取得最小值时n 的值.
解:(1)在等差数列{an}中,
因为a1=-8,S3=-18,

所以S3=3a1+
3×2
2 d=-24+3d=-18,

解得d=2,
所以an=-8+(n-1)×2=2n-10.

(2)Sn=
n(a1+an)

2 =
n(-8+2n-10)

2 =n2-9n.

因为Sn=n2-9n= n-
9
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
81
4
,又n 为正整数,

所以n=4或n=5时,Sn 的最小值为-20.

求等差数列前n项和Sn 最值的方法

(1)函数法:利用等差数列前n 项和的函数表达式Sn

=an2+bn(a≠0),通过配方或借助图象求二次函数

最值的方法求解.
(2)邻 项 变 号 法:① 若 a1 >0,d <0,则 满 足

am≥0,
am+1≤0{ 的项数m 使得Sn 取得最大值Sm;

②若a1<0,d>0,则满足
am≤0,
am+1≥0{ 的项数m 使得Sn

取得最小值Sm.
(3)一般地,在等差数列{an}中,若a1>0,且Sp=Sq

(p≠q),则

①若p+q为偶数,则当n=
p+q
2

时,Sn 最大;

②若p+q为奇数,则当n=
p+q-1
2

或n=
p+q+1
2

时,Sn 最大.

1.在等差数列{an}中,前n 项和为Sn,a1=29,S10=
S20,则Sn的最大值为 (  )
A.S15 B.S16

C.S15或S16 D.S17

A 解析:(方法一)设等差数列{an}的公差为d.
因为a1=29,S10=S20,

所以10a1+
10×9
2 d=20a1+

20×19
2 d,解得d=

-2.

所以Sn=29n+
n(n-1)
2 ×(-2)=-n2+30n=

-(n-15)2+225.
所以当n=15时,Sn取得最大值.
(方法二)由方法一得d=-2.
因为a1=29>0,

由
an=29-2(n-1)≥0,
an+1=29-2n≤0,{ 得

n≤15
1
2
,

n≥14
1
2.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以当n=15时,Sn有最大值,即数列{an}的前15
项和最大.

2.在等差数列{an}中,a1=7,公差为d,前n 项和为

Sn,当且仅当n=8时Sn取得最大值,则d 的取值

范围为    .

-1,-
7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:由题意,当且仅当n=8时Sn

取得最大值,

可得

d<0,
a8>0,
a9<0,

ì

î

í

ïï

ïï
即

d<0,
7+7d>0,
7+8d<0,

ì

î

í

ïï

ïï
解得-1<d<-

7
8.

故d 的取值范围为 -1,-
7
8

æ

è
ç

ö

ø
÷.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—82—



 与等差数列有关的前n项和问题

                例2 (1)已知等差数列{an}的前n 项和为Sn,a3=

3,S4=10,则∑
n

k=1

1
Sk
=    .

(2)(2023·全国乙卷(文))记Sn 为等差数列{an}的

前n 项和,已知a2=11,S10=40.

①求{an}的通项公式;

②求数列{|an|}的前n 项和Tn.

(1)
2n

n+1 
解析:设等差数列{an}的公差为d.

由题意有

a1+2d=3,

4a1+
4×3
2 d=10,

ì

î

í

ïï

ïï

解得
a1=1,

d=1.{

所以数列{an}的前n 项和Sn=na1+
n(n-1)
2 d=n

×1+
n(n-1)
2 ×1=

n(n+1)
2 .故

1
Sn
=

2
n(n+1).

裂项可得
1
Sk
=

2
k(k+1)=2

1
k-

1
k+1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以∑
n

k=1

1
Sk

=2 1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+ 1

2-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+…+ 1

n-
1

n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=21-
1

n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷=
2n

n+1.

(2)解:①设等差数列{an}的公差为d,

由题意可得

a2=a1+d=11,

S10=10a1+
10×9
2 d=40,

ì

î

í

ïï

ïï

即
a1+d=11,

2a1+9d=8,{ 解得
a1=13,

d=-2.{
所以an=13-2(n-1)=15-2n.

②由①可求得Sn=
n(13+15-2n)

2 =14n-n2.

令an=15-2n>0,解得n<
15
2
,且n∈N*,

当n≤7时,an>0,则Tn=|a1|+|a2|+…+|an|

=a1+a2+…+an=Sn=14n-n2;

当n≥8时,an<0,则Tn=|a1|+|a2|+…+|an|

=(a1+a2+…+a7)-(a8+…+an)

=S7-(Sn-S7)=2S7-Sn

=2(14×7-72)-(14n-n2)=n2-14n+98.

综上所述,Tn=
14n-n2,n≤7,

n2-14n+98,n≥8.{
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思考1.若等差数列{an}的公差大于0,a10<0,a11>
0,则数列{an}的前n 项和Sn 与数列{|an|}的前n
项和Tn 有什么关系?
提示:易知当1≤n≤10时,an<0,
当n≥11时,an>0,

所以Tn=
-Sn,1≤n≤10,

-S10+(Sn-S10),n≥11.{
思考2.若将本例(2)条件改为“数列{an}的前n 项

和为Sn=-
3
2n

2+
205
2n”,如何解答?

解:当n=1时,a1=S1=-
3
2×1

2+
205
2 ×1=101.

当n≥2时,an=Sn-Sn-1= -
3
2n

2+
205
2næ

è
ç

ö

ø
÷-

-
3
2
(n-1)2+

205
2
(n-1)é

ë
êê

ù

û
úú=-3n+104.

因为a1=101也满足上式,
所以数列{an}的通项公式为an=-3n+104.

由an=-3n+104≥0,得n≤
104
3 .

即当n≤34时,an>0;当n≥35时,an<0.
①当n≤34时,Tn=|a1|+|a2|+…+|an|=a1+

a2+…+an=Sn=-
3
2n

2+
205
2n.

②当n≥35时,

Tn=|a1|+|a2|+…+|a34|+|a35|+…+|an|
=(a1+a2+…+a34)-(a35+a36+…+an)

=S34-(Sn-S34)

=2S34-Sn

=2 -
3
2×34

2+
205
2 ×34

æ

è
ç

ö

ø
÷- -

3
2n

2+
205
2næ

è
ç

ö

ø
÷

=
3
2n

2-
205
2n+3502.

综上所述,Tn=
-
3
2n

2+
205
2n,n≤34,

3
2n

2-
205
2n+3502,n≥35.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

特殊的求和方法———裂项相消法

把数列的通项拆成两项之差,即数列的每一项可按此

方法拆成两项之差,在求和时一些正负项相抵消,于
是前n 项和变成首尾若干项之和,这一求和方法称为

裂项相消法.
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常见的拆项公式(其中n∈N*):

①
1

n(n+1)=
1
n-

1
n+1

;

②
1

n(n+k)=
1
k
1
n-

1
n+k

æ

è
ç

ö

ø
÷;

③
1

(2n-1)(2n+1)=
1
2

1
2n-1-

1
2n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷;

④若等差数列{an}的公差为d,

则
1

anan+1
=
1
d
1
an
-
1

an+1

æ

è
ç

ö

ø
÷, 1
anan+2

=
1
2d

1
an
-
1

an+2

æ

è
ç

ö

ø
÷;

⑤
1

n(n+1)(n+2)=
1
2 [ 1

n(n+1)-
1

(n+1)(n+2)] .

1.在等差数列{an}中,a1=3,公差d=2,Sn为其前n

项和,求1
S1
+
1
S2
+…+

1
Sn

.

解:因为等差数列{an}的首项a1=3,公差d=2,所

以前n 项和Sn=na1+
n(n-1)
2 d=3n+

n(n-1)
2

×2=n2+2n(n∈N*),

所以
1
Sn
=

1
n2+2n=

1
n(n+2)=

1
2
1
n-

1
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以
1
S1
+
1
S2
+…+

1
Sn

=
1
2 1-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+ 1

2-
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+…+ 1

n-1-
1

n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷+é

ë
êê

1
n-

1
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú

=
1
2 1+

1
2-

1
n+1-

1
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
3
4-

2n+3
2(n+1)(n+2).

2.计算:12-22+32-42+…+992-1002.
解:12-22+32-42+…+992-1002

=(12-22)+(32-42)+…+(992-1002)

=(1-2)×(1+2)+(3-4)×(3+4)+…+(99-
100)×(99+100)

=-(1+2+3+4+…+99+100)

=-5050.
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课后素养评价(六)

                1.设等差数列{an}的前n 项和为Sn,若S4=8,S8=
20,则a11+a12+a13+a14= (  )
A.18 B.17 C.16 D.15
A 解析:设{an}的公差为d,则S8-S4=a5+a6

+a7+a8=12,(a5+a6+a7+a8)-S4=16d,解

得d=
1
4.所以a11+a12+a13+a14=S4+40d=18.

故选A.
2.(新情境)“嫦娥”奔月,举国欢庆.据计算,运载“嫦

娥”飞船的“长征三号甲”火箭点火1min内通过的

路程为2km,以后每分钟通过的路程均比前一分

钟增加2km,在到达离地面240km的高度时,火箭

与飞船分离,则这一过程需要的时间大约是 (  )
A.10min B.13min
C.15min D.20min
C 解析:由题设条件知,火箭每分钟通过的路程数

构成以2为首项,2为公差的等差数列,设其前n 项

和为Sn,则Sn=2n+
n(n-1)
2 ×2=n2+n,令Sn=

240,解得n=15或n=-16(舍).

3.已知数列{an}的通项公式为an=26-2n.若使此数

列的前n 项和Sn 最大,则n 的值为 (  )
A.12 B.13
C.12或13 D.14
C 解析:由an≥0,得n≤13,当n=13时,an=0,
所以S13=S12最大.

4.(多选)已知数列{an}的前n 项和Sn=n2-4n+
1,则 (  )
A.an=2n-5
B.{an}不是等差数列

C.数列{an}中a2 最小

D.|a1|+|a2|+…+|a10|=67
BD 解析:因为Sn=n2-4n+1,当n=1时,a1=
S1=12-4×1+1=-2,
当n≥2时,Sn-1=(n-1)2-4(n-1)+1,
所以an=Sn-Sn-1=n2-4n+1-[(n-1)2-4(n
-1)+1]=2n-5(n≥2),显然当n=1时,an=2n
-5不成立,

所以an=
-2,n=1,
2n-5,n≥2,{ 所以数列{an}从第二项起
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是以2为公差的等差数列,
故数列{an}不是等差数列,故A错误,B正确.
从第二项起{an}为递增的等差数列,又a1<a2,
所以a1 为数列的最小项,故C错误.
因为a1<a2<0<a3<…<a10,所以

|a1|+|a2|+…+|a10|=-a1-a2+a3+…+a10

=S10-2(a1+a2)=102-4×10+1-2×(-2-
1)=67,故D正确.
故选BD.

5.在等差数列{an}中,a1>0,a10·a11<0.若此数列

前10项和S10=36,前18项和S18=12,则数列

{|an|}的前18项和T18的值为    .
60 解析:因为a1>0,a10·a11<0,
所以公差d<0,a10>0,a11<0,
所以T18=a1+a2+…+a10-(a11+a12+…+
a18)=S10-(S18-S10)=60.

6.已知等差数列{an},|a5|=|a9|,公差d>0,则使得

其前n 项和Sn 取得最小值的正整数n 的值是  
  .
6或7 解析:因为d>0,所以|a5|=|a9|可化为

-a5=a9,即a5+a9=2a7=0.
所以a7=0,所以a6<0,a8>0.

所以S6=S7,为最小.
故使得前n 项和Sn 取得最小值的正整数n 的值为

6或7.
7.已知数列{an}为等差数列,其中a2+a3=8,a5

=3a2.
(1)求数列{an}的通项公式;

(2)记bn=
2

anan+1
,设{bn}的前n 项和为Sn,求使

得Sn>
2020
2021

的正整数n 的最小值.

解:(1)设等差数列{an}的公差为d,

依题意有
2a1+3d=8,
a1+4d=3a1+3d,{ 解得

a1=1,
d=2,{

所以数列{an}的通项公式为an=2n-1.

(2)因为bn=
2

anan+1
=
1

2n-1-
1

2n+1
,

所 以 Sn = 1
1-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ + 1

3-
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ + … +

1
2n-1-

1
2n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷=1-

1
2n+1.

令1-
1

2n+1>
2020
2021

,解得n>1010,故取n=1011.
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                1.已知数列{an}是等差数列.若a9+a12>0,a10·a11

<0,且数列{an}的前n 项和Sn 有最大值,那么当

Sn>0时,n 的最大值为 (  )
A.10 B.11
C.20 D.21
C 解析:由等差数列的性质可知,a9+a12=a11+
a10>0,
又因为a10·a11<0,所以a10和a11异号.
因为数列{an}的前n 项和Sn 有最大值,
所以数列{an}是递减的等差数列,
即an-an-1=d<0,

所以a10>0,a11<0,所 以 S21=
21(a1+a21)

2 =

21a11<0,S20=
20(a1+a20)

2 =10(a9+a12)>0,

所以当Sn>0时,n 的最大值为20.故选C.
2.(多选)设d,Sn 分别为等差数列{an}的公差与前n

项和.若S10=S20,则下列结论中正确的有 (  )
A.当n=15时,Sn 取得最大值

B.当n=30时,Sn=0
C.当d>0时,a10+a22>0
D.当d<0时,|a10|>|a22|
BC 解析:因为d,Sn 分别为等差数列{an}的公差

与前n 项和,S10=S20,

所以10a1+
10×9
2 d=20a1+

20×19
2 d,

解得a1=-
29
2d
,

Sn=na1+
n(n-1)
2 ×d=-

29
2nd+

d
2n

2-
1
2nd=

d
2
(n-15)2-

225
2d.

若d>0,当n=15时,Sn 取得最小值,若d<0,当
n=15时,Sn 取得最大值,故A错误;

当n=30时,Sn=
d
2
(n-15)2-

225
2d=0,故B

正确;
当d>0时,a10+a22=2a1+30d=d>0,故 C
正确;

当d<0时,|a10|=|a1+9d|=-
11
2d
,

|a22|=|a1+21d|=-
13
2d
,

所以当d<0时,|a10|<|a22|,故D错误.
故选BC.

3.(传统文化)我国古代数学典籍《四元玉鉴》中有“差
夫筑堤”问题,现有类似问题:今有官司差夫筑堤,
只云初日差六十五人,次日转多七人,末三日连差

三百人,问,差人几天? 差人几何? 其大意为:官府

派人修筑堤坝,第一天派出65人,从第二天开始每

天派出的人数比前一天多7人,最后三天一共派出

了300人,则一共派遣了多少天? 派出了多少人?
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此问题的答案为 (  )
A.6天,495人 B.7天,602人

C.8天,716人 D.9天,795人

B 解析:设第n 天派出的人数为an,则{an}是以

65为首项,7为公差的等差数列,且a1+a2+a3=
216,an-2 +an-1 +an =300,所 以 a1 +an =
300+216
3 =172.因为a1=65,所以an=107,

所以n=
an-a1

7 +1=7(天),

则派出的人数S7=
7(a1+a7)

2 =602(人).故选B.

4.(多选)在等差 数 列{an}中,|a3|=|a9|,公 差

d<0,则使其前n项和Sn 取得最大值的自然数n是

(  )
A.4 B.5 C.6 D.7
BC 解析:因为在等差数列{an}中,|a3|=|a9|,
公差d<0,所以a3+a9=0,所以a6=0.又d<0,
所以a5>0,a7<0,
所以使其前n 项和Sn 取得最大值的自然数n 是5
或6.

5.若等差数列{an},{bn}的前n 项和分别为Sn,Tn,

满足
Sn

Tn
=
2n-1
3n+1

,则a4

b4=    .

13
22 

解 析:依 题 意 可 得
a4

b4 =
2a4

2b4 =
a1+a7

b1+b7 =

7
2
(a1+a7)

7
2
(b1+b7)

=
S7

T7
=
2×7-1
3×7+1=

13
22.

6.已知数列{an},{bn}都是等差数列,a3=b1=3,a15

=b7=15,设cn=(-1)n-1·
bn

anan+1
,则数列{cn}的

前2024项和为    .
2024
2025 

解析:设 数 列{an},{bn}的 公 差 分 别 为

da,db,
由已知得a15-a3=12da=12,b7-b1=6db=12,
所以da=1,db=2.
所以an=a3+(n-3)da=n,bn=b1+(n-1)db=
2n+1.

所以cn=(-1)n-1
2n+1

n(n+1)=
(-1)n-1 1n+

1
n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以数列{cn}的前2024项和S2024=c1+c2+…+

c2024 =
1
1+

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ - 1

2+
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ + 1

3+
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

1
4+

1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷+…+ 1

2023+
1
2024

æ

è
ç

ö

ø
÷- 1
2024+

1
2025

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
1-

1
2025=

2024
2025.

7.设数列{an}的各项都为正数,其前n 项和为Sn.已
知对任意n∈N*,Sn 是a2

n 和an 的等差中项.
(1)证明数列{an}为等差数列,并求an;
(2)若bn=-n+5,求an·bn 的最大值,并求出取

最大值时n 的值.
解:(1)由已知,得2Sn=a2

n+an,且an>0.
当n=1时,2a1=a2

1+a1,解得a1=1.
当n≥2时,2Sn-1=a2

n-1+an-1,
所以2Sn-2Sn-1=a2

n-a2
n-1+an-an-1,

即2an=a2
n-a2

n-1+an-an-1,
即(an+an-1)(an-an-1)=an+an-1.
因为an+an-1>0,所以an-an-1=1(n≥2).
故数列{an}是首项为1,公差为1的等差数列,
则an=n.
(2)由(1)可知an=n.设cn=an·bn,

则cn=n(-n+5)=-n2+5n=- n-
5
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
25
4.

因为n∈N*,所以当n=2或n=3时,{cn}的最大

项为6.
故an·bn 的最大值为6,此时n=2或n=3.

8.(2022·新高考全国Ⅰ卷)记Sn 为数列{an}的前n

项和,已知a1=1,
Sn

an
{ }是公差为

1
3

的等差数列.

(1)求{an}的通项公式;

(2)证明:1
a1
+
1
a2
+…+

1
an
<2.

(1)解:因为a1=1,所以S1=a1=1,所以
S1

a1
=1.

又因为
Sn

an
{ } 是公差为

1
3

的等差数列,

所以
Sn

an
=1+

1
3
(n-1)=

n+2
3
,所以Sn=

(n+2)an

3 .

当n≥2时,Sn-1=
(n+1)an-1

3
,

所以an=Sn-Sn-1=
(n+2)an

3 -
(n+1)an-1

3
,

整理得(n-1)an=(n+1)an-1,

即
an

an-1
=
n+1
n-1

,

所以an=a1×
a2

a1
×
a3

a2
×…×

an-1

an-2
×

an

an-1
=1×

3
1×

4
2×

…×
n

n-2×
n+1
n-1=

n(n+1)
2

,即an=
n(n+1)
2 .

显然上式对于n=1也成立,

所以{an}的通项公式为an=
n(n+1)
2 .

(2)证明:由(1)得
1
an
=

2
n(n+1)=2

1
n-

1
n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以
1
a1
+
1
a2
+…+

1
an
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=2 1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+ 1

2-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
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1

n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=21-
1

n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷<2.

9.已知Sn 为等差数列{an}的前n 项和,a1=25,
a4=16.
(1)当n 为何值时,Sn 取得最大值?
(2)求a2+a4+a6+a8+…+a20的值;
(3)求数列{|an|}的前n 项和Tn.
解:(1)在等差数列{an}中,a1=25,a4=16,

所以公差d=
a4-a1

4-1 =-3.
所以an=-3n+28.

令an=-3n+28≥0且n∈N*,得n≤9.
所以当n≤9时,an>0;当n>9时,an<0.
所以当n=9时,Sn 取得最大值.
(2)因为数列{an}是等差数列,

所以a2+a4+a6+a8+…+a20=
10(a2+a20)

2 =

10a11=10×(-3×11+28)=-50.
(3)由(1)得,当n≤9时,an>0;当n>9时,an<0.
所以当n≤9时,Tn=a1+a2+…+an=25n+
n(n-1)
2 ×(-3)=-

3
2n

2+
53
2n.

当n>9时,Tn=a1+a2+…+a9-(a10+a11+…

+an)=2S9-Sn =2× (9×25-36×3)-

25n-
3
2n
(n-1)é

ë
êê

ù

û
úú=
3
2n

2-
53
2n+234.

综上所述,Tn=
-
3
2n

2+
53
2n
,n≤9,

3
2n

2-
53
2n+234

,n>9(n∈N*).
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易错强化练(一)
                练易错
易错点1|忽视数列是特殊的函数
[防范要诀]
数列的通项公式及前n 项和公式都可看作定义域为

正整数集或其子集的函数,要善于运用函数的观点认

识和理解数列问题.
[对点集训]
1.设an=-n2+5n-6,则数列{an}中的最大项的

值是 (  )

A.
16
3 B.

13
3 C.

3
4 D.0

D 解析:数列的通项公式对应的二次函数图象的

对称轴为直线n=
5
2∉N*.

所以当n=2或n=3时,an 取最大值,a2=a3=0.
2.(多选)已知数列{xn}满足x1=a,x2=b,xn+1=xn

-xn-1(n≥2),则下列结论正确的是 (  )
A.x2022=a
B.x2023=a-b
C.x13=x2023

D.x1+x2+…+x2023=a
CD 解析:x1=a,x2=b,x3=x2-x1=b-a,x4

=x3-x2=-a,x5=x4-x3=-b,x6=x5-x4

=a-b,x7=x6-x5=a=x1,x8=x7-x6=b=
x2,所以{xn}是周期数列,周期为6,所以x2022=
x6=a-b,A 不 正 确;x2023=x1=a,B不 正 确;
x2023=x1=x13,C正确;因为x1+x2+x3+x4+
x5+x6=0,所以x1+x2+…+x2023=x1=a,D
正确.

3.(多选) 已 知 数 列 {an } 满 足 an =
(3-t)n-3,n≤7,
tn-6,n>7{ (n∈N*),且数列{an}是递增

数列,则实数t的可能取值是 (  )

A.2 B.
9
4

C.
11
4 D.3

BC  解 析: 因 为 an = f (n ) =
(3-t)n-3,n≤7,
tn-6,n>7{ (n∈N*),{an}是递增数列,

所以

3-t>0,
t>1,
(3-t)×7-3<t8-6,

ì

î

í

ïï

ïï

即

t<3,
t>1,
t>2或t<-9,

ì

î

í

ïï

ïï

解得2<t<3.故选BC.
易错点2|不能正确进行an 与Sn 互化

[防范要诀]
凡是已知Sn 的表达式或Sn 与an 的关系式,都需要

用到当n≥2时,an=Sn-Sn-1;另外,也不要忽视检

验n=1是否也适合由an=Sn-Sn-1所得公式.
[对点集训]

4.(多选)已知数列{an}的前n 项和Sn=n2-5n,则
下列说法正确的是 (  )

A.{an}为等差数列

B.an>0

C.Sn 的最小值为-
21
4

D.{an}为递增数列

AD 解析:当n=1时,a1=S1=1-5=-4,
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=n2-5n-[(n-1)2-
5(n-1)]=2n-6.
当n=1时,a1=-4满足上式,
所以an=2n-6.
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由于an-an-1=2(n≥2),所以数列{an}是首项为

-4,公差为2的等差数列.
因为公差大于零,所以{an}为递增数列,所以A,D
正确,B错误.

由于Sn=n2-5n= n-
5
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
25
4
,而n∈N*,所

以当n=2或n=3时,Sn 取得最小值,且最小值为

-6,所以C错误.
故选AD.

5.已知数列{an}的前n 项和Sn=n2+1,则数列{an}
的通项公式为an=    .
2,n=1,
2n-1,n≥2{  解析:因为Sn=n2+1,

所以an=Sn-Sn-1=n2+1-[(n-1)2+1]=2n
-1(n≥2).当n=1时,a1=S1=2不符合上式.

所以an=
2,n=1,
2n-1,n≥2.{

易错点3|对等差数列的定义理解不透
[防范要诀]
使用等差数列的定义时容易出现以下错误:(1)对定

义中“从第二项起”理解有误,常常忽略首项;(2)忽略

“任意”,误认为验证有限个相邻两项的差是常数即得

等差数列;(3)误认为任意相邻两项的差就是等差数

列的公差.
[对点集训]
6.已知数列{an}中,a1=1,a2=2,2an+1=2an+3(n
≥2,n∈N*),判断{an}是否是等差数列,并说明

理由.
解:{an}不是等差数列.理由如下:当n≥2时,由

2an+1=2an+3,得an+1-an=
3
2.但a2-a1=1≠

3
2
,所以数列{an}不是等差数列.

7.已 知 数 列 {an}的 前 n 项 和 Sn 满 足 Sn =
1
4
(an+1)2,且an>0.求{an}的通项公式.

解:因为Sn=
1
4
(an+1)2,

所以当n≥2时,an=Sn-Sn-1=
1
4
(an+1)2-

1
4
(an-1+1)2.

所以a2
n-a2

n-1-2an-2an-1=0.
所以(an+an-1)(an-an-1-2)=0.
因为an>0,所以an-an-1=2(n≥2).
所以{an}是公差为2的等差数列.

当n=1时,S1=a1=
1
4
(a1+1)2.

所以a2
1-2a1+1=0.

所以a1=1.所以an=2n-1.

练疑难
1.在 数 列 {an}中,a1 =1,an ·an-1 =an-1 +
(-1)n(n≥2,n∈N*),则a3 的值是 (  )

A.
1
2 B.

2
3

C.
3
4 D.1

A 解析:因为在数列{an}中,a1=1,an·an-1=
an-1+(-1)n(n≥2,n∈N*),
所以a2×1=1+(-1)2=1+1=2,即a2=2,

所以a3×2=2+(-1)3=2-1=1,所以a3=
1
2.

2.若lg2,lg(2x-1),lg(2x+3)成等差数列,则x 的

值为 (  )
A.0 B.log25
C.32 D.0或32
B 解析:依题意得2lg(2x-1)=lg2+lg(2x+3),
所以(2x-1)2=2(2x+3),所以(2x)2-4·2x-5
=0,
则(2x-5)(2x+1)=0,
解得2x=5或2x=-1(舍),
所以x=log25.

3.已知{an}为等差数列,首项为
1
25
,数列{an}从第10

项开始比1大,那么公差d 的取值范围是 (  )

A.d>
8
75 B.d<

3
25

C.
8
75<d<

3
25 D.

8
75<d≤

3
25

D 解析:由题可得a1=
1
25
,且 a10>1,

a9≤1,{

根据等差数列的通项公式可得

1
25+9d>1

,

1
25+8d≤1

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
8
75<d≤

3
25.

4.(多选)已知数列{an}的前n 项和为Sn(Sn≠0),且

满足an+4Sn-1Sn=0(n≥2),a1=
1
4
,则下列说法

正确的是 (  )

A.数列{an}的前n 项和Sn=
1
4n

B.数列{an}的通项公式为an=
1

4n(n-1)
C.数列{an}为递增数列

D.数列 1
Sn

{ }为递增数列

AD 解析:因为an+4Sn-1Sn=0(n≥2),所以Sn

-Sn-1+4Sn-1Sn=0(n≥2).因为Sn≠0,所以
1
Sn
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-
1

Sn-1
=4(n≥2).因此数列 1

Sn
{ } 是以

1
S1
=
1
a1
=4

为首项,4为公差的等差数列,且是递增数列,所以

1
Sn
=4+4(n-1)=4n,所以Sn=

1
4n
,故 A,D正

确;当n≥2时,an=Sn-Sn-1=
1
4n-

1
4(n-1)=

-
1

4n(n-1)
,当n=1时,a1=

1
4

不满足上式,所以

an=

1
4
,n=1,

-
1

4n(n-1)
,n≥2,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

故B,C不正确.故选AD.

5.已知等差数列{an},an=2n-9,则|a1|+|a2|+…
+|a10|=    .
52 解析:由an=2n-9,可知a1=-7,d=2.由
an≥0,得n≥4.5,所以前4项为负,以后各项均为

正,所以|a1|+|a2|+…+|a10|=-(a1+a2+a3+
a4)+(a5+…+a10)=-S4+S10-S4=S10-2S4=

-7×10+
10×9
2 ×2-2-7×4+

4×3
2 ×2

æ

è
ç

ö

ø
÷=52.

6.数列{an}满足递推关系an=3an-1+3n-1(n∈

N*,n≥2),a1=5,则使得数列
an+m
3n{ } 为等差数

列的实数m 的值为 .

-
1
2 

解析:a1=5,a2=3×5+32-1=23,

a3=3×23+33-1=95,

依题意得
5+m
3
,23+m
32

,95+m
33

为等差数列,

所以2×
23+m
32 =

5+m
3 +

95+m
33

,

解得m=-
1
2.经检验m=-

1
2

满足题设.

7.已知Sn 为数列{an}的前n 项和,bn 为数列{Sn}的

前n 项积,1
Sn
+
2
bn
=1.

(1)证明:数列{bn}是等差数列;
(2)求数列{an}的通项公式.

(1)证明:当n=1时,b1=S1,即
1
b1+

2
b1=1

,解得

b1=3.

当n≥2时,Sn=
bn

bn-1
,所以

1
Sn
+
2
bn
=
bn-1

bn
+
2
bn
=

bn-1+2
bn

=1,所以bn-bn-1=2,

故数列{bn}是以b1=3为首项,公差为2的等差

数列.
(2)解:由(1)知{bn}的通项公式为bn=2n+1,

所以当n≥2时,Sn=
2n+1
2n-1=1+

2
2n-1

,

当n≥2时,an=Sn-Sn-1=
2

2n-1-
2

2n-3=

-4
(2n-1)(2n-3).

又因为a1=S1=3,不满足上式,
所以数列{an}的通项公式为

an=
3,n=1,

-4
(2n-1)(2n-3)

,n≥2.{
8.已 知 函 数 f(x)=2x -2-x,数 列 {an}满 足

f(log2an)=-2n.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)证明:数列{an}是递减数列.
(1)解:因为f(x)=2x-2-x,f(log2an)=-2n,
所以2log2an-2-log2an=-2n,

即an-
1
an
=-2n,

所以a2
n+2nan-1=0,

解得an=-n± n2+1.
因为an>0,

所以an= n2+1-n.

(2)证明:
an+1

an
=
(n+1)2+1-(n+1)

n2+1-n

=
n2+1+n

(n+1)2+1+(n+1)
<1.

又an>0,所以an+1<an,故数列{an}是递减数列.
9.数列{an}的通项公式为an=n2+kn+2.
(1)若a2=a7,求数列{an}的最小项;
(2)若不等式an≥a4 恒成立,求实数k 的取值

范围.
解:(1)由a2=a7,得k=-9,

即an=n2-9n+2= n-
9
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
73
4.

因为n∈N*,所以当n=4或n=5时,{an}的最小

项为a4=a5=-18.

(2)an=n2+kn+2= n+
k
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+2-
k2

4
,

因为不等式an≥a4 恒成立,所以3.5≤-
k
2≤4.5

,

解得-9≤k≤-7.
所以实数k 的取值范围为{k|-9≤k≤-7}.
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4.3　等比数列

4.3.1 等比数列的概念

第1课时 等比数列的概念

学习任务目标
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􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解等比数列及等比中项的概念.(数学抽象)
2.掌握等比数列的通项公式,能运用公式解决相关问题.(数学运算)
3.掌握等比数列的判断与证明方法.(逻辑推理)
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1.等比数列、等比中项的概念

等比

数列

一般地,如果一个数列从第2项起,每一项与它的

前一项的比都等于 同一个常数,那么这个数列叫

做等比数列,这个常数叫做等比数列的公比,公比

通常用字母q表示(显然q≠0)

等比

中项

如果在a与b中间插入一个数G,使a,G,b 成等

比数列,那么G 叫做a与b的等比中项.此时,G2=

ab

2.等比数列的通项公式

(1)首项为a1,公比为q 的等比数列{an}的通项公

式为an=a1qn-1.

(2)第n 项与第m 项的关系为an=amqn-m,变形得

qn-m=
an

am
.

(3)由an=
a1

q
·qn可知,当q>0且q≠1时,等比

数列{an}的第n 项an是指数函数f(x)=
a1

q
·qx

(x∈R)当x=n 时的函数值,即an=f(n).

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)等比数列中不存在数值为0的项. (√ )

(2)常数列a,a,a,a,…一定是等比数列. (× )

(3)若an=
3,n=1,

2n-1,n≥2,{ 则数列{an}是等比数列.

(  )

× 提示:第2项与第1项的比是
2
3
,从第3项开

始每一项与前一项的比都是2,不符合等比数列的

定义.
(4)任何两个实数都有等比中项. (× )

2.已知等比数列{an}的首项a1=
9
8
,公比q=

2
3
,an

=
1
3
,则项数n 为 (  )

A.3 B.4 C.5 D.6

B 解析:由a1qn-1=an,得
9
8×

2
3

æ
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ç
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n-1

=
1
3
,解得

n=4.

3.请思考并回答下列问题:

(1)有既是等差数列又是等比数列的数列吗? 若

有,是什么数列?

提示:有.非零常数列既是等差数列又是等比数列.
(2)等比数列的公比可以是任意实数吗?

提示:不能.等比数列的公比可以是正数、负数,但

不能为零.
(3)若数列{an}满足an+1=2an(n∈N*),那么{an}

是等比数列吗?

提示:不一定.当a1=0时,按所给递推关系式,该数

列为常数列,且常数为0,此时{an}不是等比数列.
(4)数列{an}为等比数列,若a1=2,a5=8,则a3=

±4是否正确?

提示:不正确.设等比数列{an}的公比为q,则可得

q4=
a5

a1
=4,解得q2=2,所以a3=a1q2=2×2=4.
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 等比数列的概念

                1.在公差不为0的等差数列{an}中,a3,a7,am 是公

比为2的等比数列,则m= (  )
A.11 B.13
C.15 D.17
C 解析:设等差数列的公差为d,则d≠0.
因为a3,a7,am 是公比为2的等比数列,

所以
a1+6d
a1+2d=2①

,a1+(m-1)d
a1+6d =2②.

由①得a1=2d,代入②,解得m=15.
故选C.

2.从集合{1,2,3,…,10}中任意选出三个不同的数,
使得这三个数成等比数列,则这样的等比数列的个

数是 (  )
A.8 B.10
C.12 D.16
A 解析:当公比为2时,等比数列可为1,2,4或

2,4,8;当公比为3时,等比数列可为1,3,9;当公比

为
3
2

时,等比数列可为4,6,9.同时,以上数列反向

排列也是等比数列.综上,共8个等比数列.
3.下列数列为等比数列的是 (  )
A.m,m2,m3,m4,…
B.22,42,62,82,…

C.q-1,(q-1)2,(q-1)3,(q-1)4,…

D.
1
a
,1
a2,

1
a3,

1
a4,…

D 解析:当m=0,q=1时,A,C均不是等比数列;
62

42≠
42

22
,所以B不是等比数列.

4.下列数列是等比数列的有    .(填序号)

①1,
1
3
,1
6
,1
9
,1
12
,…;

②10,10,10,10,10,…;

③
2
3
,2
3
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2

,2
3

æ

è
ç
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ø
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3

,2
3

æ

è
ç
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ø
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4

,…;

④1,0,1,0,1,0,…;
⑤1,-4,16,-64,256,….
②③⑤ 解析:①不是等比数列.②是等比数列,公

比为1.③是等比数列,公比为
2
3.④不是等比数列.

⑤是等比数列,公比为-4.

等比数列概念的理解

等比数列从第2项起,每一项与它的前一项的比都等

于同一个常数,且等比数列中任意一项不能为0,对
于含参数的数列需要分类讨论.
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 等比数列的通项公式、等比中项及应用

                例1 (1)在等比数列{an}中,a1=1,公比q≠±1.若
am=a2a3,则m 等于 (  )
A.2 B.3
C.4 D.5
(2)若数列-1,a,b,c,-9为等比数列,则实数b 的

值为 (  )
A.-3 B.3
C.±3 D.不能确定

(3)已知数列{an}是等比数列.

①若a2=4,a5=-
1
2
,求an;

②若a2+a5=18,a3+a6=9,an=1,求n.
(1)C 解析:am=a2a3⇒a1qm-1=a1q·a1q2.
因为a1=1,所以qm-1=q3.
又因为q≠±1,q≠0,所以 m-1=3,解得 m=4.故
选C.
(2)A 解析:因为-1,a,b,c,-9成等比数列,
所以-1,a,b 成等比数列,a,b,c 成等比数列,b,c,
-9成等比数列.

所以a2=-b,b2=ac,c2=-9b.
所以b4=a2c2=(-1)×(-9)b2,所以b2=9.
又a2=-b>0,所以b<0.所以b=-3.
(3)解:设等比数列{an}的公比为q.

①根据题意,可知

a2=a1q=4,

a5=a1q4=-
1
2
,

ì

î

í

ïï

ïï

所以
q=-

1
2
,

a1=-8.

ì

î

í

ïï

ïï

所以an=a1qn-1=-8× -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

=(-2)4-n.

②因为a3+a6=(a2+a5)q,

即9=18q,所以q=
1
2.

由a1q+a1q4=18,得a1=32.
由an=a1qn-1=1,得n=6.
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对等比中项的理解

(1)在一个等比数列中,从第2项起,每一项(有穷数

列的末项除外)都是它的前一项与后一项的等比

中项.
(2)“a,G,b成等比数列”等价于“G2=ab(a,b 均不

为0)”,可以用它来判断或证明三个数成等比数列.应

注意“a,G,b成等比数列”与“G= ab”不是等价的.
(3)当a,b同号时,a,b的等比中项有两个,且它们互

为相反数;当a,b异号时,a,b没有等比中项.

1.已知数列{an},a1=1,
an+1

an
=
1
2
,则数列{an}的通

项公式是 (  )

A.an=2n B.an=
1
2n

C.an=
1
2n-1 D.an=

1
n2

C 解析:因为在数列{an}中,a1=1,
an+1

an
=
1
2
,

所以数列{an}是首项a1=1,公比q=
1
2

的等比

数列.

所以an=a1qn-1=1× 1
2

æ
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ç
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ø
÷

n-1

=
1
2n-1.故选C.

2.(1)已知等比数列的前3项依次为x,2x+2,3x+
3,求实数x 的值.
(2)已知等比数列{an},a2a3a4=64,a3+a6=36,
求a2和a6的等比中项.
解:(1)因为等比数列的前3项依次为x,2x+2,3x
+3,所以x(3x+3)=(2x+2)2,解得x=-1或x
=-4.又因为当x=-1时,2x+2=3x+3=0不

合题意,所以实数x 的值为-4.
(2)因为{an}是等比数列,所以a3是a2和a4的等比

中项,即a2
3=a2a4.所以a3

3=64,解得a3=4,从而

a6=32.

设{an}的公比为q,则
a1q2=4,

a1q5=32,{ 解得
a1=1,

q=2.{
所以a2=a1q=2.
设a2和a6的等比中项为G,
则G2=a2a6=64,所以G=±8.
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 等比数列的判定

                例2 数列{an}的前n 项和为Sn,a1=1,an+1=
n+2
n Sn,n∈N*,求证:数列 Sn

n{ }为等比数列.

证 明:因 为
Sn+1

n+1=
Sn+an+1

n+1 =
Sn+

n+2
n Sn

n+1 =

2n+2
n Sn

n+1 =2×
Sn

n
,所以

Sn+1

n+1
Sn

n

=2.

又
S1

1=
a1

1=1
,

所以数列
Sn

n{ } 是以1为首项,2为公比的等比数列.
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思考1.本例中为了证明数列
Sn

n{ } 为等比数列,需要

先推出一个什么样的等式? 为了得到这个等式,如
何将已知条件变形?

提示:先推出
Sn+1

n+1
与
Sn

n
的关系式.

将an+1=
n+2
n Sn 变为Sn+1-Sn=

n+2
n Sn,

所以Sn+1=
2n+2
n Sn=

2(n+1)
n Sn,则

Sn+1

n+1=2
·Sn

n .
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􀪋思考2.将本例中数列{an}满足的条件变为“a1=2,

an+1=4an-3n+1(n∈N*)”.证明:数列{an-n}是

等比数列.
证明:由an+1=4an-3n+1,得an+1-(n+1)=

4(an-n),n∈N*.

因 为 a1 -1=1≠0,所 以 an -n ≠0,所 以

an+1-(n+1)
an-n =4,

所以数列{an-n}是以1为首项,4为公比的等比

数列.
思考3.若将本例中数列{an}满足的条件变为“a1=

-2,an+1=2an+3”.试利用此条件构造一个等比数

列,进而求出数列{an}的通项公式.

解:因为a1=-2,所以a1+3=1.

因为an+1=2an+3,

所以an+1+3=2an+6=2(an+3),

所以
an+1+3
an+3

=2,

所以{an+3}是以1为首项,2为公比的等比数列.

所以an+3=1×2n-1,所以an=2n-1-3.
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判定一个数列是等比数列的方法

(1)定义法:若数列{an}满足
an+1

an
=q(q 为常数且不

为0)或
an

an-1
=q(n≥2,q 为常数且不为0),则数列

{an}是等比数列.
(2)等比中项法:对于数列{an},若a2

n+1=an·an+2

且an≠0,则数列{an}是等比数列.
(3)通项公式法:若数列{an}的通项公式为an=a1

qn-1(a1≠0,q≠0),则数列{an}是等比数列.

已知a,b,c成等比数列,求证:a2+b2,ab+bc,b2+

c2 成等比数列.
证明:因为a,b,c成等比数列,所以b 是a,c 的等比

中项,则b2=ac,且a,b,c均不为零.

又(a2+b2)(b2+c2)=a2b2+a2c2+b4+b2c2=a2b2

+2a2c2+b2c2,

(ab+bc)2=a2b2+2ab2c+b2c2=a2b2+2a2c2+

b2c2,所以(ab+bc)2=(a2+b2)(b2+c2),

即ab+bc是a2+b2与b2+c2的等比中项.

所以a2+b2,ab+bc,b2+c2成等比数列.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(七)

                
1.在等比数列{an}中,已知a1=32,公比q=-

1
2
,则

a6 等于 (  )

A.1 B.-
1
2 C.-1 D.

1
2

C 解析:a6=32× -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

=-1.故选C.

2.2- 3与2+ 3的等比中项是 (  )
A.1 B.-1
C.2 D.-1或1

D 解析:由题意可设2- 3与2+ 3的等比中项

是m,则m2=(2- 3)(2+ 3)=1,解得 m=-1
或m=1.故选D.

3.在等比数列{an}中,已知a1=2,公比q=2,若an=
16,则n 为 (  )
A.2 B.3 C.4 D.5
C 解析:根据an=a1qn-1,得16=2×2n-1,解得

n=4.
4.对任意等比数列{an},下列说法一定正确的是

(  )
A.a1,a3,a9 成等比数列

B.a2,a3,a6 成等比数列

C.a2,a4,a8 成等比数列

D.a3,a6,a9 成等比数列

D 解析:由等比数列的性质得a3·a9=a2
6≠0,

因此a3,a6,a9 一定成等比数列.
故选D.

5.在等比数列{an}中,a2021=-8a2018,则公比q等于

(  )

A.2 B.-2 C.±2 D.
1
2

B 解析:因为
a2021

a2018
=q3=-8,所以q=-2.

6.“m=3”是“1,m,9成等比数列”的 (  )
A.必要不充分条件

B.充分不必要条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

B 解析:1,m,9成等比数列,等价于m2=1×9,解
得m=±3.
而“m=3”是“m=±3”的充分不必要条件,
等价于“m=3”是“1,m,9成等比数列”的充分不必

要条件.
故选B.

7.已知a,b,c,d 成等比数列,给出下列三个数列:
①a2,b2,c2,d2;②ab,bc,cd;③a-b,b-c,c-d.
其中一定是等比数列的数列个数为 (  )
A.0 B.1 C.2 D.3
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C 解析:a,b,c,d 成等比数列,设公比为q,则a,

b,c,d 均不为0,且
b
a=

c
b=

d
c=q

,

b2

a2=
c2

b2=
d2

c2=q
2,故a2,b2,c2,d2 成等比数列,且

公比为q2;
bc
ab=

c
a=q

2,cd
bc=

d
b =q

2,因此ab,bc,cd 成等比

数列,且公比为q2;
a-b=a(1-q),b-c=b(1-q)=aq(1-q),c-d
=c(1-q)=aq2(1-q),当q≠1时,成等比数列,
且公比为q,但当q=1时,不是等比数列.故选C.

8.在数列{an}中,已知a1=3,且对任意正整数n 都

有2an+1-an=0,则an= .

3× 1
2

æ

è
ç

ö

ø
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n-1

 解析:因为2an+1-an=0,

所以
an+1

an
=
1
2.

所以{an}是等比数列,且公比q=
1
2.

所以an=a1·qn-1=3× 1
2

æ

è
ç

ö

ø
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n-1

.

9.在320与5之间插入5个数,使这7个数成等比数

列,求所插入的5个数.
解:设所成的等比数列的公比为q,则5=320q6,即

q6=
1
64
,解得q=±

1
2.

当q=
1
2

时,插入的5个数为160,80,40,20,10;

当q=-
1
2

时,插入的5个数为-160,80,-40,20,

-10.
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                1.已知数列{an}为等比数列,则“公比q>1”是“{an}
为递增数列”的 (  )
A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

D 解析:等比数列{an}为递增数列的充要条件是

a1>0,

q>1{ 或
a1<0,
0<q<1.{ 故“公比q>1”是“{an}为递增

数列”的既不充分也不必要条件.故选D.
2.(多选)若Sn 为数列{an}的前n 项和,且Sn=2an

+1(n∈N*),则下列说法正确的是 (  )
A.a5=-16
B.S5=-63
C.数列{an}是等比数列

D.数列{Sn+1}是等比数列

AC 解析:因为Sn 为数列{an}的 前n 项 和,且
Sn=2an+1(n∈N*),
所以S1=a1=2a1+1.因此a1=-1.
当n≥2 时,an =Sn -Sn-1=2an -2an-1,即

an=2an-1.
所以数列{an}是以-1为首项,2为公比的等比数

列,故C正确.
因为a5=-1×24=-16,故A正确.
又Sn=2an+1=-2n+1,所以S5=-25+1=
-31,故B错误.
因为S1+1=0,所以数列{Sn+1}不是等比数列,
故D错误.

3.已知在数列{an}中,a1=1,an+1=2an+3,则a10=
(  )

A.2045 B.1021 C.1027 D.2051

A 解析:设an+1=2an+3可变形为an+1+x=
2(an+x),即an+1=2an+x,可得x=3,即an+1+
3=2(an+3).故数列{an+3}是首项为4,公比为2
的等比数列.
所以an+3=4·2n-1.
所以an=4·2n-1-3=2n+1-3.
所以a10=2045.
故选A.

4.(多选)已知数列{an}是等比数列,那么下列数列一

定是等比数列的是 (  )

A.1an
{ }

B.{log2a2
n}

C.{an+an+1}

D.{an+an+1+an+2}

AD 解 析:当 an =1 时,log2a2
n =0,故 数 列

{log2a2
n}不一定是等比数列;当公比q=-1时,an

+an+1=0,故数列{an+an+1}不一定是等比数列.

由等比数列的定义知 1
an
{ } 和{an+an+1+an+2}都

是等比数列.故选AD.
5.已知一个等比数列的各项均为正数,且它的任何一

项都等于它后面两项的和,则它的公比q=  
  .

-1+ 5
2  解析:设该等比数列为{an},公比为q,

依题意,得an=an+1+an+2,所以an=anq+anq2.
因 为 an >0,所 以 q2 +q-1=0,解 得 q=

-1+ 5
2 q=

-1- 5
2

舍去
æ

è
ç

ö

ø
÷.
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6.已知各项都为正数的数列{an}满足a1=1,a2
n-

(2an+1-1)an-2an+1=0(n∈N*).
(1)求a2,a3;
(2)求{an}的通项公式.

解:(1)由题意,可求得a2=
1
2
,a3=

1
4.

(2)由a2
n-(2an+1-1)an-2an+1=0,得2an+1(an

+1)=an(an+1).
因为{an}的各项都为正数,所以an+1≠0,

所以
an+1

an
=
1
2.

故{an}是首项为1,公比为
1
2

的等比数列,因此an

=
1
2n-1(n∈N*).

7.(新情境)在各项均为正偶数的数列a1,a2,a3,a4

中,前3项成公差为d(d>0)的等差数列,后3项

成公比为q 的等比数列.若a4-a1=88,求q 的所

有可能的值构成的集合.

解:设四个数依次为a1,a1+d,a1+2d,a1+88,其

中a1,d 为偶数.
因为后3项成公比为q 的等比数列,

所以(a1+2d)2=(a1+d)(a1+88),整理得a1=

4d(22-d)
3d-88 >0,

所以(d-22)(3d-88)<0,解得22<d<
88
3
,

所以d 可能的值为24,26,28.

当d=24时,a1=12,q=
5
3
;

当d=26时,a1=
208
5
(舍去);

当d=28时,a1=168,q=
8
7.

综 上 可 得,q 的 所 有 可 能 的 值 构 成 的 集 合 为

5
3
,8
7{ }.
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第2课时 等比数列的性质及应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能够根据等比数列的定义和通项公式推出等比数列的常用性质.(逻辑推理)
  2.能够运用等比数列的性质解决有关问题.(数学运算)
  3.能够运用等比数列的知识解决简单的实际问题.(数学建模)
  4.掌握等比数列的判断与证明方法.(逻辑推理)
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1.等比数列的性质

(1)若m+n=p+q(m,n,p,q∈N*),则am·an=
ap·aq;
若m+n=2k(m,n,k∈N*),则a2

k=am·an.
(2)若 数 列{an}是 等 比 数 列,则{|an|},{a2

n},

1
an
{ }仍为等比数列.

(3)若数列{an}(各项为正数)是等差数列,则{aan}
为等比数列.
(4)若 数 列{an}(各 项 为 正 数)是 等 比 数 列,则
{logaan}为等差数列.

2.等比数列性质的应用

一般来说,当三个数成等比数列时,可设这三个数

分别为a,aq,aq2 或
a
q
,a,aq,此时公比为q;当四

个数成等比数列时,可设这四个数分别为a,aq,

aq2,aq3,公比为q;当四个数均为正(负)数时,可设

为
a
q3
,a
q
,aq,aq3,公比为q2.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)在等比数列{an}中,若aman=apaq,则m+n=
p+q. (× )
(2)若数列{an},{bn}都是等比数列,则数列{an+
bn}也一定是等比数列. (× )
(3)若数列{an}是等比数列,则数列{λan}也是等比

数列. (× )
2.在等比数列{an}中,若a2a8=9,则a3a7= (  )
A.3 B.±3
C.9 D.±9
C 解析:因为2+8=3+7,所以a3a7=a2a8=9.

3.请思考并回答下列问题:
(1)等差数列的单调性只与其公差有关,等比数列

的单调性是否只与其公比有关呢?
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提示:等比数列的单调性与其首项an 和公比q 都

有关系.
当q>1,a1>0或0<q<1,a1<0时,{an}是递增

数列;
当q>1,a1<0或0<q<1,a1>0时,{an}是递减

数列;
当q=1时,{an}是常数列;
当q<0时,{an}是摆动数列.
(2)若{an}为等比数列,且 m+n=p(m,n,p∈
N*),aman=ap 一定成立吗?

提示:不一定.例如等比数列1,2,4,8,…中,a1·a3

≠a4.
(3)从公比为q的等比数列{an}中依次取相邻两项

的乘积组成新的数列a1a2,a2a3,a3a4,….新数列

是公比为2q的等比数列吗?

提示:不是.由于
anan+1

an-1an
=

an

an-1
·an+1

an
=q·q=q2,

n≥2且n∈N*,所以{anan+1}是以q2 为公比的等

比数列.
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 等比数列的性质

                
1.在等比数列{an}中,若a3=

1
2
,a9=2,则a15=  

  .

8 解析:因为a3a15=a2
9,所以a15=

a2
9

a3
=
22

1
2

=8.

2.已知公比为q的等比数列{an},a5+a9=q,则a6·
(a2+2a6+a10)的值为    .
1 解析:因为a5+a9=q,所以a4+a8=1,

所以a6(a2+2a6+a10)=a6a2+2a2
6+a6a10=a2

4

+2a4a8+a2
8=(a4+a8)2=1.

3.在等比数列{an}中,a7a11=6,a4+a14=5,求
a20

a10
.

解:设公比为q.
因为a7a11=a4a14=6,a4+a14=5,

所以
a4=2,

a14=3{ 或
a4=3,

a14=2.{ 所以q10=
3
2

或q10=
2
3.

因为
a20

a10
=q10,所以

a20

a10
的值为

3
2

或
2
3.

巧用等比数列的性质

(1)解答等比数列问题的基本方法———基本量法

①基本思路:运用方程思想列出基本量a1 和q 的方

程组,求出a1 和q,然后利用通项公式求解;

②优缺点:适用面广,入手简单,思路清晰,但有时运

算比较复杂.
(2)利用等比数列的性质解题

①基本思路:充分发挥项的“下标”的作用,分析等比

数列项与项之间的关系,选择恰当的性质解题;

②优缺点:简便快捷,但适用面窄.
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 等比数列的实际应用

                例1 (1)一种专门占据内存的计算机病毒开始时占

据内存2KB,然后每3min自动复制一次,复制后所

占内存是原来的2倍,那么开机后    min,该病

毒占据内存64MB(1MB=210KB).
(2)2021年,某县甲、乙两个林场森林木材的存量分

别为16am3 和25am3,甲林场木材存量每年比上一

年增加25%,而乙林场木材存量每年比上一年减

少20%.
①哪一年两林场木材的存量相等?
②两林场木材的总存量到2025年能否翻一番?
(1)45 解析:3min后占据内存22KB,两个3min
后占据内存23 KB,三 个3min后 占 据 内 存24 KB
……n 个3min后占据内存2n+1KB.令2n+1=64×
210=216,得n=15.又15×3=45(min),故开机后

45min,该病毒占据内存64MB.
(2)解:①设第n 年两林场木材的存量相等,则

16a(1+25%)n-1=25a(1-20%)n-1,
解得n=2.
故到2023年两林场木材的存量相等.
②令n=5,则16a(1+25%)4+25a(1-20%)4<
2(16a+25a),
故两林场木材的总存量到2025年不能翻一番.

求解等比数列实际应用问题的关键点

求解此类问题应先把实际问题转化为等比数列问题,
在建立等比数列模型后,往往要进行指数运算,要注

意运算的准确性,对于近似计算问题,答案要符合题

设中实际问题的需要.

某人买了一辆价值13.5万元的新车,专家预测这种

车每年按10%的速度贬值.
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(1)用一个式子表示n(n∈N*)年后这辆车的价值;
(2)如果他打算用满4年时卖掉这辆车,他大概能卖
得多少万元(保留一位小数)?
解:(1)设n 年后,车的价值为an万元.
由题意,得a1=13.5×(1-10%),
a2=13.5×(1-10%)2,
a3=13.5×(1-10%)3,

……

an=13.5×0.9n.

故n 年后车的价值为13.5×0.9n元.
(2)由(1)得a4=13.5×0.94≈8.9(万元),

所以用满4年时卖掉这辆车,大概能卖得8.9万元.
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 等比数列与等差数列的综合应用

                例2 (1)已知数列{an}是公差为2的等差数列,且
a1,a2,a5成等比数列,则a2等于 (  )
A.3 B.-3 C.2 D.-2
(2)有四个实数,前三个数成等比数列,后三个数成等

差数列,前三个数之积为27,中间两个数之和为9,求
这四个数.
(1)A 解析:因为a1,a2,a5成等比数列,
所以a2

2=a1a5=(a2-2)(a2+6),解得a2=3.

(2)解:(方法一)设前三个数分别为
a
q
,a,aq(a≠0),

则第四个数为2aq-a.

由题意得
a
q

·a·aq=27,

a+aq=9,

ì

î

í
ïï

ïï
解得

a=3,
q=2.{

所以这四个数分别为
3
2
,3,6,9.

(方法二)设后三个数分别为a-d,a,a+d(a≠0),

则第一个数为
(a-d)2

a .

由题意得

(a-d)2

a
·(a-d)·a=27,

a-d+a=9,

ì

î

í
ïï

ïï

化简得
a-d=3,
2a-d=9,{ 解得

a=6,
d=3.{

所以这四个数分别为
3
2
,3,6,9.

(方法三)设前三个数分别为a,aq,aq2(a≠0),则第

四个数为2aq2-aq.

由题意得
a·aq·aq2=27,
aq+aq2=9,{

化简得
aq=3,
aq(1+q)=9,{ 解得

a=
3
2
,

q=2.

ì

î

í
ïï

ïï

所以这四个数分别为
3
2
,3,6,9.
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思考1.四个数成等比数列,这四个数通常可设为什

么形式?

提示:可设为
a
q
,a,aq,aq2(q≠0).若四个正数成等

比数列,可设为
a
q3
,a
q
,aq,aq3(q≠0).
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􀪋思考2.若将本例(2)中四个数满足的条件改为“前三

个数成等差数列,后三个数成等比数列,中间两个数

之积为16,首尾两个数之积为-128”,求这四个数.

解:设这四个数分别为
2a
q
-a,

a
q
,a,aq(q≠0),

由题意得

a2

q
=16,

2a
q
-aæ

è
ç

ö

ø
÷ ·aq=-128,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
a=8,
q=4{ 或

a=-8,
q=4{ (q=-2舍去).

因此所求的四个数为-4,2,8,32或4,-2,-8,
-32.

解决等差数列与等比数列的综合问题

应注意的四个方面

(1)灵活应用等差数列、等比数列的公式和性质.
(2)注意基本量及方程思想的应用.
(3)注重问题的转化,利用非等差数列、非等比数列构

造出新的等差数列或等比数列,以便利用公式和性质

解题.
(4)当题中出现多个数列时,既要纵向考查单一数列

的项与项之间的关系,又要横向考查各数列之间的内

在联系.

1.在公比大于0的等比数列{an}中,已知a3a5=a4,
且a2,3a4,a3 成等差数列.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)已知Sn=a1a2·…·an,当n 为何值时,Sn 取

得最大值? 并求Sn 的最大值.
解:(1)设{an}的公比为q(q>0),
由a3a5=a4=a2

4,
得a4=1.
因为a2,3a4,a3 成等差数列,
所以a2+a3=6a4,
则6q2-q-1=0,

解得q=
1
2
,所以a1=8.

所以an=8×
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

=24-n.
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(2)Sn=a1a2·…·an=23+2+1+…+(4-n)=2
(7-n)n
2 .

因为
(7-n)n
2 =-

1
2 n-

7
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
49
8
,

所以当n=3或4时,Sn 取得最大值,此时最大值

为S3=S4=26=64.
2.数列{an}的前n 项和记为Sn,a1=1,an+1=2Sn+
1(n≥1).
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)等差数列{bn}的各项为正,其前n 项和为Tn,
且T3=15,又a1+b1,a2+b2,a3+b3成等比数列,
求Tn.
解:(1)由an+1=2Sn+1,
可得an=2Sn-1+1(n≥2).
两式相减,得an+1-an=2an,即an+1=3an(n≥2).
又因为a2=2S1+1=3,所以a2=3a1.
故{an}是以1为首项,3为公比的等比数列,
所以an=3n-1.

(2)设{bn}的公差为d.
由T3=15,得b1+b2+b3=15,可得b2=5,
故b1=5-d,b3=5+d.
又a1=1,a2=3,a3=9,
由题意可得(5-d+1)(5+d+9)=(5+3)2,
解得d1=2,d2=-10.
因为等差数列{bn}的各项为正,
所以d>0.
所以d=2.所以b1=3.

所以Tn=3n+
n(n-1)
2 ×2=n2+2n.
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课后素养评价(八)

                1.公比不为1的等比数列{an}满足a5a6+a4a7=8.
若a2am=4,则m 的值为 (  )
A.8 B.9
C.10 D.11
B 解析:因为公 比 不 为1的 等 比 数 列{an}满 足

a5a6+a4a7=8,所以a5a6=a4a7=4.
因为a2am=4,所以2+m=5+6=11,解得m=9.
故选B.

2.已知等比数列{an}的公比q 为正数,且a3a9=2a2
5,

a2=1,则a1= (  )

A.
1
2 B.

2
2 C.2 D.2

B 解析:因为a3a9=a2
6=2a2

5,且q>0,所以a6=

2a5,所以q= 2.

因为a2=a1q=1,所以a1=
2
2.

3.已知{an}为等比数列,a4+a7=2,a5a6=-8,则
a10= (  )
A.1 B.-1
C.1或-8 D.-8
C 解析:因为{an}为等比数列,设公比为q,由a4

+a7=2,a5a6=a4a7=-8,所以a4=4,a7=-2,
或a4=-2,a7=4.

当a4=4,a7=-2时,q3=
a7

a4
=-

1
2
,则a10=a4q6

=4× -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=1;

当a4=-2,a7=4时,q3=
a7

a4
=-2,则a10=a4q6

=(-2)×(-2)2=-8.
综上,a10的值为1或-8.故选C.

4.一个蜂巢有1只蜜蜂,第一天,它飞出去找回了5
个伙伴;第二天,6只蜜蜂飞出去,各自找回了5个

伙伴……如果这个找伙伴的过程继续下去,第六天

所有的蜜蜂都归巢后,蜂巢中蜜蜂的只数为 (  )
A.55989 B.46656
C.216 D.36
B 解析:设第n 天蜂巢中的蜜蜂数量为an,根据

题意得数列{an}成等比数列,它的首项为6,公比q
=6,所以{an}的通项公式为an=6×6n-1=6n,到
第六天,所有的蜜蜂都归巢后,蜂巢中一共有a6=
66=46656(只)蜜蜂.

5.已知数列{an}是递增的等比数列,a1+a2+a3=
14,a1a2a3=64,则公比q= (  )

A.
1
2 B.1

C.2 D.4
C 解析:因为a1a2a3=64,所以a3

2=64,解得a2=
4,即a1q=4①.
因为a1+a2+a3=14,所以a1+a3=10,即a1(1+
q2)=10②.
又q≠0,

由②÷①,得
1+q2

q
=
5
2
,所以2q2-5q+2=0,
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解得q=2或q=
1
2.

因为q>0,a1q>0,所以a1>0.又因为数列{an}是
递增的等比数列,所以q=2.故选C.

6.已知数列{an}是首项a1=4的等比数列,且4a1,
a5,-2a3 成等差数列,则其公比q等于 .
±1 解析:因为4a1,a5,-2a3 成等差数列,
所以2a5=4a1-2a3,即a5=2a1-a3,
所以4q4=8-4q2.所以q4+q2-2=0.
解得q2=1或q2=-2(舍).
所以q=±1.

7.已知数列{an}满足log3an+1=log3an+1(n∈N*),
且a2+a4+a6=9,则log13(a5+a7+a9)的值为

    .
-5 解析:因为log3an+1=log3an+1,

所以log3an+1-log3an=1,所以log3
an+1

an
=1,

所以
an+1

an
=3,所以{an}是公比为3的等比数列.

所以log13(a5+a7+a9)=log13[(a2+a4+a6)q3]
=log13(9×27)=-5.

8.设公比不为1的等比数列{an}满足a1a2a3=-
1
8
,

且a2,a4,a3成等差数列,求a1.
解:设等比数列{an}的公比为q(q≠1),

因为a1a2a3=a3
2=-

1
8
,所以a2=-

1
2.

因为a2,a4,a3 成等差数列,所以2a4=a2+a3.

所以2× -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·q2=-

1
2+ -

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·q,

解得q=-
1
2

或q=1(舍).

所以a1=
a2

q
=1.
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                1.在等比数列{an}中,a1=1,公比q≠±1.若am=
a1a2a3a4a5,则m 等于 (  )
A.9 B.10 C.11 D.12
C 解析:因为am=a1a2a3a4a5=a5

3=q10=a11,
所以m=11.

2.已知等比数列{an}的公比为q,前4项的和为a1+
14,且a2,a3+1,a4 成等差数列,则q的值为

(  )

A.
1
2 B.1 C.2或

1
2 D.3

C 解析:因为a2,a3+1,a4 成等差数列,所以a2

+a4=2(a3+1),
因此,a1+a2+a3+a4=a1+3a3+2=a1+14,故
a3=4.又{an}是公比为q 的等比数列,所以由a2+

a4=2(a3+1),得a3q+
1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷=2(a3+1),即q+

1
q

=
5
2
,解得q=2或q=

1
2.

3.(多选)(新定义)设{an}(n∈N*)是各项为正数的

等比数列,q是其公比,Kn 是其前n 项的积,且K5

<K6,K6=K7>K8,则下列选项中成立的有

(  )
A.0<q<1
B.a7=1
C.K9>K5

D.K6 与K7 均为Kn 的最大值

ABD 解析:依次分析各选项.由 K5<K6 可得a6

=
K6

K5
>1.又 K6=K7,则a7=

K7

K6
=1,则q=

a7

a6
∈

(0,1),故A,B正确.

对于C,由{an}是各项为正数的等比数列且q∈(0,
1),可得数列递减,则有K9<K5,故C错误.
对于D,结合K5<K6,K6=K7>K8,故D正确.

4.(新情境)“人有悲欢离合,月有阴晴圆缺”,这里的

圆缺就是指“月相变化”,即地球上所看到的月球被

日光照亮部分的不同形象,随着月球与太阳的相对

位置的不同,便会呈现出各种形状,如图.中国古代

的天象监测人员发现并记录了月相变化的一个数

列,记为{an},其中1≤n≤15且n∈N*,将满月分

成240等分,从新月开始,每天的月相数据(部分数

据)如下表所示,a1=5是指每月的第1天可见部分

占满月的
5
240
,a8=128是指每月的第8天可见部分

占满月的
128
240
,a15=240是指每月的第15天(即农

历十五)会出现满月.已知在月相数列{an}中,前5
项构成等比数列,第5项到第15项构成等差数列,
则第3天可见部分占满月的 (  )
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1 2 3 4 5 6 7 8

5 a2 a3 a4 a5 a6 a7 128

9 10 11 12 13 14 15

a9 a10 a11 a12 a13 a14 240

A.
1
24 B.

1
12

C.
1
6 D.

1
3

B 解析:设第5项到第15项构成的等差数列的公

差为d,则7d=a15-a8=240-128=112,解得d
=16,所以a5=a8-3d=128-48=80.设前5项构

成的等比数列的公比为q,则a2
3=a1a5=5×80=

400.又a3>0,所以a3=20,所以
a3

240=
20
240=

1
12
,即

第3天可见部分占满月的
1
12.

故选B.

5.已知数列{an}是等比数列,且a3+a5=18,a9+
a11=144,则a6+a8= .

±362 解析:设等比数列{an}的公比为q,

因为
a9+a11

a3+a5
=q6=

144
18=8

,

所以q3 =±22.
所以a6+a8=(a3+a5)·q3=18×(±2 2)=

±362.
6.已知{an}是等比数列,且an>0,a2a4+2a3a5+
a4a6=25,则a3+a5=    ,a4 的最大值为

    .

5 
5
2 

解析:因为{an}是等比数列,a2a4+2a3a5

+a4a6=25,
所以a2

3+2a3a5+a2
5=25,即(a3+a5)2=25.

因为an>0,
所以a3+a5=5,

故a3+a5≥2 a3a5=2a4,即a4≤
5
2.

7.已知数列{an}是首项为1,公比为q的等比数列.
(1)求证:当0<q<1时,{an}是递减数列;

(2)若对任意k∈N*,都有ak,ak+2,ak+1成等差数

列,求q的值.
(1)证明:因为an=qn-1,
所以an+1-an=qn-qn-1=qn-1(q-1).
当0<q<1时,有qn-1>0,q-1<0,
所以an+1-an<0,
所以{an}为递减数列.
(2)解:因为ak,ak+2,ak+1成等差数列,
所以2ak+2=ak+ak+1.
所以2qk+1-(qk-1+qk)=0,
即qk-1·(2q2-q-1)=0.
因为q≠0,所以2q2-q-1=0,

解得q=1或q=-
1
2.

8.设数列{an}的前n 项和为Sn,已知a1=1,Sn+1=
4an+2,且bn=an+1-2an.
(1)求证:数列{bn}是等比数列;
(2)求数列{an}的通项公式.
(1)证明:由Sn+1=4an+2,Sn+2=4an+1+2,两式

相减,得 Sn+2-Sn+1=4(an+1-an),即an+2=
4an+1-4an,

所以
bn+1

bn
=
an+2-2an+1

an+1-2an
=
4an+1-4an-2an+1

an+1-2an
=2.

当n=1时,由S2=4a1+2,得a2=5,
所以b1=a2-2a1=3,
所以数列{bn}是首项为3,公比为2的等比数列.
(2)解:由(1)知等比数列{bn}中,首项b1=3,公比

q=2,

所以an+1-2an=3×2n-1,则an+1

2n+1-
an

2n=
3
4.

又
a1

2=
1
2
,

所以数列
an

2n{ } 是首项为
1
2
,公差为

3
4

的等差数列.

所以
an

2n=
1
2+

(n-1)×
3
4=

3
4n-

1
4
,

所以an=(3n-1)·2n-2.
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4.3.2 等比数列的前n项和公式

第1课时 等比数列的前n项和

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.掌握等比数列的前n 项和公式及其应用.(数学运算)
  2.掌握等比数列前n 项和的性质.(数学运算)
  3.会用错位相减法求数列的和.(数学运算)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                

1.等比数列的前n项和

已知

量

首项a1、公比q

(q≠1)与项数n

首项a1、末 项an

与公比q(q≠1)

首 项 a1、

公比q=1

求和

公式
Sn=

a1(1-qn)
1-q

Sn=
a1-anq
1-q

Sn=na1

2.等比数列前n项和的性质

(1)若数列{an}为非常数列的等比数列,且其前n

项和Sn=A·qn+B(A≠0,B≠0,q≠0,q≠1),则

必有A+B=0;反之,若某一非常数列的数列前n
项和Sn=A·qn-A(A≠0,q≠0,q≠1),则该数

列必为等比数列.
(2)若等比数列{an}的公比q≠-1,前n 项和为

Sn,则Sn,S2n-Sn,S3n-S2n 成等比数列,公比

为qn.
(3)当等比数列{an}的项数为偶数时,偶数项的和

与奇数项的和之比
S偶

S奇
=q.

3.错位相减法求和

推导等比数列前n 项和的方法是错位相减法,一般

适用于求一个等差数列与一个等比数列对应项 乘

积所构成数列的前n 项和.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若首项为a 的数列既是等比数列又是等差数

列,则其前n 项和等于na. (√ )

(2)若a∈R,则1+a+a2+…+an-1=
1-an

1-a.

(× )

(3)若数列{an}是公比q≠1的等比数列,则其前n
项和公式可表示为Sn=-Aqn+A(A≠0,q≠0且

q≠1,n∈N*). (√ )

2.(多选)在等比数列{an}中,其前n 项和为Sn,a1=

2,S3=26,则公比q可能为 (  )

A.3 B.-4

C.-3 D.4

AB 解析:由题意可知q≠1,且S3=
a1(1-q3)
1-q

=

2(1-q3)
1-q

=26,所以q2+q-12=0,解得q=3或q

=-4.

3.请思考并回答下列问题:

(1)用公式求等比数列前n 项和时需注意什么

问题?

提示:在 应 用 公 式 求 和 时,应 注 意 到 Sn =

a1(1-qn)
1-q

=
a1-anq
1-q

的使用条件为q≠1,当q=1

时应按常数列求和,即Sn=na1.
(2)公比不等于1的等比数列的前n 项和公式的推

导还有其他的方法吗?

提示:根据等比数列的定义,有a2

a1
=
a3

a2
=
a4

a3
=…=

an

an-1
=q(q≠1),则

a2+a3+a4+…+an

a1+a2+a3+…+an-1
=q,即

Sn-a1

Sn-an
=q,所以Sn=

a1-anq
1-q

.

(3)错位相减法适用于求哪种结构特征的数列的前

n 项和?

提示:错位相减法一般适用于数列{an·bn}前n 项

和的求解,其中{an}为等差数列,{bn}为等比数列,

且公比q≠1.
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 等比数列的前n项和

                1.(多选)在公比q 为整数的等比数列{an}中,Sn 是

数列{an}的前n 项和,若a1+a4=18,a2+a3=
12,则下列说法正确的是 (  )
A.q=2
B.数列{Sn+2}是等比数列

C.S8=510
D.数列{lgan}是公差为2的等差数列

ABC 解析:因为a1+a4=18,a2+a3=12,
所以a1(1+q3)=18,a1(q+q2)=12.
又公比q 为整数,解得a1=q=2.

所以an=2n,Sn=
2(1-2n)
1-2 =2n+1-2.

所以S8=29-2=510,Sn+2=2n+1,则数列{Sn+
2}是公比为2的等比数列.
因为lgan=nlg2,所以数列{lgan}是公差为lg2
的等差数列.综上可得,A,B,C正确.故选ABC.

2.在等比数列{an}中,其前n 项和为Sn.若公比q=

-
1
2
,S5=11,则a1=    .

16 解 析:因 为 S5=
a1 1- -

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

5
é

ë
êê

ù

û
úú

1- -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
2
3 ×

33
32a1=11,所以a1=16.

3.在等比数列{an}中,Sn 为其前n 项和,解决下列

问题:
(1)若an=2n,求S6;

(2)若a1+a3=
5
4
,a4+a6=10,求S5;

(3)若Sn=189,公比q=2,an=96,求a1和n.

解:设数列{an}的公比为q.
(1)因为an=2n=2×2n-1,所以a1=2,q=2.

所以S6=
2×(1-26)
1-2 =126.

(2)由题意,得 a1+a1q2=
5
4
,

a1q3+a1q5=10,

ì

î

í

ïï

ïï
解得

a1=
1
4
,

q=2.

ì

î

í

ïï

ïï

从而S5=
a1(1-q5)
1-q

=

1
4×

(1-25)

1-2 =
31
4.

(3)(方法一)由Sn=
a1(1-qn)
1-q

,an=a1qn-1及已

知条件,得 189=
a1(1-2n)
1-2

,

96=a1·2n-1,

ì

î

í

ïï

ïï

解得
a1=3,

n=6.{

(方法二)由公式Sn=
a1-anq
1-q

及已知条件,

得189=
a1-96×2
1-2

,解得a1=3.

又由an=a1qn-1,得96=3×2n-1,解得n=6.

1.在等比数列中,对于a1,q,n,an,Sn 五个量,若已

知其中三个量就可求出其余两个量,常常列方程组

来解答问题,有时会涉及高次方程或指数方程,这
时要注意观察表达式的特点,再采取必要的数学处

理方法,如换元.
2.在解决与等比数列前n 项和有关的问题时,首先要

对公比q=1或q≠1进行判断,若两种情况都有可

能,则要分类讨论.
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 等比数列前n项和的性质

                例1 (1)若等比数列{an}的前n 项和为Sn,S2=7,

S6=91,则S4为 (  )

A.28 B.32

C.21 D.28或-21
(2)等比数列{an}共2n 项,其所有项的和为-240,且

奇数项的和比偶数项的和大80,则公比q=    .
(1)A 解析:因为{an}为等比数列,

所以S2,S4-S2,S6-S4也为等比数列,

即7,S4-7,91-S4成等比数列.

由(S4-7)2=7×(91-S4),得S4=28或S4=-21.
又因为S4=a1+a2+a3+a4=a1+a2+a1q2+a2q2

=(a1+a2)(1+q2)=S2(1+q2)>S2,
所以S4=28.

(2)2 解析:根据题意得
S奇+S偶=-240,

S奇-S偶=80,{
所以

S奇=-80,

S偶=-160.{
所以q=

S偶

S奇
=
-160
-80=2.
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思考1.把本例(1)等比数列{an}满足的条件改为

“S5=2,S10=6”,求a16+a17+a18+a19+a20.
解:设等比数列{an}的公比为q,因为S2n-Sn=
qnSn,所以S10-S5=q5S5,所以6-2=2q5,所以

q5=2,所 以a16+a17+a18+a19+a20=a1q15+
a2q15+a3q15+a4q15+a5q15=q15(a1+a2+a3+a4

+a5)=q15S5=23×2=16.
思考2.把本例(1)等比数列{an}满足的条件改为“公
比q=2,S10=10”,求S20.
解:S20=S10+q10S10=10+210×10=10250.

应用等比数列前n项和性质的关注点

(1)运用等比数列的前n 项和公式,要注意公比q=1
和q≠1两种情形,在解有关的方程(组)时,通常用约

分或两式相除的方法进行消元.
(2)在解决等比数列前n 项和问题时,当条件涉及奇

数项和与偶数项和的时候,如果项数为偶数,可考虑

利用奇数项和与偶数项和之间的关系求解.

(3)当已知条件含有片段和时,要考虑性质Sm,S2m-
Sm,S3m-S2m,…成等比数列.

1.在等比数列{an}中,公比q=3,前80项的和S80=
32,则a2+a4+a6+…+a80=    .
24 解析:设A=a2+a4+a6+…+a80,

B=a1+a3+a5+…+a79,

由
A
B=q=3

,得A=3B,即B=
1
3A.

又A+B=S80=32,所以
4
3A=32,解得A=24.

所以a2+a4+a6+…+a80=24.
2.若等比数列{an}的前n 项和Sn=2×3n+r,则r=
    .
-2 解析:因为Sn=2×3n+r,
所以当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2×3n+r-(2×
3n-1+r)=4×3n-1.
当n=1时,a1=S1=6+r.
因为{an}为等比数列,所以6+r=4,解得r=-2.
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 错位相减法求数列的和

                例2 (1)已知数列{an}的前n项和为Sn,且an=n·
2n,则Sn=    .
(2)求数列{(2n-1)an-1}(a≠0)的前n 项和.
(1)(n-1)2n+1+2(n∈N*) 解析:因 为 an=
n·2n,
所以Sn=1×21+2×22+3×23+…+n×2n①,
所以2Sn=1×22+2×23+…+(n-1)×2n+n×
2n+1②,
①-②,得
-Sn=2+22+23+…+2n-n×2n+1

=
2(1-2n)
1-2 -n×2n+1

=2n+1-2-n×2n+1

=(1-n)2n+1-2.
所以Sn=(n-1)2n+1+2(n∈N*).
(2)解:设数列的前n 项和为Sn.
当a=1时,数列变成1,3,5,7,…,2n-1,…,

则Sn=
n[1+(2n-1)]

2 =n2.

当a≠1时,
有Sn=1+3a+5a2+7a3+…+(2n-1)·an-1①,
aSn=a+3a2+5a3+7a4+…+(2n-1)an②.
①-②,得Sn-aSn=1+2a+2a2+2a3+…+2an-1

-(2n-1)an,
所以(1-a)Sn=1-(2n-1)an+2(a+a2+a3+

a4+…+an-1)=1-(2n-1)an+2×
a(1-an-1)
1-a =

1-(2n-1)an+
2(a-an)
1-a .

又1-a≠0,

所以Sn=
1-(2n-1)an

1-a +
2(a-an)
(1-a)2 .

所以Sn=
n2,a=1,
1-(2n-1)an

1-a +
2(a-an)
(1-a)2

,a≠1.

ì

î

í
ïï

ïï

错位相减法的适用范围及注意事项

(1)适用范围

它主要适用于当{an}是等差数列,{bn}是等比数列

时,求数列{anbn}的前n 项和.
(2)注意事项

①利用“错位相减法”时,在写出Sn 与qSn 的表达式

时,应注意使两式交错对齐,以便于作差,正确写出(1
-q)Sn的表达式.

②注意对公式的选择:常用Sn=
a1(1-qn)
1-q

(q≠1).

③利用此法时要注意讨论公比q是否等于1.

1.已知数列{an}是首项、公比均为5的等比数列,bn

=anlog25an(n∈N*),求数列{bn}的前n 项和Sn.
解:依题意,得an=5×5n-1=5n,

于是bn=5nlog255n=
1
2

·n·5n.
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所以Sn=
1
2×1×5+

1
2×2×5

2+
1
2×3×5

3+…

+
1
2×n×5

n,

则5Sn=
1
2×1×5

2+
1
2×2×5

3+
1
2×3×5

4+…

+
1
2×

(n-1)×5n+
1
2×n×5

n+1.

两式相减,得-4Sn=
1
2×5+

1
2×5

2+
1
2×5

3+…

+
1
2×5

n-
1
2×n×5

n+1

=
1
2×

(5+52+53+…+5n)-
1
2×n×5

n+1

=
1
2×
5(1-5n)
1-5 -

1
2×n×5

n+1

=
5n+1-5
8 -

n×5n+1

2
,

故Sn=
5-5n+1+4n×5n+1

32 =
5+(4n-1)·5n+1

32 .

2.已知等比数列{an}的公比为3,且a1,a2+3,a3-6
成等差数列.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)求数列{nan}的前n 项和Tn.

解:(1)因 为a1,a2+3,a3-6成 等 差 数 列,数 列

{an}的公比为3,
所以2(a2+3)=a1+a3-6,即6a1+6=10a1-6,
解得a1=3.
所以an=3n.
(2)设bn=nan=n·3n,
则Tn=3+2×32+3×33+…+n×3n①,
所以3Tn=32+2×33+3×34+…+n×3n+1②.
由①-②,得-2Tn=3+32+33+…+3n-n·
3n+1,

所以-2Tn=
3×(1-3n)
1-3 -n·3n+1,

所以Tn=
(2n-1)3n+1+3

4 .
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课后素养评价(九)

                1.已知数列{an}的通项公式是an=2n,Sn 是数列

{an}的前n 项和,则S10等于 (  )
A.10 B.210
C.210-2 D.211-2
D 解析:因为an=2n,所以a1=2,q=2.

所以S10=
2×(1-210)
1-2 =211-2.

2.在等比数列{an}中,a2=9,a5=243,则{an}的前4
项和为 (  )
A.81 B.120
C.168 D.192
B 解析:设等比数列{an}的公比为q,
因为a2=9,a5=243,

所以q3=
a5

a2
=27,所以q=3.

又因为a2=a1q,所以a1=3.

所以前4项和S4=
3×(1-34)
1-3 =120.

3.已知等比数列{an}的前n 项和为Sn,且a1=
1
2
,

a2a6=8(a4-2),则S2024= (  )

A.22022-
1
2 B.1- 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2022

C.22023-
1
2 D.1- 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2023

C 解析:设等比数列{an}的公比为q,
因为a2a6=a2

4=8(a4-2),
所以a2

4-8a4+16=0,所以a4=4.

所以q3=
a4

a1
=8,所以q=2.

所以S2024=

1
2×

(1-22024)

1-2 =22023-
1
2.

4.已知等比数列{an}的前n 项和为Sn,若Sn=t·
2n-1-1,则t= (  )
A.2 B.-2
C.1 D.-1
A 解析:设等比数列的公比为q,当q=1时,Sn=
na1,不合题意;
当q≠1时,根据等比数列的前n 项和公式Sn=
a1(1-qn)
1-q

=-
a1

1-q
·qn+

a1

1-q
,依题意Sn=t·

2n-1-1=
1
2t

·2n-1,得
1
2t+

(-1)=0,解得t=2.
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5.已知各项均为正数的等比数列的前5项和为3,前
15项和为39,则该数列的前10项和为 (  )

A.32 B.3 13 C.12 D.15
C 解析:设等比数列{an}的前n 项和为Sn.由等

比数列的性质可得S5,S10-S5,S15-S10也为等比

数列.
又S5=3,S15=39,故可得(S10-S5)2=S5(S15-
S10),即(S10-3)2=3(39-S10),解得S10=12或

S10=-9.
因为等比数列各项均为正数,所以S10=12.
故选C.

6.在等比数列{an}中,已知a1=-3,公比q=-2,前
k项和Sk=15(k∈N*),则k的值为    .

4 解析:由 题 意 可 得 Sk =
-3[1-(-2)k]
1-(-2) =

(-2)k-1=15,解得k=4.
7.已 知 f (x)=x +2x2 +3x3+ … +nxn,则

f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷= .

2-
n+2
2n  解析:因为f

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2+2×

1
22+3×

1
23+

…+n×
1
2n①,

所以
1
2f

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
22+2×

1
23+3×

1
24+

…+n×

1
2n+1②.

由①-②,得
1
2f

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2+

1
22+

1
23+

…+
1
2n-

n
2n+1=1-

1
2n-

n
2n+1,

所以f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=2-

1
2n-1-

n
2n=2-

n+2
2n .

8.在等比数列{an}中,公比为q,前n 项和为Sn.
(1)若a1=-8,a3=-2,求S4;

(2)若S6=315,q=2,求a1.

解:(1)由题意可得q2=
a3

a1
=
-2
-8=

1
4
,

解得q=-
1
2

或q=
1
2.

当q=-
1
2

时,S4=
-8× 1- -

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

4
é

ë
êê

ù

û
úú

1- -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=-5;

当q=
1
2

时,S4=
-8× 1- 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

4
é

ë
êê

ù

û
úú

1-
1
2

=-15.

综上所述,S4=-5或S4=-15.

(2)由题意得S6=
a1(1-26)
1-2 =315,解得a1=5.
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                1.设等比数列{an}的前n 项和为Sn,前n 项的倒数

之和为Tn,则
Sn

Tn
的值为 (  )

A.a1an B.
a1

an
C.an

1an
n D.

a1

an

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

A 解析:设等比数列{an}的公比为q,

当 q ≠1 时,则 Sn =
a1(1-qn)
1-q

,Tn =
1
a1

·

1- 1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

1-
1
q

=
1

a1qn-1·
qn-1
q-1

=
1
an

·qn-1
q-1

,

所以
Sn

Tn
=

a1(1-qn)
1-q

1
an

·qn-1
q-1

=a1an.

当q=1时,则an=a1,Sn=na1,Tn=
n
a1
,

所以
Sn

Tn
=
na1

n
a1

=a2
1=a1an 成立.

综上所述,Sn

Tn
=a1an.

故选A.
2.(多选)已知{an}是首项为1的等比数列,Sn 是

{an}的前n 项和,且9S3=S6,则 (  )

A.公比q=2
B.S9=29-1

C.数列 1
an
{ }的前5项和为

31
16

D.6S3=S9

ABC 解析:设等比数列{an}的公比为q,

因为9S3=S6,所以9×
a1(1-q3)
1-q

=
a1(1-q6)
1-q

,

所以9=1+q3,所以q=2.

所以S9=
1-29

1-2=2
9-1.故选项A,B正确.

又6S3=6×(23-1)≠S9,故选项D不正确.

因为 1
an
{ } 是等比数列,首项

1
a1
=1,公比为

1
q
=
1
2
,
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设数列 1
an
{ } 的前n 项和为S'n,

所以S'5=
1× 1-

1
25

æ

è
ç

ö

ø
÷

1-
1
2

=
31
16
,故选项C正确.

3.设等比数列{an}的前n 项和为Sn.若S3=2,S6=

18,则
S10

S5
等于 (  )

A.-3 B.5 C.-31 D.33
D 解析:设等比数列{an}的公比为q,

因为S3=
a1(1-q3)
1-q

=2,S6=
a1(1-q6)
1-q

=18,

两式作商,得1+q3=9,解得q=2.

所以
S10

S5
=
1-q10

1-q5
=1+q5=33.

4.已知数列{an}的前n 项和为3n-1,则数列{a2
n}的

前n 项和为 (  )

A.
9n+1+15
8 +n-3n+1 B.

9n+15
8 +n-3n

C.
9n-1
4 D.

9n-1
2

D 解析:依题意,设数列{an}的前n 项和为Sn,即
Sn=3n-1.
当n=1时,a1=3-1=2,
当n≥2时,由Sn=3n-1,得Sn-1=3n-1-1,
两式相减得an=2·3n-1.
a1 也符合上式,所以an=2·3n-1,

且
an+1

an
=
2·3n

2·3n-1=3,所以数列{an}是首项为2,公

比为3的等比数列.
所以数列{a2

n}是首项为a2
1=4,公比为32=9的等

比数列,

所以数列{a2
n}的前n 项和为

4(1-9n)
1-9 =

9n-1
2 .

故选D.

5.已知{an}是等比数列,a2=2,a5=
1
4
,则a1a2+

a2a3+…+anan+1= .
32
3
(1-4-n) 解析:设等比数列{an}的公比为q,

由a5 =
1
4 =a2q3 =2q3,解 得 q=

1
2.又 数 列

{anan+1}仍是等比数列,其首项是a1a2=8,公比为

1
4
, 所 以 a1a2 + a2a3 +…+ anan+1 =

8× 1- 1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú

1-
1
4

=
32
3
(1-4-n).

6.设等比数列{an}的前n 项和为Sn.若S3,S9,S6 成

等差数列,且a8=3,则a5 的值为 .
-6 解析:因为S3,S9,S6 成等差数列,
所以2S9=S3+S6.
显然公比q≠1,

所以2×
a1(1-q9)
1-q

=
a1(1-q3)
1-q

+
a1(1-q6)
1-q

.

所以2q9-q6-q3=0.所以q3=-
1
2.

所以a5=
a8

q3
=3×(-2)=-6.

7.已知等比数列{an}共有2n 项,若它的所有项的和

是奇数项的和的3倍,则公比q= .
2 解析:设等比数列{an}的公比为q,由已知可得

q≠1,则奇数项也构成等比数列,其公比为q2,首项

为a1,

S2n=
a1(1-q2n)
1-q

,S奇=
a1[1-(q2)n]
1-q2

.

由题 意 得
a1(1-q2n)
1-q

=
3a1(1-q2n)
1-q2

,所 以1+q

=3,
所以q=2.

8.在等比数列{an}中,公比q=2,前99项的和S99=
56,求a3+a6+a9+…+a99的值.

解:(方法一)因为S99=
a1(1-q99)
1-q

=56,

所以a3+a6+a9+…+a99=a3(1+q3+q6+…+

q96 ) = a1q2 · 1-(q3)33

1-q3
= a1q2 ·

1-q99
(1-q)(1+q+q2)

=
q2

1+q+q2
a1(1-q99)
1-q

é

ë
êê

ù

û
úú =

4
1+2+4×56=32.

(方法二)设b1=a1+a4+a7+…+a97,
b2=a2+a5+a8+…+a98,
b3=a3+a6+a9+…+a99,
则b1q=b2,b2q=b3 且b1+b2+b3=56,

所以b1(1+q+q2)=56,所以b1=
56

1+2+4=8
,b3

=b1q2=32,
即a3+a6+a9+…+a99=32.

9.已知数列{an}的首项a1=
3
2
,前n 项和为Sn,且满

足2an+1+Sn=3(n∈N*).
(1)求a2 及an;

(2)若Sn 满足
S2n

Sn
>
64
63
,求n 的值.

解:(1)由2an+1+Sn=3,得2a2+a1=3.

因为a1=
3
2
,所以a2=

3
4.
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由2an+1+Sn=3,2an+Sn-1=3(n≥2),

得
an+1

an
=
1
2.又

a2

a1
=
1
2
,

所以数 列{an}是 以
3
2

为 首 项,1
2

为 公 比 的 等 比

数列.

故an=
3
2

· 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

=3· 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

(n∈N*).

(2)由 (1)可 得 Sn =

3
2 1-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú

1-
1
2

=3 [1-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

],所 以 S2n =3 1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2n
é

ë
êê

ù

û
úú,所 以

S2n

Sn
=1

+ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

.

令1+ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

>
64
63
,得 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

>
1
63
,即2n<63,又n∈

N*,故n 的值可以为1,2,3,4,5.

10.已知等差数列{an}的首项为a,公差为b,方程

ax2-3x+2=0的解为x1=1,x2=b(b≠1).
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)若数列{bn}满足bn=an×2n,求数列{bn}的前

n 项和Tn.
解:(1)由方程ax2-3x+2=0的两根为x1=1,

x2=b,可得
a-3+2=0,
ab2-3b+2=0,{ 解得

a=1,
b=2.{

所以an=2n-1.
(2)由(1)得bn=(2n-1)×2n,
所以Tn=1×2+3×22+…+(2n-1)×2n①,
2Tn=1×22+3×23+…+(2n-3)×2n+(2n-
1)×2n+1②.
由①-②,得-Tn=1×2+2×22+2×23+…+2
×2n-(2n-1)×2n+1=2(2+22+23+…+2n)-

(2n-1)×2n+1-2=2×
2(1-2n)
1-2 -(2n-1)×

2n+1-2=(3-2n)×2n+1-6.
所以Tn=(2n-3)×2n+1+6.
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第2课时 等比数列前n项和的应用

学习任务目标
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  1.能运用等比数列的前n 项和公式解决一些简单的实际问题.(数学建模)
  2.能够运用所学知识解决等差数列与等比数列的综合应用问题.(数学运算)
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分组求和

某些数列通过适当分组,可得出两个或几个等差数列

或等比数列,进而利用等差数列或等比数列的求和公

式分别求和,从而得出原数列的和.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若数列{an}为等比数列,且公比不等于1,则其

前n 项和Sn=
a1-an+1

1-q
. (  )

√ 提示:等比数列前n 项和公式Sn=
a1-anq
1-q

=

a1-an+1

1-q
.

(2)若Sn=a+2a2+3a3+…+nan,求Sn 时只要

把上式等号两边同时乘a 即可根据错位相减法求得.
(  )

× 提示:需满足a 不等于0且不等于1.
(3)数列{2n-1}的前n 项和为2n+1-2-n.(  )

√ 提示:Sn=(21-1)+(22-1)+(23-1)+…
+(2n-1)=(21+22+23+…+2n)-n=2n+1-2
-n.

2.数列{an}的前n 项和为Sn,a1=1,an+an+1=4×
3n-1,则S2024=    .
32024-1
2  解析:由题意得S2024=(a1+a2)+(a3

+a4)+(a5+a6)+…+(a2023+a2024)=4×(30+

32+34+…+32022)=4×
1×(1-32024)
1-32 =

32024-1
2 .

3.请思考并回答下列问题:
(1)应用等比数列前n 项和公式时应先确定哪些

信息?
提示:判断数列是否是等比数列,公比是多少,是否

为1,首项、项数是多少.
(2)前面我们学习了哪些数列求和的方法? 分别适

用于什么情况?
提示:①倒序相加法:如果一个数列的前n 项满足

与首末两项“等距离”的两项之和等于首末两项之

和,那么这个数列的前n 项和即可用此法来求.如
等差数列前n 项和公式就是用此方法推导的.
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②裂项相消法:把数列的通项拆成两项的差,正负

相消后剩下首尾若干项.
③错位相减法:如果一个数列的各项是由一个等差

数列和一个等比数列的对应项之积构成的,那么这

个数列的前n 项和即可用此法来求,如公比不为1
的等比数列的前n 项和公式就是用此法推导的.

􀪋
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 等比数列前n项和的实际应用

                1.我国古代数学名著《算法统宗》中有如下问题:“远
望巍巍塔七层,红光点点倍加增,共灯三百八十一,
请问尖头几盏灯.”意思是:一座7层塔共挂了381
盏灯,且相邻两层中的下一层灯数是上一层灯数的

2倍,则塔的顶层共有灯 (  )
A.2盏 B.3盏 C.5盏 D.6盏

B 解析:设从上到下塔的各层灯数构成的等比数

列为{an},数列的前n 项和为Sn,公比为q,则由题

意知S7=381,q=2.

又由S7=
a1(1-q7)
1-q

=
a1(1-27)
1-2 =381,解得a1=

3.故选B.
2.为了庆祝元旦,某公司特意制作了一个热气球,在

热气球上写着“喜迎新年”四个大字.已知热气球在

第一分钟内能上升25m,以后每分钟上升的高度

都是前一分钟上升高度的80%,则该气球    
上升到125m高空.(填“能”或“不能”)
不能 解析:设an表示热气球在第n 分钟上升的高

度.根据题意,有an=
4
5an-1(n≥2,n∈N*).易知

a1=25,{an}为公比q=
4
5

的等比数列.热气球前n

分钟 上 升 的 总 高 度 Sn =a1+a2+ … +an =
a1(1-qn)
1-q

=125× 1- 4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú<125,即不能上升

到125m高空.
3.党的二十大报告指出:“必须牢固树立和践行绿水

青山就是金山银山的理念,站在人与自然和谐共生

的高度谋划发展.”某地投入资金进行生态环境建

设,并以此发展旅游产业.据规划,本年度投入800

万元,以后每年投入的资金将比上一年减少
1
5
,本

年度当地旅游业收入估计为400万元.由于该项建

设对旅游业的促进作用,预计今后的旅游业收入每

年会比上一年增长
1
4
,则n年内的总投入为    

万元,n 年内旅游业的总收入为    万元.

4000× 1- 4
5

æ

è
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ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú 1600×

5
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

-1é

ë
êê

ù

û
úú 

解析:由题意知第1年投入800万元,

第2年投入800× 1-
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 万元,

……

第n 年投入800× 1-
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

万元,

所以每年的投入资金数构成首项为800,公比 为

1-
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的等比数列.

所以n 年内的总投入Sn=800+800× 1-
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷+

…+800× 1-
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

=4000× 1- 4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú(万

元).
由题意知,第1年旅游业收入为400万元,

第2年旅游业收入为400× 1+
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 万元,

……

第n 年旅游业收入为400× 1+
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

万元,

所以每年的旅游业收入资金数构成首项为400,公

比为 1+
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的等比数列.

所以n 年 内 旅 游 业 的 总 收 入 Tn=400+400×

1+
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+ … +400× 1+

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

=1 600×

5
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

-1é

ë
êê

ù

û
úú(万元).

故n 年内的总投入为4000× 1- 4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú 万元,n

年内旅游业的总收入为1600× 5
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

-1é

ë
êê

ù

û
úú 万元.

解数列应用题的方法

(1)认真审题,准确理解题意,达到如下要求:
①明确问题是等差数列问题还是等比数列问题,或者

是含有递推关系的数列问题,题目要求的是an,还
是Sn.
②清楚题目中的已知事项.
(2)抓住数量关系,联想数学知识和数学方法,恰当引

入参数变量,将文字语言翻译成数学语言,将数量关

系用数学式子表达.
(3)将实际问题抽象为数学问题,将已知与所求联系

起来,列出满足题意的数学关系式.
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 分组求和法

                例1 在等差数列{an}中,a2+a7=-23,a3+a8=
-29.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)设数列{an+bn}是首项为1,公比为|a2|的等比

数列,求{bn}的前n 项和Sn.
解:(1)设等差数列{an}的公差为d.
依题意得a3+a8-(a2+a7)=2d=-6,
解得d=-3.
又a2+a7=2a1+7d=-23,解得a1=-1.
所以数列{an}的通项公式为an=-3n+2.
(2)由(1)得a2=-4,所以|a2|=4.
而数列{an+bn}是首项为1,公比为4的等比数列,
所以an+bn=4n-1,即-3n+2+bn=4n-1,
所以bn=3n-2+4n-1.
所以Sn=[1+4+7+…+(3n-2)]+(1+4+42+

…+4n-1)=
n(3n-1)

2 +
1-4n

1-4=
n(3n-1)

2 +
4n-1
3 .
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思考1.在等差数列{an}中,a1=2,a2
2=a4+8,公差

d>0.若bn=an+2an,求数列{bn}的前n 项和Sn.
解:由题意得(2+d)2=2+3d+8,
解得d=2(负值舍去).
故an=a1+(n-1)d=2+(n-1)·2=2n.
因为bn=an+2an=2n+22n,
所以Sn=b1+b2+…+bn

=(2+22)+(4+24)+…+(2n+22n)
=(2+4+…+2n)+(22+24+…+22n)

=
(2+2n)n
2 +

4(1-4n)
1-4

=n(n+1)+
4n+1-4
3 .

思考 2.若 数 列 {bn }的 通 项 公 式 为 bn =
6n-5,n 为奇数,
4n,n 为偶数,{ 求数列{bn}的前n 项和Sn.

解:①当n 为大于或等于3的奇数时,
Sn=[1+13+…+(6n-5)]+(42+44+…+4n-1)

=
1+6n-5
2

·n+1
2 +

42(1-4n-1)
1-42

=
(n+1)(6n-4)

4 +
4n+1-16
15
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=
(n+1)(3n-2)

2 +
4n+1-16
15 .

当n=1时,S1=b1=1,上式同样成立.
②当n 为偶数时,Sn=[1+13+…+(6n-11)]+

(42+44+…+4n-2+4n)=
n(3n-5)

2 +
4n+2-16
15 .

综上,Sn=

(n+1)(3n-2)
2 +

4n+1-16
15

,n 为奇数,

n(3n-5)
2 +

4n+2-16
15

,n 为偶数.
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ï
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分组转化法求数列的前n项和的常见类型

(1)an=bn+cn,且{bn},{cn}为等差或等比数列,求
数列{an}的前n 项和.

(2)an=
bn,n 为奇数,

cn,n 为偶数,{ 其中{bn},{cn}为等差或等比

数列,求数列{an}的前n 项和.

利用数列{an}:a1,a2,a3,…,an,…构造一个新数

列:a1,a2-a1,…,an-an-1,…,此数列是首项为1,

公比为
1
3

的等比数列.求:

(1)数列{an}的通项公式;
(2)数列{an}的前n 项和Sn.
解:(1)an=a1+(a2-a1)+(a3-a2)+…+(an-

an-1)=1+
1
3 +

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ … + 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

=
3
2 ×

1- 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú.

(2)Sn=a1+a2+a3+…+an

=
3
2 × 1-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ +

3
2 × 1- 1

3
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú + … +

3
2 ×

1- 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú

=
3
2n-

3
4× 1-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê

ù

û
úú

=
3(2n-1)
4 +

1
4×

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

 等差数列、等比数列的综合问题

                例2 (1)在各项均为正数的等比数列{an}中,a1=
2,且a2,a4+2,a5成等差数列,Sn是数列{an}的前n
项和,则S10-S4=    .

(2)已知数列{an}是公差为2的等差数列,它的前n
项和为Sn,且a1+1,a3+1,a7+1成等比数列.
①求数列{an}的通项公式;

􀪋
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􀪋
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②求数列 1
Sn

{ }的前n 项和Tn.

(1)2016 解析:设数列{an}的公比为q(q>0).
因为a2,a4+2,a5成等差数列,
所以2a4+4=a2+a5.
所以2×2×q3+4=2×q+2×q4.
所以q4-2q3+q-2=0.
所以(q-2)(q3+1)=0,
解得q=2或q=-1(舍).

所以S10-S4=
2×(1-210)
1-2 -

2×(1-24)
1-2 =2016.

(2)解:①由题意,得a3+1=a1+5,a7+1=a1+13.
由(a3+1)2=(a1+1)(a7+1),
得(a1+5)2=(a1+1)(a1+13),
解得a1=3.所以an=3+2(n-1),即an=2n+1.
②由①知an=2n+1,则Sn=n(n+2),

所以
1
Sn
=
1
2
1
n-

1
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以Tn

=
1
2 1-

1
3+

1
2-

1
4+

1
3-

1
5+

…+
1
n-

1
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
1
2 1+

1
2-

1
n+1-

1
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
3
4-

2n+3
2(n+1)(n+2).

非等差、等比数列问题的一般求解方法

(1)若数列{an}既不是等差数列又不是等比数列,在
求数列{an}的前n 项和时,可通过转化的思想,将数

列的求和问题转化为等差或等比数列求和问题解决,
常用的方法有分组求和、裂项求和等.
(2)非等差、等比数列求通项问题,可对an所满足的

关系式进行变形,转化为等差或等比数列,借助于求

和公式得出数列的通项公式.

1.在①a5=b4+2b6,②a3+a5=4(b1+b4),③b2S4

=5a2b3三个条件中任选一个,补充在下面的问题

中,并解答.
设数列{an}是公比大于0的等比数列,其前n 项和

为Sn,{bn}是等差数列.已知a1=1,S3-S2=a2+
2a1,a4=b3+b5,    .
(1)求{an}和{bn}的通项公式;
(2)设Tn=a1b1+a2b2+a3b3+…+anbn,求Tn.
解:(1)方案一:选条件①.
设等比数列{an}的公比为q(q>0).
因为a1=1,S3-S2=a2+2a1,
所以q2-q-2=0,解得q=2或q=-1(舍).
所以an=2n-1.
设等差数列{bn}的公差为d.

因为a4=b3+b5,a5=b4+2b6,

所以
2b1+6d=8,
3b1+13d=16,{ 解得

b1=1,
d=1.{ 所以bn=n.

所以an=2n-1,bn=n.
方案二:选条件②.
设等比数列{an}的公比为q(q>0).
因为a1=1,S3-S2=a2+2a1,
所以q2-q-2=0,解得q=2或q=-1(舍).
所以an=2n-1.
设等差数列{bn}的公差为d.
因为a4=b3+b5,a3+a5=4(b1+b4),

所以
2b1+6d=8,
2b1+3d=5,{ 解得

b1=1,
d=1.{ 所以bn=n.

所以an=2n-1,bn=n.
方案三:选条件③.
设等比数列{an}的公比为q(q>0).
因为a1=1,S3-S2=a2+2a1,
所以q2-q-2=0,解得q=2或q=-1(舍).
所以an=2n-1.
设等差数列{bn}的公差为d.
因为a4=b3+b5,b2S4=5a2b3,

所以
2b1+6d=8,
b1-d=0,{ 解得

b1=1,
d=1.{

所以bn=n.
所以an=2n-1,bn=n.
(2)由(1)知,an=2n-1,bn=n,
所以Tn=a1b1+a2b2+…+anbn

=1×20+2×21+…+(n-1)×2n-2+n×2n-1,
所以2Tn=1×21+2×22+…+(n-1)×2n-1+
n×2n,
所以-Tn=1+21+22+…+2n-1-n×2n

=
1-2n

1-2-n×2
n=2n-1-n×2n,

所以Tn=(n-1)×2n+1.
2.已知等差数列{an}满足a2+4,a5,a6 成等差数列,

且a4,a7,a12成等比数列.
(1)求{an}的通项公式;
(2)在数列{an}的每相邻两项at 与at+1间插入2t

个3(t=1,2,3,…),使它们和原数列{an}的项构成

一个新数列{bn},数列{bn}的前n 项和记为Sn,求
b1 及S2033.
解:(1)设等差数列的公差为d.
因为a2+4,a5,a6 成等差数列,
所以有2a5=a6+a2+4,即2(a1+4d)=a1+5d+
a1+d+4,解得d=2.
因为a4,a7,a12成等比数列,
所以a2

7=a4a12,即(a1+6×2)2=(a1+3×2)(a1

+11×2),解得a1=3.
所以an=3+(n-1)×2=2n+1.
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(2)由题意可知b1=a1=3,
且在3和5之间插入2个3,
在5和7之间插入22 个3……
在19和21之间插入29 个3,

此时 共 插 入3的 个 数 为
2×(1-29)
1-2 =210-2=

1022<2033.
在21和23之间插入210个3,

此时 共 插 入3的 个 数 为
2×(1-210)
1-2 =211-2=

2046>2033.
所以S2033=(3+5+…+21)+(2033-10)×3=
(3+21)×10

2 +2023×3=6189.
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课后素养评价(十)

                
1.设首项为1,公比为

2
3

的等比数列{an}的前n 项和

为Sn,则 (  )
A.Sn=2an-1 B.Sn=3an-2
C.Sn=4-3an D.Sn=3-2an

D 解析:在 等 比 数 列{an}中,Sn =
a1-anq
1-q

=

1-an×
2
3

1-
2
3

=3-2an.

2.数列
1
2
,1
2+

1
4
,1
2+

1
4+

1
8
,…,1

2+
1
4+

…+
1
2n

的前n 项和为 (  )

A.n+
1
2n B.n-1+

1
2n

C.n-1+
1
2n+1 D.n+

1
2n-1

B 解析:因为数列的通项公式为an=
1
2+

1
4+

…

+
1
2n=

1
2 1-

1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

1-
1
2

=1-
1
2n,

所以前n 项和

Sn= 1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+ 1-

1
4

æ

è
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ö

ø
÷+…+ 1-

1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

=n- 1
2+

1
4+

…+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

=n-1+
1
2n.

3.已知数列{an}的前n 项和Sn=2n-1+1,则数列

{an}的前10项中所有奇数项之和与所有偶数项之

和的比为 (  )

A.
1
2 B.2 C.

172
341 D.

341
172

C 解析:当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n-2,又a1

=S1=2,
即前10项分别为2,1,2,4,8,16,32,64,128,256,

所以数列{an}的前10项中S偶=
1-45

1-4=
1023
3 =

341,S奇=2+
2×(1-44)
1-4 =2+

510
3 =172

,所以
S奇

S偶

=
172
341.

故选C.
4.已知数列{an}是以2为首项,1为公差的等差数列,
{bn}是以1为首项,2为公比的等比数列,则ab1+
ab2+…+ab10= (  )

A.1033 B.1034 C.2057 D.2058
A 解析:因为an=n+1,bn=2n-1,
所以ab1+ab2+…+ab10=a1+a21+a22+…+a29

=(1+1)+(21+1)+(22+1)+…+(29+1)

=10+(1+2+22+…+29)=10+
1-210

1-2=1033.

5.(多选)(传统文化)在《算法统宗》里有这样的描述:
三百七十八里关,初行健步不为难;次日脚痛减一

半,六朝才得到其关.则下列说法正确的是 (  )

A.此人第三天走了二十四里路

B.此人第一天走的路程比后五天走的路程多六里

C.此人第二天走的路程占全程的
1
4

D.此人前三天走的路程之和是后三天路程之和的

8倍

BD 解析:由题意,此人每天所走路程构成以
1
2

为

公比的等比数列.

记该等比数列为{an},首项为a1,公比为q=
1
2
,前

n 项和为Sn,
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则S6=
a1 1-

1
26

æ

è
ç

ö

ø
÷

1-
1
2

=
63
32a1=378,解得a1=192.

所以此人第三天走的路程为a3=a1·q2=48(里),
故A错误.
此人第一天走的路 程 比 后 五 天 走 的 路 程 多a1-
(S6-a1)=2a1-S6=384-378=6(里),故 B
正确.

此人第二天走的路程为a2=a1·q=96≠
378
4 =

94.5(里),故C错误.
此人前三天走的路程之和为S3=a1+a2+a3=
192+96+48=336(里),后三天走的路程之和为

S6-S3=378-336=42(里),336=42×8,即前三

天走的路程之和是后三天路程之和的8倍,故 D
正确.

6.在等比数列{an}中,已知a1+a2+a3=1,a4+a5

+a6 = -2,则 该 数 列 的 前 15 项 的 和 S15

= .
11 解析:因为S3=1,S6-S3=-2,所以S9-S6

=4,S12-S9=-8,S15-S12=16,所以S15=S3+
S6-S3+S9-S6+S12-S9+S15-S12=1-2+4
-8+16=11.

7.设{an}是公比为正数的等比数列,a1=2,a3=a2+
4.设{bn}的前n 项和为Sn,Sn=n2.
(1)求{an}与{bn}的通项公式;
(2)求数列{an+bn}的前n 项和Tn;

(3)设cn=
1

bn·bn+1
,求数列{cn}的前n 项和Hn.

解:(1)由题意{an}是公比为正数的等比数列,a1=
2,a3=a2+4,
设公比为q(q>0),则2q2=2q+4,所以q=2,
故an=2n.
由{bn}的前n 项和为Sn,Sn=n2,得b1=S1=1,
当n≥2时,bn=Sn-Sn-1=n2-(n-1)2=2n-1.
b1=1也适合上式,故bn=2n-1.
(2)由题意可得Tn=(a1+b1)+(a2+b2)+…+
(an+bn)=(2+22+…+2n)+[1+3+…+(2n-
1)]=2n+1-2+n2.

(3)由(1)得cn=
1

bn·bn+1
=

1
(2n-1)(2n+1)=

1
2

1
2n-1-

1
2n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

故 Hn =
1
2 [ 1-13

æ

è
ç

ö

ø
÷ + 1

3-
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ + … +

1
2n-1-

1
2n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ]=12 1-

1
2n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷=

n
2n+1.
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                1.(新情境)已知数列{an}满足an=2n,在an 和an+1

之间插入n 个1,构成数列{bn}:a1,1,a2,1,1,a3,
1,1,1,a4,…,则数列{bn}的前18项的和S18=

(  )
A.43 B.44 C.75 D.76
C 解析:在an 和an+1之间插入n 个1,构成数列

{bn}:a1,1,a2,1,1,a3,1,1,1,a4,…,
则从a1 到an 共有n+[1+2+…+(n-1)]=n+
(n-1)(1+n-1)

2 =
n2+n
2
(个)数.

当n=5时,5
2+5
2 =15,当n=6时,6

2+6
2 =21.

由于an=2n,所以S18=(a1+a2+…+a5)+(18

-5)×1=
2(1-25)
1-2 +13=75.故选C.

2.(多选)(新情境)计算机病毒危害很大,一直是计算

机学家研究的对象.当计算机内某文件感染病毒

后,该病毒文件就不断地传染其他未感染的文件.
计算机学家们研究的计算机病毒传染指数C0,即
一个病毒文件在一分钟内平均传染的文件数.某计

算机病毒的传染指数C0=2,一台计算机有105 个

文件,若该计算机有一半以上文件感染,则该计算

机将处于瘫痪状态.该计算机现只有一个病毒文

件,且未经杀毒处理,则下列说法中正确的是

(  )
A.在第3分钟内,该计算机新感染的文件为18个

B.经过5分钟,该计算机共有243个病毒文件

C.10分钟后,该计算机处于瘫痪状态

D.该计算机瘫痪前,每分钟内新感染的文件数成公

比为2的等比数列

ABC 解析:设第(n+1)分钟之内新感染的文件数

为an+1,前n 分钟内新感染的文件数之和为Sn,则
an+1=2(Sn+1),且a1=2.
由an+1=2(Sn+1),得an=2(Sn-1+1),两式相减

得an+1-an=2an,
所以an+1=3an,所以每分钟内新感染的文件数构

成以a1=2为首项,3为公比的等比数列,
所以an=2×3n-1.
在第3分钟内,新感染了a3=2×33-1=18(个)文
件.故选项A正确.
经过5分钟,该计算机共有1+a1+a2+a3+a4+

a5=1+
2×(1-35)
1-3 =35=243(个)病毒文件.故选

项B正确.
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10分钟后,计算机感染病毒的文件总数为1+a1+

a2 +…+a10=1+
2×(1-310)
1-3 =310>

1
2×10

5,

所以计算机处于瘫痪状态.故选项C正确.
该计算机瘫痪前,每分钟内新感染的文件数成公比

为3的等比数列.故选项D不正确.
3.设等比数列{an}的公比为q,其前n 项和为Sn,前
n 项积为Tn,并满足条件a1>1,a2019a2020>1,
a2019-1
a2020-1

<0,则 (  )

A.S2019<S2020

B.a2019a2020-1<0
C.T2020是数列{Tn}中的最大项

D.数列{Tn}无最大项

A 解析:当q<0时,a2019a2020=a2
2019q<0,不

成立;

当q≥1时,a2019>1,a2020>1,
a2019-1
a2020-1

>0,不

成立.
故0<q<1,且a2019>1,0<a2020<1,故S2020>
S2019,故A正确;
a2019a2020-1>1-1=0,故B错误;
因为a2019>1,0<a2020<1,所 以 T2019是 数 列

{Tn}中的最大项,故C,D错误.
4.在等比数列{an}中,公比q=2,前n 项和为Sn.若
S5=1,则S10= .

33 解析:因为S5=
a1(1-25)
1-2 =1,所以a1=

1
31.

所以S10=
a1(1-210)
1-2 =

1
31×1023=33.

5.已知正项等比数列{an}的前n 项和为Sn.若-1,
S5,S10成等差数列,则S10-2S5=    ,且S15

-S10的最小值为    .
1 4 解析:由题意知2S5=-1+S10,
所以S10-2S5=1.
由{an}为等比数列可知S5,S10-S5,S15-S10成等

比数列,所以(S10-S5)2=S5(S15-S10),S15-S10

=
(S10-S5)2

S5
=
(2S5+1-S5)2

S5
=
1
S5
+S5+2≥

2
1
S5

·S5+2=4,当且仅当S5=1时,等号成立.

6.已知数列{an}的前n 项和Sn=
n2+n
2
,n∈N*.

(1)求数列{an}的通项公式;
(2)设bn=2an +(-1)nan,求数列{bn}的前2n
项和.
解:(1)当n=1时,a1=S1=1;
当n≥2时,

an=Sn-Sn-1=
n2+n
2 -

(n-1)2+(n-1)
2 =n.

因为a1=1也符合上式,
所以数列{an}的通项公式为an=n.
(2)由(1)知an=n,故bn=2n+(-1)nn.
记数列{bn}的前2n 项和为T2n,则
T2n=(21+22+…+22n)+(-1+2-3+4-…+
2n).
记A=21+22+…+22n,B=-1+2-3+4-…+

2n,则A=
2(1-22n)
1-2 =22n+1-2,

B=(-1+2)+(-3+4)+…+[-(2n-1)+2n]
=n,
所以数列{bn}的前2n 项和T2n=A+B=22n+1+
n-2.

7.在①bn =
4

anan+1
,②bn =(-1)n ·an,③bn =

2an·an这三个条件中任选一个补充在下面的问题

中,并解答问题.
在等差数列{an}中,已知a6=16,a16=36.
(1)求数列{an}的通项公式an.
(2)若    ,求数列{bn}的前n 项和Sn.
解:(1)设等差数列{an}的公差为d,
则a16=a6+(16-6)d,
即36=16+10d,解得d=2,
故an=16+(n-6)×2=2n+4.

(2)选①,由bn=
4

anan+1
=

4
(2n+4)[2(n+1)+4]

=
1

(n+2)(n+3)=
1

n+2-
1

n+3
,

得Sn=
1
3-

1
4+

1
4-

1
5+

…+
1

n+2-
1

n+3=
1
3-

1
n+3=

n
3(n+3).

选②,由bn=(-1)nan=(-1)n(2n+4),得
当n 为偶数时,Sn=2[-3+4-5+6-…+(n+

2)]=2×
n
2×1=n

;

当n 为奇数时,
Sn=2[-3+4-5+6-…+(n+1)-(n+2)]=

2× n-1
2 ×1-(n+2)é

ë
êê

ù

û
úú=-n-5.

故Sn=
n,n 为偶数,
-n-5,n 为奇数.{

选③,由bn=(2n+4)·22n+4,得Sn=6×26+8×
28+10×210+…+(2n+4)·22n+4(ⅰ),
则4Sn=6×28+8×210+…+(2n+2)·22n+4+
(2n+4)·22n+6(ⅱ).
由(ⅰ)-(ⅱ),得-3Sn=6×26+2×28+2×210+
…+2·22n+4-(2n+4)·22n+6

=6×26+22
8-22n+4·22

1-22
æ

è
ç

ö

ø
÷-(2n+4)·22n+6
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=
5
3×2

7- n+
5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·22n+7,

故Sn=
3n+5
9

·22n+7-
640
9 .

8.“现值”与“终值”是利息计算中的两个基本概念,掌
握好这两个概念,所谓“现值”是指为了得到n 期计

息后的金额,现在应提供的金额,而“终值”是指n
期计息后的本利和.例如,在复利计息的情况下,设
本金为A,每期利率为r,n 期末的本利和为S,则S
=A(1+r)n.其中,S 称为n 期末的终值,A 称为n
期后终值S 的现值,即n期后的S 元现在的价值为

S
(1+r)n

元.

现有如下问题:小明想买一套房子,有如下两个付

款方案:
方案一:一次性付全款25万元;
方案二:分期付款,每年年初付款3万元,第十年年

初付完.
(1)已知存款的年利率为2.5%,试讨论两种方案哪

一种更好;
(2)若小明把房子租出去,第一年年初收租金2万

元,此后每年年初涨租金1000元,参照第(1)问中

的存款年利率2.5%,预计第十年房租到期后小明

所获得全部租金的终值(精确到百元).
参考数据:(1+2.5%)10≈1.28.
解:(1)(方法一:从终值来考虑)若付全款,则25万

元10年 后 的 价 值 为25(1+2.5%)10≈32.00(万
元);
若分期付款,每年年初所付金额为3万元,10年后

的总价值为S=3(1+2.5%)10+3(1+2.5%)9+…

+3(1+2.5%)≈34.44(万元).
因此,付方案一较好.
(方法二:从现值来考虑)每年年初付款3万元,10
年的现值之和

Q = 3 +
3

1+2.5% +
3

(1+2.5%)2 +
… +

3
(1+2.5%)9

,所 以 1.02510Q =3×1.025×

1-1.02510

1-1.025
æ

è
ç

ö

ø
÷,所 以 Q≈

3×41×0.28
1.28 ≈26.91(万

元),
比一次性付款25万元多,故方案一较好.
(2)由题意,设第十年房租到期后小明所获得的全

部租金的终值为T 万元,则

T=2(1+2.5%)10+2.1(1+2.5%)9+…+2.9(1+
2.5%).
记1+2.5%=q,an=-0.1n+3,
则T=a1q+a2q2+…+a10q10,

qT=a1q2+a2q3+…+a9q10+a10q11,
作差可得(1-q)T=2.9q-0.1(q2+q3+…+q10)

-2q11,
所以(1-q)T=3q-0.1(q+q2+q3+…+q10)-
2q11,

所以T=3· q
1-q

-0.1·q(1-q10)
(1-q)2

-2· q11

1-q
≈

27.88(万元).
故第十年房租到期后小明所获得的全部租金的终

值为27.88万元.
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易错强化练(二)
                练易错

易错点1|对等比数列的定义理解不透彻

[防范要诀]

等比数列{an}中任意一项an≠0,且公比q≠0.
[对点集训]

1.(多选)设Sn 是数列{an}的前n 项和,且a1=1,

an+1=2Sn(n∈N*),则下列结论正确的是 (  )

A.{an}是等比数列 B.{Sn}是等比数列

C.an=3n-1 D.Sn=3n-1

BD 解析:因为an+1=2Sn,所以当n≥2时,有an

=2Sn-1,两式相减得an+1=3an.
又a1=1,a2=2S1=2,所以数列{an}不是等比数

列,故A,C错误.
由2Sn=an+1=Sn+1-Sn,得Sn+1=3Sn.又S1=

a1=1,所以数列{Sn}是首项为1,公比为3的等比

数列,

所以Sn=1×3n-1=3n-1,故B,D正确.故选BD.

2.已知数列{an},an≠0,a1,a2,a3 成等差数列,a2,

a3,a4 成等比数列,a3,a4,a5 的倒数成等差数列,

证明:a1,a3,a5 成等比数列.
证明:由已知,有2a2=a1+a3①,

a2
3=a2a4②,

2
a4
=
1
a3
+
1
a5
③.

由③得
2
a4
=
a3+a5

a3a5
,所以a4=

2a3a5

a3+a5
④.

由①得a2=
a1+a3

2 ⑤,
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将④⑤代入②,得a2
3=

a1+a3

2
·2a3a5

a3+a5
,

所以a3=
(a1+a3)a5

a3+a5
,即a3(a3+a5)=a5(a1+

a3).
化简,得a2

3=a1a5.
又a1,a3,a5 都 不 等 于0,所 以a1,a3,a5 成 等 比

数列.
易错点2|利用等比中项时忽略判断符号
[防范要诀]
1.等比数列中所有奇数项的符号都相同,所有偶数项

的符号都相同.
2.只有同号两数才有等比中项,且有两个,它们互为

相反数.
[对点集训]
3.如果1,a,b,c,16成等比数列,那么b= ,
ac= .
4 16 解析:设等比数列的公比为q.因为b2=1×
16=16,且b=1×q2>0,
所以b=4.又因为b2=ac,所以ac=16.

4.已知-2,a1,a2,-8成等差数列,-2,b1,b2,b3,

-8成等比数列,则a2-a1

b2 = .

1
2 

解析:因为-2,a1,a2,-8成等差数列,

所以
2a1=-2+a2,
2a2=a1-8,{ 得

a1=-4,
a2=-6.{

又因为-2,b1,b2,b3,-8成等比数列,
所以b22=-2×(-8)=16,
所以b2=4或b2=-4.
由等比数列隔项同号,可得b2=-4,

所以
a2-a1

b2 =
-6-(-4)
-4 =

1
2.

5.等差数列{an}的前n 项和为Sn,a3=5+ 2,S3=9

+32.
(1)求an 以及Sn;

(2)设bn=
Sn

n
,证明:数列{bn}中不存在不同的三

项成等比数列.
(1)解:设等差数列{an}的公差为d,

由已知得5+ 2=a1+2d,9+32=3a1+3d,

解得a1= 2+1,d=2,

所以an=2n+ 2-1,Sn=n2+ 2n.

(2)证明:由(1)得bn=
Sn

n =n+ 2
,

假设{bn}中 存 在 不 同 的 三 项bn,bm,bp 成 等 比

数列,
则b2m=bn·bp,

即(m+ 2)
2
=(n+ 2)·(p+ 2),

所以(m2-np)+ 2[2m-(n+p)]=0.
因为m,n,p 是正整数,所以m2-np 和2m-(n+
p)均为有理数,
所以m2-np=0,2m-(n+p)=0,
所以(n+p)2=4np,所以(n-p)2=0,所以n=p,
与n≠p 矛盾,
所以数列{bn}中不存在不同的三项成等比数列.

易错点3|忽视对公比q的讨论
[防范要诀]
等比数列{an}的公比q≠0,数列中各项都不为零;当

公比q≠1时,前n 项和Sn=
a1(1-qn)
1-q

;当公比q=

1时,前n 项和Sn=na1.
[对点集训]
6.等比数列1,a,a2,a3,…(a≠0)的前n 项和Sn

= .
n,a=1,
1-an

1-a
,a≠1

ì

î

í
ïï

ïï
 解析:当a=1时,Sn=n;当a≠1

时,Sn=
1-an

1-a.所以Sn=
n,a=1,
1-an

1-a
,a≠1.

ì

î

í
ïï

ïï

7.在公比为q的等比数列{an}中,其前n 项和为Sn.
若S3=4,S6=36,求an.
解:因为S6≠2S3,所以q≠1.

由
S3=4,
S6=36,{ 得

a1(1-q3)
1-q

=4①,

a1(1-q6)
1-q

=36②.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

由
②
①

得
1-q6

1-q3
=9,即1+q3=9,解得q=2.

将q=2代入①式,得a1=
4
7.

所以an=a1qn-1=
4
7×2

n-1=
2n+1

7 .

练疑难

1.设{an}是公比为q 的等比数列,Sn 是它的前n 项

和.若{Sn}是等差数列,则q等于 (  )
A.1 B.0 C.1或0 D.-1
A 解析:因 为{Sn}是 等 差 数 列,所 以2S2=S1

+S3,
所以2(a1+a2)=a1+(a1+a2+a3),所 以a2

=a3,

所以q=
a3

a2
=1.

2.已知数列{an}是等比数列,函数y=x2-5x+6的

零点分别是a2,a10,则a6= (  )

A.2 B.± 6

C.± 3 D.6
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D 解析:由题意可得a2a10=6>0,a2+a10=5>
0,所以a2>0,a10>0,

故a6>0,所以a6= a2a10= 6.故选D.
3.已知数列{an}是公比为q的等比数列,且a1,a3,a2

成等差数列,则公比q的值为 (  )

A.-
1
2 B.-2

C.-1或
1
2 D.1或-

1
2

D 解析:因为a1,a3,a2 成等差数列,所以2a3=
a1+a2,

所以2q2-q-1=0,解得q=1或q=-
1
2.

4.已知在等比数列{an}中,a1=2,前n 项和为Sn,公
比为q.若数列{Sn+1}也是等比数列,则q=

(  )

A.1 B.
3
2 C.2 D.3

D 解析:依题意,{an}是等比数列,{Sn+1}是等

比数列,
所以S1+1,S2+1,S3+1成等比数列,
所以(S2+1)2=(S1+1)×(S3+1),
即(a1+a2+1)2=(a1+1)(a1+a2+a3+1),
即(2+2q+1)2=(2+1)(2+2q+2q2+1),
整理得q2-3q=0,解得q=3或q=0(舍去).

此时Sn+1=1+
2×(1-3n)
1-3 =3n,Sn+1+1

Sn+1
=3,

{Sn+1}是等比数列.故选D.
5.已知等差数列{an}和等比数列{bn}的各项都是正

数,且a1=b1,a11=b11,那么一定有 (  )
A.a6≤b6 B.a6≥b6
C.a12≤b12 D.a12≥b12
B 解析:因为等差数列{an}和等比数列{bn}的各

项都是正数,且a1=b1,a11=b11,
所以a1+a11=b1+b11=2a6,

所以a6=
a1+a11

2 =
b1+b11
2 ≥ b1b11=b6.

当且仅当b1=b11时,等号成立,此时数列{bn}的公

比为1.

6.(多选)已知数列{an}满足a1=1,an+1=
an

2+3an
(n

∈N*),则下列结论正确的有 (  )

A.1an
+3{ }为等比数列

B.{an}的通项公式为an=
1

2n+1-3
C.{an}为递增数列

D.1an
{ }的前n 项和Tn=2n+2-3n-4

ABD 解析:因为
1

an+1
=
2+3an

an
=
2
an
+3,所以

1
an+1

+3=2 1
an
+3

æ

è
ç

ö

ø
÷.又 因 为

1
a1
+3=4≠0,所 以

1
an
+3{ } 是以4为首项,2为公比的等比数列.故

1
an

+3=4×2n-1=2n+1,即an=
1

2n+1-3.
易知{an}为

递减数列,1
an
{ } 的前n 项和Tn=(22-3)+(23-

3)+…+(2n+1-3)=2(21+22+…+2n)-3n=2

×
2×(1-2n)
1-2 -3n=2n+2-3n-4.故选ABD.

7.在等比数列{an}中,a3=4,前3项和S3=12,数列

{an}的通项公式为an= .

4或 -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-5

 解析:设等比数列{an}的公比为q.

当q=1时,a3=4,a1=a2=a3=4,

S3=a1+a2+a3=12,所以q=1符合题意,此时

an=4.

当q≠1时,
a3=a1q2=4,

S3=
a1(1-q3)
1-q

=12,

ì

î

í

ïï

ïï

解得q=-
1
2
,

所以an=a3qn-3= -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-5

.

综上,an=4或an= -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-5

.

8.设数列{an}的前n 项和为Sn,点 n,
Sn

n
æ

è
ç

ö

ø
÷(n∈N*)

均在直线y=x+
1
2

上.若bn=3an+
1
2,求数列{bn}

的前n 项和Tn.

解:依题意得
Sn

n =n+
1
2
,即Sn=n2+

1
2n.

当 n ≥2 时,an =Sn -Sn-1 = n2+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

(n-1)2+
1
2
(n-1)é

ë
êê

ù

û
úú=2n-

1
2
;

当n=1时,a1=S1=
3
2
,符合an=2n-

1
2
,

所以an=2n-
1
2
(n∈N*).故bn=3an+

1
2=32n.

由
bn+1

bn
=
32(n+1)

32n =32=9,可知{bn}是公比为9的等

比 数 列,b1 =32×1 =9,所 以 Tn =
9(1-9n)
1-9

=
9n+1-9
8 .
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9.已知等比数列{an}的各项均为正数,且a2=6,a3+
a4=72.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)若数列{bn}满足bn=an-n(n∈N*),求数列

{bn}的前n 项和Sn.
解:(1)设等比数列{an}的公比为q,
因为a2=6,a3+a4=72,
所以6q+6q2=72,即q2+q-12=0,
所以q=3或q=-4.

又因为an>0,所以q>0,所以q=3,a1=
a2

q
=2.

所以an=a1qn-1=2×3n-1(n∈N*).
(2)因为bn=2×3n-1-n,
所以Sn=2(1+3+32+…+3n-1)-(1+2+3+…

+n)=2×
1-3n

1-3-
n(1+n)
2 =3n-1-

n2+n
2 .

10.已知数列{an}的前n 项和为Sn,2a1+a2=a3,且
对任意的n∈N*,n≥2都有2nSn+1-(2n+5)Sn

+Sn-1=ra1.
(1)若a1≠0,a2=3a1,求r的值.
(2)数列{an}是否为等比数列? 说明理由.
(3)当r=1时,求证:数列{an}是等差数列.
(1)解:令n=2,得4S3-9S2+S1=ra1,
即4(a3+a2+a1)-9(a2+a1)+a1=ra1,
化简,得4a3-5a2-4a1=ra1.
因为2a1+a2=a3,a2=3a1,
所以4×5a1-5×3a1-4a1=ra1,解得r=1.
(2)解:数列{an}不是等比数列.
理由如下:假设{an}是等比数列,公比为q,则2a1

+a1q=a1q2,且a1≠0,

解得q=2或q=-1.
由2nSn+1-(2n+5)Sn+Sn-1=ra1,

可得4Sn=2nan+1-an-ra1(n≥2),
所以4Sn-1=2(n-1)an-an-1-ra1(n≥3),
两式相减,整理得2nan+1+an-1=(2n+3)an,

两边同除以an-1,可得2n(q2-q)=3q-1.
因为q≠1,所以q2-q≠0,
所以上式不可能对任意n≥3恒成立,故{an}不是

等比数列.
(3)证明:当r=1时,令n=2,得4S3-9S2+S1=
a1,整理得-4a1-5a2+4a3=a1,

又由2a1+a2=a3 可知a2=3a1,a3=5a1,

令n=3,可 得6S4-11S3+S2=a1,解 得 a4

=7a1.
由(2)可知4Sn=2nan+1-an-a1(n≥2),
所以4Sn-1=2(n-1)an-an-1-a1(n≥3).
两式相减,整理得2nan+1+an-1=(2n+3)an(n≥
3),

所以2(n-1)an+an-2=(2n+1)an-1(n≥4).
两式相减,可得2n[(an+1-an)-(an-an-1)]=
(an-an-1)-(an-1-an-2)(n≥4).
因为(a4-a3)-(a3-a2)=0,所以(an-an-1)-
(an-1-an-2)=0(n≥4),
即an-an-1=an-1-an-2(n≥4).又因为a3-a2

=a2-a1=2a1,

所以数列{an}是以a1 为首项,2a1 为公差的等差

数列.
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4.4*　数学归纳法

学习任务目标
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􀪋

􀪋
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  1.了解数学归纳法的原理.(数学抽象)
  2.掌握用数学归纳法证明问题的一般方法与步骤.(数学运算)
  3.能用数学归纳法证明一些数学命题.(逻辑推理)
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1.数学归纳法的定义

一般地,证明一个与正整数n 有关的命题,可按下

列步骤进行:
(1)(归纳奠基)证明当n=n0(n0∈N*)时命题

成立;

(2)(归纳递推)以“当n=k(k∈N*,k≥n0)时命题

成立”为条件,推出“当n=k+1时命题也成立”.

只要完成这两个步骤,就可以断定命题对从n0 开

始的所有正整数n 都成立,这种证明方法称为数学

归纳法.
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2.数学归纳法的框图表示

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)与自然数n 有关的问题都可以用数学归纳法进

行证明. (× )
(2)在利用数学归纳法证明命题时,只要推理过程

正确,也可以不用进行假设. (× )
(3)用数学归纳法证明等式时,由n=k 到n=k+
1,等式的项数一定增加了1. (× )

2.式子1+k+k2+…+kn(n∈N*),当n=1时,式
子的值为 (B )
A.1
B.1+k
C.1+k+k2

D.以上都不对

3.请思考并回答下列问题:
(1)用数学归纳法证明时,第一步中n 的初始值n0

只能是1吗? 举例说明.
提示:用数学归纳法证明时,第一步中n 的初始值

n0 应根据命题的具体情况来确定,不一定是1.如:
用数学归纳法证明凸n 边形的内角和为(n-2)·
180°时,其初始值n0=3.
(2)用数学归纳法证明时,在验证了n=1时命题正

确,假定n=k时命题正确后,此时k的取值范围是

什么?
提示:k≥1,k∈N*.数学归纳法是证明关于正整数

n 的命题的一种方法,所以k 是正整数,又第一步

是递推的基础,所以k 大于等于1.
(3)数学归纳法两个步骤之间有怎样的联系?
提示:第一步是验证命题递推的基础,第二步是论

证命题递推的依据,这两个步骤缺一不可,只完成

第一步而缺少第二步就作出判断,可能得出不正确

的结论.因为单靠第一步,无法递推下去,即我们无

法判定n 取n0 以后的数时命题是否正确,同样只

有第二步而缺少第一步,也可能得出不正确的结

论,缺少第一步这个基础,假设就失去了成立的前

提,第二步也就没有意义了.
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 对数学归纳法的理解

                
1.用数学归纳法证明1+

1
2+

1
3+

…+
1

2n-1<n
(n

∈N*,n>1)时,第一步应验证不等式 (  )

A.1+
1
2<2

B.1+
1
2+

1
3<3

C.1+
1
2+

1
3<2

D.1+
1
2+

1
3+

1
4<3

C 解析:用 数 学 归 纳 法 证 明1+
1
2+

1
3+

…+

1
2n-1<n

(n∈N*,n>1),第一步先验证当n=2

时,不等式1+
1
2+

1
3<2

是否成立.故选C.

2.已知f(n)=1+
1
2+

1
3+

…+
1
2n(n∈N*),从n=

k到n=k+1时,f(k+1)比f(k)共增加了(  )

A.1项 B.2k-1项

C.2k+1项 D.2k项

D 解析:由题意,当n=k(k∈N*)时,最后一项为

1
2k,当n=k+1时,最 后 一 项 为

1
2k+1=

1
2k×2=

1
2k+2k,所以由n=k 变到n=k+1时,增加的项为

1
2k+1+

1
2k+2+

…+
1

2k+2k,增加了2k项.故选D.

运用数学归纳法时的易错点

(1)在项数上出错,特别是寻找从n=k 到n=k+1
项数发生什么变化时易弄错.
(2)不利用归纳假设.归纳假设是起桥梁作用的,桥梁

断了就无法通过了.
(3)步骤不严谨、不规范.在利用假设后,不作任何推

导或计算而直接写出所要结论.
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 用数学归纳法证明与数列相关的等式

                例1 (1)用数学归纳法证明:1+3×2+5×22+…
+(2n-1)×2n-1=2n(2n-3)+3(n∈N*).
(2)用数学归纳法证明:

1-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷·…· 1-

1
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

2
n+2

(n∈N*).
证明:(1)①当n=1时,左边=1,右边=2×(2-3)+
3=1,左边=右边,等式成立.
②假设当n=k(k∈N*)时,等式成立,即1+3×2+5
×22+…+(2k-1)×2k-1=2k(2k-3)+3,
则当n=k+1时,1+3×2+5×22+…+(2k-1)×
2k-1+(2k+1)×2k=2k(2k-3)+3+(2k+1)×2k

=2k(4k-2)+3=2k+1[2(k+1)-3]+3,
即当n=k+1时,等式也成立.
由①②知,等式对任何n∈N*都成立.

(2)①当n=1时,左边=1-
1
3=

2
3
,

右边=
2
1+2=

2
3
,等式成立.

②假设当n=k(k∈N*)时,等式成立,

即1-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·…·1-

1
k+2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

2
k+2

,

则当n=k+1时,

1-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·…·1-

1
k+2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

1
k+3

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
2

k+2 1-
1

k+3
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

2(k+2)
(k+2)(k+3) =

2
k+3

=
2

(k+1)+2
,

即当n=k+1时,等式也成立.
由①②可知,对任何n∈N*,等式都成立.

用数学归纳法证明等式的注意点

(1)弄清n 取第一个值n0时等式两端项的情况.
(2)弄清从n=k到n=k+1等式两端的项是如何变

化的,即增加了哪些项,减少了哪些项.(3)证明n=k
+1时结论也成立,要设法将待证式与归纳假设建立

联系,并向n=k+1时证明目标的表达式进行变形.

观察以下等式:

13=12,

13+23=(1+2)2,

13+23+33=(1+2+3)2,

13+23+33+43=(1+2+3+4)2,
……
(1)请用含n(n∈N*)的等式归纳猜想出一般性结

论,并用数学归纳法加以证明;
(2)设数列{an}的前n 项和为Sn,且an=n3+n,
求S10.
解:(1)猜想13+23+33+…+n3=(1+2+3+…+
n)2.
证明:当n=1时,左边=1,右边=1,等式成立.
假设当n=k(k∈N*)时,等 式 成 立,即13+23+
33+…+k3=(1+2+3+…+k)2,
当n=k+1时,13+23+33+…+k3+(k+1)3=(1
+2+3+…+k)2+(k+1)3

= k(k+1)
2

é

ë
êê

ù

û
úú

2

+(k+1)3=(k+1)2·
k2+4k+4

4

=
(k+1)(k+2)

2
é

ë
êê

ù

û
úú

2

=[1+2+…+(k+1)]2,

即当n=k+1时,等式也成立,
综上可得,对任意的正整数n,13+23+33+…+n3=
(1+2+3+…+n)2.
(2)数列{an}的前n 项和为Sn,且an=n3+n,

S10=(13+23+…+103)+(1+2+3+…+10)

=(1+2+…+10)2+
10×11
2

=552+55=3080.
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 用数学归纳法证明与数列相关的不等式

                
例2 用数学归纳法证明:1+

1
2+

1
3+

…+
1
2n-1>

n
2

(n∈N*).

证明:(1)当n=1时,左 边=1,右 边=
1
2
,不 等 式

成立.

(2)假设当n=k(k∈N*)时,不等式成立,

即1+
1
2+

1
3+

…+
1
2k-1>

k
2
,

当n=k+1时,1+
1
2+

1
3+

…+
1
2k-1+

1
2k-1+1+

1
2k-1+2+

…+
1
2k>

k
2+

1
2k-1+1+

1
2k-1+2+

…+
1
2k

>
k
2+

1
2k+

1
2k+…+

1
2k=

k
2+

(2k-2k-1)1
2k=

k+1
2 .

即当n=k+1时,不等式也成立.

由(1)(2)可知,不等式对任何n∈N*都成立.
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思考1.推证“当n=k+1时,不等式也成立”的过程

中必须要用到什么? 关键点是什么?
提示:必须要用到归纳假设,即当n=k 时,不等式

成立.
关键是对不等式进行适当放缩.

思考2.把要证的不等式改为“1+
1
2+

1
3+

…+
1
2n≤

1
2+n

(n∈N*)”,如何证明?

证明:(1)当n=1时,左边=1+
1
2=

3
2=

右边,不等

式成立.
(2)假设当n=k(k∈N*)时,不等式成立,

即1+
1
2+

1
3+

…+
1
2k≤

1
2+k

,

则当n=k+1时,

1+
1
2+

1
3+

…+
1
2k+

1
2k+1+

1
2k+2+

…+
1

2k+2k

<
1
2+k+2

k·1
2k=

1
2+

(k+1),

即当n=k+1时,不等式也成立.
由(1)(2)可知,不等式对所有的n∈N*都成立.

用数学归纳法证明不等式的注意点

(1)在归纳递推的证明过程中,方向不明确时,可采用

分析法完成,经过分析找到推证的方向后,再用综合

法、比较法等其他方法证明.
(2)在推证“n=k+1时不等式也成立”的过程中,常
常要将表达式作适当放缩、变形,便于应用所作假设,
变换出要证明的结论.

已知数列{an}满足a1=2,nan+1=(n+1)an+n(n+
1),n∈N*.

(1)求证:数列 an

n{ } 为等差数列,并求出数列{an}的

通项公式.

(2)记bn=
2

(n+1)an
(n∈N*),用数学归纳法证明:

b1+b2+…+bn<1-
1

(n+1)2
,n∈N*.

证明:(1)由a1=2,nan+1=(n+1)an+n(n+1),

可得
an+1

n+1=
an

n+1
,

则数列
an

n{ } 是首项为2,公差为1的等差数列,

所以
an

n=2+n-1=n+1.
故an=n(n+1).

(2)由(1)可得bn=
2

(n+1)an
=

2
n(n+1)2.

①当n=1时,左边=b1=
1
2
,右边=1-

1
4=

3
4
,1
2<

3
4
,不等式成立.

②假设当n=k(k∈N*)时,不等式b1+b2+…+bk

<1-
1

(k+1)2
成立.

当n=k+1时,b1+b2+…+bk+bk+1<1-
1

(k+1)2

+
2

(k+1)(k+2)2
,

要证1-
1

(k+1)2+
2

(k+1)(k+2)2<1-
1

(k+2)2
,

即证
2

(k+1)(k+2)2<
1

(k+1)2-
1

(k+2)2
,

即证2(k+1)<2k+3,显然成立,
即当n=k+1时,不等式也成立.

由①②可知,b1+b2+…+bn<1-
1

(n+1)2
对所有的

n∈N*都成立.
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 用数学归纳法证明整除问题

                例3 用数学归纳法证明:an+1+(a+1)2n-1能被a2

+a+1整除.(其中n∈N*,a∈R)
证明:(1)当n=1时,a2+(a+1)1=a2+a+1,显然

能被a2+a+1整除,命题成立.
(2)假设当n=k(k∈N*)时,命题成立,
即ak+1+(a+1)2k-1能被a2+a+1整除.
当n=k+1时,

ak+2+(a+1)2k+1=a·ak+1+(a+1)2(a+1)2k-1=
a[ak+1+(a+1)2k-1]+(a+1)2(a+1)2k-1-a(a+
1)2k-1=a[ak+1+(a+1)2k-1]+(a2+a+1)(a+
1)2k-1.

上式能被a2+a+1整除,
即当n=k+1时,命题也成立.
由(1)(2)知,对一切n∈N*,a∈R,命题都成立.

用数学归纳法证明整除问题的策略

证明整除问题的关键是凑项,即采取增项、减项、拆项

和因式分解等手段,凑出n=k 时的情形,从而利用

归纳递推使问题得以解决.

用数学归纳法证明:23n-1(n∈N*)能被7整除.
证明:(1)当n=1时,23×1-1=8-1=7,能被7整除.
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(2)假设当n=k(k∈N*)时,23k-1能被7整除.
那么当n=k+1时,23(k+1)-1=8×23k-1=8×23k

-8+7=8(23k-1)+7.
因为23k-1能被7整除,
所以8(23k-1)+7能被7整除,
即当n=k+1时,命题也成立.
由(1)(2)可知,23n-1(n∈N*)能被7整除.
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课后素养评价(十一)

                1.用数学归纳法证明等式1+2+3+…+(n+3)=
(n+3)(n+4)

2
(n∈N*)时,第一步验证n=1时等

式成立,左边的式子是 (  )
A.1 B.1+2
C.1+2+3 D.1+2+3+4
D 解析:当n=1时,n+3=4,故左边应为1+2+
3+4.

2.用数学归纳法证明1+2+3+…+n2=
n4+n2

2
,则

当n=k+1(n∈N*)时,左边应在n=k 时的式子

的基础上加上 (  )
A.k2+1
B.(k+1)2

C.
(k+1)4+(k+1)2

2
D.(k2+1)+(k2+2)+(k2+3)+…+(k+1)2

D 解析:当n=k 时,左边=1+2+…+k2;当n=
k+1时,左边=1+2+…+k2+(k2+1)+…+(k
+1)2.故选D.

3.用数学归纳法证明1+a+a2+…+an=
1-an+1

1-a
(a≠1,n∈N*),在验证等式对于n=1成立时,左
边的式子是 (  )
A.1 B.1+a
C.1+a+a2 D.1+a+a2+a3

B 解析:当n=1时,1-a
n+1

1-a =1+a,故左边应为

1+a.
4.用数学归纳法证明“当n 为正奇数时,xn+yn 能被

x+y 整除”,第二步归纳递推应为 (  )
A.假设n=2k+1(k∈N*)时正确,再推n=2k+3

时正确

B.假设n=2k-1(k∈N*)时正确,再推n=2k+1
时正确

C.假设n=k(k∈N*)时正确,再推n=k+1时

正确

D.假设n=k(k∈N*)时正确,再推n=k+2时

正确

B 解析:因为n 为正奇数,所以在证明时,应假设

n=2k-1(k∈N*)时正确,再推出n=2k+1时正

确.故选B.
5.在数列{an}中,a1=1,Sn 表示其前n 项和,且Sn,
Sn+1,2S1 成等差数列,通过计算S1,S2,S3 的值,
猜想Sn=    .
2n-1
2n-1  解析:由题意可知2Sn+1=2S1+Sn.当n=

1时,S2=
3
2.

当n=2时,2S3=2S1+S2=
7
2
,S3=

7
4.

S1=1=
2-1
20
,S2=

3
2=
22-1
22-1

,S3=
7
4=
23-1
23-1 .

猜想当n≥1时,Sn=
2n-1
2n-1 .

6.用数学归纳法证明1+32+52+…+(2n-1)2=
1
3n
(4n2-1)的过程中,由n=k 到n=k+1时,左

边增加的项是    .
(2k+1)2 解析:由题可知n=k 时,左边=1+
32+52+…+(2k-1)2,
当n=k+1时,左边=1+32+52+…+(2k-1)2

+(2k+1)2,
所以等式左边增加的项是(2k+1)2.

7.已知数列{an}满足a1=1,an+1+anan+1-an=0(n
∈N*).
(1)求a2,a3,a4;
(2)试猜想数列{an}的通项公式,并用数学归纳法

证明.
解:(1)根 据 an+1+anan+1-an =0,可 知 an+1

=
an

1+an
.

当n=1时,代入a1=1,得a2=
1
2
;

当n=2时,代入a2=
1
2
,得a3=

1
3
;
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当n=3时,代入a3=
1
3
,得a4=

1
4.

所以a2=
1
2
,a3=

1
3
,a4=

1
4.

(2)猜想数列{an}的通项公式为an=
1
n.

证明:当n=1时,左边=a1=1,右边=
1
1=1

,an=

1
n

成立.

假设当n=k(k∈N*)时,ak=
1
k

成立,

则当n=k+1时,有ak+1=
ak

1+ak
=

1
k

1+
1
k

=
1
1+k

,

即当n=k+1时,an=
1
n

也成立.

综上可知an=
1
n

对任意n∈N*都成立.
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1.利用数学归纳法证明

1
n+

1
n+1+

1
n+2+

…+
1
2n<

1(n∈N*,且n≥2),第二步由n=k 到n=k+1
时,左边的变化是 (  )

A.增加了
1

2k+1
这一项

B.增加了
1

2k+1
和
1

2k+2
两项

C.增加了
1

2k+1
和
1

2k+2
两项,减少了

1
k

这一项

D.以上都不对

C 解析:当n=k 时,左边=
1
k+

1
k+1+

1
k+2+

…

+
1
2k
;当n=k+1时,左边=

1
k+1+

1
k+2+

1
k+3+

…+
1
2k+

1
2k+1+

1
2k+2

,对比可知,C正确.

2.(新情境)对于不等式 n2+n≤n+1(n∈N*),某
学生的证明过程如下:

(1)当n=1时,12+1≤1+1,不等式成立.
(2)假 设 当n=k(k∈N*)时,不 等 式 成 立,即

k2+k ≤ k + 1,则 当 n = k + 1 时,

(k+1)2+(k+1) = k2+3k+2 <

(k2+3k+2)+(k+2)= (k+2)2=(k+1)+
1,所以当n=k+1时,不等式成立.
上述证法 (  )

A.过程全都正确

B.n=1时的验证不正确

C.假设不正确

D.从n=k到n=k+1的推理不正确

D 解析:n=1时的验证及假设都正确,但从n=k
到n=k+1的推理中没有使用假设作为条件,而是

通过不等式的放缩法直接证明,这不符合数学归纳

法的证明要求.故选D.

3.已知f(n)=1+
1
2+

1
3+

1
4+

…+
1
4n(n∈N*),用

数学归纳法证明f(n)>n 时,f(k+1)比f(k)多
了    项.

3×4k 解析:因为f(k+1)=1+
1
2+

1
3+

1
4+

…

+
1
4k+1,f(k)=1+

1
2+

1
3+

1
4+

…+
1
4k,

所以f(k+1)-f(k)=
1

4k+1+
1

4k+2+
…+

1
4k+3×4k,

所以f(k+1)比f(k)多了3×4k 项.
故答案为3×4k.

4.用数学归纳法证明(n+1)(n+2)·…·(n+n)=
2n×1×3×…×(2n-1)(n∈N*),从n=k到n=k
+1时,左端增乘的代数式为 .
2(2k+1) 解析:令f(n)=(n+1)(n+2)·…·
(n+n),则f(k)=(k+1)(k+2)·…·(k+k),

f(k+1)=(k+2)(k+3)·…·(k+k)(2k+1)
(2k+2),

所以
f(k+1)
f(k)

=
(2k+1)(2k+2)

k+1 =2(2k+1).

5.用数学归纳法证明n3+5n 能被6整除的过程中,
当n=k+1时,式子(k+1)3+5(k+1)应变形为

        .
(k3+5k)+3k(k+1)+6 解析:(k+1)3+5(k+
1)=k3+1+3k2+3k+5k+5
=(k3+5k)+3k2+3k+6
=(k3+5k)+3k(k+1)+6.
因为k(k+1)为偶数,所以3k(k+1)能被6整除,
所以(k+1)3+5(k+1)应变形为(k3+5k)+3k(k
+1)+6.

6.用数学归纳法证明:n3+(n+1)3+(n+2)3 能被9
整除(n∈N*).
证明:(1)当n=1时,13+23+33=36能被9整除,
所以结论成立.
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(2)假设当n=k(k∈N*)时结论成立,
即k3+(k+1)3+(k+2)3 能被9整除,
则当n=k+1时,
(k+1)3+(k+2)3+(k+3)3

=[k3+(k+1)3+(k+2)3]+[(k+3)3-k3]
=[k3+(k+1)3+(k+2)3]+9k2+27k+27
=[k3+(k+1)3+(k+2)3]+9(k2+3k+3).
因为k3+(k+1)3+(k+2)3 能被9整除,9(k2+
3k+3)也能被9整除,
所以(k+1)3+(k+2)3+(k+3)3 也能被9整除,
即当n=k+1时结论也成立.
由(1)(2)知命题对一切n∈N*都成立.

7.是否存在常数a,b,使等式1×n+2×(n-1)+3×

(n-2)+…+(n-1)×2+n×1=
1
6n
(n+a)(n+

b)对一切正整数n 都成立? 猜测并用数学归纳法

证明你的结论.
解:将n=1,n=2分别代入,

得
1=
1
6×1×

(a+1)(b+1),

1×2+2×1=
1
6×2×

(a+2)(b+2),

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即
a+b=3,
ab=2,{

所以
a=1,
b=2{ 或

a=2,
b=1.{

猜测1×n+2×(n-1)+3×(n-2)+…+(n-1)

×2+n×1=
1
6n
(n+1)(n+2)对一切正整数都

成立.
证明:①当n=1时,显然成立.
②假设当n=k 时,1×k+2(k-1)+3(k-2)+…

+(k-1)×2+k×1=
1
6k
(k+1)(k+2)成立.

则当n=k+1时,
左边=1×(k+1)+2×k+3×(k-1)+…+k×2
+(k+1)×1
=1×k+2(k-1)+3(k-2)+…+(k-1)×2+k
×1+[1+2+3+…+k+(k+1)]

=
1
6k
(k+1)(k+2)+[1+2+3+…+k+(k+

1)]

=
1
6k
(k+1)(k+2)+

1
2
(k+2)(k+1)

=
1
6
(k+1)(k+2)(k+3)=右边,

所以当n=k+1时,等式也成立.
由①②可知等式对一切正整数n 都成立.
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第四章质量评估

(时间:120分钟,分值:150分)

                一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分)
1.在等差数列{an}中,a3=2,a6=17,则数列{an}的

公差是 (  )
A.-2 B.5 C.-5 D.4
B 解析:因为a3=2,a6=17,所以数列{an}的公

差是
a6-a3

6-3 =
15
3=5.

故选B.

2.已知数列{an}的通项公式为an=3n-1,那么9是

数列{an}的 (  )
A.第10项 B.第4项

C.第3项 D.第2项

C 解析:因为数列{an}的通项公式为an=3n-1,令
3n-1=9,解得n=3,所以9是数列{an}的第3项.
故选C.

3.已知在数列{an}中,a1=2,an+1=an+n(n∈N*),
则a4 的值为 (  )
A.5 B.6 C.7 D.8
D 解析:因为a1=2,an+1=an+n,
所以a2=a1+1=2+1=3,a3=a2+2=3+2=5,
a4=a3+3=5+3=8.

4.已知等差数列{an},其前n 项和是Sn.若S5=25,
则a2+a4= (  )
A.8 B.9 C.10 D.11

C 解析:由已知可得,S5=
5(a1+a5)

2 =25,

所以a1+a5=10.
又a1+a5=a2+a4,所以a2+a4=10.故选C.

5.已知等比数列{an}的前n 项和为Sn.若公比q=2,

则
a2+a4+a6

S6
= (  )

A.
2
3 B.

1
7

C.
1
3 D.

3
7

A  解 析: 由 已 知 可 得
a2+a4+a6

S6
=

a1q(1+q2+q4)
a1(1-q6)
1-q

=
2×(1+4+16)

1-26

1-2

=
42
63=

2
3.故

选A.
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6.已知数列{an},a3=2,a5=1.若
1

1+an
{ } 是等差数

列,则a11等于 (  )

A.0 B.
1
6 C.

1
3 D.

1
2

A 解析:因 为
1

1+a3
=
1
3
, 1
1+a5

=
1
2
,设 数 列

1
1+an

{ } 的公差为d,则

1
1+a1

+2d=
1
3
,

1
1+a1

+4d=
1
2
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得

1
1+a1

=
1
6
,

d=
1
12.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以
1

1+an
=
1
6+

(n-1)·
1
12
,

所以
1

1+a11
=
1
6+
11-1
12 =

1
6+

5
6=1

,所以a11=0.

7.设等差数列{an}的公差为d,a1>0,则“a5>0”是
“d>0”的 (  )
A.充要条件

B.必要不充分条件

C.充分不必要条件

D.既不充分也不必要条件

B 解析:必要性成立:由等差数列{an}的公差d>
0可知,a5=a1+4d>0;
充分性不成立:例如,a1=5,a5=1得d=-1.
所以“a5>0”是“d>0”的必要不充分条件.故选B.

8.(2022·浙江)已知数列{an}满足a1=1,an+1=an

-
1
3a

2
n(n∈N*),则 (  )

A.2<100a100<
5
2 B.

5
2<100a100<3

C.3<100a100<
7
2 D.

7
2<100a100<4

B 解析:因为a1=1,易得a2=
2
3∈

(0,1),以此类

推可得an∈(0,1).

由题意,an+1=an 1-
1
3an

æ

è
ç

ö

ø
÷,即 1

an+1
=

3
an(3-an)

=
1
an
+
1

3-an
,

所以
1

an+1
-
1
an
=

1
3-an

>
1
3
,即1

a2
-
1
a1
>
1
3
,1
a3
-

1
a2
>
1
3
,1
a4
-
1
a3
>
1
3
,…,1

an
-
1

an-1
>
1
3
(n≥2),

累加可得
1
an
-1>

1
3
(n-1),即

1
an
>
1
3
(n+2)(n≥

2),

所以an<
3

n+2
(n≥2),即a100<

1
34
,100a100<

100
34

<3.

又
1

an+1
-
1
an
=
1

3-an
<

1

3-
3

n+2

=
1
3 1+

1
n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷(n

≥2),

所 以
1
a2
-
1
a1
<
1
3 × 1+

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,1

a3
-
1
a2
<
1
3 ×

1+
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,1
a4
-
1
a3
<
1
3× 1+

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,…,1

an
-
1

an-1
<

1
3 1+

1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷(n≥3),

累加可得
1
an
-1<

1
3
(n-1)+

1
3 (12+

1
3+

…+

1
n )(n≥3),

所以
1

a100
-1<33+

1
3
1
2+

1
3+

…+
1
100

æ

è
ç

ö

ø
÷<33+

1
3× (12×4+

1
6×96)<39,

即
1

a100
<40,所以a100>

1
40
,即100a100>

5
2.

综上,5
2<100a100<3.故选B.

二、多项选择题(本题共3小题,每小题6分,共18分)
9.已知等比数列{an}是递增数列,q是公比,则

(  )
A.a1>0 B.q>0
C.a1q>0 D.a1(q-1)>0
BD 解析:由题意知,等比数列{an}递增包括两种

情况:a1>0时q>1,或a1<0时0<q<1.
故q>0,a1(q-1)>0.故选BD.

10.已知数列{an}的前n 项和为Sn,则 (  )
A.若Sn=n2-1,则{an}是等差数列

B.若Sn=2n-1,则{an}是等比数列

C.若{an}是等差数列,则S99=99a50

D.若{an}是等比数列,且a1>0,公比q>0,则
S2n-1·S2n+1>S2

2n

BC 解析:若Sn=n2-1,则有a1=S1=0,a2=
S2-S1=22-12=3,a3=S3-S2=32-22=5,
2a2≠a1+a3,此时数列{an}不是等差数列,所以

选项A错误;
若Sn=2n-1,则当n≥2时,有an=Sn-Sn-1=
2n-2n-1=2n-1,当n=1时,有a1=S1=1,满足

上式,此 时 数 列{an}是 等 比 数 列,所 以 选 项 B
正确;

由等 差 数 列 的 性 质 可 得 S99=
99(a1+a99)

2 =

99a50,所以选项C正确;
因为当a1>0,q=1时,有an=a1,S2n-1S2n+1=
(2n-1)·(2n+1)a2

1=(4n2-1)a2
1,

S2
2n=(2na1)2=4n2a2

1,此时S2n-1S2n+1<S2
2n,所

以选项D错误.故选BC.
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11.如果有穷数列a1,a2,a3,…,am(m 为正整数)满
足a1=am,a2=am -1,…,即ai=am-i+1(i=1,2,
…,m),我们称其为“对称数列”.例如,数列1,2,
5,2,1与数列8,4,2,2,4,8都是“对称数列”.设
{bn}是项数为2m(m>1,m∈N*)的“对称数列”,
且1,2,22,23,…,2m -1为该数列的前m 项,则数

列{bn}的前100项和S100可能的取值为 (  )
A.2100-1 B.251-2
C.226-4 D.2m +1-22m-100-1
ABD 解析:由题意知数列{bn}为1,2,22,23,…,
2m -1,2m -1,…,23,22,2,1.

若 m=50,则S100=2×
1×(1-250)
1-2 =251-2,B

正确;

若51≤m <100,则 S100=2×
1×(1-2m)
1-2 -

1×(1-22m-100)
1-2 =2m+1-22m-100-1,故D正确;

若m≥100,则S100=
1×(1-2100)
1-2 =2100-1,故A

正确.
三、填空题(本题共3小题,每小题5分,共15分)

12.已知数列{an}的通项公式为an= n-
10
3
,则an

的最小值为    .

1
3 

解析:依题意,an=

10
3-n

(n≤3,n∈N*),

n-
10
3
(n≥4,n∈N*).

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

当n≤3且n∈N*时,an 单调递减,所以最小值为

a3=
1
3
;

当n≥4且n∈N*时,an 单调递增,所以最小值为

a4=
2
3.

综上所述,an 的最小值为
1
3.

13.在等差数列{an}中,若a1=3,an=21,公差d=2,
则项数n=    .
10 解析:在等差数列{an}中,因为a1=3,an=
21,公差d=2,所以21=3+(n-1)×2,解得n
=10.

14.设等比数列{an}满足a1+a2=12,a1-a3=6,则
an=    ,a1a2·…·an 的最大值为  
  .
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-4

 64 解析:设等比数列{an}的公比为q

(q ≠0),由 a1 +a2 =12,a1 -a3 =6,得

a1+a1q=12,
a1-a1q2=6,{ 解得

a1=8,

q=
1
2.

ì

î

í
ïï

ïï

所以an=8×
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-4

.

所以a1a2·…·an=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-3-2-1+0+1+…+(n-4)

=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n(n-7)
2

.

令 f (n)=
1
2n(n-7)=

1
2
(n2 -7n)=

1
2 n-

7
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
49
8
,

所以当n=3或 n=4时,f(n)有 最 小 值,即

f(n)min=-6,

所以a1a2·…·an的最大值为 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-6

=64.

四、解答题(本题共5小题,共77分)
15.(13分)已知等差数列{an},Sn 为其前n 项和,a5

=10,S7=56.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)若bn=an+3an-1,求数列{bn}的前n 项和Tn.
解:(1)设等差数列{an}的公差为d,

则
a1+4d=10,
7a1+21d=56,{ 解得a1=d=2,所以an=2n.

(2)由(1)可知bn=an+3an-1=2n+32n-1=2n+
3·9n-1,
所以数列{bn}的前n 项和Tn=(2+4+…+2n)

+3(1+9+92+…+9n-1)=
n(2+2n)

2 +3×

1-9n

1-9=n
2+n+

3(9n-1)
8 .

16.(15分)已知数列{an},a1=3,点(an,an+1)在直线

y=3x 上.
(1)求数列{an}的通项公式及其前n 项和Sn;

(2)设bn=
n
an
,n∈N*,证明:b1+b2+…+bn

<
3
4.

(1)解:因为点(an,an+1)在直线y=3x 上,

所以
an+1

an
=3.

又a1=3,所以数列{an}是以3为首项,3为公比

的等比数列,

所以an=3n,Sn=
3(1-3n)
1-3 =

3n+1-3
2 .

(2)证明:由(1)知bn=
n
3n.

记Tn=b1+b2+…+bn,

所以Tn=
1
3+

2
32+

…+
n
3n①,

①×
1
3
,得1
3Tn=

1
32+

2
33+

…+
n
3n+1②.

①-②,
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得
2
3Tn=

1
3+

1
32+

…+
1
3n-

n
3n+1=

1
2 1-

1
3n

æ

è
ç

ö

ø
÷-

n
3n+1=

1
2-

3+2n
2×3n+1,

故Tn=
3
4-
3+2n
4×3n .

又
3+2n
4×3n>0,故Tn<

3
4
,不等式得证.

17.(15分)在①a3=5,a5+a7=22,②a1=1,S5=
25,③Sn=n2 这三个条件中任选一个,补充在下

面问题中,然后解答补充完整的题目.
已知Sn 为等差数列{an}的前n项和,且    .
(1)求数列{an}的通项公式;

(2)若cn=
1

anan+1
,求数列{cn}的前n 项和Tn.

解:(1)设等差数列{an}的公差为d.
若选①,a3=5,a5+a7=22,

则
a1+2d=5,
2a1+10d=22,{

解得
a1=1,
d=2,{ 所以an=2n-1.

若选②,a1=1,S5=25,则
a1=1,

5a1+
5×(5-1)

2 d=25,

ì

î

í
ïï

ïï

解得
a1=1,
d=2,{ 所以an=2n-1.

若选③,Sn=n2,当n=1时,a1=S1=12=1;
当n≥2时,Sn-1=(n-1)2,
所以an=Sn-Sn-1=n2-(n-1)2=2n-1.
当n=1时,an=2n-1也成立,所以an=2n-1.
(2)由(1)知an=2n-1.

cn=
1

anan+1
=

1
(2n-1)(2n+1)

=
1
2

1
2n-1-

1
2n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以Tn

=
1
2 1-

1
3+

1
3-

1
5+

…+
1

2n-1-
1

2n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
1
2 1-

1
2n+1

æ

è
ç

ö

ø
÷=

n
2n+1.

18.(17分)(2023·新高考全国Ⅱ卷)已知{an}为等

差数列,bn=
an-6,n 为奇数,
2an,n 为偶数,{ 记Sn,Tn 分别为

数列{an},{bn}的前n 项和,S4=32,T3=16.
(1)求{an}的通项公式;
(2)证明:当n>5时,Tn>Sn.
(1)解:设 等 差 数 列{an}的 公 差 为 d,而bn =
an-6,n 为奇数,
2an,n 为偶数,{
则b1=a1-6,b2=2a2=2a1+2d,b3=a3-6=a1

+2d-6,

于是
S4=4a1+6d=32,
T3=4a1+4d-12=16,{ 解 得

a1=5,

d=2,{ 所 以

an=a1+(n-1)d=2n+3,
所以数列{an}的通项公式是an=2n+3.

(2)证明:由(1)知,Sn=
n(5+2n+3)

2 =n2+4n,

bn=
2n-3,n 为奇数,
4n+6,n 为偶数,{

当n 为偶数时,bn-1+bn=2(n-1)-3+4n+6=
6n+1,

b1+b2=13,则Tn=
13+(6n+1)

2
·n
2=

3
2n

2+

7
2n
,

当n>5时,Tn-Sn=
3
2n

2+
7
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷-(n2+4n)=

1
2n
(n-1)>0,因此Tn>Sn;

当n 为奇数时,Tn=Tn+1-bn+1=
3
2
(n+1)2+

7
2
(n+1)-[4(n+1)+6]=

3
2n

2+
5
2n-5

,

当n>5时,Tn-Sn=
3
2n

2+
5
2n-5

æ

è
ç

ö

ø
÷-(n2+

4n)=
1
2
(n+2)(n-5)>0,因此Tn>Sn.

综上,当n>5时,Tn>Sn.
19.(17分)已知数列{an}的前n 项和为Sn,且a1=
1,Sn+1=2Sn+1,n∈N*.
(1)证明:{Sn+1}为等比数列,并求数列{an}的通

项公式;
(2)令bn=[lgan],[x]表示不超过x 的最大整

数,求数列{bn}的前15项和T15.
(1)证明:由Sn+1=2Sn+1,得Sn+1+1=2(Sn+

1),即
Sn+1+1
Sn+1

=2.

又S1+1=a1+1=2,所以{Sn+1}是以2为首

项,2为公比的等比数列,
则Sn+1=2×2n-1=2n,即Sn=2n-1.
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n-1-(2n-1-1)=
2n-1.
又a1=1,符合an=2n-1,
所以数列{an}的通项公式为an=2n-1,n∈N*.
(2)解:bn=[lgan]=[lg2n-1],
若[lg2n-1]=0,则0≤lg2n-1<1,得1≤n≤4;
若[lg2n-1]=1,则1≤lg2n-1<2,得5≤n≤7;
若[lg2n-1]=2,则2≤lg2n-1<3,得8≤n≤10;
若[lg2n-1]=3,则3≤lg2n-1<4,得11≤n≤14;
若[lg2n-1]=4,则4≤lg2n-1<5,得15≤n≤17.
故T15=4×0+3×1+3×2+4×3+1×4=25.
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                 等差数列的基本运算

例1 (1)公差不为0的等差数列{an},其前23项和

等于其前10项和,a8+ak=0,则正整数k= (  )
A.24 B.25 C.26 D.27
(2)已知等差数列{an}的前16项和为640,前16项

中偶数项和与奇数项和之比为11∶9,则公差d,
a9

a8

的值分别是 (  )

A.8,
10
9 B.9,

10
9

C.9,
11
9 D.8,

11
9

(1)C 解析:设数列{an}的公差为d,前n 项和为

Sn.因 为 S23=23a1+
23×22
2 d=10a1+

10×9
2 d

=S10,
化简得13(a1+16d)=0,所以2a1+32d=0,即a1+
7d+a1+25d=0,即a8+a26=0,所以k=26.
(2)D 解析:设S奇=a1+a3+…+a15,
S偶=a2+a4+…+a16,

则有S偶-S奇=(a2-a1)+(a4-a3)+…+(a16-

a15)=8d,

S偶

S奇
=

8(a2+a16)
2

8(a1+a15)
2

=
a9

a8
.

由
S奇+S偶=640,

S偶∶S奇=11∶9,{ 解得
S奇=288,

S偶=352.{
因此d=

S偶-S奇

8 =
64
8=8

,a9

a8
=
S偶

S奇
=
11
9.

例2 已知数列{an}是等差数列,其前n 项和为Sn.
(1)若a5+a10=58,a4+a9=50,求S10;

(2)若S7=42,Sn=510,an-3=45,求n.
解:(1)(方法一)设等差数列{an}的公差为d.

由已知条件得
a5+a10=2a1+13d=58,

a4+a9=2a1+11d=50,{
解得

a1=3,

d=4.{ 所以S10=10a1+
10×(10-1)

2 d
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=10×3+
10×9
2 ×4=210.

(方法二)设等差数列{an}的公差为d.

由已知条件得
a5+a10=(a1+a10)+4d=58,
a4+a9=(a1+a10)+2d=50,{

解得
d=4,
a1+a10=42.{

所以S10=
10(a1+a10)

2 =5×42=210.

(2)S7=
7(a1+a7)

2 =7a4=42,

所以a4=6.

所以Sn=
n(a1+an)

2 =
n(a4+an-3)

2 =
n(6+45)
2 =

510,解得n=20.
例3 已知等差数列{an},a1=9,a4+a7=0.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)当n 为何值时,数列{an}的前n 项和Sn 取得最

大值?
解:(1)设等差数列{an}的公差为d.
由a1=9,a4+a7=0,
得9+3d+9+6d=0,解得d=-2.
所以an=a1+(n-1)d=11-2n.
(2)(方法一)由(1)知a1=9,d=-2,

所以 Sn=9n+
n(n-1)
2

·(-2)=-n2+10n=

-(n-5)2+25.
所以当n=5时,Sn 取得最大值.
(方法二)由(1)知a1=9,d=-2<0,
所以{an}是递减数列.

令an≥0,即11-2n≥0,解得n≤
11
2.

因为n∈N*,
所以当n≤5时,an>0,当n≥6时,an<0.
所以当n=5时,Sn 取得最大值.
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􀪋[一题多变]

变式1.设等差数列{an}满足a3=5,a10=-9.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)求数列{an}的前n 项和Sn 及使得Sn 取得最大

值时的n 的值.
解:(1)设等差数列{an}的公差为d.
由an=a1+(n-1)d 及a3=5,a10=-9,

得
a1+2d=5,
a1+9d=-9,{ 解得

a1=9,
d=-2.{

所以数列{an}的通项公式为an=11-2n,n∈N*.

(2)由(1)知,Sn=9n+
n(n-1)
2

·(-2)=10n-

n2=-(n-5)2+25.
所以当n=5时,Sn 取得最大值.
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􀪋变式2.已知等差数列{an}的前n 项和为Sn,a1=

25,S17=S9,求Sn 的最大值.
解:设等差数列{an}的公差为d.
因为S9=S17,a1=25,

所以9×25+
9×(9-1)

2 d=17×25+
17×(17-1)

2
d,解得d=-2.

(方法一)Sn=25n+
n(n-1)
2

·(-2)

=-n2+26n=-(n-13)2+169.
所以当n=13时,Sn 有最大值169.
(方法二)由S9=S17,得a10+a11+…+a17=0.
由等差数列的性质得a13+a14=0.
因为d=-2<0,a1>0,所以a13>0,a14<0.
故当n=13时,Sn 取得最大值,最大值为S13=13×

25+
13×12
2 ×(-2)=169.

等差数列基本量的计算方法

在等差数列中,首项a1 与公差d 是两个基本量,一般

的等差数列的计算问题,都可以通过先求出这两个量

而得以求解.在等差数列的五个量a1,d,n,an,Sn

中,可通过列方程组的方法“知三求二”.求解中若能

运用等差数列的性质会更好,这样可以化繁为简,减
少运算量.

1.在等差数列{an}中,若a2+a4+a6+a8+a10=80,

则a7-
1
2a8 等于 (  )

A.4 B.6
C.8 D.10
C 解析:因为a2+a4+a6+a8+a10=5a6=80,
所以a6=16.

所以a7-
1
2a8=

1
2
(2a7-a8)=

1
2
(a6+a8-a8)=

1
2a6=8.

2.在等差数列20,17,14,11,…中,第一个负数项是

(  )
A.第7项 B.第8项

C.第9项 D.第10项

B 解析:因为a1=20,d=-3,所以an=20+(n
-1)×(-3)=23-3n.可得a7=2>0,a8=-1
<0.
故第一个负数项是第8项.

3.已知数列{an}为等差数列,Sn 为数列{an}的前n

项和,且S7=7,S15=75,求数列 Sn

n{ } 的前n 项

和Tn.
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解:设等差数列{an}的公差为d,

则Sn=na1+
n(n-1)
2 d.

因为S7=7,S15=75,

所以
7a1+21d=7,

15a1+105d=75,{
即

a1+3d=1,

a1+7d=5,{ 解得
a1=-2,

d=1.{
所以

Sn

n =a1+
n-1
2 d=-2+

n-1
2 =

n
2-

5
2.

所以
Sn+1

n+1-
Sn

n =
1
2
,

所以数列
Sn

n{ } 是首项为-2,公差为
1
2

的等差数列.

所以Tn=-2n+
n(n-1)
2

·1
2=

1
4n

2-
9
4n
(n∈

N*).

等比数列的基本运算

例4 (1)设{an}是等比数列,且a1-a2=1,a3-a2

=2,则a5-a4= (  )
A.8 B.-8
C.4 D.-4
(2)已知a 是2和4的等差中项,正数b是-2和-8
的等比中项,则ab等于    .
(1)A 解析:设 等 比 数 列 {an}的 公 比 为 q,则

a1-a1q=1,

a1q2-a1q=2,{ 解得q=-2,a1=
1
3
,

所以a5-a4=a1q4-a1q3=8.故选A.
(2)12 解析:因为a 是2和4的等差中项,所以a=
2+4
2 =3.又正数b是-2和-8的等比中项,所以b=

(-2)×(-8)=4,所以ab=3×4=12.
例5 已知等比数列{an}的前n 项和为Sn.
(1)若公比q=2,S4=1,求S8;

(2)若a1+a3=10,a4+a6=
5
4
,求a4 和S6;

(3)若S10=10,S20=30,求S30.
解:(1)(方法一)因为q=2,S4=1,

所以S4=
a1(1-24)
1-2 =1,解得a1=

1
15.

所以S8=
a1(1-q8)
1-q

=

1
15×

(1-28)

1-2 =17.

(方法二)因为S4=
a1(1-q4)
1-q

=1,且q=2,

所以S8=
a1(1-q8)
1-q

=
a1(1-q4)
1-q

·(1+q4)=1×(1

+24)=17.

(2)设等比数列{an}的公比为q,由题可知q≠1.

由题意得
a1+a1q2=10,

a1q3+a1q5=
5
4
,

ì

î

í

ïï

ïï
即

a1(1+q2)=10①,

a1q3(1+q2)=
5
4②.

ì

î

í

ïï

ïï

因为a1≠0,1+q2≠0,所以②÷①得,q3=
1
8
,即q

=
1
2.

所以a1=8.所以a4=a1q3=8×
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=1,

S6=
a1(1-q6)
1-q

=
8× 1- 1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

6
é

ë
êê

ù

û
úú

1-
1
2

=
63
4.

(3)因为S10,S20-S10,S30-S20仍成等比数列,
又S10=10,S20=30,

所以S30-S20=S30-30=
(S20-S10)2

S10
=
(30-10)2

10
=40,则S30=70.

等比数列基本量的计算方法

在等比数列中,首项a1 与公比q是两个基本量,一般

的等比数列的计算问题,都可以通过先求出这两个量

而得以求解.在等比数列的五个量a1,q,n,an,Sn

中,可通过列方程组的方法“知三求二”.求解中若能

运用等比数列的性质会更好,这样可以化繁为简,减
少运算量,同时还要注意整体代入思想方法的运用.

1.在递增等比数列{an}中,其前n 项和为Sn,且6a7

是a8 和a9 的等差中项,则S6

S3
= (  )

A.28 B.20
C.18 D.12
A 解析:设等比数列{an}的公比为q.根据题意得

12a7=a8+a9,即12=q+q2,解得q=3或q=-4

(舍),则S6

S3
=

a1(1-q6)
1-q

a1(1-q3)
1-q

=
1-q6

1-q3
=1+q3=1+33=

28.故选A.
2.在等比数列{an}中,a2+a3+a4+a5=243,a5+a6

+a7+a8=72,则a7+a8+a9+a10= (  )

A.
32
3 B.

64
3

C.32 D.64
C 解析:设等比数列{an}的公比为q,
则a5+a6+a7+a8=q3(a2+a3+a4+a5),即

243q3=72,解得q=
2
3.
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所以a7+a8+a9+a10=q2(a5+a6+a7+a8)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×72=32.故选C.

3.已知数列{an}为等比数列.
(1)若a2=18,a4=8,求an;
(2)若an>0,且a2a4+2a3a5+a4a6=36,求a3

+a5;
(3)若数列{an}的前三项和为168,a2-a5=42,求

a5,a7 的等比中项.
解:(1)设等比数列{an}的公比为q,

则由已知得
a1q=18,

a1q3=8,{

解得

a1=27,

q=
2
3

ì

î

í

ïï

ïï
或

a1=-27,

q=-
2
3.

ì

î

í

ïï

ïï

所以an=27×
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

或an=-27× -
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

.

(2)因为a2a4+2a3a5+a4a6=36,
所以a2

3+2a3a5+a2
5=36,即(a3+a5)2=36.

又因为an>0,所以a3+a5=6.
(3)设等比数列{an}的公比为q.
因为a2-a5=42,所以q≠1.

由已知,得
a1+a1q+a1q2=168,

a1q-a1q4=42,{

所以
a1(1+q+q2)=168,

a1q(1-q3)=42,{ 解得

a1=96,

q=
1
2.

ì

î

í

ïï

ïï

设G 是a5,a7 的等比中项,则有G2=a5a7=a1q4·

a1q6=a2
1q10=962×

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

10

=9,

所以a5,a7 的等比中项为±3.

等差数列、等比数列的判定

例6 已知数列{an}满足a1=4,an=4-
4

an-1
(n≥

2),记bn=
1

an-2
.

(1)求证:数列{bn}是等差数列.
(2)求{an}的通项公式.

(1)证 明:因 为 bn+1 -bn =
1

an+1-2
-

1
an-2

=

1

4-
4
an

æ

è
ç

ö

ø
÷-2

-
1

an-2
=

an

2(an-2)
-

1
an-2

=

an-2
2(an-2)

=
1
2
,又b1=

1
a1-2

=
1
2
,

所以数列{bn}是首项为
1
2
,公差为

1
2

的等差数列.

(2)解:由(1)知bn=
1
2+

1
2
(n-1)=

n
2
,

所以
1

an-2
=
n
2.

所以an=
2n+2

n
(n∈N*).

例7 已知数列{an}满足a1=1,nan+1=2(n+1)an.

设bn=
an

n .

(1)求b1,b2,b3;
(2)判断数列{bn}是否为等比数列,并说明理由.

解:(1)由题意可得an+1=
2(n+1)

n an.

将n=1代入,得a2=4a1,又a1=1,所以a2=4.
将n=2代入,得a3=3a2,所以a3=12.
所以b1=1,b2=2,b3=4.
(2)数列{bn}是首项为1,公比为2的等比数列.
理由如下:

由题意可得
an+1

n+1=
2an

n
,

即bn+1=2bn.
又b1=1,所以{bn}是首项为1,公比为2的等比数列.

判断和证明数列是等差(等比)数列的方法

(1)定义法:对于n≥1的任意自然数,验证an+1-an

或
an+1

an

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为与正整数n 无关的常数.

(2)中项公式法:

①若2an=an-1+an+1(n∈N*,n≥2),则{an}为等

差数列.
②若a2

n=an-1·an+1(n∈N*,n≥2且an≠0),则
{an}为等比数列.
(3)通项公式法:an=kn+b(k,b是常数)⇔{an}是等

差数列;an=c·qn(c,q 为非零常数)⇔{an}是等比

数列.
(4)前n 项和公式法:Sn=An2+Bn(A,B 为常数,n
∈N*)⇔{an}是等差数列;Sn=Aqn-A(A,q 为常

数,且A≠0,q≠0,q≠1,n∈N*)⇔{an}是公比不为

1的等比数列.

已知数列{an}满足a1=1,a2=5,an+2=4an+1-4an

(n∈N*).设bn=an+1-2an,求证:{bn}是等比数列.
证明:由an+2=4an+1-4an,
得an+2-2an+1=2(an+1-2an),
即bn+1=2bn.
又b1=a2-2a1=3,
所以数列{bn}是首项为3,公比为2的等比数列.
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数列的通项公式

例8 (1)已知数列{an},a1=1,an+1=2nan(n∈
N*),则数列{an}的通项公式为 (  )

A.an=2n-1 B.an=2n

C.an=2
n(n-1)
2 D.an=2

n2

2

(2)已知数列{an}的前n 项和为Sn,若Sn=2an-4,

n∈N*,则an 等于 (  )

A.2n+1 B.2n C.2n-1 D.2n-2

(3)若{an}为公比大于1的等比数列,a3=2,a2+a4

=
20
3
,则数列{an}的通项公式为       .

(1)C 解析:由a1=1,an+1=2nan,得
an+1

an
=2n,则

a2

a1
·a3

a2
·a4

a3
·…· an

an-1
=21×22×23×…×2n-1

(n≥2),

即
an

a1
=21+2+3+…+(n-1)=2

n(n-1)
2 ,故an=2

n(n-1)
2 a1=

2
n(n-1)
2 (n≥2).

当n=1时,a1=1,满足上式.故选C.
(2)A 解析:因为Sn=2an-4,所以Sn-1=2an-1-
4(n≥2),两式相减可得Sn-Sn-1=2an-2an-1,即
an=2an-2an-1,整理得an=2an-1(n≥2).因为S1

=a1=2a1-4,即a1=4,所以数列{an}是首项为4,
公比为2的等比数列,则an=4×2n-1=2n+1.故选A.
(3)an=2×3n-3 解析:设等比数列{an}的公比为

q,则q>1,a2=
a3

q
=
2
q
,a4=a3q=2q,所以

2
q
+2q=

20
3
,解得q=3或q=

1
3
(舍).

由q=3知a1=
2
9
,

所以an=
2
9×3

n-1=2×3n-3(n∈N*).

例9 已知数列{an}满足a1=1,an+1=2an+1.
(1)证明:数列{an+1}是等比数列.
(2)求数列{an}的通项公式.
(1)证明:因为an+1=2an+1,
所以an+1+1=2(an+1).
由a1=1,知a1+1≠0,从而an+1≠0,

所以
an+1+1
an+1

=2(n∈N*).

又a1+1=2,
所以数列{an+1}是首项为2,公比为2的等比数列.
(2)解:由(1)知{an+1}是以2为首项,2为公比的等

比数列,
所以an+1=2×2n-1=2n,即an=2n-1.
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思考1.解答本题的关键是根据要证结论对已知条件

“an+1=2an+1”进行变形,你能说一说变形思路是

如何想到的吗?
提示:要证明数列{an+1}是等比数列,需要证明

an+1+1
an+1

=q(n∈N*)或
an+1
an-1+1

=q(n≥2,n∈

N*),根据已知条件需要证明
an+1+1
an+1

=q(n∈N*).

由此想到将an+1=2an+1变形为an+1+t=2(an+
t),将两个式子对照可知t=1,所以an+1=2an+1
可变形为an+1+1=2(an+1).结合a1=1知an+1

≠0,从而得
an+1+1
an+1

=2(n∈N*).

思考2.将条件“a1=1,an+1=2an+1”改为“a1=
-1,an=3an-1-2n+3(n≥2)”,试证明数列{an-
n}为等比数列.
证明:由an=3an-1-2n+3(n≥2),
得an-n=3[an-1-(n-1)].
又a1-1=-2,

所以数列{an-n}是以-2为首项,3为公比的等比

数列.

数列通项公式的求法

(1)定义法,即直接利用等差数列或等比数列的定义

求通项公式的方法,这种方法适用于已知数列类型的

题目.
(2)已知Sn 求an.若已知数列的前n 项和Sn 与an 的

关 系,数 列 {an }的 通 项 公 式 可 用 an =

S1,n=1,

Sn-Sn-1,n≥2{ 求解.

(3)累加法、累乘法.已知形如an-an-1=f(n)(n≥

2)的递推式,可用累加法求通项公式;已知形如
an

an-1

=f(n)(n≥2)的递推式,可用累乘法求通项公式.

(4)已知
an+1

f(n+1)
=

an

f(n)
,则 an

f(n)
=

a1

f(1)
,可得an=

a1

f(1)f
(n).

(5)构造法,形如an+1=pan+q(p≠1,p≠0,q≠0)

的递推式,令an+1-t=p(an-t),可得t=
q
1-p

,构

造等比数列 an-
q
1-p{ }求解.
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1.已知数列{an}的前n 项和Sn=3+2n,则an=  
  .
5,n=1,

2n-1,n≥2{  解析:当n≥2时,an=Sn-Sn-1=

3+2n-(3+2n-1)=2n-1,
当n=1时,a1=S1=5,不满足上式.

所以an=
5,n=1,

2n-1,n≥2.{
2.在数列{an}中,a1=1,an=an-1+2n-1(n≥2),

求数列{an}的通项公式.
解:因为a1=1,an=an-1+2n-1(n≥2),
所以an-an-1=2n-1,
所以an=(an-an-1)+(an-1-an-2)+(an-2-
an-3)+…+(a2-a1)+a1=(2n-1)+(2n-3)+

(2n-5)+…+3+1=
n(2n-1+1)

2 =n2.

数列求和

例10 设{an}是首项为1的等比数列,数列{bn}满

足bn=
nan

3 .已知a1,3a2,9a3 成等差数列.

(1)求{an}和{bn}的通项公式;
(2)求{bn}的前n 项和Tn.
解:(1)设{an}的公比为q,则an=qn-1.
因为a1,3a2,9a3 成等差数列,所以1+9q2=2×3q,

解得q=
1
3
,故an=

1
3n-1,bn=

n
3n.

(2)由(1)知,Tn=
1
3+

2
32+

3
33+

…+
n
3n①,

则
1
3Tn=

1
32+

2
33+

3
34+

…+
n-1
3n +

n
3n+1②,

①-②得
2
3Tn=

1
3+

1
32+

1
33+

…+
1
3n-

n
3n+1

=

1
3 1-

1
3n

æ

è
ç

ö

ø
÷

1-
1
3

-
n
3n+1 =

1
2 1-

1
3n

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

n
3n+1 =

1
2 -

2n+3
2×3n+1,

整理得Tn=
3
4-
2n+3
4×3n .

数列求和问题一般转化为等差数列或等比数列的前

n 项和问题,不能转化的则根据数列通项公式的特点

选择恰当的方法求解.

常见的数列求和方法:
(1)公式法:利用等差数列或等比数列的前n 项和

公式.
(2)分组求和法:把一个数列分成几个可以直接求和

的数列.
(3)裂项(相消)法:把一个数列的通项公式分成两项

差的形式,相加过程中消去中间项,只剩有限项再

求和.
(4)错位相减法:适用于一个等差数列和一个等比数

列对应项相乘构成的数列的求和.
(5)倒序相加法:例如,等差数列前n 项和公式的

推导.

1.已知bn=(-1)n(2n-1),则数列{bn}的前n 项和

Sn=    .
-n,n 为奇数,

n,n 为偶数{  解析:因为bn=(-1)n(2n-1),

所以b2n-1+b2n=-(4n-3)+4n-1=2.
当n 为偶数时,Sn=(b1+b2)+(b3+b4)+…+

(bn-1+bn)=2×
n
2=n

;

当n 为奇数时,Sn=(b1+b2)+(b3+b4)+…+

(bn-2+bn-1)+bn=Sn-1+bn=2×
n-1
2 +(-1)n·

(2n-1)=n-1-2n+1=-n,
当n=1时,也符合上式.

所以Sn=
-n,n 为奇数,

n,n 为偶数.{
2.已知等差数列{an}的前n 项和为Sn,S9=-27,

S10=-40.
(1)求数列{an}的通项公式;
(2)设bn=an+2n,求数列{bn}的前n 项和Tn.
解:(1)设等差数列{an}的公差为d.由S9=-27,

S10 = - 40, 得
9a1+

9×8
2 d=-27,

10a1+
10×9
2 d=-40,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解

得
a1=5,

d=-2.{
所以an=5-2(n-1)=7-2n.
(2)因为bn=an+2n,
所以Tn=a1+21+a2+22+…+an+2n=Sn+
2(1-2n)
1-2 =5n+

n(n-1)
2 ×(-2)+2n+1-2=-n2

+6n+2n+1-2.
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数列的综合应用与实际应用

例11 有这样一个问题:“南山一棵竹,竹尾风割断,
剩下三十节,一节一个圈.头节高五寸①,头圈一尺

三②,逐节多三分③,逐圈少分三④.一蚁往上爬,遇圈

则绕圈.爬到竹子顶,行程是多远?”(注释:①第一节

的高度为0.5尺;②第一圈的周长为1.3尺;③每节比

其下面的一节多0.03尺;④每圈周长比其下面的一

圈少0.013尺)则此问题的答案是 (  )

A.61.395尺 B.61.905尺

C.72.705尺 D.73.995尺

A 解析:设从地面往上,每节竹节长为a1,a2,a3,
…,a30.因为每相邻两节竹节的长相差0.03尺,所以

{an}是以a1=0.5为首项,d=0.03为公差的等差数

列.由题意知竹节上面一圈比下面一圈细0.013尺,设
从地面往上,每圈周长为b1,b2,b3,…,b30,可得{bn}
是以b1=1.3为首项,d'=-0.013为公差的等差数

列.所以一只蚂蚁往上爬,遇圈则绕圈,爬到竹子顶,
行程S30=(a1+a2+…+a30)+(b1+b2+…+b30)

= 30×0.5+
30×29
2 ×0.03

æ

è
ç

ö

ø
÷+ [30×1.3+30×292 ×

(-0.013)]=61.395(尺).故选A.

例 12 已 知 数 列 {an}满 足 a1 >0,an+1 =
log2an,n=2k-1,k∈N*,

2an+2,n=2k,k∈N*.{
(1)判断数列{a2n-1}是否为等比数列.若是,给出证

明;否则,请说明理由.
(2)若 数 列 {an}的 前 10 项 和 为 361,记 bn =

1
(log2a2n+1)·a2n+2

,数列{bn}的前n 项和为Tn,求

证:Tn<
1
2.

(1)解:数列{a2n-1}是等比数列.证明如下:

根据an+1=
log2an,n=2k-1,k∈N*,

2an+2,n=2k,k∈N*,{
得a2n+1=2a2n+2=2log2a2n-1+2=22a2n-1=4a2n-1.

因为a1>0,所以a2n-1>0,
a2n+1

a2n-1
=4,即数列{a2n-1}

为等比数列.
(2)证明:由(1)得,a2n-1=a1·4n-1,a2n=log2a2n-1

=2(n-1)+log2a1,

故S10=a1(40+41+42+43+44)+5log2a1+2×

(0+1+2+3+4)=341a1+5log2a1+20.
由S10=361,得341a1+5log2a1+20=361.
令f(x)=341x+5log2x+20,
当x>0时,f(x)=341x+5log2x+20单调递增,且

f(1)=361=f(a1),

故a1=1,a2n+1=4n=22n,a2n+2=log2a1+2n=2n,

所以bn=
1

(log2a2n+1)·a2n+2
=
1
4n2.

T1=b1=
1
4<

1
2
,

当n≥2时,bn=
1
4n2<

1
4(n-1)n=

1
4

1
n-1-

1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所 以 Tn = b1 + b2 + b3 + … + bn <
1
4 1+ 1-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+ 1

2-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷+…+ 1

n-1-
1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

=
1
4 2-

1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷<
1
4×2=

1
2.

综上,知Tn<
1
2.

1.数列与函数、不等式的综合问题中的两个密切联

系:一是数列和函数之间的密切联系,数列的通项

公式是数列问题的核心,函数的解析式是研究函数

问题的基础;二是方程、不等式与函数的联系,利用

它们之间的对应关系可以进行灵活的处理.
2.解答数列实际应用问题的关键是认真审题,根据题

意构造数列模型.

若数列 n(n+4)23
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

{ }中的最大项是第k项,则k=

    .

4 解析:令an=n(n+4)
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

,可知an>0.

由
an+1

an
=
(n+1)(n+5)23

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+1

n(n+4)23
æ

è
ç

ö

ø
÷

n =
2
3×

(n+1)(n+5)
n(n+4)

≥1,
得2(n+1)(n+5)≥3n(n+4),整理得n2≤10,所以

n≤ 10.
又n 是正整数,所以当n≤3时,an+1>an,当n≥4
时,an+1<an,所以a4 最大,即第4项为最大项.
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5.1　导数的概念及其意义

5.1.1 变化率问题
学习任务目标
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  1.了解平均速度的意义,会利用运动方程某一区间内的平均速度.(数学运算)
2.体会由平均速度过渡到瞬时速度的过程,会利用运动方程求某一时刻的瞬时速度.(逻辑推理、数学运算)
3.体会极限的思想,会求曲线在某点处的切线的斜率及切线方程.(数学运算)
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1.平均速度与瞬时速度

在一次跳水运动中,某运动员在运动过程中的重心

相对于水面的高度h(单位:m)与起跳后的时间t
(单位:s)存在函数关系h(t).
(1)平均速度:一般地,在t1≤t≤t2这段时间里,􀭵v

=
h(t2)-h(t1)

t2-t1
称为平均速度.

(2)瞬时速度:物体在 某一时刻 的速度称为瞬时

速度.
设运动员在t0 时刻附近某一时间段内的平均速度

是􀭵v,如果不断缩短这一时间段的长度,那么􀭵v 将

越来越趋近于运动员在t0 时刻的瞬时速度.
(3)为了求运动员在t=1时的瞬时速度,在t=1之

后或之前,任意取一个时刻1+Δt,Δt是时间改变

量,可以是正值,也可以是负值,但不为0.当Δt>0
时,把运动员在时间段[1,1+Δt]内近似看成做匀

速直线运动,计算时间段[1,1+Δt]内的平均速度

􀭵v,用平均速度􀭵v 近似表示运动员在t=1时的瞬时

速度.当Δt<0时,在时间段[1+Δt,1]内可作类似

处理.
2.抛物线的切线与斜率

如图,当点P 无限趋近于点P0 时,割线P0P 无限

趋近于一个确定的位置,这个确定位置的直线P0T
称为抛物线f(x)=x2 在点P0(1,1)处的切线,我
们可以用割线P0P 的斜率k近似地表示切线P0T
的斜率k0.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)瞬时速度就是一段时间内的平均速度. (  )
× 提示:瞬时速度是Δt趋近于0时的平均速度.
(2)若平均速度不断增大,则位移关于时间的函数

图象“越来越陡”. (  )
√ 提示:时间段长度相同,平均速度不断增大,图
象越来越“陡”.
(3)火箭发射ts后,其高度(单位:m)为h(t)=
0.9t2,火箭在1≤t≤2这段时间内的平均速度为

2.7m/s. (  )
√  提 示:由 平 均 速 度 的 定 义 可 知 v =
0.9×4-0.9×1

1 =2.7(m/s).

2.抛物线f(x)=2x2-1在点(1,1)处的切线的方程

为    .
y=4x-3 解析:抛物线f(x)在点(1,1)处的切

线斜率为lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx =4,切线方程为y

=4x-3.
3.请思考并回答下列问题:
(1)若物体的位移s与时间t的关系是s(t)=5t2,
则该物体在[1,1+Δt]这段时间内的平均速度是

多少?

提示:v=
s(1+Δt)-s(1)
(1+Δt)-1 =10+5Δt.

(2)当Δt无限趋近于0时,上述问题(1)中的平均

速度趋近于多少? 怎样理解这一速度?
提示:当Δt无限趋近于0时,v 无限趋近于10,这
时的10即为当t=1s时物体的瞬时速度.
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 计算平均速度

                1.一质点做直线运动,位移s与时间t的关系式为s=
t2+1,则质点在时间段[1,2]内的平均速度为

(  )
A.1 B.2 C.3 D.4

C 解析:由题设可知平均速度v=
22+1-(12+1)

2-1

=
5-2
2-1=3.

故选C.

2.物体甲、乙在时间段[0,t1]内位移s的变化情况如

图所示,下列说法正确的是    .(填序号)

①在[0,t0]内,甲的平均速度大于乙的平均速度;
②在[0,t0]内,甲的平均速度小于乙的平均速度;
③在[t0,t1]内,甲的平均速度大于乙的平均速度;
④在[t0,t1]内,甲的平均速度小于乙的平均速度.

③ 解析:在[0,t0]内,甲、乙的平均速度都为
s0
t0
,

故①②错误.

在[t0,t1]内,甲的平均速度为
s2-s0
t1-t0

,乙的平均速

度为
s1-s0
t1-t0.

因为s2-s0>s1-s0,t1-t0>0,所 以
s2-s0
t1-t0>

s1-s0
t1-t0

,故③正确,④错误.

求物体运动的平均速度的三个步骤

(1)求时间的改变量x2-x1;
(2)求位移的改变量f(x2)-f(x1);

(3)求平均速度,v=
f(x2)-f(x1)

x2-x1
.
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 求瞬时速度

                例1 子弹在枪筒中的运动可以看作是匀变速运动,

其运动方程为s=
1
2at

2,其中s(单位:m)表示位移,t

(单位:s)表示时间.如果它的加速度a=5×105 m/

s2,子弹从枪口射出时所用的时间t0=1.6×10-3s,

求子弹射出枪口时的瞬时速度.

解:瞬时速度为lim
Δt→0

1
2a
(t0+Δt)2-

1
2at

2
0

Δt =at0.

由题意知a=5×105m/s2,t0=1.6×10-3s,

故at0=8×102=800(m/s),

即子弹射出枪口时的瞬时速度为800m/s.

求运动物体瞬时速度的三个步骤

(1)求时间改变量Δt和位移改变量Δs=s(t0+Δt)

-s(t0);

(2)求平均速度v=
Δs
Δt
;

(3)求瞬时速度,当Δt无限趋近于0时,Δs
Δt

无限趋近

于的常数v 即为瞬时速度,即v=lim
Δt→0

Δs
Δt.

1.一个物体的运动方程是s(t)=3+t2,其中s表示位

移,t表示时间,则该物体在t=2时的瞬时速度为

(  )

A.3 B.4 C.5 D.7

B 解析:lim
Δt→0

s(2+Δt)-s(2)
Δt =4.

2.一质点按照运动规律s=2t2-t运动,其中s表示

位移,t表示时间,则质点在[2,2+Δt]这段时间内

的平均速度是    ,在t=2时的瞬时速度是

    .
7+ 2Δt  7  解 析:这 段 时 间 内,v =
2(2+Δt)2-(2+Δt)-(2×22-2)

Δt =
2(Δt)2+7Δt

Δt
=7+2Δt,t=2时,瞬时速度v=lim

Δt→0
(7+2Δt)=7.
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 求切线的斜率与方程

                例2 求抛物线f(x)=x2+3在点P(1,4)处的切线

的斜率.

解:f
(1+Δx)-f(1)

Δx

=
(1+Δx)2+3-(12+3)

Δx =2+Δx.

所以所求切线的斜率

k=lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx =lim

Δx→0
(2+Δx)=2.
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思考1.在本例抛物线上求一点A,使抛物线在该点

处的切线垂直于直线2x-6y+5=0.
解:设点A 的坐标为(x0,y0).
则抛物线y=x2+3在点A 处的切线的斜率

k=lim
Δx→0

[(x0+Δx)2+3]-(x2
0+3)

Δx =2x0,

直线2x-6y+5=0的斜率为
1
3
,

由题设知2x0·
1
3=-1

,解得x0=-
3
2
,

此时y0=
21
4
,

所以点A 的坐标为 -
3
2
,21
4

æ

è
ç

ö

ø
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思考2.将本题的抛物线方程改为“y=-x2+3”,求
此抛物线在x=1处的切线的方程.
解:令y=f(x),则抛物线y=-x2+3在x=1处

的切线的斜率为lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx .

而f(1+Δx)-f(1)=-(1+Δx)2+3-2=
-(Δx)2-2Δx,
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􀪋所以抛物线y=-x2+3在x=1处的切线的斜率为

lim
Δx→0

-(Δx)2-2Δx
Δx =lim

Δx→0
(-Δx-2)=-2.

又f(1)=2,
故抛物线y=-x2+3在x=1处的切线的方程为

y-2=-2(x-1),即2x+y-4=0.

求曲线f(x)在点(x0,f(x0))处的切线的方程的

步骤:
(1)求曲线f(x)在点(x0,f(x0))处的切线的斜率,k

=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

;

(2)利用点(x0,f(x0))和斜率k 求出切线方程y-
f(x0)=k(x-x0).

求曲线f(x)=x-
1
x

在点(1,0)处的切线方程.

解:曲线f(x)=x-
1
x

在点(1,0)处的切线的斜率k

=lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx =lim

Δx→0
1+

1
1+Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷=2.

故所求切线方程为y=2(x-1),
即2x-y-2=0.
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课后素养评价(十二)

                1.若一个物体的运动规律为s=3+2t,其中s为物体

的位移,t为时间,则物体在t∈[2,2.1]这段时间内

的平均速度是 (  )

A.0.41 B.2
C.0.3 D.0.2
B 解析:因为Δs=3+2×2.1-(3+2×2)=0.2,

Δt=2.1-2=0.1,所以
Δs
Δt=

0.2
0.1=2.

2.如果质点A 运动的位移s(单位:m)与时间t(单位:

s)之间的函数关系为s(t)=
2
t
,那么该质点在t=3

s时的瞬时速度(单位:m/s)为 (  )

A.
2
3 B.-

2
3

C.
2
9 D.-

2
9

D 解析:因为
Δs
Δt=

s(3+Δt)-s(3)
Δt =

2
3+Δt-

2
3

Δt

=-
2

3(3+Δt)
,所以lim

Δt→0

Δs
Δt=limΔt→0 -

2
3(3+Δt)

é

ë
êê

ù

û
úú=

-
2
9.
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3.曲线y=ax2 在点(1,a)处的切线与直线2x-y-
6=0平行,则a 等于 (  )

A.1 B.
1
2

C.-
1
2 D.-1

A 解析:因为lim
Δx→0

a(1+Δx)2-a×12

Δx =

lim
Δx→0

2aΔx+a(Δx)2

Δx =lim
Δx→0
(2a+aΔx)=2a,

所以切线的斜率k=2a,所以2a=2,所以a=1.
4.已知曲线y=x2-1上两点A(2,3),B(2+Δx,3
+Δy).当Δx=1时,直线AB 的斜率是    ;
当Δx=0.1时,直线AB 的斜率是    .
5 4.1 解析:当Δx=1时,直线AB 的斜率

k1=
Δy
Δx =

(2+Δx)2-1-22+1
Δx =

(2+1)2-22

1
=5.
当Δx=0.1时,直线AB 的斜率

k2=
Δy
Δx=

(2+0.1)2-1-22+1
0.1 =4.1.

5.已知自由落体运动中,物体下落的距离s(单位:m)

与时间t(单位:s)之间满足的函数关系为s=
1
2gt

2

(g 取9.8m/s2),则处于100m高的物体在t∈[0,
1]这段时间中的平均速度是    m/s.
4.9 解析:由已知可得,物体在这段时间中的平均

速度是
s(1)-s(0)
1-0 =

1
2g=4.9

(m/s).

6.路灯距地面8m,一个身高1.6m的人以84m/min
的速度从路灯在地面上的射影C 处沿某直线远离

路灯.
(1)求人影子的长度y(单位:m)与人离开点C 的

距离x(单位:m)之间的关系式;
(2)求人离开点C 第10s时影子长度的瞬时变

化率.
解:(1)如图所示,由题意得AB=ym,BC=x m.

由于CD∥BE,则
AB
AC=

BE
CD
,

即
y

y+x
=
1.6
8
,所以y=

1
4x
(x>0).

(2)设人离开点C 的时间为ts,
因为84m/min=1.4m/s,所以x=1.4t.

所以y=
1
4x=

1
4×1.4t=

7
20t
,t∈[0,+∞).

又Δy=
7
20
(10+Δt)-

7
20×10=

7
20Δt

,所以lim
Δt→0

Δy
Δt

=
7
20
,

即人离开点C 第10s时影子长度的瞬时变化率

为
7
20.
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1.设f(x)=

1
x
,则lim

x→a

f(x)-f(a)
x-a

等于 (  )

A.-
1
a B.

2
a

C.-
1
a2 D.

1
a2

C 解析:lim
x→a

f(x)-f(a)
x-a =lim

x→a

1
x-

1
a

x-a =

lim
x→a

a-x
(x-a)·xa=-limx→a

1
ax=-

1
a2.

2.一质点M 按运动方程s(t)=at2+1做直线运动
(位移s的单位:m,时间t的单位:s),若质点 M 在

t=2s时的瞬时速度为8m/s,则常数a 的值为
(  )

A.1 B.2 C.4 D.6

B 解析:lim
Δt→0

s(2+Δt)-s(2)
Δt =lim

Δt→0

a(2+Δt)2-4a
Δt

=lim
Δt→0
(4a+aΔt)=4a,令4a=8,解得a=2.

3.已知点P(x0,y0)是抛物线f(x)=3x2+6x+1
上一点,且抛物线在点P 处的切线的斜率为0,则
点P 的坐标为 (  )
A.(1,10) B.(-1,-2)
C.(1,-2) D.(-1,10)

B 解析:因为lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx =

lim
Δx→0
(6x0+3Δx+6)=6x0+6,令6x0+6=0,

所以x0=-1,y0=3x2
0+6x0+1=-2.

4.已知一个沿直线运动的物体的运动方程是s=
3t2+2,0≤t<3,
29+3(t-3)2,t≥3,{ 其中s 表示位移,t 表示时

间,则此物体在t=1和t=4时的瞬时速度分别

为 .
6,6 解析:当t=1时,
Δs
Δt=

3(1+Δt)2+2-(3×12+2)
Δt =6+3Δt,

lim
Δt→0

Δs
Δt=limΔt→0

(6+3Δt)=6;
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当t=4时,
Δs
Δt=

29+3(4+Δt-3)2-[29+3×(4-3)2]
Δt =6+3Δt,

lim
Δt→0
(6+3Δt)=6.

5.曲线y=x2-3x 的一条切线的斜率为1,则切点坐

标为    .
(2,-2) 解析:设f(x)=y=x2-3x,切点坐标

为(x0,y0),

斜率k=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

=lim
Δx→0

(x0+Δx)2-3(x0+Δx)-x2
0+3x0

Δx

=lim
Δx→0

2x0Δx-3Δx+(Δx)2

Δx
=2x0-3=1.
故x0=2,y0=x2

0-3x0=4-6=-2,故切点坐标

为(2,-2).

6.求函数f(x)=
1
x-x

2 的图象在点(1,0)处的切线

的方程.

解:f
(1+Δx)-f(1)

Δx =
-3-3Δx-(Δx)2

1+Δx
,

lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx =-3,所以斜率k=-3,所

以切线方程为y=-3(x-1),即3x+y-3=0.

7.(新背景)航天飞机升空后一段时间内,第ts时的

高度为h(t)=5t3+30t2+45t+4,其中h 的单位

为m.
(1)h(0),h(1),h(2)分别表示什么?
(2)求第2s内的平均速度.
(3)求第2s末的瞬时速度.
解:(1)h(0)表示航天飞机升空前的高度;

h(1)表示航天飞机升空后第1s时的高度;

h(2)表示航天飞机升空后第2s时的高度.
(2)航天飞机升空后第2s内的平均速度

v=
h(2)-h(1)
2-1

=
5×23+30×22+45×2+4-(5×13+30×12+45×1+4)

1
=170(m/s).
(3)第2s末的瞬时速度为

lim
Δt→0

Δh
Δt=limΔt→0

h(2+Δt)-h(2)
Δt =

lim
Δt→0

5(2+Δt)3+30(2+Δt)2+45(2+Δt)+4-(5×23+30×22+45×2+4)
Δt

=lim
Δt→0

5(Δt)3+60(Δt)2+225Δt
Δt =225(m/s).

因此,第2s末的瞬时速度为225m/s.
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5.1.2 导数的概念及其几何意义

第1课时 导数的概念

学习任务目标
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􀪋
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  1.理解函数在某点的平均变化率的概念并会求此变化率.(数学抽象、数学运算)
2.体会由平均变化率过渡到瞬时变化率的过程,了解导数概念产生的实际背景,会求函数在自变量取某

个值时的导数.(数学抽象、数学运算)
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1.平均变化率

对于函数y=f(x),设自变量x 从x0 变化到x0+
Δx,相应地,函数值y 就从f(x0)变化到f(x0+
Δx).这时,x 的变化量为Δx,y 的变化量为Δy=

f(x0+Δx)-f(x0).我 们 把 比 值
Δy
Δx
,即

Δy
Δx =

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

叫做函数y=f(x)从x0 到

x0+Δx 的平均变化率.
2.瞬时变化率

如果当Δx→0时,平均变化率
Δy
Δx

无限趋近于一个

确定的值,即Δy
Δx

有极限,则称y=f(x)在x=x0

处可导,并把这个确定的值叫做y=f(x)在x=x0

处的导数(也称为瞬时变化率),记作f'(x0)或

y'|x=x0
, 即 f' (x0 ) = lim

Δx→0

Δy
Δx =

lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx .

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若函数在某区间上的平均变化率为零,则说明

此函数在此区间上的函数值都相等. (  )
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× 提示:函数f(x)=-2x2+1在区间[-1,1]
上的平均变化率为零,但是此函数在区间[-1,1]
上的函数值不都相等.
(2)函数y=f(x)在x=x0 处的导数值与Δx 的

正、负无关. (√ )
(3)设x=x0+Δx,则Δx=x-x0,当Δx 趋近于0

时,x 趋近于x0,因此,lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx =

lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0

. (√ )

2.如图,已知函数y=f(x)的图象.

(1)函数f(x)在区间[-1,1]上的平均变化率为

    ;
(2)函数f(x)在区间[0,2]上的平均变化率为  
  .

(1)
1
2 

(2)
3
4 

解析:(1)函数y=f(x)在区间

[-1,1]上的平均变化率为
f(1)-f(-1)
1-(-1) =

2-1
2

=
1
2.

(2)由 函 数 y =f (x)的 图 象 知,f (x)=
x+3
2
,-1≤x≤1,

x+1,1<x≤3,{ 所以函数y=f(x)在区间[0,

2]上的平均变化率为
f(2)-f(0)
2-0 =

3-
3
2
2 =

3
4.

3.请思考并回答下列问题:
(1)Δx,Δy 一定是正值吗? 平均变化率是否一定

为正值?
提示:Δx,Δy 可正可负,Δy 也可以为零,但Δx 不

能为零.平均变化率
Δy
Δx

可正、可负、可为零.

(2)瞬时变化率的几何意义是什么? 它的数学意义

又是什么?
提示:瞬时变化率的几何意义是曲线的切线斜率.
实际上,上节课我们通过研究抛物线的切线斜率就

开始接触瞬时变化率的数学意义了.
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 求函数的平均变化率

                1.函数f(x)=8x-6在区间[m,n]上的平均变化率

为    .

8 解析:f
(n)-f(m)
n-m =

(8n-6)-(8m-6)
n-m =8.

2.如图是函数y=f(x)的图象,则函数f(x)在区间

[-1,3]上的平均变化率为    .

3
4 

解析:由题中函数f(x)的图象,知函数f(x)

在区间[-1,3]上的平均变化率为
f(3)-f(-1)
3-(-1)

=
4-1

3-(-1)=
3
4.

3.已 知 函 数 y =sinx 在 区 间 0,
π
6

é

ë
êê

ù

û
úú 和 区 间

π
3
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的平均变化率分别为k1,k2,那么k1,k2

的大小关系为    .

k1>k2 解析:在区间 0,
π
6

é

ë
êê

ù

û
úú 上,平均变化率k1=

sin
π
6-sin0

π
6

=
3
π
;在区间 π

3
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上,平均变化率

k2=
sin
π
2-sin

π
3

π
2-

π
3

=
3(2- 3)
π .所以k1>k2.

求平均变化率的步骤

已知函数y=f(x),求函数在区间[x0,x]上的平均

变化率的步骤:
(1)求自变量的改变量Δx=x-x0;
(2)求函数值的改变量Δy=f(x)-f(x0);

(3)求平均变化率
Δy
Δx.
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 求函数在某一点处的导数

                例1 某物体的位移s(单位:m)与时间t(单位:s)的
关系可用s(t)=t2+t+1表示,求物体在t=1s时

的瞬时速度.

解:因为
Δs
Δt=

s(1+Δt)-s(1)
Δt

=
(1+Δt)2+(1+Δt)+1-(12+1+1)

Δt =3+Δt,

所以lim
Δt→0

Δs
Δt=limΔt→0

(3+Δt)=3,

即物体在t=1s时的瞬时速度为3m/s.
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.若本例中的条件不变,求物体的初速度.
解:求物体的初速度,即求物体在t=0s时的瞬时

速度,

因为
Δs
Δt=

s(0+Δt)-s(0)
Δt

=
(0+Δt)2+(0+Δt)+1-1

Δt =1+Δt,

所以lim
Δt→0
(1+Δt)=1.

即物体的初速度为1m/s.
思考2.若本例中的条件不变,试问物体在哪一时刻

的瞬时速度为9m/s?
解:设物体在t0 时刻的瞬时速度为9m/s.

又
Δs
Δt=

s(t0+Δt)-s(t0)
Δt =(2t0+1)+Δt.

lim
Δt→0

Δs
Δt=limΔt→0

(2t0+1+Δt)=2t0+1,则2t0+1=9,

所以t0=4.
则物体在4s时的瞬时速度为9m/s.

求函数在x=x0 处的导数的步骤

(1)求函数值的变化量,Δy=f(x0+Δx)-f(x0);

(2)求平均变化率,Δy
Δx=

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

;

(3)取极限,f'(x0)=lim
Δx→0

Δy
Δx.

1.求函数y=f(x)=x-
4
x

在x=2处的导数.

解:因为 Δy=f(2+Δx)-f(2)=(2+Δx)-
4

2+Δx- 2-
4
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=Δx+

2Δx
2+Δx

,

所以
Δy
Δx=

Δx+
2Δx
2+Δx
Δx =1+

2
2+Δx

,

所以lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→01+

2
2+Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷=2,

从而f'(2)=2.
2.已知函数y=f(x)=-x2+3x,求f'(1).

解:因为Δy=f(1+Δx)-f(1)=[-(1+Δx)2+
3(1+Δx)]-(-1+3)=-(Δx)2+Δx,

所以
Δy
Δx=-Δx+1.

所以lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0

(-Δx+1)=1.

故f'(1)=1.
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 导数定义的应用

                例2 (1)已知函数f(x)在x=x0 处的导数为12,

则lim
Δx→0

f(x0-Δx)-f(x0)
3Δx = (  )

A.-4 B.4

C.-36 D.36
(2)已 知 函 数 f(x)在 定 义 域 R 上 可 导,则

lim
Δx→0

f(1-Δx)-f(1)
-Δx

等于 (  )

A.f'(1) B.-f'(1)

C.
1
3f'

(1) D.3f'(1)

(1)A 解析:由函数f(x)在x=x0处的导数为12,

得lim
Δx→0

f(x0-Δx)-f(x0)
3Δx

=-
1
3limΔx→0

f(x0)-f(x0-Δx)
Δx =-

12
3=-4.

故选A.
(2)A 解析:因为Δx→0,所以(-Δx)→0,

所以lim
Δx→0

f(1-Δx)-f(1)
-Δx =f'(1).故选A.

正确理解导数定义式的变形

在导数的定义中,自变量的增量Δx 可正、可负,但不

能为零,它有多种表达形式.不论采用哪种表达形式,

Δy 中自变量的增量Δx 都必须用相同的形式,如将

Δx 变形为aΔx,则Δy=f(x0+aΔx)-f(x0),只有

这样,才能满足lim
Δx→0

f(x0+aΔx)-f(x0)
aΔx =f'(x0).

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—68—



1.若函数y=f(x)在 x=2处 的 瞬 时 变 化 率 为

lim
Δx→0

Δy
Δx
,且Δy
Δx=

f(2+Δx)-f(2)
Δx =4+Δx,则

f'(2)= (  )
A.2 B.4 C.2+Δx D.4+Δx

B 解析:由 导 数 的 定 义,知 f'(2)=lim
Δx→0

Δy
Δx=

lim
Δx→0
(4+Δx)=4.故选B.

2.已知函数f(x)在x=x0 处的导数f'(x0)>0,且

a=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

,

b=lim
Δx→0

f(x0-Δx)-f(x0)
Δx

,

c=lim
Δx→0

f(x0+2Δx)-f(x0)
Δx

,

d=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0-Δx)
2Δx

,

e=lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0

,

则a,b,c,d,e的大小关系为    .

c>a=d=e>b 解析:a=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

=f'(x0),

b=lim
Δx→0

f(x0-Δx)-f(x0)
Δx

=-lim
Δx→0

f(x0-Δx)-f(x0)
-Δx =-f'(x0),

c=lim
Δx→0

f(x0+2Δx)-f(x0)
Δx

=2lim
Δx→0

f(x0+2Δx)-f(x0)
2Δx =2f'(x0),

d=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0-Δx)
2Δx =f'(x0),

e=lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0

=f'(x0).

因为f'(x0)>0,所以c>a=d=e>b.
故答案为c>a=d=e>b.
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课后素养评价(十三)

                
1.已知f(x)=

1
x
,则f'(2)= (  )

A.-
1
4 B.2

C.
1
4 D.-2

A 解 析:f'(2)=lim
Δx→0

f(2+Δx)-f(2)
Δx =

lim
Δx→0

1
2+Δx-

1
2

Δx =lim
Δx→0

-1
2(2+Δx)=-

1
4.

2.函数f(x)=x2-1在区间[1,m]上的平均变化率

为3,则实数m 的值为 (  )
A.3 B.2 C.1 D.4

B 解析:由已知得
m2-1-(12-1)

m-1 =3,

所以m+1=3,解得m=2.故选B.

3.若可导函数f(x)的图象过原点,且满足lim
Δx→0

f(Δx)
Δx

=-1,则f'(0)= (  )
A.-2 B.-1 C.1 D.2

B 解析:因为f(x)的图象过原点,所以f(0)=0,

所以f'(0)=lim
Δx→0

f(0+Δx)-f(0)
Δx =lim

Δx→0

f(Δx)
Δx

=-1.

4.设函数f(x)可导,则lim
Δx→0

f(1+3Δx)-f(1)
3Δx =

(  )

A.f'(1) B.3f'(1)

C.
1
3f'

(1) D.f'(3)

A 解析:lim
Δx→0

f(1+3Δx)-f(1)
3Δx =f'(1).

5.设 函 数 f (x)=ax +3.若f'(1)=3,则

a= .

3 解析:因为f'(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx =

lim
Δx→0

a(x+Δx)+3-(ax+3)
Δx =a,f'(1)=3,所以

a=3.
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6.求出函数f(x)=x2 在x=1,2,3附近的平均变化

率.若Δx 都为
1
3
,则在哪一点附近的平均变化率

最大?
解:在 x = 1 附 近 的 平 均 变 化 率 k1 =
f(1+Δx)-f(1)

Δx =
(1+Δx)2-1

Δx =2+Δx;在x

=2附近的平均变化率k2=
f(2+Δx)-f(2)

Δx =

(2+Δx)2-22

Δx =4+Δx;在x=3附近的平均变化

率k3=
f(3+Δx)-f(3)

Δx =
(3+Δx)2-32

Δx =6+Δx.

若Δx=
1
3
,则k1=2+

1
3=

7
3
,k2=4+

1
3=

13
3
,

k3=6+
1
3=
19
3.

因为k1<k2<k3,所以在x=3附近的平均变化率

最大.
7.在函数y=f(x)=x2+3的图象上取一点P(1,4)

及附近一点(1+Δx,4+Δy).

求:(1)
Δy
Δx
;(2)f'(1).

解:(1)
Δy
Δx=

f(1+Δx)-f(1)
Δx

=
(1+Δx)2+3-(12+3)

Δx =2+Δx.

(2)f'(1)=lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx =lim

Δx→0
(2+Δx)

=2.
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1.设函数f(x)=x2-

1
x
,则lim

Δx→0

f(1+2Δx)-f(1)
Δx =

(  )
A.6 B.4 C.3 D.2

A 解析:lim
Δx→0

f(1+2Δx)-f(1)
Δx =

2lim
Δx→0

f(1+2Δx)-f(1)
2Δx =2f'(1),

又f'(1)=lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx

=lim
Δx→0

(1+Δx)2-
1

1+Δx
Δx

=lim
Δx→0

(Δx)2+3Δx+3
1+Δx

=3,

则lim
Δx→0

f(1+2Δx)-f(1)
Δx =2×3=6.故选A.

2.(新情境)设函数f(x)在点x0 附近有定义,且有

f(x0+Δx)-f(x0)=aΔx+b(Δx)2(a,b 为常

数),则 (  )
A.f'(x)=a B.f'(x)=b
C.f'(x0)=a D.f'(x0)=b

C 解析:因为f'(x0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx =

lim
Δx→0

aΔx+b(Δx)2

Δx =lim
Δx→0

(a+bΔx)=a,所 以

f'(x0)=a.

3.已知函数f(x)=-x2+10,则f(x)在x=
3
2

处的

瞬时变化率是 (  )
A.3 B.-3 C.2 D.-2

B 解析:
f 3
2+Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷-f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δx

=
- 3
2+Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+10- - 3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+10é

ë
êê

ù

û
úú

Δx

=
-(Δx)2-3Δx

Δx =-Δx-3,

lim
Δx→0

f 3
2+Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷-f

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δx =lim
Δx→0
(-Δx-3)=-3.

4.函数y=x2 在x= 处的导数值等于其函

数值.
0或2 解析:y=f(x)=x2 在x=x0 处的导数值

为 f'(x0) = lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx =

lim
Δx→0
(Δx+2x0)=2x0.

由2x0=x2
0,

解得x0=0或x0=2.
5.已知函数f(x)=2x2+1在x=x0 处的瞬时变化

率为-8,则点M(x0,f(x0))的坐标为    .
(-2,9) 解析:由Δy=f(x0+Δx)-f(x0)=
2(x0+Δx)2+1-2x2

0-1=4x0Δx+2(Δx)2,得

f'(x0)=lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0

(4x0+2Δx)=4x0.

所以4x0=-8,解得x0=-2.所以点 M 的坐标为

(-2,9).
6.(1)计算函数f(x)=x2 从x=1到x=1+Δx 的

平均变化率,其中 Δx 的值为①2;②1;③0.1;④
0.01.
(2)当Δx 越来越小时,函数f(x)在区间[1,1+
Δx]上的平均变化率有怎样的变化趋势?
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解:(1)因为Δy=f(1+Δx)-f(1)=(1+Δx)2-
12=(Δx)2+2Δx,

所以
Δy
Δx=

(Δx)2+2Δx
Δx =Δx+2.

①当Δx=2时,Δy
Δx=Δx+2=4

;

②当Δx=1时,Δy
Δx=Δx+2=3

;

③当Δx=0.1时,Δy
Δx=Δx+2=2.1

;

④当Δx=0.01时,Δy
Δx=Δx+2=2.01.

(2)由(1)可知
Δy
Δx=

(Δx)2+2Δx
Δx =Δx+2,当Δx

越来越小时,函数f(x)在区间[1,1+Δx]上的平

均变化率逐渐变小,并趋近于2.

7.求y=x2+
1
x+5

在x=2处的导数.

解:因 为 Δy = (2+ Δx)2 +
1

2+Δx +5-

22+
1
2+5

æ

è
ç

ö

ø
÷=4Δx+(Δx)2+

-Δx
2(2+Δx)

,

所以
Δy
Δx=4+Δx-

1
4+2Δx.

所 以 y'|x=2 =lim
Δx→0

4+Δx-
1

4+2Δx
æ

è
ç

ö

ø
÷ =4-

1
4

=
15
4.
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第2课时 导数的几何意义

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.通过函数图象直观地理解导数的几何意义.(直观想象)
2.能根据导数的几何意义求曲线在某点处的切线的方程.(数学运算)
3.正确理解曲线“过某点”的切线和“在某点”处的切线,并会求其方程.(数学运算)
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1.导数的几何意义

(1)在曲线y=f(x)上任取一点P(x,f(x)),如果

当点P(x,f(x))沿着曲线y=f(x)无限趋近于点

P0(x0,f(x0))时,割线P0P 无限趋近于一个确定

的位置,这个确定位置的直线P0T 称为曲线y=
f(x)在点P0 处的切线.
(2)函数y=f(x)在x=x0 处的导数f'(x0)就是

切 线 P0T 的 斜 率 k0, 即 k0 =

lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx =f'(x0).

2.导函数的概念

当x 变化时,y=f'(x)是x 的函数,我们称它为y
=f(x)的导函数(简称导数).y=f(x)的导函数有

时 也 记 作 y', 即 f' (x ) = y' =

lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx .

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)函数在x=x0 处的导数f'(x0)是一个常数.

(√ )
(2)函数y=f(x)在x=x0 处的导数值就是曲线y
=f(x)在x=x0 处的切线的斜率. (√ )
(3)直线与曲线相切,则直线与曲线只有一个公共点.

(  )

× 提示:直线与曲线相切,则直线与曲线除了切

点之外,可能还有其他公共点.
2.曲线y=3x2-4x 在点(1,-1)处的切线的方程为

    .
y=2x-3 解析:令y=f(x),则k=f'(1)=

lim
Δx→0

3(1+Δx)2-4(1+Δx)-(3×12-4×1)
Δx =2.

所以切线方程为y+1=2(x-1),即y=2x-3.
3.请思考并回答下列问题:
(1)若f'(x0)>0,则曲线y=f(x)在x=x0 处的

切线的倾斜角为锐角;若f'(x0)<0,则曲线y=
f(x)在 x=x0 处 的 切 线 的 倾 斜 角 为 钝 角;若
f'(x0)=0,则曲线y=f(x)在x=x0 处的切线与

x 轴平行或重合.这种说法正确吗?
提示:由导数的几何意义以及直线倾斜角的正切值

的符号与角度的关系知此说法正确.
(2)函数y=f(x)的部分图象如图所示,根据导数

的几何意义,你能比较f'(x1),f'(x2)和f'(x3)的
大小吗?

提示:易知图象在点 A,B 处的切线斜率大于零且

kA>kB,在点C 处的切线斜率小于零,根据导数的

几何意义,可得f'(x1)>f'(x2)>f'(x3).

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—98—



 根据函数的图象描述曲线的变化情况

                1.(多选)已知函数f(x)和g(x)在区间[a,b]上的图

象如图所示,则下列说法正确的是 (  )

A.f(x)在区间[a,b]上的平均变化率大于g(x)在
区间[a,b]上的平均变化率

B.f(x)在区间[a,b]上的平均变化率等于g(x)在
区间[a,b]上的平均变化率

C.对于任意x0∈(a,b),函数f(x)在x=x0 处的

瞬时变化率总大于函数g(x)在x=x0 处的瞬

时变化率

D.存在x0∈(a,b),使得函数f(x)在x=x0 处的

瞬时变化率小于函数g(x)在x=x0 处的瞬时

变化率

BD 解析:f(x)在 区 间[a,b]上 的 平 均 变 化 率

是
f(b)-f(a)

b-a
,

g (x)在 区 间 [a,b]上 的 平 均 变 化 率

是
g(b)-g(a)

b-a .

又因为f(b)=g(b),f(a)=g(a),

所以
f(b)-f(a)

b-a =
g(b)-g(a)

b-a
,所以 A错误,B

正确.

易知函数f(x)在x=x0处的瞬时变化率是函数

f(x)在x=x0处的导数,即函数f(x)的图象在

x=x0处的切线的斜率.
同理,函数g(x)在x=x0处的瞬时变化率是函数

g(x)在x=x0处的导数,即函数g(x)的图象在该

点处的切线的斜率.
由题中图象可知,当x0∈(a,b)时,函数f(x)的图象

在x=x0处切线的斜率有可能大于函数g(x)的图

象在x=x0处切线的斜率,也有可能小于函数g(x)
的图象在x=x0处切线的斜率,故C错误,D正确.

2.如图,已知函数y=f(x)的图象,则该函数在x=1
处的瞬时变化率大约是 (  )

A.0.1 B.1.5 C.4 D.0.5
D 解析:函数在x=1处的瞬时变化率为函数图

象在x=1处的切线的斜率,约为0.5.故选D.

1.导数的几何意义就是切线的斜率,因此比较导数大

小的问题可以用数形结合思想来解决.
2.曲线在某点处的切线的斜率大小反映了曲线在相

应点处的变化情况,由切线的倾斜程度,可以判断

出曲线升降的快慢.
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 求曲线的切线方程

                
例1 求抛物线y=

1
4x

2 过点 4,
7
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的切线方程.

解:设切点为 x0,
1
4x

2
0

æ

è
ç

ö

ø
÷,切线的斜率为k.

因为y'|x=x0=limΔx→0

1
4
(x0+Δx)2-

1
4x

2
0

Δx =
1
2x0,

所以k=

7
4-

1
4x

2
0

4-x0
=
1
2x0,

即x2
0-8x0+7=0,解得x0=7或x0=1,

故k=
1
2x0=

7
2

或
1
2.

所以所求切线方程为14x-4y-49=0或2x-4y-
1=0.
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思考1.曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线与

曲线y=f(x)过点(x0,y0)的切线有何不同?
提示:求曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线

时,点(x0,f(x0))一 定 是 切 点,只 要 求 出 斜 率

f'(x0),利用切点和所求斜率写出切线方程即可;
而求曲线y=f(x)过点(x0,y0)的切线时,给出的

点(x0,y0)不一定在曲线上,即使在曲线上也不一

定是切点.

思考2.将“抛物线y=
1
4x

2”换为“曲线y=
1
x
”,求

过点(2,0)与此曲线相切的直线的方程.
解:设切点为P(x0,y0).
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由y'|x=x0=limΔx→0

1
x0+Δx-

1
x0

Δx

=lim
Δx→0

-Δx
Δx·(x0+Δx)·x0

=lim
Δx→0

-1
x0(x0+Δx)=-

1
x2
0
,

得所求切线方程为y-y0=-
1
x2
0
(x-x0).

因为点(2,0)在切线上,
所以x2

0y0=2-x0.

又点P(x0,y0)在曲线y=
1
x

上,所以x0y0=1.

联立可解得x0=1,y0=1,
故所求切线方程为x+y-2=0.

1.利用导数的几何意义求曲线y=f(x)在点(x0,
f(x0))处的切线的方程的步骤如下:
(1)求函数f(x)在x=x0处的导数f'(x0),即切

线的斜率;
(2)根据已知点和切线斜率可得切线方程为y-
f(x0)=f'(x0)(x-x0).

2.运用导数的几何意义解决切线问题时,一定要注意

所给的点是否在曲线上.若点在曲线上,则该点处

的导数值就是该点处的切线的斜率;若点不在曲线

上,应另设切点,再利用导数的几何意义求解.

1.曲线y=x2-2x+3在点A(-1,6)处的切线的方

程是    .
4x+y-2=0 解析:由导数的定义知y'|x=-1=

lim
Δx→0

(-1+Δx)2-2(-1+Δx)+3-(-1)2+2×(-1)-3
Δx

=-4,所以所求切线方程为y-6=-4(x+1),即
4x+y-2=0.

2.求曲线y=x3+2过点M(-1,1)的切线的方程.
解:因为点 M(-1,1)恰好在曲线上,所以曲线过点

M 的切线的斜率就等于函数y=x3+2在x=-1
处的导数.

又y'|x=-1=lim
Δx→0

[(-1+Δx)3+2]-[(-1)3+2]
Δx

=lim
Δx→0

(Δx)3-3(Δx)2+3Δx
Δx =lim

Δx→0
[(Δx)2-3Δx

+3]=3,
所以切线的斜率为3.
由点(-1,1)和斜率3可得切线方程为y-1=3(x
+1),
即3x-y+4=0.
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 导数几何意义的综合应用

                例2 已知曲线y=x2 在点P 处的切线满足下列条

件,请分别求出点P 的坐标.
(1)平行于直线y=6x-5;
(2)垂直于直线x-3y+5=0;
(3)倾斜角为135°.

解:f'(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

(x+Δx)2-x2

Δx =2x,

设P(x0,y0)是满足条件的点.
(1)因为切线与直线y=6x-5平行,
所以2x0=6,得x0=3,y0=9,即P(3,9)是满足条

件的点.
(2)因为切线与直线x-3y+5=0垂直,

所以2x0×
1
3=-1

,得x0=-
3
2
,y0=

9
4
,

即P -
3
2
,9
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是满足条件的点.

(3)因为切线的倾斜角为135°,

所以切线的斜率为-1,即2x0=-1,得x0=-
1
2
,

y0=
1
4
,即P -

1
2
,1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是满足条件的点.

对导数几何意义的综合应用的认识

(1)导数的几何意义是曲线的切线的斜率,已知切点

可以求斜率,反过来,已知斜率也可以求切点,从而可

以与解析几何等知识相联系.
(2)导数几何意义的综合应用题的解题关键是对函数

进行求导,利用题目提供的诸如斜率的线性关系、斜
率的最值、斜率的范围等条件求解相应问题.此处常

与圆锥曲线、函数、不等式等知识点结合.

1.已知函数f(x)=x3-3ax(a∈R).若直线x+y+
m=0对任意的 m∈R都不是曲线y=f(x)的切

线,则实数a 的取值范围为    .

-∞,
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解 析:由 题 意,得 f' (x0)=

lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx =3x2

0-3a=-1无解,即

3x2
0=3a-1无解,所以3a-1<0,解得a<

1
3.

2.曲线y=x3在点(1,1)处的切线与x 轴、直线x=2
所围成的三角形的面积为   .
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8
3 

解析:因 为 切 线 斜 率k=lim
Δx→0

(1+Δx)3-13

Δx
=3,
所以在点(1,1)处的切线的方程为y-1=3(x-
1),
即y=3x-2.

它与x 轴的交点为 2
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,与直线x=2的交点为

(2,4),

所以围成三角形的面积S=
1
2× 2-

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷×4=

8
3.
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课后素养评价(十四)

                1.设f'(x0)=0,则曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))
处的切线 (B )
A.不存在

B.与x 轴平行或重合

C.与x 轴垂直

D.与x 轴斜交

2.(多选)下列说法正确的是 (  )
A.曲线的切线和曲线可能有两个交点

B.过曲线上的一点作曲线的切线,该点一定是切点

C.若f'(x0)不存在,则曲线y=f(x)在点(x0,
f(x0))处无切线

D.曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处有切线,
f'(x0)不一定存在

AD 解析:曲线的切线和曲线除有一个公共切点

外,还可 能 有 其 他 公 共 点,故 A 正 确,B不 正 确;
f'(x0)不存在,曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处
切线的斜率不存在,但切线可能存在,为x=x0,故
C不正确,D正确.

3.如果曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线的方

程为x+2y-3=0,那么 (  )
A.f'(x0)>0 B.f'(x0)<0
C.f'(x0)=0 D.f'(x0)不存在

B 解析:由x+2y-3=0知切线斜率k=-
1
2
,

所以f'(x0)=-
1
2<0.

4.已知曲线y=
1
2x

2-2上一点P 1,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则曲线

在点P 处的切线的倾斜角为 (  )
A.30° B.45°
C.135° D.165°

B 解析:因为y=
1
2x2-2,所以y'=lim

Δx→0

Δy
Δx=

lim
Δx→0

x+
1
2Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷=x,所以曲线在点 P 1,-

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处

的切线的斜率为1,所以曲线在点P 处的切线的倾

斜角为45°.

5.曲线y= x在点P(4,2)处的切线的方程为

(  )
A.x+4y+4=0
B.x-4y+4=0
C.x+4y+12=0
D.x-4y+12=0

B 解 析:因 为 lim
Δx→0

Δy
Δx =limΔx→0

4+Δx-2
Δx =

lim
Δx→0

Δx
(4+Δx+2)Δx

=
1
4
,

所以曲线在点P 处的切线的方程为y-2=
1
4
(x-

4),即x-4y+4=0.
6.如图,函数y=f(x)的图象在点P 处的切线的方

程是y=-x+8,则f(5)+f'(5)=    .

2 解析:由题意知f(5)=-5+8=3,
由导数几何意义知f'(5)=-1,
所以f(5)+f'(5)=3-1=2.

7.求函数f(x)=
x

x+2
的图象在x=-1处的切线的

方程.
解:由 题 意 可 得 f(-1)=-1,又 f'(-1)=

lim
Δx→0

f(-1+Δx)-f(-1)
Δx =lim

Δx→0

-1+Δx
1+Δx -(-1)

Δx

=lim
Δx→0

2Δx
1+Δx
Δx =lim

Δx→0

2
1+Δx=2

,所以切线方程为y

+1=2(x+1),即2x-y+1=0.
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                1.(多选)曲线y=f(x)=x3 在点P 处的切线的斜

率k=3,则点P 的坐标是 (  )

A.(1,1) B.(-1,-1)

C.(-2,-8) D.(2,8)

AB 解 析:f'(x0)=lim
Δx→0

(x0+Δx)3-x3
0

Δx =

lim
Δx→0

3(Δx)2x0+3x2
0Δx+(Δx)3

Δx
=lim
Δx→0
[3Δx·x0+3x2

0+(Δx)2]=3x2
0.

令3x2
0=3,则x0=±1.

当x0=1时,y0=1;当x=-1时,y0=-1.
2.已知曲线y=f(x)在x=1处的切线与直线x+y
-3=0垂直,则f'(1)= (  )

A.2 B.0 C.1 D.-1
C 解析:曲线y=f(x)在x=1处的切线的斜率

为f'(1),直线x+y-3=0的斜率为-1,由题意

知f'(1)·(-1)=-1,故f'(1)=1.故选C.
3.抛物线y=x2+bx+c在点(1,2)处的切线与其平

行直线bx+y+c=0间的距离是 (  )

A.
2
4 B.

2
2 C.

32
2 D.2

C 解析:由题意知抛物线过点(1,2),所以b+c
=1.
又因为y'|x=1=2+b,由题意得2+b=-b,
所以b=-1,c=2.
所以切线方程为y-2=x-1,
即x-y+1=0,
所以平行直线x-y+1=0和x-y-2=0间的距

离d=
|1+2|
2

=
32
2 .

4.若曲线y=2x2-4x+p 与直线y=1相切,则

p= .
3 解析:设f(x)=y=2x2-4x+p,切点为(x0,

1).由y'|x=x0=f'(x0)=lim
Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

=lim
Δx→0
(4x0-4+2Δx)=4x0-4,根据导数的几何

意义有4x0-4=0,所以x0=1,即切点为(1,1),所
以1=2-4+p,所以p=3.

5.过点P(-1,2),且与曲线y=3x2-4x+2在点

M(1,1) 处 的 切 线 平 行 的 直 线 的 方 程

为 .
2x-y+4=0 解析:f'(1)=

lim
Δx→0

3(1+Δx)2-4(1+Δx)+2-(3×12-4×1+2)
Δx

=2.
故所求直线方程为y-2=2(x+1),
即2x-y+4=0.

6.已知曲线f(x)=
a
x- x在x=4处的切线的方程

为5x+16y+b=0,则a=    ,b=    .
1 8 解析:因为直线5x+16y+b=0的斜率k=

-
5
16
,所以f'(4)=-

5
16.

而f'(4)=lim
Δx→0

a
4+Δx- 4+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷- a

4- 4
æ

è
ç

ö

ø
÷

Δx

=lim
Δx→0

a
4+Δx-

a
4

æ

è
ç

ö

ø
÷-(4+Δx-2)

Δx

=lim
Δx→0

-a
4(4+Δx)-

1
4+Δx+2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=-

a+4
16
,

所以-
a+4
16 =-

5
16
,解得a=1.

所以f(x)=
1
x- x,所以f(4)=

1
4- 4=-

7
4
,

即切点为 4,
7
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为 4,-
7
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在切线5x+16y+b=0上,

所以5×4+16× -
7
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+b=0,得b=8.

综上,a=1,b=8.
7.已知直线l:y=x+a(a≠0)和曲线C:y=x3-x2

+1相切,求a 的值和切点的坐标.
解:设直线l与曲线C 相切于点P(x0,y0),

f'(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

(x+Δx)3-(x+Δx)2+1-(x3-x2+1)
Δx

=3x2-2x.
由题意知,直线l的斜率k=1,即3x2

0-2x0=1,

解得x0=-
1
3

或x0=1.

于是切点的坐标为 -
1
3
,23
27

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或(1,1).

当切点为 -
1
3
,23
27

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,23
27=-

1
3+a

,所以a=
32
27.

当切点为(1,1)时,1=1+a,a=0(舍去).

所以a 的值为
32
27
,切点坐标为 -

1
3
,23
27

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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8.(新情境)表示某物体运动的位移s随时间t变化的

函数s=f(t)=4t-2t2 的图象如图所示,试根据图

象,描述、比较曲线s=f(t)分别在t0,t1,t2 附近的

变化情况,并求出t=2时曲线的切线方程.

解:如图,用曲线s=f(t)分别在t=t0,t=t1,t=t2
附近的切线,刻画曲线s=f(t)在上述三个时刻附

近的变化情况.
①当t=t0 时,曲线s=f(t)在t=t0 处的切线l0
平行于t轴,所以在t=t0 附近曲线比较平坦,几乎

没有升降;
②当t=t1 时,曲线s=f(t)在t=t1 处的切线l1
的斜率f'(t1)<0,所以在t=t1 附近曲线下降.
③当t=t2 时,曲线s=f(t)在t=t2 处的切线l2
的斜率f'(t2)<0,所以在t=t2 附近曲线下降.

由图象可以看出,直线l1 的倾斜程度小于直线l2
的倾斜程度,说明曲线s=f(t)在t=t1 附近比在t
=t2 附近下降得慢.
当t=2时,f(2)=0.
当t=2时,切线的斜率

k=f'(2)=lim
Δt→0

f(2+Δt)-f(2)
Δt

=lim
Δt→0

4(2+Δt)-2(2+Δt)2-8+8
Δt

=lim
Δt→0

4Δt-2(Δt)2-8Δt
Δt

=lim
Δt→0
(-2Δt-4)=-4.

所以切线方程为s=-4(t-2),即4t+s-8=0.
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5.2　导数的运算

5.2.1 基本初等函数的导数
学习任务目标
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  1.能根据导数的定义推导常用函数的导数.(数学运算)
  2.掌握基本初等函数的导数公式.(数学抽象)
  3.利用基本初等函数的导数公式解决有关问题.(数学运算)
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1.几个常用函数的导数

函数 用定义法求导数

y=f(x)=c

y'=lim
Δx→0

Δy
Δx

=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

c-c
Δx

=0

y=f(x)=x

y'=lim
Δx→0

Δy
Δx

=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

(x+Δx)-x
Δx =1

续表

函数 用定义法求导数

y=f(x)=x2

y'=lim
Δx→0

Δy
Δx

=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

(x+Δx)2+x2

Δx =lim
Δx→0
(2x+Δx)

=2x

y=f(x)=x3

y'=lim
Δx→0

Δy
Δx

=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

(x+Δx)3-x3

Δx

=lim
Δx→0
[3x2+3x·Δx+(Δx)2]

=3x2

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—49—



续表

函数 用定义法求导数

y=f(x)=
1
x

y'=lim
Δx→0

Δy
Δx

=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

1
x+Δx-

1
x

Δx

=lim
Δx→0

-
1

x2+x·Δx( )

=-
1
x2

y=f(x)= x

y'=lim
Δx→0

Δy
Δx

=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

=lim
Δx→0

x+Δx- x
Δx

=lim
Δx→0

1
x+Δx+ x

=
1
2 x

2.基本初等函数的导数公式

(1)若f(x)=c(c是常数),则f'(x)=0.
(2)若f(x)=xα(α∈R,且α≠0),则f'(x)=
αxα-1.
(3)若f(x)=sinx,则f'(x)=cosx.
(4)若f(x)=cosx,则f'(x)=-sinx.
(5)若f(x)=ax(a>0,且a≠1),则f'(x)=
axlna;
特别地,若f(x)=ex,则f'(x)=ex.
(6)若f(x)=logax(a>0,且a≠1),则f'(x)=
1

xlna
;

特别地,若f(x)=lnx,则f'(x)=
1
x.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若f(x)=2,则f'(x)=2. (  )
× 提示:f'(x)=0.

(2)若f(x)=x-1,则f'(x)=-
1
x2. (√ )

(3)(2x)'=x2x-1. (  )
× 提示:(2x)'=2xln2.

(4)(lnx)'=
1
x. (√ )

2.(多选)下列求导正确的是 (  )

A.若y=ln2,则y'=
1
2

B.若y=
1
x2,则y'|x=3=-

2
27

C.若y=5x,则y'=5xln5

D.若y=log2x,则y'=
1

xln2
BCD 解析:对于A,y'=0,故A错误;对于B,因

为y'=-
2
x3,所以y'|x=3=-

2
27
,故B正确;显然

C,D正确.故选BCD.
3.请思考并回答下列问题:
(1)常数函数的导数为0说明了什么?
提示:说明常数函数f(x)=c 图象上每一点处的

切线的斜率都为0,即每一点处的切线都与x 轴平

行(或重合).
(2)幂函数、指数函数的导数有何特点? 正弦函数

与余弦函数的导数有什么关系?
提示:幂函数的导数,系数为原函数的次数,次数是

原函数的次数减去1.指数函数的导数,系数为原函

数底数的自然对数.正弦函数的导数为余弦函数,
余弦函数的导数为正弦函数的相反数.
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 利用导数公式求函数的导数

                1.下列各式正确的是 (  )

A.(sina)'=cosa(a 为常数)

B.(cosx)'=sinx

C.(sinx)'=cosx

D.(x-5)'=-
1
5x

-6

C 解析:选项A中,(sina)'=0;

选项B中,(cosx)'=-sinx;

选项D中,(x-5)'=-5x-6.
故选C.

2.求下列函数的导数:

(1)y=
1
x4的导数为    ;

(2)y=7x的导数为    ;

(3)y=log5x 的导数为    ;

(4)y=x12的导数为    ;
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(5)y=
5
x3的导数为    .

(1)y'= -
4
x5  解析:y'=

1
x4
æ

è
ç

ö

ø
÷'=(x-4)'=

-4x-5=-
4
x5.

(2)y'=7xln7 解析:y'=(7x)'=7xln7.

(3)y'=
1

xln5 
解析:y'=(log5x)'=

1
xln5.

(4)y'=12x11 解析:y'=(x12)'=12x11.

(5)y'=
3
5x-25  解析:y'=(

5
x3)'=(x

3
5)'=

3
5x

-25.

利用公式求导的注意点

(1)若函数的形式符合导数公式的使用条件,则直接

利用公式求解,公式法最简捷.
(2)对于不能直接利用公式求解的类型,一般遵循“先
化简,再求导”的基本原则,避免不必要的运算失误.
比如对带根号的函数,一般先将其转化为分数指数幂

的形式,再利用公式(xα)'=αxα-1进行求导.

(3)要特别注意“1
x

与lnx”“ax 与logax”“sinx 与

cosx”的导数的区别.
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 利用公式求函数在某点处的导数

                例1 (1)若已知函数y=10x,则y'|x=1等于 (  )

A.
1
10 B.10

C.10ln10 D.
1

10ln10
(2)已知一质点的运动方程是s(t)=sint,其中s是

质点的位移,t是时间.

①求质点在t=
π
3

时的速度;

②求质点运动的加速度.
(1)C 解析:因 为 y'=10xln10,所 以 y'|x=1=

10ln10.
(2)解:①因为s'(t)=cost,

所以s' π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=cos

π
3=

1
2
,

即质点在t=
π
3

时的速度为
1
2.

②令v(t)=cost,

所以加速度为v'(t)=(cost)'=-sint.

1.速度是路程对时间的导数,加速度是速度对时间的

导数.
2.求函数f(x)在x=x0 处的导数的步骤:
(1)先求函数f(x)的导函数f'(x);
(2)把x=x0 代入导函数f'(x)求相应的导数值

f'(x0).

1.求函数f(x)=
1
3
x

在x=1处的导数.

解:因为f'(x)=
1
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷'=(x-13)'=-

1
3x-43 =

-
1

3
3
x4
,

所以f'(1)=-
1
3
3
1
=-

1
3.

2.求函数f(x)=cosx 在x=
π
4

处的导数.

解:因为f'(x)=-sinx,

所以f'
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin

π
4=-

2
2.
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 导数公式的应用

                例2 已知曲线y=lnx,点P(e,1)是曲线上一点,
求曲线在点P 处的切线的方程.

解:因为y'=
1
x
,所以切线斜率k=y'|x=e=

1
e
,

所以切线方程为y-1=
1
e
(x-e),即x-ey=0.
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.已知y=kx+1是曲线y=lnx 的一条切

线,求实数k 的值.
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解:设切点坐标为(x0,y0),由题意得y'|x=x0=
1
x0

=k.又y0=kx0+1,y0=lnx0,解 得y0=2,x0

=e2,

所以k=
1
e2.

思考2.求曲线y=lnx 过点O(0,0)的切线的方程.

解:因为O(0,0)不在曲线y=lnx 上,
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所以设切点为Q(x0,y0),则切线的斜率k=
1
x0

.

又切线的斜率k=
y0-0
x0-0

=
lnx0

x0
,所以

lnx0

x0
=
1
x0
,

即x0=e,所以Q(e,1),所以k=
1
e
,

所以切线方程为y-1=
1
e
(x-e),即x-ey=0.

求曲线方程或切线方程时的注意点

(1)切点是曲线与切线的公共点,切点坐标既满足曲

线方程也满足切线方程.
(2)曲线在点(x0,y0)处的切线的斜率,即对应函数

在x=x0 处的导数.
(3)必须明确已知点是不是切点,如果不是,应先设出

切点.

1.分别求曲线y=
1
x

与抛物线y=x2 在交点处的切

线的方程.

解:易求得曲线y=
1
x

与抛物线y=x2的交点坐标

为(1,1).

曲线y=
1
x

在交点处的切线的斜率为y'|x=1=-1,

故切线方程为y-1=-(x-1),即x+y-2=0.
抛物线y=x2在交点处的切线的斜率为y'|x=1=
2,故切线方程为y-1=2(x-1),即2x-y-1
=0.

2.求过曲线f(x)=cosx 上一点P π
3
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 且与曲线

在这点处的切线垂直的直线的方程.
解:因为f(x)=cosx,
所以f'(x)=-sinx.

所以曲线f(x)=cosx 在点P π
3
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处的切线的

斜率为f'
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-sin

π
3=-

3
2.

所以所求直线的斜率为
23
3
,

所求直线方程为y-
1
2=
23
3 x-

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

即y=
23
3x-

23
9 π+

1
2.
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课后素养评价(十五)

                1.已知函数f(x)=log2x,其导函数为f'(x),则
f'(1)= (  )
A.0 B.1

C.ln2 D.
1
ln2

D 解析:因 为 f(x)=log2x,所 以 f'(x)=

(log2x)'=
1

xln2
,所以f'(1)=

1
ln2.

2.已知函数f(x)=2-x,则f'(x)= (  )

A.- 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

ln2 B.12
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

ln2

C.12
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

log2e D.12
æ

è
ç

ö

ø
÷

x 1
ln2

A 解析:因为f(x)=2-x=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

,所以f'(x)=

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

ln
1
2=-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

ln2.

3.(多选)下列结论正确的是 (  )
A.(cosx)'=sinx

B.sin
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷'=cos

π
3

C.若y=
1
x2,则y'=-

2
x3

D.
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷'=-

1
2x x

CD 解析:因为(cosx)'=-sinx,所以 A错误.

sin
π
3=

3
2
,而 3

2
æ

è
ç

ö

ø
÷'=0,所 以 B 错 误.1x2

æ

è
ç

ö

ø
÷'=

(x-2)'=
-2
x3 ,所 以 C 正 确.

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷'=(x-12)'=

-
1

2x x
,所以D正确.

4.曲线y=ex在点(0,1)处的切线与y 轴交点的纵坐

标是 (  )
A.e B.1 C.-1 D.-e
B 解析:因为y'=ex,所以y'|x=0=e0=1,所以切

线方程为y-1=x,即y=x+1,令x=0,则y=1.
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5.直线y=
1
2x+b

是曲线y=lnx(x>0)的一条切

线,则实数b的值为 (  )
A.2 B.ln2+1
C.ln2-1 D.ln2

C 解析:因为y=lnx 的导数y'=
1
x
,

所以令
1
x=

1
2
,得x=2,所以切点为(2,ln2).

代入y=
1
2x+b

,得b=ln2-1.

6.已知f(x)=xα(α∈Q*).若f'(1)=
1
4
,则α 等于

    .
1
4 

解析:因为f(x)=xα,

所以f'(x)=αxα-1,

所以f'(1)=α=
1
4.

7.已知直线y=kx 是曲线y=3x 的切线,则k 的值

为    .
eln3 解析:设切点为(x0,y0).
因为函数y=3x 的导函数为y'=3xln3,

所以k=3x0ln3,
所以y=kx 化为y=(3x0ln3)·x.
又因为(x0,y0)在曲线y=3x 上,
所以(3x0ln3)·x0=3x0,

所以x0=
1
ln3=log3e.

所以k=eln3.
8.求下列函数的导数.

(1)y=
1
x4;

(2)y=x x;

(3)y=2sin
x
2cos

x
2.

解:(1)因 为 y=
1
x4=x-4,所 以 y'=-4x-5=

-
4
x5.

(2)因为y=x x=x
3
2,所以y'=

3
2x

1
2=
3
2 x.

(3)因为y=2sin
x
2cos

x
2=sinx,所以y'=cosx.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

                1.已知f(x)=x2,g(x)=lnx.若f'(x)-g'(x)=
1,则x 的值为 (  )
A.1 B.-1 C.2 D.-2
A 解析:因为f(x)=x2,g(x)=lnx,

所以f'(x)=2x,g'(x)=
1
x

且x>0,

f'(x)-g'(x)=2x-
1
x=1

,即2x2-x-1=0,

解得x=1或x=-
1
2
(舍去).故x=1.

2.已知正弦曲线y=sinx 上一点P,直线l是曲线以

点P 为切点的切线,则直线l的倾斜角的取值范围

是 (  )

A.0,
π
4

é

ë
êê

ù

û
úú∪

3π
4
,π

é

ë
êê

ö

ø
÷ B.[0,π)

C.π4
,3π
4

é

ë
êê

ù

û
úú D.0,

π
4

é

ë
êê

ù

û
úú∪

π
2
,3π
4

é

ë
êê

ù

û
úú

A 解析:因为y'=cosx,而cosx∈[-1,1].
所以直线l的斜率的取值范围是[-1,1],

所以直线l倾斜角的取值范围是 0,
π
4

é

ë
êê

ù

û
úú∪

3π
4
,π

é

ë
êê

ö

ø
÷.

3.若曲线y=x-12在点(a,a-12)处的切线与两个坐标

轴围成的三角形的面积为18,则a= (  )
A.64 B.32 C.16 D.8

A 解析:因为y'=-
1
2x

-32,

所以曲线y=x-12在点(a,a-12)处的切线的方程为

y-a-12=-
1
2a

-32(x-a).

令x=0,得y=
3
2a

-12;令y=0,得x=3a.

所以
1
2

·3
2a

-12·3a=18,解得a=64.

4.(新情境)我国魏晋时期的数学家刘徽利用“割圆

术”,进行“以直代曲”的近似计算,用正n 边形进行

“内外夹逼”的办法求出了圆周率π的精度较高的

近似值.借用“以直代曲”的近似计算方法,在切点

附近,可以用曲线的切线近似代替在切点附近的曲

线来近似计算.设f(x)=lnx,则曲线y=f(x)在
点(1,0)处的切线的方程为       ,用此

结论近似计算
4000
e的值为    (结果用分数表

示).

y=x-1 
4001
4000 

解析:由题得f'(x)=
1
x
,f'(1)

=1,所以切线方程为y=x-1.设
4000
e=e

1
4000=x,

则lnx=
1
4000.

由切线方程,得 1
4000=x-1

,x=1

+
1
4000=

4001
4000

,所以
4000
e≈
4001
4000.

5.曲线f(x)=x2 上任意一点P 到直线y=x-1的

最短距离是    .
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32
8  解析:与直线y=x-1平行的f(x)=x2 的

切线的切点到直线y=x-1的距离最小.设切点为

(x0,y0),则f'(x0)=2x0=1,

所以x0=
1
2
,y0=

1
4.即P 1

2
,1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ 到直线y=x-1

的距离最短.

所以d=

1
2-

1
4-1

12+12
=
32
8 .

6.已 知 f(x)=a2(a 为 常 数),g(x)=lnx.若
2x[f'(x)+1]-g'(x)=1,则x=    .

1 解析:因为f'(x)=0,g'(x)=
1
x
(x>0),所以

2x[f'(x)+1]-g'(x)=2x-
1
x=1

,解得x=1

或x=-
1
2.因为x>0,所以x=1.

7.(新定义)已知函数f(x)的导数为f'(x),若存在x0

使得f(x0)=f'(x0),则称x0 是f(x)的一个“巧值

点”.下列函数中有“巧值点”的函数是    .(填
序号)
①f(x)=ex;②f(x)=lnx;③f(x)=sinx;

④f(x)= x.
①②③④ 解析:①中,f'(x)=ex,因为f(x)=
f'(x),所以f(x)有无数个“巧值点”;②中,f'(x)

=
1
x
,令g(x)=lnx-

1
x
(x>0),易知g(x)的图

象为(0,+∞)上一条连续不间断的曲线,且g(1)

=-1<0,g(e)=1-
1
e>0

,由函数零点存在定理,

可知g(x)在(1,e)上必有零点,所以f(x)有“巧值

点”;③中,f'(x)=cosx,由sinx=cosx,得x=
π
4+kπ

,k∈Z,所以f(x)有“巧值点”;④中,f'(x)

=
1
2 x

,因为 x=
1
2 x

有实数解,所以f(x)有

“巧值点”.
8.已知P(-1,1),Q(2,4)是曲线y=x2 上的两点.
(1)分别求曲线y=x2 过点P,Q 的切线的方程;
(2)求与直线 PQ 平行的曲线y=x2 的切线的

方程.
解:(1)因为y'=2x,P(-1,1),Q(2,4)都是曲线

y=x2 上的点.
所以过点P 的切线的斜率k1=-2,
过点Q 的切线的斜率k2=4.
所以过点P 的切线的方程为y-1=-2(x+1),
即2x+y+1=0;
过点Q 的切线的方程为y-4=4(x-2),
即4x-y-4=0.

(2)y'=2x,直线PQ 的斜率k=
4-1
2+1=1

,

设切点坐标为 M(x0,y0),则切线的斜率k=2x0

=1,

所以x0=
1
2
,所以切点 M 1

2
,1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以与PQ 平行的切线的方程为y-
1
4=x-

1
2
,

即4x-4y-1=0.
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5.2.2 导数的四则运算法则
学习任务目标
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  1.掌握导数的四则运算法则.(数学运算)
  2.利用导数的四则运算法则解决有关问题.(数学运算)
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导数的四则运算法则

(1)[f(x)±g(x)]'=f'(x)±g'(x).
(2)[f(x)g(x)]'=f'(x)g(x)+f(x)g'(x).
特别地,当g(x)=c(c为常数)时,

[cf(x)]'=cf'(x).

(3)f(x)
g(x)
é

ë
êê

ù

û
úú
'
=
f'(x)g(x)-f(x)g'(x)

[g(x)]2
(g(x)≠

0).

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)已知函数y=2sinx-cosx,则y'=2cosx+
sinx. (  )

√ 提示:若y=2sinx-cosx,
则y'=(2sinx)'-(cosx)'=2cosx+sinx.
(2)已知函数f(x)=(x+1)(x+2),则f'(x)=2x
+1. (  )

× 提示:因为f(x)=(x+1)(x+2)=x2+3x+
2,所以f'(x)=2x+3.
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2.(多选)下列求导运算正确的是 (  )

A.x+
1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷
'
=1-

1
x3

B.(log2x)'=
1

xln2

C.(xlnx)'=lnx+1

D.(3x)'=3xlog3e

BC 解析:x+
1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷'=1-

2
x3,(log2x)'=

1
xln2

,

(xlnx)'=lnx+1,(3x)'=3xln3,故 A,D错误,

B,C正确.

3.请思考并回答下列问题:
(1)两个可导函数的和差求导运算法则可推广到有

限个函数的和差的导数运算吗?
提示:可以.[u(x)±v(x)±…±w(x)]'=u'(x)
±v'(x)±…±w'(x).
(2)若f(x),g(x)都是可导函数,且f(x)≠0,那
么下列关系式成立吗?
①[af(x)+bg(x)]'=af'(x)+bg'(x)(a,b为常

数);

② 1
f(x)
é

ë
êê

ù

û
úú'=-

f'(x)
[f(x)]2

.

提示:由导数的运算法则可知,这两个关系式都成立.
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 利用导数的加法与减法法则求导

                (1)函数y=2x3+x2-x+1的导数为    .
(2)函数y=x4+cosx 的导数为    .
(3)函数y=ex+lnx 的导数为    .
(4)函数y=log5x+sinx 的导数为    .
(1)y'=6x2+2x-1 解析:y'=(2x3)'+(x2)'-x'
+1'=6x2+2x-1.
(2)y'=4x3-sinx 解析:y'=(x4)'+(cosx)'=
4x3-sinx.

(3)y'=ex+
1
x 

解析:y'=(ex)'+(lnx)'=ex+
1
x.

(4)y'=
1

xln5+cosx 
解析:y'=(log5x)'+(sinx)'=

1
xln5+cosx.

利用导数加法与减法法则求导的策略

先分析每一部分是哪种基本初等函数,确定基本公

式,再用导数运算的加法与减法法则求导.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

 利用导数的乘法与除法法则求导

                例1 求下列函数的导数.
(1)y=(2x2+3)(3x-2);
(2)y=2xcosx-3xlnx;

(3)y=
x+3
x2+3.

解:(1)(方法一)y'=(2x2+3)'(3x-2)+(2x2+3)·
(3x-2)'=4x(3x-2)+(2x2+3)×3=18x2-
8x+9.
(方法二)因为y=(2x2+3)(3x-2)=6x3-4x2+
9x-6,所以y'=18x2-8x+9.
(2)y'= (2xcosx-3xlnx)'= (2x)'cosx+
2x(cosx)'-3[x'lnx+x(lnx)']=2xln2×cosx-

2xsinx-3lnx+x·1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=2xln2×cosx-2xsinx-

3lnx-3.

(3)y'=
(x+3)'(x2+3)-(x+3)(x2+3)'

(x2+3)2

=
1×(x2+3)-(x+3)×2x

(x2+3)2 =
-x2-6x+3
(x2+3)2 .

利用求导公式及法则解题的关注点

(1)熟记常见基本初等函数的求导公式是进行求导运

算的前提.
(2)求导之前观察函数解析式的结构特点,看是否可

以化简,再进行求导,可以避免反复使用求导法则,从
而减少运算量.
(3)运算过程易出现失误的一个重要原因是不能正确

理解求导法则,特别是商的求导法则.
(4)求导过程中对符号判断不清,也是导致错误的常

见原因.

1.已 知 f(x)=
1
xcosx,则 f(π)+f'

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

    .

-
3
π 

解析:因为f(x)=
1
xcosx

,

所以f'(x)=-
1
x2cosx-

1
xsinx,
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所以f'
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

2
π.又f(π)=-

1
π
,

所以f(π)+f'
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

3
π.

2.求下列函数的导数.
(1)y=(x2+1)(x-1);
(2)y=x3·10x;

(3)y=
ex

x+1.

解:(1)因为y=(x2+1)(x-1)=x3-x2+x-1,

所以y'=3x2-2x+1.
(2)y'=(x3)'·10x+x3·(10x)'=3x2·10x+

x3·10x·ln10.

(3)y'=
(ex)'(x+1)-ex(x+1)'

(x+1)2 =
ex(x+1)-ex
(x+1)2

=
xex
(x+1)2.
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 与切线有关的综合问题

                例2 已知曲线y=xlnx 与直线2x-y-5=0.曲线

上是否存在一点P,使曲线在点P 处的切线与直线

平行?

解:存在.设P(x0,y0).因为y=xlnx,

所以y'=lnx+x·1
x=lnx+1.

所以曲线y=xlnx 在点P 处的切线的斜率k=1+
lnx0.
又k=2,所以1+lnx0=2,所以x0=e.
所以y0=elne=e.
所以点P 的坐标是(e,e).
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思考1.求曲线y=xlnx 在x=e处的切线的方程.

解:因为y=xlnx,所以y'=1·lnx+x·1
x=

lnx+1.
当x=e时,y=e,故切点坐标为(e,e).
因为所求切线的斜率k=y'|x=e=lne+1=2,所以

切线方程为y-e=2(x-e),即2x-y-e=0.
思考2.求曲线y=xlnx 上的点到直线x-y-2=0
的最短距离.
解:设曲线y=xlnx 在点(x0,y0)处的切线与直线

x-y-2=0平行,则点(x0,y0)到直线x-y-2=

0的距离即为最短距离.
因为y'=lnx+1,所以y'|x=x0=lnx0+1=1,解

得x0=1,

所以y0=0,即切点坐标为(1,0).
所以切点(1,0)到直线x-y-2=0的距离d=

|1-0-2|
1+1

=
2
2
,

即曲线y=xlnx 上的点到直线x-y-2=0的最

短距离是
2
2.

解决有关切线的问题的关注点

(1)此类问题往往涉及切点、切点处对应的导数、切线

方程三个主要元素.
(2)准确利用求导公式求出导函数是解决此类问题的

第一步,也是解题的关键,务必做到准确.
(3)分清已知点是否在曲线上,若不在曲线上,则要设

出切点,这是解题时的易错点.另外有的点虽然在切

线上,但是经过该点的切线不一定只有一条,即该点

有可能是切点,也可能是切线与曲线的交点,解题时

注意不要漏解.

1.若曲线y=
x+1
x-1

在点(3,2)处的切线与直线ax+y

+1=0垂直,则a 等于 (  )

A.2 B.
1
2

C.-
1
2 D.-2

D 解析:因为y=
x+1
x-1=1+

2
x-1

,

所以y'=-
2

(x-1)2
,

所以y=
x+1
x-1

在x=3处的导数为-
1
2.

所以-a× -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-1,即a=-2.

2.已知函数f(x)=ax2+bx+3(a≠0),其导函数

f'(x)=2x-8.
(1)求a,b的值;

(2)设函数g(x)=exsinx+f(x),求曲线y=

g(x)在x=0处的切线的方程.
解:(1)因为f(x)=ax2+bx+3(a≠0),

所以f'(x)=2ax+b.
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又知f'(x)=2x-8,所以a=1,b=-8.
(2)由(1)可知g(x)=exsinx+x2-8x+3,
所以g'(x)=exsinx+excosx+2x-8.
因为g'(0)=e0sin0+e0cos0+2×0-8=-7,
且g(0)=3,所以曲线g(x)在x=0处的切线的方

程为y-3=-7(x-0),即7x+y-3=0.
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课后素养评价(十六)

                1.已知f(x)=x3-3x,则f'(x)= (  )

A.3x2-3x

B.3x2-3xln3+
1
3

C.3x2+3xln3
D.3x2-3xln3
D 解析:因为f(x)=x3-3x,所以f'(x)=3x2

-3xln3.
2.已知函数f(x)的导函数为f'(x),且满足f(x)=
f'(e)lnx+2x,则f'(e)= (  )

A.1 B.-1

C.
2e
e-1 D.-

2e
e-1

C 解析:由f(x)=f'(e)lnx+2x,

得f'(x)=
1
xf'(e)+2.

令x=e,得 f'(e)=
1
ef'(e)+2,解 得 f'(e)

=
2e
e-1.

3.曲线y=
1
3x

3-x2+5在x=1处的切线的倾斜

角为 (  )

A.
π
6 B.

3π
4 C.

π
4 D.

π
3

B 解析:y'=x2-2x,k=y'|x=1=-1,故切线的

倾斜角为
3π
4.

4.曲线y=2sinx+cosx 在点(π,-1)处的切线的方

程为 (  )

A.x-y-π-1=0
B.2x-y-2π-1=0
C.2x+y-2π+1=0
D.x+y-π+1=0
C 解析:由y=2sinx+cosx 可得y'=2cosx-
sinx,当x=π时,y'=-2,即切线的斜率为-2,
所以切线方程为2x+y-2π+1=0.

5.(多选)函数f(x)的导函数f'(x)的图象关于y 轴

对称,则f(x)的解析式可能为 (  )

A.f(x)=3cosx
B.f(x)=x3+x

C.f(x)=x+
1
x

D.f(x)=ex+x
BC 解析:对于A,f(x)=3cosx,其导函数f'(x)

=-3sinx 为奇函数,图象不关于y 轴对称,不符

合题意;对于B,f(x)=x3+x,其导函数f'(x)=
3x2+1为偶函数,图象关于y 轴对称,符合题意;

对于C,f(x)=x+
1
x
,其导函数f'(x)=1-

1
x2为

偶函数,图 象 关 于y 轴 对 称,符 合 题 意;对 于 D,

f(x)=ex+x,其导函数f'(x)=ex+1为非奇非偶

函数,图象不关于y 轴对称,不符合题意.故选BC.

6.曲线f(x)=
x

x+2
在点(-1,-1)处的切线的方程为

(  )

A.y=2x+1 B.y=2x-1
C.y=-2x-3 D.y=-2x-2

A 解析:因为f'(x)=
x'(x+2)-x(x+2)'

(x+2)2 =

2
(x+2)2

,

所以斜率k=f'(-1)=
2

(-1+2)2=2.

所以切线方程为y+1=2(x+1),即y=2x+1.
7.已知函数f(x)=axlnx,x∈(0,+∞),其中a 为

实数,f'(x)为f(x)的导函数.若f'(1)=3,则a
的值为    .

3 解析:f'(x)=alnx+x·1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=a(1+lnx).

则f'(1)=a(1+ln1)=a,又f'(1)=3,所以a
=3.
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8.如果函数y=
x2+a2

x
(a>0)在x=x0 处的导数为

0,那么x0 等于    .

±a 解析:y'=
2x·x-(x2+a2)·1

x2 =
x2-a2

x2 .

由x2
0-a2=0得x0=±a.

9.求下列函数的导数.

(1)y=3 x-x3;
(2)y=sinx-2x2;
(3)y=cosx·lnx;

(4)y=
ex

sinx.

解:(1)y'=(3 x)'-(x3)'=
3
2 x

-3x2.

(2)y'=(sinx-2x2)'=(sinx)'-(2x2)'=cosx
-4x.
(3)y'=(cosx·lnx)'=(cosx)'·lnx+cosx·

(lnx)'=-sinx·lnx+
cosx
x .

(4)y'=
ex

sinx
æ

è
ç

ö

ø
÷'=

(ex)'·sinx-ex·(sinx)'
sin2x =

ex·sinx-ex·cosx
sin2x =

ex(sinx-cosx)
sin2x .
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                1.若函数f(x)=x2-2x-4lnx,则f'(x)>0时x
的取值范围为 (  )
A.(0,+∞) B.(-1,0)∪(2,+∞)
C.(2,+∞) D.(-1,0)

C 解析:由题意知x>0,且f'(x)=2x-2-
4
x.

若f'(x)=
2x2-2x-4

x >0,则x2-x-2>0,

解得x<-1或x>2.又x>0,所以x>2.

2.(新情境)设函数h(x)=
f(x)+5
g(x)

,已知f(2)=5,

f'(2)=3,g(2)=2,g'(2)=1,则h'(2)= (  )

A.-2 B.-1 C.
1
4 D.3

B  解 析: 由 已 知 可 得 h' (x ) =
f'(x)g(x)-g'(x)[f(x)+5]

g2(x)
,

所 以 h'(2)=
f'(2)g(2)-g'(2)[f(2)+5]

g2(2) =

6-10
4 =-1.故选B.

3.(多选)已知曲线y=aex+xlnx 在点(1,ae)处的

切线的方程为y=2x+b,则 (  )
A.a=e B.a=e-1

C.b=1 D.b=-1
BD 解析:令f(x)=aex+xlnx,
则f'(x)=aex+lnx+1,f'(1)=ae+1=2,得a

=
1
e=e

-1.f(1)=ae=2+b,可得b=-1.

4.曲线y=xsinx 在点 -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处的切线与x 轴、

直线x=π所围成的三角形的面积为 (  )

A.
π2

2 B.π2

C.2π2 D.
1
2
(2+π)2

A 解析:曲线y=xsinx 在点 -
π
2
,π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处的切

线的方程为y=-x,所围成的三角形 的 顶 点 为

O(0,0),A(π,0),C(π,-π),所以三角形面积为
π2

2.

5.已知曲线y1=2-
1
x

与y2=x3-x2+2x 在x=x0

处切线的斜率的乘积为3,则x0=    .

1 解析:由题知y'1=
1
x2,y'2=3x2-2x+2,所以

两曲线在x=x0 处切线的斜率分别为
1
x2
0
,3x2

0-

2x0+2,所以
3x2

0-2x0+2
x2
0

=3,所以x0=1.

6.函数f(x)=

1
3x

3-4x,x<0,

-
1
x-lnx,0<x<1.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

若f'(a)=12,

则实数a 的值为    .
1
4

或-4 解析:由题意得

f'(x)=
x2-4,x<0,
1
x2-

1
x
,0<x<1.

ì

î

í
ïï

ïï

因为f'(a)=12,

所以
0<a<1,
1
a2-

1
a=12

ì

î

í
ïï

ïï
或

a<0,
a2-4=12,{ 解得a=

1
4

或a=

-4.
7.(新定义)对于三次函数f(x)=ax3+bx2+cx+d
(a≠0),定义:设f″(x)是函数y=f(x)的导函数

y=f'(x)的导数,若f″(x)=0有实数解x0,则称

点(x0,f(x0))为函数y=f(x)图象的“疑似拐

点”.已知f(x)=x3-3x2+2x-2,则函数f(x)图
象的“疑似拐点”A 的坐标为    .
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(1,-2) 解析:因为f'(x)=3x2-6x+2,所以

f″(x)=6x-6.
令f″(x)=6x-6=0,得x=1,f(1)=13-3+2-
2=-2.所以“疑似拐点”A 的坐标为(1,-2).

8.已知f(x)=x2+ax+b,g(x)=x2+cx+d,又
f(2x+1)=4g(x),且f'(x)=g'(x),f(5)=30,
求g(4).
解:由f(2x+1)=4g(x),得
4x2+2(a+2)x+(a+b+1)=4x2+4cx+4d,
所以a+2=2c①,
a+b+1=4d②.

由f'(x)=g'(x),得2x+a=2x+c,
所以a=c③.
由①与③,得a=c=2.
此时f(x)=x2+2x+b,
由f(5)=30,得25+10+b=30,

所以b=-5.再由②,得d=-
1
2.

从而g(x)=x2+2x-
1
2
,

故g(4)=16+8-
1
2=
47
2.
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5.2.3 简单复合函数的导数
学习任务目标

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解复合函数的概念.(数学抽象)
2.理解复合函数的求导法则.(数学抽象)
3.能求简单的复合函数的导数.(数学运算)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                

1.复合函数的概念

一般地,对于两个函数y=f(u)和u=g(x),如果

通过中间变量u,y 可以表示成x 的函数,那么称这

个函数为函数y=f(u)和u=g(x)的复合函数,
记作y=f(g(x)).

2.复合函数的求导法则

一般地,对于由函数y=f(u)和u=g(x)复合而

成的函数y=f(g(x)),它的导数与函数y=
f(u),u=g(x)的导数间的关系为y'x=y'u·u'x.即
y 对x 的导数等于y 对u 的导数与u 对x 的导数

的乘积.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)函数y=sin2x 是由y=u2 与u=sinx 复合而

成的. (√ )
(2)研究函数y=2lnx时,可引入中间变量u=lnx.

(√ )

(3)若函数y=ln(2x),则y'=
1
2x. (  )

× 提示:y'=
2
2x=

1
x.

(4)y=xcosx 是复合函数. (  )
× 提示:y=xcosx 是两个函数的积.

2.(多选)下列式子正确的是 (  )

A.cos
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷'=-sin

π
6

B.(e2x)'=2e2x

C.(sin3x)'=3cosx

D.[ln(-x+1)]'=
1

x-1

BD 解析:cos
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷'=0,(e2x)'=2e2x,(sin3x)'=

3cos3x,[ln(-x+1)]'=
-1
-x+1=

1
x-1.

所以B,D

正确.
3.请思考并回答下列问题:
(1)借助函数y=ln(2x-1),说明如何分析一个复

合函数是由哪些基本初等函数复合而成的.
提示:计算自变量 x=1时y=ln(2x-1)的函数

值,可分以下两步:

①计算2×1-1=1,用的函数是一次函数u=2x
-1;

②计算y=ln1=0,用的函数是对数函数y=lnu.
据此可知,函数y=ln(2x-1)是由内层一次函数u
=2x-1和外层对数函数y=lnu 复合而成的.
(2)试用两种方法求函数y=sin2x 的导数,由此验

证复合函数的求导法则.
提示:(方法一)函数y=sin2x 可以看作函数y=
sinu 和u=2x 的复合函数,根据复合函数求导法

则有y'x=y'u ·u'x=(sinu)'·(2x)'=2cosu=
2cos2x.
(方法二)因为y=sin2x=2sinxcosx,所以y'=
2cos2x-2sin2x=2cos2x.
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 求较复杂函数的导数

                
1.函数y=(1- x)1+

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的导数为    .

y'=-
1
2x

-32-
1
2x

-12 解析:因为y=(1- x)·

1+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷=1- x+

1
x
-1=x-12-x

1
2,

所以 y'= (x-12 -x
1
2 )'= (x-12 )'- (x

1
2 )'=

-
1
2x

-32-
1
2x

-12.

2.函数y=
cos2x

sinx-cosx
的导数为    .

y'=sinx-cosx 解析:因为y=
cos2x

sinx-cosx=

cos2x-sin2x
sinx-cosx=-sinx-cosx

,所以y'=(-sinx

-cosx)'=sinx-cosx.

3.函数y=
1

1- x
+

1
1+ x

的导数为    .

y'=
2

(1-x)2 
解析:因为y=

1
1- x

+
1

1+ x
=

1+ x
1-x +

1- x
1-x =

2
1-x

,所以y'=
2

(1-x)2.

若待求导函数的函数的解析式比较复杂,则需要对解

析式先变形再求导,例如,将乘积式展开变为和式再

求导,将商式变为乘积式再求导,将三角函数恒等变

形后再求导等.
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 求复合函数的导数

                例1 求下列函数的导数.

(1)y= 2x3-x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

;

(2)y=
1

1-2x2
;

(3)y=sin2 2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷;

(4)y=x 1+x2.

解:(1)y'= 2x3-x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

4
é

ë
êê

ù

û
úú'

=42x3-x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

2x3-x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷'

=42x3-x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

6x2-1-
1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)y'=
1

1-2x2

æ

è
ç

ö

ø
÷
'

=[(1-2x2)-12]'

=-
1
2
(1-2x2)-32·(1-2x2)'

=2x(1-2x2)-32

=
2x

(1-2x2)1-2x2
.

(3)y'= sin2 2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú'

=2sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ · sin2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú'

=2sin2x+
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·cos2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ · 2x+

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷'

=2sin4x+
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(4)y'=(x 1+x2)'

=x' 1+x2+x(1+x2)'

= 1+x2+
x2

1+x2

=
(1+2x2)1+x2

1+x2 .

1.求复合函数的导数的步骤:

2.求复合函数的导数的注意点:
(1)分解得到的函数通常为基本初等函数;
(2)求导时分清是对哪个变量求导;
(3)计算结果尽量简洁.

1.(多选)以下求导正确的是 (  )

A.若f(x)=
x2-1
x2+1

,则f'(x)=
4x

(x2+1)2
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B.若f(x)=e2x,则f'(x)=e2x

C.若f(x)= 2x-1,则f'(x)=
1
2x-1

D.若 f (x)=cos 2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,则 f' (x)=

-sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

AC  解 析:对 于 选 项 A,f' (x ) =
2x(x2+1)-(x2-1)·2x

(x2+1)2 =
4x

(x2+1)2
,故 A 正

确;对于选项B,f'(x)=e2x ·2=2e2x,故B错误;

对于选项C,f'(x)=[(2x-1)
1
2]'=

1
2

·(2x-

1)-
1
2×2=(2x-1)-

1
2=

1
2x-1

,故C正确;对于

选项 D,f'(x)= -sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ·2=-2·

sin2x-
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,故D错误.

2.已知y=ln
 
x+1
x-1

(x>1),则y'=    .

-
1

x2-1
(x>1) 解析:因 为 y=ln

 
x+1
x-1=

lnx+1
x-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

=
1
2ln

x+1
x-1
æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2ln

(x+1)-
1
2ln

(x

-1)(x>1),

所以y'=
1
2×

(x+1)'
x+1 -

1
2×

(x-1)'
x-1 =

1
2(x+1)

-
1

2(x-1)=-
1

x2-1
(x>1).

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

 复合函数求导数运算的应用

                例2 求曲线y=e-5x在点(0,1)处的切线的方程.
解:y'=-5e-5x,曲线在点(0,1)处的切线的斜率k=
y'|x=0=-5,故切线的方程为y-1=-5(x-0),即
5x+y-1=0.
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思考1.若直线l与直线5x+ey=0平行且与本例

中的曲线相切,求直线l的方程.
解:设切点坐标为(x0,y0),因为y'=-5e-5x,由已

知条件得

-5e-5x0=-
5
e
,整理得e-5x0=e-1,所以-5x0=

-1,解得x0=
1
5
,所以y0=e-1=

1
e
,

故直线l的方程为y-
1
e=-

5
e x-

1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,即5x+

ey-2=0.
思考2.将本例中的曲线改为“曲线y=eax”,若此曲

线在点(0,1)处的切线与直线x+2y+1=0垂直,
求实数a 的值.
解:令y=f(x),则曲线y=eax在点(0,1)处的切线

的斜率为f'(0),又切线与直线x+2y+1=0垂直,
所以f'(0)=2.因 为 f(x)=eax,所 以 f'(x)=
(eax)'=eax·(ax)'=aeax,所以f'(0)=ae0=a,故
a=2.

(1)求切线方程时的关键要素为切点,若切点已知便

直接使用,若切点未知则需先设再求.两直线平行与

垂直的关系与直线的斜率密切相关,进而成为解出切

点横坐标的关键条件.
(2)利用导数求参数问题,能较全面地考查导数的应

用,突出了导数的工具性作用.

1.已知f(x)=ln(2x+1)-ax,且f'(2)=-1,则a=
(  )

A.
7
5 B.

6
5

C.-
3
5 D.-

4
5

A 解析:因 为 f(x)=ln(2x+1)-ax,所 以

f'(x)=
2

2x+1-a.所 以f'(2)=
2

2×2+1-a=

-1,解得a=
7
5.故选A.

2.(多选)若直线y=
1
2x+b

是函数f(x)图象的一条

切线,则函数的解析式可以是 (  )

A.f(x)=
1
x

B.f(x)=x4 

C.f(x)=sin
1
2x

D.f(x)=e2x

BCD 解析:直线y=
1
2x+b

的斜率为k=
1
2.

f(x)=
1
x

的导数为f'(x)=-
1
x2,切线的斜率均

小于0,故A不正确;

f(x)=x4的导数为f'(x)=4x3,令4x3=
1
2
,解得

x=
1
2
,故B正确;

f(x)=sin
1
2x 的 导 数 为f'(x)=

1
2cos

1
2x,
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1
2cos

1
2x=

1
2

有解,故C正确;

f(x)=e2x的导数为f'(x)=2e2x,令2e2x=
1
2
,解

得x=-ln2,故D正确.故选BCD.
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􀪋
􀪋

课后素养评价(十七)

                1.(多选)下列函数可以看成是复合函数的是 (  )

A.y=xcosx B.y=
1
lnx

C.y=(2x+3)4 D.y=sin
π
2-x

æ

è
ç

ö

ø
÷

BCD 解析:A中的函数是两函数积的形式,不是

复合函数,B,C,D中的函数均为复合函数.

2.函数y=
1

(3x-1)2
的导数是y'= (  )

A.
6

(3x-1)3 B.
6

(3x-1)2

C.-
6

(3x-1)3 D.-
6

(3x-1)2

C 解析:因为y=
1

(3x-1)2=
(3x-1)-2,

所以y'=-2(3x-1)-3·(3x-1)'=
-6

(3x-1)3.

故选C.
3.函数y=sin2x-cos2x 的导数是y'= (  )

A.22cos2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.cos2x+sinx
C.cos2x-sin2x

D.22cos2x+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

A 解 析:y'=2cos2x +2sin2x =2 2·

cos2x-
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

4.函数y=
1
2
(ex+e-x)的导数是y'= (  )

A.
1
2
(ex-e-x)

B.
1
2
(ex+e-x)

C.ex-e-x

D.ex+e-x

A 解析:y'=
1
2e

xæ

è
ç

ö

ø
÷'+ 1

2e
-xæ

è
ç

ö

ø
÷'=

1
2e

x-
1
2e

-x

=
1
2
(ex-e-x).

5.已 知 函 数 f (x )= ln (3x )+ 4x,则

lim
Δx→0

f(1-2Δx)-f(1)
Δx = (  )

A.5 B.-5
C.-10 D.10
C 解析:由题可得

f'(x)=
1
x+4

,则lim
Δx→0

f(1-2Δx)-f(1)
Δx

=-2lim
Δx→0

f(1-2Δx)-f(1)
-2Δx

=-2f'(1)=-10.故选C.
6.曲线f(x)=x+e2x在点(0,f(0))处的切线的方程为

(  )

A.y=2x B.y=2x+1
C.y=3x D.y=3x+1
D 解析:因为f(x)=x+e2x,所以f'(x)=1+
2e2x,所以f'(0)=1+2=3.
又f(0)=1,所 以 曲 线 f(x)=x+e2x 在 点(0,

f(0))处的切线的方程为y=3x+1.
故选D.

7.函数f(x)= 2x+1,则函数f(x)的图象在x=4
处切线的斜率为    .
1
3 

解析:因 为f(x)= 2x+1,所 以f'(x)=

1
2x+1

,则函数f(x)的图象在x=4处切线的斜

率为f'(4)=
1
3.

8.求下列函数的导数.
(1)y=log2(2x+1);
(2)y=e3x+2.
解:(1)令 u=2x+1,则 y=log2u,所 以 y'u =
1

uln2
,u'x=2,

所以y'x=y'u·u'x=
2

uln2=
2

(2x+1)ln2.

(2)令u=3x+2,则y=eu,所以y'u=eu,u'x=3,
所以y'x=y'u·u'x=3eu=3e3x+2.
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                1.已 知 函 数 f(x)=sin2x-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则 其 导 函 数

f'(x)是 (  )
A.最小正周期为2π的奇函数

B.最小正周期为2π的偶函数

C.最小正周期为π的偶函数

D.最小正周期为π的奇函数

D 解析:f'(x)=2cos2x-
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=2sin2x,最小

正周期T=
2π
2=π

,且为奇函数.

2.(新情境)随着科学技术的发展,放射性同位素已经
广泛应用于医学、航天等众多领域,并取得了显著
的经济效益.假设在某种放射性同位素的衰变过程
中,其含量N(单位:贝克)与时间t(单位:天)满足

函数关系N(t)=N02-
t
24,其中 N0 为t=0时的含

量.已知t=24时,含量的瞬时变化率为-8ln2,则
N(96)= (  )
A.12 B.12ln2
C.24 D.24ln2

C 解析:由 N(t)=N02-
t
24,得 N'(t)=N02-

t
24×

ln2× -
1
24

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为 当t=24 时,N'(24)=N02-
24
24 ×ln2×

-
1
24

æ

è
ç

ö

ø
÷=-8ln2,解得 N0=384,

所以 N(t)=384×2-
t
24,所以当t=96时,N(96)=

384×2-
96
24=384×2-4=24.

3.(多选)下列命题正确的是 (  )
A.若f(x)=xsinx+cos2x,则f'(x)=sinx-
xcosx+2sin2x

B.设函数f(x)=xlnx,若f'(x0)=2,则x0=e
C.已知函数f(x)=3x2e2x,则f'(1)=12e
D.设函数f(x)的导函数为f'(x),且f(x)=x2+

3xf'(2)+lnx,则f'(2)=-
9
4

BD 解析:对A,f'(x)=sinx+xcosx-2sin2x,故
A错误;
对B,f'(x)=lnx+1⇒f'(x0)=lnx0+1=2⇒x0

=e,故B正确;
对C,f(x)=3x2e2x⇒f'(x)=6xe2x+6x2e2x⇒
f'(1)=12e2,故C错误;
对D,f(x)=x2+3xf'(2)+lnx⇒f'(x)=2x+

3f'(2)+
1
x⇒f'

(2)=-
9
4
,故D正确.

4.已知函数y=2ln(x+1)+cosx 的图象在x=0处
的切线的倾斜角为α,则cos2α= (  )

A.
3
10 B.±

3
10 C.

3
5 D.-

3
5

D 解析:因为y=2ln(x+1)+cosx,所以y'=
2

x+1-sinx,

当x=0时,y'=2,即tanα=2,

所 以 cos2α=cos2α-sin2α=
cos2α-sin2α
sin2α+cos2α=

1-tan2α
tan2α+1=-

3
5.

5.若函数f(x)=3x+sin2x,则f'(x)=    .
3xln3+2cos2x 解析:f'(x)=(3x)'+(sin2x)'
=3xln3+(2x)'·cos2x=3xln3+2cos2x.

6.曲线y=f(x)=(2x-2)3 在点(2,8)处的切线与

x 轴、直线x=2所围成的三角形的面积是  
  .
4
3 

解析:设u=2x-2,则f'(x)=(u3)'·u'=

6(2x-2)2,所以f'(2)=6×(4-2)2=24,
所以曲线y=f(x)在点(2,8)处的切线的方程为y
-8=24(x-2),即24x-y-40=0.

所以切线与x 轴的交点是 5
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,与直线x=2的

交点是(2,8),

所以 所 围 成 的 三 角 形 的 面 积 为
1
2× 2-

5
3 ×8

=
4
3.

7.若曲线y=xea-x+bx 在x=2处的切线的方程为

y=(e-1)x+4,则a=    ,b=    .
2 e 解析:因为y=xea-x+bx,
所以y'=(1-x)ea-x+b.
又曲线在x=2处的切线的方程为y=(e-1)x
+4,
所以y'|x=2=(1-2)ea-2+b=e-1,且2(e-1)+
4=2ea-2+2b,
解得b=e,a=2.

8.求函数y=ln(2x+3)的导数,并求函数图象在点

-
1
2
,ln2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处的切线的倾斜角.

解:令y=lnu,u=2x+3,

则y'x=y'u·u'x=(lnu)'·(2x+3)'=
1
u

·2

=
2

2x+3.

当x=-
1
2

时,y'x=
2
3-1=1

,即 函 数 图 象 在 点

-
1
2
,ln2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处的切线的倾斜角的正切值为1,所以倾

斜角为
π
4.
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易错强化练(三)
                练易错

易错点1|用错导数公式或运算法则
[防范要诀]
1.幂函数y=xα 与指数函数y=ax 的形式相近,导数

公式却有很大区别,解题时易混淆导致计算错误.
2.导数乘法与除法法则形式较特别,使用时一定记清

形式与符号,以免出错.
[对点集训]

1.已知函数f(x)=2cosx-f'
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷sinx,则f'

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

(  )

A.
2
 
3
3 B.-

2
 
3
3

C.2 D.-2

B 解析:因为f(x)=2cosx-f'
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷sinx,所以

f'(x)=-2sinx-f'
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷cosx,

故f'
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-2sin

π
3-f'

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷cos

π
3
,即 f'

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

=-
 
3-

1
2f'

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以f'

π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

2
 
3
3 .故选B.

2.下列求导运算正确的是 (  )

A.x
lnx
æ

è
ç

ö

ø
÷'=
lnx+1
(lnx)2

B.(x2+3x)'=2x+3xlg3
C.(xcosx)'=-sinx

D.x-
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷'=1+

1
x2

D 解:对 于 A 项, x
lnx
æ

è
ç

ö

ø
÷'=

x'lnx-x(lnx)'
(lnx)2 =

lnx-1
(lnx)2

,故A项错误;

对于 B 项,(x2+3x)'=(x2)'+(3x)'=2x+
3xln3,故B项错误;
对于C项,(xcosx)'=x'cosx+x(cosx)'=cosx
-xsinx,故C项错误;

对于D项,x-
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷'=x'- 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷'=1- -

1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷=1

+
1
x2,故D项正确.

易错点2|对复合函数求导时层次不清
[防范要诀]
1.对较复杂的函数求导时,先判断该函数是否为复合

函数.
2.若一个函数是复合函数,求导时要先明确函数的构

成,分清内层函数和外层函数,合理换元.

[对点集训]
3.(多选)下列结论中不正确的是 (  )

A.若y=cos
1
x
,则y'=-

1
xsin

1
x

B.若y=sinx2,则y'=2xcosx2

C.若y=cos5x,则y'=-sin5x

D.若y=
1
2xsin2x

,则y'=xsin2x

ACD 解析:对于A,y=cos
1
x
,则y'=

1
x2sin

1
x
,

故A错误;对于B,y=sinx2,则y'=2xcosx2,故
B正确;对于C,y=cos5x,则y'=-5sin5x,故C

错误;对于 D,y=
1
2xsin2x

,则y'=
1
2sin2x+

xcos2x,故D错误.
4.若f(x)=log3(2x-1),则f'(2)=    .
2
3ln3 

解析:因 为 f'(x)=[log3(2x-1)]'=

1
(2x-1)ln3

(2x-1)'=
2

(2x-1)ln3
,所以f'(2)

=
2
3ln3.

易错点3|混淆曲线“在某点”与“过某点”的
切线

[防范要诀]
曲线“在某点”处的切线是以该点为切点的直线,它只

有一条;曲线“过某点”的切线,该点一定在切线上,但
不一定在曲线上,这样的切线可能不止一条.
[对点集训]
5.若函数f(x)=3x+lnx 的图象在点(1,f(1))处

的切线与直线x+ay+1=0平行,则a= (  )

A.-
1
4 B.

1
4

C.-4 D.4
A 解析:由函数f(x)=3x+lnx(x>0),

得f'(x)=3+
1
x
,所以f'(1)=3+

1
1=4.

因为函数f(x)=3x+lnx 的图象在点(1,f(1))
处的切线与直线x+ay+1=0平行,由导数的几何

意义得-
1
a=4

,所以a=-
1
4.

6.(多选)曲线C:y=x·ex 过点A(a,0)的切线有且

仅有两条,则实数a 的值可能是 (  )

A.0 B.2
C.-lne5 D.e
BCD 解析:设切点坐标为(x0,x0ex0),因为y'=
(x+1)ex,所以y'|x=x0=(x0+1)ex0,所以切线方

程为y-x0ex0=(x0+1)ex0(x-x0).将A(a,0)代
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入可得-x0ex0=(x0+1)ex0(a-x0),化简得x2
0-

ax0-a=0.曲线C 过点A(a,0)的切线有且仅有两

条,即方程x2
0-ax0-a=0有两个不同的解,则Δ

=a2+4a>0,解得a>0或a<-4,故实数a 的取

值范围是(-∞,-4)∪(0,+∞).
-lne5=-5lne=-5,所以对选项逐一判断可知

B,C,D正确.
练疑难
1.某市在一次降雨过程中,降雨量y(单位:mm)与时

间t(单位:min)的函数关系可近似地表示为y=

f(t)= 10t,则在t=40min时的降雨强度为

(  )
A.20mm/min B.400mm/min

C.
1
2 mm

/min D.
1
4 mm

/min

D 解析:因为f'(t)=
1

2 10t
·10=

5
10t
,所以

f'(40)=
5
400

=
1
4.

2.函数y=
sin2x

x
的导数为 (  )

A.y'=
cos2x

x
-
sin2x
2x x

B.y'=
2cos2x

x
-
sin2x
2x x

C.y'=
2cosx

x
-
sin2x
2x x

D.y'=
2cos2x

x
-
sin2x
x x

B 解析:因为y=
sin2x

x
(x>0),

所以y'=
x(sin2x)'-(x)'sin2x

(x)2

=
2 xcos2x-

1
2 x

sin2x

x

=
2cos2x

x
-
sin2x
2x x

.

3.若曲线y=x4 的一条切线l与直线x+4y-8=0
垂直,则l的方程为 (  )
A.4x-y-3=0 B.x+4y-5=0
C.4x-y+3=0 D.x+4y+3=0
A 解析:因为l与直线x+4y-8=0垂直,
所以kl=4.
因为y'=4x3,令4x3=4得x=1,所以切点为(1,
1),
所以切线方程为y-1=4(x-1),即4x-y-3
=0.

4.(多选)若以曲线y=f(x)上任意一点M(x,y)为
切点作切线l,曲线上总存在异于点M 的点N(x',
y'),使得曲线以点 N 为切点的切线l'满足l∥l',
则称曲线y=f(x)具有“可平行性”,下列曲线具有

“可平行性”的是 (  )

A.y=x+
1
x B.y=x3-x

C.y=sinx D.y=(x-2)2+lnx
AC 解析:由题意得,曲线具有“可平行性”的条件

是方程y'=a(a 是导数值)至少有两个根.对于A,

由y'=1-
1
x2=a(x≠0且a≠1),即

1
x2=1-a,此

方程有两个不同的实根,符合题意;对于B,由y'=
3x2-1知,当y'=-1时,x 的取值唯一,只有0,不
符合题意;对于C,由y'=cosx和三角函数的周期

性知,cosx=a(-1≤a≤1)的解有无穷多个,符合

题意;对于D,由y'=2x-4+
1
x
(x>0),令2x-4

+
1
x=a

,则有2x2-(4+a)x+1=0,当Δ=0时,

解唯一,不符合题意.故选AC.
5.函数y=f(x)的图象如图所示,f'(x)是函数

f(x)的导函数,则下列大小关系正确的是 (  )

A.2f'(4)<f(4)-f(2)<2f'(2)
B.2f'(2)<f(4)-f(2)<2f'(4)
C.2f'(4)<2f'(2)<f(4)-f(2)
D.f(4)-f(2)<2f'(4)<2f'(2)
B 解析:如图所示,由图象可知f(x)在(0,+∞)
上单调递增,k1<kAB<k2,

故f'(2)<
f(4)-f(2)
4-2 <f'(4),即2f'(2)<f(4)

-f(2)<2f'(4).

6.已知点P 在曲线y=
4

ex+1
上,α 为曲线在点P 处

的切线的倾斜角,则α的取值范围是 (  )

A.0,
π
4

é

ë
êê

ö

ø
÷ B.π4

,π
2

é

ë
êê

ö

ø
÷

C.π2
,3π
4

æ

è
ç

ù

û
úú D.3π4

,π
é

ë
êê

ö

ø
÷
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D 解析:因为y'=
-4ex
(ex+1)2=

-4

ex+2+
1
ex
≥-1,

当且仅当ex=1,即x=0时等号成立,又y'<0,则

-1≤tanα<0,所以
3π
4≤α<π.

7.已知f(x)=eπxsinπx,则f'
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=    .

πe
π
2 解析:因为f'(x)=πeπxsinπx+πeπxcosπx

=πeπx(sinπx+cosπx),

所以f'
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=πe

π
2 sin

π
2+cos

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=πe

π
2.

8.点P 是函数y=4x2 的图象上一个动点,当点P 到

直线y=4x-5的距离最短时,点P 的坐标为  
  ,这个最短的距离为    .

1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 
4
 
17
17  解析:设P(m,4m2),又y'=8x,

则过点P 的切线的斜率k=y'|x=m=8m.
当过点P 的切线平行于直线y=4x-5时,点P 到

直线y=4x-5的距离最短.

令8m=4,解得m=
1
2
,此时P 1

2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,它到直线y

=4x-5的距离d=

1
2×4-1-5

42+1
=
4 17
17 .

9.(2022·新高考全国Ⅱ卷)曲线y=ln|x|过坐标原

点的两条切线的方程为     ,    .

y=
1
ex y=-

1
ex 

解析:(方法一:化为分段函

数,分段求)因为y=ln|x|,
当x>0时y=lnx,设切点为(x0,lnx0),由y'=
1
x
,得y'|x=x0=

1
x0
,所以切线方程为y-lnx0=

1
x0

(x-x0).

又切线过坐标原点,所以 -lnx0=
1
x0
(-x0),解得

x0=e,所以切线方程为y-1=
1
e
(x-e),即y=

1
ex
;

当x<0时y=ln(-x),设切点为(x1,ln(-x1)),

由y'=
1
x
,得y'|x=x1=

1
x1
,所以切线方程为y-ln

(-x1)=
1
x1
(x-x1).

又切线过坐标原点,所以-ln(-x1)=
1
x1
(-x1),

解得x1=-e,所以切线方程为y-1=
1
-e
(x+e),

即y=-
1
ex.

(方法二:根据函数图象的对称性,数形结合)当x

>0时y=lnx,设切点为(x0,lnx0),由y'=
1
x
,得

y'|x=x0=
1
x0
,所以切线方程为y-lnx0=

1
x0
(x-

x0).

又切线过坐标原点,所以-lnx0=
1
x0
(-x0),解得

x0=e,所以切线方程为y-1=
1
e
(x-e),即y=

1
ex.

如图,因 为y=ln|x|是 偶 函 数,图 象 关 于 y 轴

对称,

所以求x<0时图象过坐标原点的切线,只需找到

直线y=
1
ex

关于y 轴的对称直线y=-
1
ex

即可.

10.吹气球时,气球半径r 将随气球内空气体积V 的

增加而增大.
(1)写出气球半径r 关于气球内空气体积V 的函

数解析式;
(2)求V=1时,气球的瞬时膨胀率(即气球半径关

于气球内空气体积的瞬时变化率).

解:(1)利用球的体积公式可得V=
4
3πr

3,

所以r3=
3V
4π
,

所以气球半径r关于气球内空气体积V 的函数解

析式为r=
3
3V
4π
(V>0).

(2)由 (1)知 r=
3
3V
4π
(V >0),所 以 r'=

3V
4π

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3é

ë
êê

ù

û
úú'=

1
3
3V
4π

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3-1

· 3V
4π

æ

è
ç

ö

ø
÷'=

1
3

3
3
4πV2,

当V=1时,r'=
1
3

3
3
4π
,

即V=1时,气球的瞬时膨胀率为
1
3

3
3
4π.

11.已知曲线y=x+lnx 在点(1,1)处的切线与曲线

y=ax2+(a+2)x+1相切,求a 的值.

解:因为y=x+lnx,所以y'=1+
1
x
,y'|x=1=2,

所以曲线y=x+lnx 在点(1,1)处的切线的方程

为y-1=2(x-1),即y=2x-1.
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又因为直线y=2x-1与曲线y=ax2+(a+2)x
+1相切,
所以a≠0(当a=0时,曲线变为直线y=2x+1,
与已知直线平行).

由
y=2x-1,
y=ax2+(a+2)x+1,{ 消去y 得ax2+ax+2

=0.
由Δ=a2-8a=0得a=8.

12.设函数f(x)=ax-
b
x
,曲线y=f(x)在点(2,

f(2))处的切线的方程为7x-4y-12=0.
(1)求f(x)的解析式;
(2)证明:曲线y=f(x)上任一点处的切线与直线

x=0和y=x 所围成的三角形的面积为定值,并
求此定值.

(1)解:方程7x-4y-12=0可化为y=
7
4x-3.

当x=2时,y=
1
2.又f'(x)=a+

b
x2,

所以
2a-

b
2=

1
2
,

a+
b
4=

7
4
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
a=1,
b=3.{

故f(x)=x-
3
x.

(2)证明:设点P(x0,y0)为曲线上任一点,

由y'=1+
3
x2知曲线y=f(x)在点P(x0,y0)处

的切线的方程为y-y0= 1+
3
x2
0

æ

è
ç

ö

ø
÷(x-x0),

即y- x0-
3
x0

æ

è
ç

ö

ø
÷= 1+

3
x2
0

æ

è
ç

ö

ø
÷(x-x0).

令x=0,得y=-
6
x0
,

从而得切线与直线x=0的交点坐标为 0,-
6
x0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

令y=x,得y=x=2x0,
从而 得 切 线 与 直 线y=x 的 交 点 坐 标 为(2x0,
2x0).
所以曲线在点P(x0,y0)处的切线与直线x=0和

y=x 所围成的三角形的面积为
1
2

· -
6
x0

·

|2x0|=6.
故曲线y=f(x)上任一点处的切线与直线x=0
和y=x 所围成的三角形的面积为定值,此定值

为6.
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5.3　导数在研究函数中的应用

5.3.1 函数的单调性

第1课时 函数的单调性

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.结合实例,借助几何直观了解函数的单调性与导数的关系.(直观想象)
2.能利用导数研究函数的单调性.(数学运算)
3.能求不超过三次的多项式函数的单调区间.(数学运算)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                

函数的单调性与导数

在区间(a,b)内,函数y=f(x)的单调性与其导数

f'(x)的关系:

f'(x)的正负 f(x)的单调性

f'(x)>0 单调递增

f'(x)<0 单调递减

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)对于函数y=f(x),在区间I 上,若f'(x)<0,
则f(x)在I上单调递减. (√ )

(2)对于函数y=f(x),在区间I 上,若f(x)是单

调递增的,则f'(x)>0. (  )
× 提示:f'(x)=0也有可能,如y=x3.
(3)函数在某个区间上变化越快,函数在这个区间

上的导数的绝对值越大. (√ )

2.函数y=f(x)的图象如图所示,则在区间(1,3)
内,有 (  )
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A.f'(x)>0 
B.f'(x)<0
C.f'(x)=0 
D.f'(x)的符号不确定

B 解析:在区间(1,3)内,函数y=f(x)的图象是

下降的,函数单调递减,所以f'(x)<0.
3.请思考并回答下列问题:
(1)如果在某个区间内恒有f'(x)=0,那么函数y

=f(x)在这个区间内是什么函数?
提示:常数函数.
(2)在区间(a,b)内,若f'(x)>0,则f(x)在此区

间上单调递增,反之也成立吗?
提示:不一定成立.比如y=x3 在R上为增函数,但
其在x=0处的导数等于零,也就是说f'(x)>0是

y=f(x)在某个区间上单调递增的充分不 必 要

条件.
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 由图象理解导数的正负与函数的单调性

                1.设函数f(x)的图象如图所示,则导函数f'(x)的图

象可能为 (  )

A

  

B

C

  

D

C 解析:因为f(x)在(-∞,1),(4,+∞)上单调

递减,在(1,4)上单调递增,所以当x<1或x>4
时,f'(x)<0,当1<x<4时,f'(x)>0.故选C.

2.设函数f(x)在定义域内可导,y=f(x)的图象如

图所示,则导函数y=f'(x)的图象可能为 (  )

A

  

B

C

  

D

C 解析:由题图可知,函数f(x)在(-∞,0)上单

调递减,所以y=f'(x)<0在(-∞,0)上恒成立,
排除选项B和D;函数f(x)在(0,+∞)上先单调

递减,后单调递增,再单调递减,所以y=f'(x)在
(0,+∞)上应先为负,后为正,再为负,即选项A错

误,C正确.故选C.
3.(多选)已知函数f(x)的导函数的图象如图所示,则

(  )

A.函数y=f(x)在(-∞,-1)上单调递增

B.函数y=f(x)在(5,+∞)上单调递增

C.f'(3)<f'(5)

D.f(-1)<f(3)

BD 解析:当x∈(-∞,-1)时,f'(x)<0,则函

数y=f(x)在(-∞,-1)上单调递减,故A错误;
同理,函数y=f(x)在(5,+∞)上单调递增,故B
正确;由题图可知,f'(3)=f'(5)=0,故C错误;函
数y=f(x)在[-1,3]上单调递增,则f(-1)<
f(3),故D正确.故选BD.

4.已知函数f(x)=ax3+bx2+cx+d,其图象如图

所示,f'(x)为函数 f(x)的 导 函 数,则 不 等 式

xf'(x)<0的解集为    .
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{x|x<- 3,或0<x< 3} 解析:由题图,知

f(x)在(-∞,- 3)和(3,+∞)上单调递增,在

(- 3,3)上单调递减.所以当x∈(-∞,- 3)或

x∈(3,+∞)时,f'(x)>0;当x∈(- 3,3)时,

f'(x)<0.故不等式xf'(x)<0的解集为{x|x<

- 3,或0<x< 3}.

研究函数与导函数的图象之间关系的方法

研究一个函数的图象与其导函数图象之间的关系时,
注意抓住各自的关键要素.对于原函数,要注意其图

象在哪个区间内单调递增,在哪个区间内单调递减;
而对于导函数,则应注意其函数值在哪个区间内大于

零,在哪个区间内小于零,并分析这些区间与原函数

的单调区间是否一致.
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 函数的单调性与导数的关系

                例1 (1)函数f(x)=cosx-x 在(0,π)上的单调性

是 (  )

A.先增后减 B.先减后增

C.单调递增 D.单调递减

(2)利用导数判断下列函数的单调性.

①f(x)=
1
3x

3-x2+2x-5;

②f(x)=x-ex(x>0).
(1)D 解析:易知f'(x)=-sinx-1,x∈(0,π),所
以f'(x)<0,则f(x)=cosx-x 在(0,π)上单调

递减.

(2)解:①因为f(x)=
1
3x

3-x2+2x-5,x∈R,

所以f'(x)=x2-2x+2=(x-1)2+1>0,

所以函数f(x)=
1
3x3-x2+2x-5在 R 上单调

递增.
②因为f(x)=x-ex,x∈(0,+∞),所以f'(x)=
1-ex<0,所以f(x)=x-ex 在(0,+∞)上单调

递减.

运用导数研究函数单调性的方法

利用导数判断或证明函数的单调性时,一般是先确定

函数的定义域,再求导数,最后判断导数在所给区间

上的符号,从而确定函数的单调性.

1.(多选)下列函数中,在(-∞,+∞)上单调递增的

函数有 (  )
A.f(x)=x4 B.f(x)=x-sinx
C.f(x)=xex D.f(x)=ex-e-x-2x
BD 解析:对于A选项,由f(x)=x4得f'(x)=
4x3,当x>0时,f'(x)=4x3>0,则f(x)单调递

增;当x<0时,f'(x)=4x3<0,则f(x)单调递减,
故排除A.对 于 B选 项,由 f(x)=x-sinx 得

f'(x)=1-cosx≥0,显然f'(x)不恒为零,所以

f(x)=x-sinx 在(-∞,+∞)上单调递增,故B
满足题意.对于C选项,由f(x)=xex 得f'(x)=
(1+x)ex,当x>-1时,f'(x)>0,则f(x)单调递

增;当x<-1时,f'(x)<0,则f(x)单调递减,故
排除C.对于D选项,由f(x)=ex-e-x-2x,得

f'(x)=ex+e-x-2≥2 ex·e-x -2=0,显 然

f'(x)不 恒 为 零,所 以f(x)=ex-e-x-2x 在

(-∞,+∞)上单调递增,故D满足题意.故选BD.
2.利用导数判断函数f(x)=lnx+ex 在其定义域上

的单调性.
解:函数的定义域为(0,+∞).

因为f'(x)=(lnx+ex)'=
1
x+e

x,

所以当x∈(0,+∞)时,
1
x>0

,ex>1>0,

所以f'(x)>0,
所以f(x)=lnx+ex 在其定义域上单调递增.
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 利用导数求函数的单调区间

                例2 求下列函数的单调区间.
(1)f(x)=2x3+3x2-36x+1;

(2)f(x)=
lnx
x .

解:(1)f'(x)=6x2+6x-36=6(x-2)(x+3).

由f'(x)>0,解得x<-3或x>2;
由f'(x)<0,解得 -3<x<2.
故f(x)的单调递增区间是(-∞,-3),(2,+∞),单
调递减区间是(-3,2).
(2)函数的定义域为(0,+∞),

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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f'(x)=

1
x

·x-lnx

x2 =
1-lnx

x2 .

令f'(x)>0,即
1-lnx

x2 >0,则lnx<1,解得0<x

<e;

令f'(x)<0,即
1-lnx

x2 <0,则lnx>1,解得x>e.

故f(x)的单调递增区间是(0,e),单调递减区间是

(e,+∞).
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.求导后通常要把导函数化成什么结构形式,
更有利于判断导函数的符号?
提示:通常要利用通分、配方、因式分解等方法将导

数化为非负(正)项之和、连乘式、分式等易于判断符

号的结构形式.
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
􀪋思考2.将本例(2)的函数改为“f(x)=xlnx”,试求

此函数的单调区间.
解:函数f(x)=xlnx 的定义域为(0,+∞),f'(x)

=x'lnx+x(lnx)'=lnx+x·1
x=lnx+1.

令f'(x)>0,则lnx>-1,解得x>
1
e
;

令f'(x)<0,则lnx<-1,解得0<x<
1
e.

故f(x)的单调递增区间是 1
e
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷,单调递减区

间是 0,
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷.

利用导数求函数f(x)的单调区间的关注点

(1)应先确定函数的定义域,忽视定义域研究单调性

与单调区间是无意义的.

(2)实质上是转化为解不等式f'(x)>0或f'(x)<
0,不等式的解集就是函数的单调区间.
(3)如果函数的单调区间不唯一,中间应用“,”或“和”
隔开,不可用“∪”连接.

求下列函数的单调区间.
(1)f(x)=x3-3x+1;
(2)f(x)=x2e-x.
解:(1)函数的定义域为R,f'(x)=3x2-3.
令f'(x)>0,则3x2-3>0,
即3(x+1)(x-1)>0,解得x>1或x<-1;
令f'(x)<0,则3(x+1)(x-1)<0,解得-1<x
<1.
所以函数f(x)的单调递增区间为(-∞,-1)和(1,

+∞),单调递减区间为(-1,1).
(2)易 知 函 数 的 定 义 域 为 R,f'(x)=(x2)'e-x+
x2(e-x)'=2xe-x-x2e-x=(2x-x2)e-x.
令f'(x)=0,得x=0或x=2,当x 变化时,f'(x),

f(x)的变化情况如下表:

x (-∞,0) 0 (0,2) 2 (2,+∞)

f'(x) - 0 + 0 -

f(x) 单调递减 f(0)=0 单调递增 f(2)=
4
e2

单调递减

所以f(x)的单调递减区间为(-∞,0)和(2,+∞),
单调递增区间为(0,2).
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课后素养评价(十八)

                1.如图所示,已知y=f'(x)的图象,则函数y=f(x)

的单调递减区间是 (  )

A.(-∞,-1)

B.(-2,0)

C.(-2,0),(2,+∞)

D.(-∞,-1),(1,+∞)

C 解析:由导函数图象知,当-2<x<0或x>2
时,f'(x)<0,所以f(x)的单调递减区间是(-2,

0)和(2,+∞).故选C.

2.函数y=4x2+
1
x

的单调递增区间是 (  )
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A.(0,+∞) B.(-∞,1)

C.12
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.(1,+∞)

C 解析:因为y=f(x)=4x2+
1
x
,x∈(-∞,0)

∪(0,+∞),所以f'(x)=8x-
1
x2=

8x3-1
x2 .令

f'(x)>0,解得x>
1
2
,所以函数y=4x2+

1
x

的单

调递增区间是 1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.

3.下列函数中,在区间(-1,1)上单调递减的是

(  )

A.y=2-3x2 B.y=lnx

C.y=
1

x-2 D.y=sinx

C 解析:对于函数y=
1

x-2
,其导数y'=

-1
(x-2)2

<0,且函数在区间(-1,1)上有意义,所以函数y

=
1

x-2
在区间(-1,1)上单调递减,其余选项都不

符合要求.
4.已知函数y=f(x)的图象如图所示,则其导函数

y=f'(x)的图象可能是 (  )

    A          B

    C          D
A 解析:对于A,随着x 的递增,y=f'(x)的符号

变化情况依次为大于零、小于零、大于零、小于零,
反映在函数y=f(x)的图象上,即得y=f(x)的
单调性变化情况为增、减、增、减,区间端点也大致

吻合,故A正确.

5.已知函数f(x)=
x
ex
,则f(x) (  )

A.在(0,1)上单调递增

B.在(1,2)上单调递增

C.在(-∞,1)上单调递减

D.在(0,+∞)上单调递减

A 解析:由题可得f'(x)=
1-x
ex
,令f'(x)=0得

x=1,所以f(x)在(-∞,1)上单调递增,在(1,

+∞)上单调递减.故选A.

6.函数f(x)=
1
2x+sinx,x∈(0,π)的单调递增区

间是    .

0,
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:因 为 f(x)=

1
2x+sinx,所 以

f'(x)=
1
2+cosx.

令f'(x)>0,得cosx>-
1
2.又因为x∈(0,π),所

以0<x<
2π
3.

所以函 数 f(x)=
1
2x+sinx 的 单 调 递 增 区 间

为 0,
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

7.函数y=
1
2x

2-lnx 的单调递减区间为    .

(0,1] 解析:该函数的定义域为(0,+∞),由y'=

x-
1
x≤0

,得0<x≤1,所以函数的单调递减区间

为(0,1].

8.求函数f(x)=
x2+1
x-1

的单调区间.

解:f(x)的定义域为{x|x∈R且x≠1},

对f(x)求 导 得f'(x)=
2x(x-1)-(x2+1)

(x-1)2 =

x2-2x-1
(x-1)2 =

[x-(1- 2)][x-(1+ 2)]
(x-1)2 .

令f'(x)>0,解得x>1+ 2或x<1- 2;

令f'(x)<0,解得1- 2<x<1或1<x<1+ 2.

所以f(x)的单调递增区间是(-∞,1- 2)和(1+

2,+∞);单调递减区间是(1- 2,1)和(1,1+

2).
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                1.已知函数f(x)的导函数f'(x)的图象如图所示,
那么函数f(x)的图象最有可能是 (  )

    A        B

    C        D
A 解析:由f'(x)的符号易判断,选A.

2.已知函数f(x)=x3+ax2+bx+c(a,b,c∈R),若

a2-3b<0,则f(x)是 (  )

A.减函数

B.增函数

C.常函数

D.既不是减函数也不是增函数

B 解析:由题意知f'(x)=3x2+2ax+b,则方程

3x2+2ax+b=0的根的判别式Δ=4a2-12b=
4(a2-3b)<0,故f'(x)>0在 R 上 恒 成 立,即

f(x)在R上为增函数.
3.函数f(x)=x-2sinx+1,x∈(0,π)的单调递增

区间是 (  )

A.0,
π
6

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.π6

,π
æ

è
ç

ö

ø
÷

C.0,
π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.π3

,π
æ

è
ç

ö

ø
÷

D 解析:对f(x)=x-2sinx+1求导,得f'(x)

=1-2cosx.

令f'(x)>0,得cosx<
1
2.

因为x∈(0,π),所以
π
3<x<π

,

故f(x)的单调递增区间为 π
3
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷.

4.(多选)(新定义)如果对定义在 R上的奇函数y=
f(x),对 任 意 两 个 不 相 等 的 实 数 x1,x2,都 有

x1f(x1)+x2f(x2)>x1f(x2)+x2f(x1),则称

函数y=f(x)为“H函数”.下列函数为H函数的是

(  )

A.f(x)=sinx
B.f(x)=ex

C.f(x)=x3+3x
D.f(x)=x|x|
CD 解析:因为x1f(x1)+x2f(x2)>x1f(x2)+
x2f(x1),所以(x1-x2)(f(x1)-f(x2))>0,即

f(x)在R上单调递增.
对于A,由于f(x)=sinx 在 R上不具有单调性,
故排除 A;对于B,易知f(x)=ex 为非奇非偶函

数,故排除B;对于C,f(x)=x3+3x,f'(x)=3x2

+3>0,所以f(x)在 R上单调递增,满足题意;对
于D,易知f(x)=x|x|在[0,+∞)上单调递增.又

f(x)是奇函数,故f(x)在 R 上单调递增,满足

题意.
5.函数f(x)=1+x-sinx 在区间(0,2π)上单调

递    .(填“增”或“减”)
增 解析:因为f'(x)=1-cosx>0,所以f(x)在
(0,2π)上单调递增.

6.函数f(x)=x2-5x+2ln(2x)的单调递增区间是

    .

0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,(2,+∞) 解析:易知f(x)的定义域是

(0,+∞),

对f(x)求导,得f'(x)=
(2x-1)(x-2)

x .

由f'(x)>0,得x>2或0<x<
1
2
,

故f(x)的单调递增区间是 0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,(2,+∞).

7.判断函数f(x)=2x(ex-1)-x2 的单调性.
解:函数f(x)的定义域为 R,f'(x)=2(ex-1+
xex-x)=2(ex-1)(x+1).
当x∈(-∞,-1)时,f'(x)>0;
当x∈(-1,0)时,f'(x)<0;
当x∈(0,+∞)时,f'(x)>0.
所以函数f(x)在(-∞,-1)和(0,+∞)上单调递

增,在(-1,0)上单调递减.
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第2课时 函数的单调性的应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.进一步理解函数的导数和其单调性的关系.(数学抽象)
  2.能求简单的含参数的函数的单调区间.(数学运算)
  3.能根据函数的单调性求参数的取值范围.(逻辑推理)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                

1.判断函数y=f(x)的单调性的步骤

第1步,确定函数的定义域;
第2步,求出导数f'(x)的零点;
第3步,用f'(x)的零点将f(x)的定义域划分为
若干个区间,列表给出f'(x)在各区间上的 正负,
由此得出函数y=f(x)在定义域内的单调性.

2.导数的绝对值与函数值变化的关系

一般地,设函数y=f(x),在区间(a,b)上:

导数的绝对值 函数值变化 函数的图象

越大 较快 比较“陡峭”(向上或向下)

越小 较慢 比较“平缓”(向上或向下)

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)利用导数求函数的单调区间时,要先确定函数
的定义域. (√ )
(2)如图,函数y=f(x)的图象在(0,a)内“陡峭”,
在(a,+∞)内“平缓”. (√ )

(3)函数y=ax3-1(a∈R)在R上单调递增.
(  )

× 提示:y'=3ax2.当a>0时,y'≥0,仅在x=0
时y'=0,所以函数在 R上单调递增;当a<0时,

y'≤0,仅在x=0时y'=0,所以函数在 R上单调

递减;当a=0时,y'=0,函 数 在 R 上 不 具 备 单

调性.
2.已知f'(x)是f(x)的导函数,f'(x)的图象如图所

示,则f(x)的图象只可能是 (  )

A
 

B
 

C
 

D

D 解析:从 f'(x)的 图 象 可 以 看 出,在 区 间

a,
a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内,导 函 数 单 调 递 增;在 区 间

a+b
2
,bæ

è
ç

ö

ø
÷ 内,导函数单调递减.所以函数f(x)的图

象在 a,
a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内越来越陡,在 a+b

2
,bæ

è
ç

ö

ø
÷ 内越来越

平缓,由此可知,只有选项D符合.
3.请思考并回答下列问题:
(1)若在某区间上有有限个点使f'(x)=0,其余的

点恒有f'(x)>0,则f(x)仍为增函数吗?
提示:f(x)仍为增函数(减函数的情形类似).
(2)可导函数f(x)在区间(a,b)上单调递增的充要

条件是什么?
提示:可导函数f(x)在区间(a,b)上单调递增的充

要条件是对任意的x∈(a,b),都有f'(x)≥0,且
在(a,b)内的任一非空子区间上f'(x)不恒为0.
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 含参数函数的单调性

                讨论下列函数的单调性.

(1)f(x)=-
1
3ax

3+x2+1(a≤0);

(2)f(x)=lnx-ax2+(2-a)x.

解:(1)①当a=0时,f(x)=x2+1,其在(-∞,0)上

单调递减,在(0,+∞)上单调递增.

②当a<0时,f'(x)=-ax2+2x.
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令f'(x)>0,即(-ax+2)x>0,则 x-
2
a

æ

è
ç

ö

ø
÷x>0,

解得x>0或x<
2
a
;

令f'(x)<0,即(-ax+2)x<0,则 x-
2
a

æ

è
ç

ö

ø
÷x<0,

解得
2
a<x<0.

故f(x)在 -∞,
2
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和(0,+∞)上 单 调 递 增,在

2
a
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减.

综上所述,当a=0时,f(x)在(0,+∞)上单调递增,
在(- ∞,0)上 单 调 递 减;当 a<0 时,f(x)在

-∞,
2
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和(0,+∞)上单调递增,在 2

a
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调

递减.
(2)f(x)的定义域为(0,+∞),

f'(x)=
1
x-2ax+2-a=

-(2x+1)(ax-1)
x .

①若a≤0,则f'(x)>0,所以f(x)在(0,+∞)上单

调递增;

②若 a>0,由 f'(x)=0 得 x=
1
a
,则 当 x∈

0,
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)>0,当 x∈ 1

a
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)

<0,

所以f(x)在 0,
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增,在 1

a
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单

调递减.
综上所述,当a≤0时,f(x)在(0,+∞)上单调递增;

当a >0 时,f (x)在 0,
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 增,在

1
a
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减.

讨论含参函数的单调性的关键点

(1)涉及含参数的函数的单调性问题,一定要判断参

数对导数f'(x)在某一区间内的正负是否有影响.若
有影响,则必须分类讨论,讨论时要做到不重不漏,最
后进行总结.
(2)求含参函数y=f(x)的单调区间,实质上就是解

含参数的不等式f'(x)>0,f'(x)<0.
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 已知函数的单调性求参数

                例1 (1)已知函数f(x)=x3-ax-1为 R上的增

函数,则实数a 的取值范围是    .
(2)已知函数f(x)=2x2-lnx,若f(x)在区间

(2m,m+1)上单调递增,求实数m 的取值范围.
(1)(-∞,0] 解析:由已知得f'(x)=3x2-a,
因为f(x)在R上是增函数,
所以f'(x)=3x2-a≥0在R上恒成立,
即a≤3x2 对任意x∈R恒成立.因为3x2≥0,所以只

需a≤0.
又因为a=0时,f'(x)=3x2≥0,f(x)=x3-1在 R
上是增函数,所以a≤0,即a 的取值范围为(-∞,
0].
(2)解:f(x)=2x2-lnx 的 定 义 域 为(0,+∞),

f'(x)=4x-
1
x.

令f'(x)>0,即4x-
1
x>0

,解得x>
1
2.

所以f(x)的单调递增区间为 1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为f(x)在 区 间(2m,m+1)上 单 调 递 增,所 以

(2m,m+1)⊆ 1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以
m+1>2m,

2m≥
1
2
,

ì

î

í
ïï

ïï
解得

1
4≤m<1.

因此,实数m 的取值范围是 1
4
,1

é

ë
êê

ö

ø
÷.
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思考1.若本例(1)的函数在(-1,1)上单调递减,求
实数a 的取值范围.
解:由题意可知f'(x)=3x2-a≤0在(-1,1)上恒

成立,所以
f'(-1)≤0,
f'(1)≤0,{ 即

3-a≤0,
3-a≤0,{ 所以a≥3,即

实数a 的取值范围是[3,+∞).
思考2.若本例(1)的函数的单调递减区间为(-1,
1),求实数a 的值.
解:f'(x)=3x2-a,
当a≤0时,f'(x)≥0,
所以f(x)在R上为增函数,不满足题意.
当a>0时,

令f'(x)<0,得-
3a
3 <x<

3a
3
,

所以函数f(x)的单调递减区间为 -
3a
3
,3a
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以
3a
3 =1,即a=3.

已知函数单调性求参数的两种方法

(1)分离参数法

可导函数f(x)在(a,b)上单调递增(减)等价于

f'(x)≥0(f'(x)≤0)在(a,b)上恒成立,将参数分离

后可转化为求某个函数的值域的问题,注意验证等号
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是否成立.
(2)子集法

若能较容易地求出函数的单调区间,则可利用子区间

来解决.若f(x)在(a,b)上单调递增(减),则区间

(a,b)是相应单调区间的子集.

1.若函数f(x)=
x2-a
ex

在 R上存在单调递增区间,

则实数a 的取值范围是 (  )
A.[-1,+∞) B.(-1,+∞)
C.(-∞,-1] D.(-∞,-1)

B 解析:因 为 f(x)=
x2-a
ex

,所 以 f'(x)=

2x-(x2-a)
ex =

a+2x-x2

ex .由题意可知,存在x∈

R,使得f'(x)>0,即存在x∈R,使得a>x2-2x.
二次函数y=x2-2x=(x-1)2-1≥-1,当且仅

当x=1时,等号成立,所以a>-1,即实数a 的取

值范围是(-1,+∞).

2.已知函数f(x)=2ax-
1
x2,x∈(0,1],若f(x)在

(0,1]上单调递增,求实数a 的取值范围.

解:由题意得f'(x)=2a+
2
x3.

因为f(x)在(0,1]上单调递增,

所以f'(x)≥0,即a≥-
1
x3在(0,1]上恒成立.

令g(x)=-
1
x3,g(x)=-

1
x3在(0,1]上单调递增,

所以g(x)max=g(1)=-1,所以a≥-1.

当a=-1时,f'(x)=-2+
2
x3,

对∀x∈(0,1]也有f'(x)≥0,所以a=-1时,

f(x)在(0,1]上单调递增.
所以f(x)在(0,1]上单调递增时,实数a 的取值范

围是[-1,+∞).
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 利用导数比较大小或解不等式

                
例2 (1)已知函数f(x)=

ex

x
,当1<x<3时,下列

关系正确的是 (  )

A.f(x)<f(x)<[f(x)]2

B.f(x)<f(x)<[f(x)]2

C.[f(x)]2<f(x)<f(x)

D.[f(x)]2<f(x)<f(x)
(2)已知定义在R上的函数f(x)的导函数为f'(x),
且对任意x∈R都有f'(x)>2,f(2)=0,则不等式

f(x)-2x+4>0的解集为 (  )

A.(2,+∞)

B.(1,+∞)

C.(-∞,1)

D.(-∞,2)

(1)A 解析:由题意得f'(x)=
(x-1)ex

x2 ,当1<x<

3时,f'(x)>0,所以f(x)在(1,3)上单调递增.又1

< x<x<3,所以f(x)<f(x).由f(x)在(1,3)
上单调递增,可知当x∈(1,3)时,f(x)>f(1)=e,

所以[f(x)]2>f(x).所 以 f(x)<f(x)<
[f(x)]2.
(2)A 解析:令g(x)=f(x)-2x+4,则g'(x)=
f'(x)-2>0,所以g(x)在R上单调递增.
又g(2)=f(2)-2×2+4=0,
则不等式f(x)-2x+4>0等价于g(x)>g(2),所

以x>2.故选A.

在比较两数(式)的大小时,首先要判断所给函数的单

调性,再根据函数的单调性比较大小,有时还需要根

据待比较式的结构特征构造新的函数,由新函数的单

调性来比较大小.

1.已知定义在 R上的函数f(x),若(x-1)·f'(x)

<0,则下列各项正确的是 (  )

A.f(0)+f(2)>2f(1)

B.f(0)+f(2)=2f(1)

C.f(0)+f(2)<2f(1)

D.f(0)+f(2)与2f(1)大小不定

C 解析:当x>1时,f'(x)<0,f(x)在(1,+∞)

上单调递减,所以f(1)>f(2).
当x<1时,f'(x)>0,f(x)在(-∞,1)上单调递

增,所以f(0)<f(1).
所以f(0)+f(2)<2f(1).

2.已知f(x)是定义在R上的奇函数,且f(2)=0,若

当x>0时,xf'(x)+f(x)>0,则不等式xf(x)

>0的解集是    .
(-∞,-2)∪(2,+∞) 解析:设g(x)=xf(x),
则 g'(x)=xf'(x)+f(x).因 为 当 x>0时,
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xf'(x)+f(x)>0,所以g(x)在(0,+∞)上单调

递增.因为f(x)是定义在 R上的奇函数,所以g(x)
是定义在R上的偶函数.又f(2)=0,则g(2)=2f(2)

=0,所以不等式xf(x)>0等价于g(x)>0=
g(2),所以|x|>2,解得x<-2或x>2,所以不

等式xf(x)>0的解集是(-∞,-2)∪(2,+∞).
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课后素养评价(十九)

                1.已知函数f(x),若在区间[a,b]上有f'(x)>0,且
f(a)≥0,则在(a,b)上有 (  )
A.f(x)>0 B.f(x)<0
C.f(x)=0 D.f(x)符号不能确定

A 解析:由f'(x)>0,得f(x)在(a,b)上单调

递增.
所以当x∈(a,b)时,f(x)>f(a)≥0.

2.若f(x)=
1
3x

3-ax2 的单调递减区间是(0,2),则

正数a 的值是 (  )
A.1 B.2
C.3 D.4
A 解析:f'(x)=x2-2ax,令f'(x)<0,由于a
>0,故解得0<x<2a,故2a=2,即a=1.

3.若函数f(x)=lnx-kx(k∈R)在定义域内单调,
则k的取值范围是 (  )
A.(-∞,0] B.[0,+∞)
C.(-∞,1] D.[1,+∞)

A 解析:因为f'(x)=
1
x-k

,

依题意可得函数f(x)在定义域内只能单调递增,

所以
1
x-k≥0

恒成立,即k≤
1
x

恒成立.

因为x>0,所以k≤0.故选A.

4.若函数f(x)=lnx+
1
2x

2-bx 存在单调递减区

间,则实数b的取值范围为 (  )
A.[2,+∞) B.(2,+∞)
C.(-∞,2) D.(-∞,2]

B 解析:由f(x)=lnx+
1
2x

2-bx,可得f'(x)

=
x2-bx+1

x
(x>0).由题意可得存在x>0,使得

f'(x)=
x2-bx+1

x <0,即存在x>0,使得x2-bx

+1<0,等价于b>x+
1
x.由函数性质易得b>2.故

选B.

5.已知函数f(x)=x2-2cosx,则f(0),f -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的大小关系是 (  )

A.f(0)<f -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷<f

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.f -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷<f(0)<f

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷<f -

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷<f(0)

D.f(0)<f
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷<f -

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

A 解析:易知f(x)=x2-2cosx 为偶函数,

所以f -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=f

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为f'(x)=2x+2sinx,当x∈(0,1)时,f'(x)
>0,
所以f(x)在(0,1)上单调递增.

所以f(0)<f
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷<f

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以f(0)<f -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷<f

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.故选A.

6.已知f(x)=
1
3x

3+
m
2x

2-6x+1在(-1,1)上单

调递减,则实数m 的取值范围为    .
[-5,5] 解析:因为f(x)在(-1,1)上单调递减,
所以f'(x)=x2+mx-6≤0在(-1,1)上恒成立.
又f'(x)=x2+mx-6是图象开口向上的二次函

数,为 使 f'(x)≤0在(-1,1)上 恒 成 立,只 需

f'(-1)≤0,
f'(1)≤0,{ 即

1-m-6≤0,
1+m-6≤0,{ 则m∈[-5,5].

7.(新定义)定义运算
a
c
 
b
d
=ad-bc,若函数f(x)

=
x2-1
-x

 
1

x+m
的单调递减区间是(0,2),则实

数m=    .
-3 解析:由题意可知f(x)=(x2-1)(x+m)-
1×(-x)=x3+mx2-x-m+x=x3+mx2-m,
所以f'(x)=3x2+2mx.令f'(x)=0,得x1=0,x2
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=-
2m
3 .因为函数f(x)的单调递减区间是(0,2),

所以-
2m
3 =2

,解得m=-3.

8.已知函数f(x)=x3+ax2-a2x+2.
(1)若a=1,求曲线y=f(x)在点(1,f(1))处的切

线的方程;
(2)若a>0,求函数f(x)的单调区间.
解:(1)因为a=1,所以f(x)=x3+x2-x+2,
所以f'(x)=3x2+2x-1,则f'(1)=4.
又f(1)=3,所以切点坐标为(1,3),
所以所求切线方程为y-3=4(x-1),即4x-y-
1=0.

(2)对f(x)求导,得f'(x)=3x2+2ax-a2=(x
+a)·(3x-a).

由f'(x)=0,得x=-a 或x=
a
3.

又a>0,则由f'(x)<0,得-a<x<
a
3
;

由f'(x)>0,得x<-a 或x>
a
3.

故f(x)的单调递减区间为 -a,
a
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,单调递增区

间为(-∞,-a)和 a
3
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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1.已知函数f(x)=

1
3x

3+ax2+x+1在(-∞,0),

(3,+∞)上单调递增,在(1,2)上单调递减,则实数

a 的取值范围为 (  )
A.(-∞,-1]

B.-
5
3
,-
5
4

é

ë
êê

ù

û
úú

C.-
5
3
,-1

æ

è
ç

ù

û
úú

D.-
5
3
,-
5
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

B 解析:由f(x)=
1
3x

3+ax2+x+1,得f'(x)

=x2+2ax+1.
因为f(x)在(-∞,0),(3,+∞)上单调递增,在
(1,2)上单调递减,

所以

f'(0)≥0,
f'(1)≤0,
f'(2)≤0,
f'(3)≥0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

即

1≥0,
1+2a+1≤0,
4+4a+1≤0,
9+6a+1≥0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得-
5
3≤a≤-

5
4.所以实数a 的取值范 围 为

-
5
3
,-
5
4

é

ë
êê

ù

û
úú.故选B.

2.(多选)已知定义在R上的函数f(x)满足f(x)>
-f'(x),则下列结论成立的是 (  )
A.f(2023)<ef(2024)
B.ef(2023)>f(2024)
C.f(x)在R上单调递增

D.若t>0,则有f(x)<etf(x+t)
AD 解析:由 f(x)>-f'(x),得exf(x)+
exf'(x)>0,即[exf(x)]'>0,所以函数exf(x)在
R上单调递增.故e2023f(2023)<e2024f(2024),所
以f(2023)<ef(2024),故A正确,B不正确;函
数exf(x)在R上单调递增时,f(x)不一定单调递

增,如y=ex
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

= e
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在 R 上单 调 递 增,但

y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

在R上单调递减,故C不正确;因为函数

exf(x)在 R 上 单 调 递 增,所 以 当t>0 时,有

exf(x)<ex+tf(x+t),故有f(x)<etf(x+t)成
立,故D正确.

3.函数f(x)=
1
3x

3-x2+ax-5在区间[-1,2]上

不单调,则实数a 的取值范围是 (  )
A.(-∞,-3]
B.(-3,1)
C.[1,+∞)
D.(-∞,-3]∪[1,+∞)
B 解析:f'(x)=x2-2x+a=(x-1)2+a-1,

如果函数f(x)=
1
3x

3-x2+ax-5在区间[-1,

2]上单调,

那么a-1≥0或
f'(-1)≤0,
f'(2)≤0,{ 即

1+2+a≤0,
4-4+a≤0,{ 解

得a≥1或a≤-3,

所以 当 函 数f(x)=
1
3x3-x2+ax-5在 区 间

[-1,2]上不单调时,-3<a<1.故选B.
4.已知函数f(x)=2x-sinx.若不等式f(a2-3a)
+f(3-a)<0成立,则实数a 的取值范围是

    .
(1,3) 解析:因为f(x)=2x-sinx 的定义域为

R,且f(-x)=-(2x-sinx)=-f(x),所以

f(x)是奇函数.
又f'(x)=2-cosx>0,故f(x)在R上单调递增.
若f(a2-3a)+f(3-a)<0,即a2-3a<a-3,
故a2-4a+3<0,解得1<a<3.

5.已知函数f(x)=ax-lnx.若f(x)>1在区间(1,
+∞)上恒成立,求实数a 的取值范围.
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解:由已知得a>
1+lnx

x
在(1,+∞)上恒成立,

设g(x)=
1+lnx

x
,则g'(x)=-

lnx
x2 <0(x>1).

所以g(x)在(1,+∞)上单调递减,
所以g(x)<g(1).

因为g(1)=1,所以
1+lnx

x <1在(1,+∞)上恒

成立.
所以a≥1,即实数a 的取值范围为[1,+∞).

6.讨论函数f(x)=(a-1)lnx+ax2+1的单调性.

解:f(x)的定义域为{x|x>0},f'(x)=
a-1
x +

2ax=
2ax2+a-1

x .

①当a-1≥0,即a≥1时,f'(x)>0,故f(x)在
(0,+∞)上单调递增.
②当a≤0时,f'(x)<0,故f(x)在(0,+∞)上单

调递减.

③当0<a<1时,令f'(x)=0,解得x=
1-a
2a .

当x∈ 0,
1-a
2a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)<0;

当x∈ 1-a
2a

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)>0.

故 f (x)在 0,
1-a
2a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 减,在

1-a
2a

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增.

综上所述,当a≥1时,f(x)在(0,+∞)上 单 调

递增;
当a≤0时,f(x)在(0,+∞)上单调递减;

当0<a<1时,f(x)在 0,
1-a
2a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减,在

1-a
2a

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增.
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5.3.2 函数的极值与最大(小)值
第1课时 函数的极值

学习任务目标
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  1.了解极值、极值点的概念.(数学抽象)
  2.理解函数在某点取得极值的条件.(数学抽象)
  3.掌握求函数极值的方法步骤.(数学运算)
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1.极值点与极值

如图,函数y=f(x)在点x=a 处的函数值f(a)比
它在点x=a 附近其他点处的函数值都小,f'(a)
=0;而且在点x=a 附近的左侧f'(x)<0,右侧

f'(x)>0.类似地,函数y=f(x)在点x=b 处的

函数值f(b)比它在点x=b 附近其他点处的函数

值都大,f'(b)=0;而且在点x=b 附近的左侧f'
(x)>0,右侧f'(x)<0.我们把a 叫做函数y=f
(x)的极小值点,f(a)叫做函数y=f(x)的极小

值;b叫做函数y=f(x)的极大值点,f(b)叫做函

数y=f(x)的极大值.极小值点、极大值点统称为

极值点,极小值和极大值统称为极值.

2.求函数y=f(x)的极值的方法

解方程f'(x)=0,当f'(x0)=0时:
(1)如果在x0 附近的左侧f'(x)>0,右侧f'(x)
<0,那么f(x0)是极大值;
(2)如果在x0 附近的左侧f'(x)<0,右侧f'(x)
>0,那么f(x0)是极小值.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)导数值为0的点一定是函数的极值点. (  )
× 提示:不一定,如f(x)=x3,f'(0)=0,但x=
0不是f(x)=x3的极值点.
(2)在可导函数的极值点处,函数图象的切线与x
轴平行. (  )
× 提示:切线不一定与x 轴平行.

(3)函数f(x)=
1
x

无极值. (√ )

(4)函数的极小值可能大于它的极大值. (√ )
2.函数y=2x3-x2 的极大值为 (  )
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A.0 B.-9 C.0,
27
16 D.

27
16

A 解析:y'=6x2-2x,令y'=0,得x=0或x=
1
3.当x∈(-∞,0)时,y'>0;当x∈ 0,

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,y'

<0,故x=0是极大值点,则极大值y=0.
3.请思考并回答下列问题:
(1)若函数定义在[a,b](a<b)上且存在极值,则函

数的极值点一定出现在区间的内部,区间的端点不

能成为极值点.这种说法正确吗?
提示:正确.

(2)函数的极值点与函数的单调区间有什么关系?

提示:极大值点是函数单调递增区间与单调递减区

间的分界点,极小值点是函数单调递减区间与单调

递增区间的分界点.

(3)若函数y=f(x)在(a,b)上是单调函数,则函

数y=f(x)在(a,b)上有极值吗?

提示:依据极值的定义可知,若函数y=f(x)在

(a,b)上是单调函数,则函数y=f(x)在(a,b)上

没有极值.
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 函数极值的概念

                1.如图是f(x)的导函数f'(x)的图象,则f(x)的极

小值点的个数为 (  )

A.1 B.2 C.3 D.4

A 解析:由导函数f'(x)的图象知,在x=-2处

f'(-2)=0,且其两侧导数符号相反,左正右负,所

以x=-2是极大值点;

在x=-1处,f'(-1)=0,且其两侧导数符号相

反,左负右正,所以x=-1是极小值点;

在x=0处,f'(0)=0,其两侧导数符号相同,所以

x=0不是极值点;

在x=2处,f'(2)=0,且其两侧导数符号相反,左

正右负,所以x=2是极大值点.

所以f(x)的极小值点的个数为1.故选A.

2.已知函数f(x)=
1
3x

3+ax2+(2a+3)x-1有两

个极值点,则实数a 的取值范围是 (  )

A.(-1,3)

B.(-∞,-1)∪(3,+∞)

C.(-3,1)

D.(-∞,-3)∪(1,+∞)

B 解析:由题意,函数f(x)=
1
3x

3+ax2+(2a+

3)x-1,则f'(x)=x2+2ax+(2a+3).

因为函数f(x)有两个极值点,所以方程f'(x)=0

有两个不相等的实数根,

即x2+2ax+(2a+3)=0有两个不相等的实数根.

所以Δ=(2a)2-4(2a+3)>0,解得a<-1或a

>3.所以实数a 的取值范围是(-∞,-1)∪(3,

+∞).故选B.

3.已知函数f(x)=
x3

ex
,那么 (  )

A.f(x)有极小值,也有大极值

B.f(x)有极小值,没有极大值

C.f(x)有极大值,没有极小值

D.f(x)没有极值

C 解析:f(x)=
x3

ex
,则f'(x)=

x2(3-x)
ex .故函数

f(x)在(-∞,3)上单调递增,在[3,+∞)上单调

递减.故函数有极大值,没有极小值.故选C.

理解极值概念需要注意的几点

(1)极值点不是点.

(2)极值是函数的局部性质.

(3)函数的极值不唯一.

(4)极大值与极小值两者的大小不确定.

(5)极值点出现在区间的内部,区间端点不能是极值点.

(6)若f'(x0)=0,则x0 不一定是极值点,即f'(x0)

=0是f(x)在x=x0 处取到极值的必要不充分条

件,函数y=f'(x)的变号零点,才是函数的极值点.
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 求函数的极值

                例1 求下列函数的极值.
(1)f(x)=x3-3x2-9x+5;

(2)f(x)=lnx-
1
2x

2;

(3)f(x)=2x+
8
x.

解:(1)f'(x)=3x2-6x-9.
令f'(x)=0,即3x2-6x-9=0,
解得x1=-1,x2=3.
当x 变化时,f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x (-∞,-1) -1 (-1,3) 3 (3,+∞)

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以当x=-1时,函数f(x)有极大值,且极大值为

f(-1)=10;
当x=3时,函数f(x)有极小值,且极小值为f(3)=
-22.

(2)f'(x)=
1
x-x

,解方程f'(x)=0,得x1=1,x2

=-1.又函数f(x)的定义域是(0,+∞),故x2=
-1舍去.
当x 变化时,f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x (0,1) 1 (1,+∞)

f'(x) + 0 -

f(x) ↗ 极大值 ↘

由表可知,x=1为函数f(x)=lnx-
1
2x

2的极大值

点,函数在该点的极大值为f(1)=-
1
2.

函数f(x)=lnx-
1
2x

2不存在极小值.

(3)函数的定义域为(-∞,0)∪(0,+∞),

且f'(x)=2-
8
x2.令f'(x)=0,得x=±2.

当x 变化时,f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x (-∞,-2) -2 (-2,0) 0 (0,2) 2 (2,+∞)

f'(x) + 0 - - 0 +

f(x) ↗ 极大值 ↘ ↘ 极小值 ↗

因此,当x=-2时,f(x)有 极 大 值,且 极 大 值 为

f(-2)=-8,
当x=2时,f(x)有极小值,且极小值为f(2)=8.

1.讨论函数的性质时,要把握定义域优先的原则,若
忽略了定义域,则容易求错极值.

2.利用导数求函数的极值时,常列表判断导数值为0
的点x0的左、右两侧的导数值是否异号.若异号,则

f(x0)是极值;否则,f(x0)不是极值.利用表格可

使函数在极值点两边的单调性一目了然.

函数f(x)=-x3+3x+1的极小值为    ,极
大值为    .
-1 3 解析:f'(x)=-3x2+3,由f'(x)=0可得

x1=1,x2=-1.当x<-1和x>1时,f'(x)<0,

f(x)单调递减;当-1<x<1时,f'(x)>0,f(x)
单调递增,所以函数f(x)有极大值f(1)=3,极小值

f(-1)=-1.
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 与函数极值有关的参数问题

                例2 (1)(2023·新高考全国Ⅱ卷)(多选)若函数

f(x)=alnx+
b
x+

c
x2(a≠0)既有极大值也有极小

值,则 (  )

A.bc>0
B.ab>0
C.b2+8ac>0
D.ac<0
(2)已知函数f(x)=x3-3x+a(a 为实数).
①函数f(x)的极大值与极小值分别为多少?

②若方程f(x)=0有唯一一个实数根,求实数a 的

取值范围.

(1)BCD 解析:函数f(x)=alnx+
b
x+

c
x2的定义

域为(0,+∞),求 导 得 f'(x)=
a
x -

b
x2-

2c
x3=

ax2-bx-2c
x3 .

因为函数f(x)既有极大值也有极小值,所以函数

f'(x)在(0,+∞)上有两个变号零点,而a≠0,
因此 方 程 ax2-bx-2c=0有 两 个 不 等 的 正 根

x1,x2.

于是

Δ=b2+8ac>0,

x1+x2=
b
a>0

,

x1x2=-
2c
a>0

,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

即有b2+8ac>0,ab>0,ac<

0,显然a2bc<0,即bc<0,A错误,B,C,D正确.故
选BCD.
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(2)解:①令f'(x)=3x2-3=3(x+1)(x-1)=0,
解得x1=-1,x2=1.
当x<-1时,f'(x)>0;当-1<x<1时,f'(x)<
0;当x>1时,f'(x)>0.
所以当x=-1时,f(x)有极大值,且f(-1)=2
+a;
当x=1时,f(x)有极小值,且f(1)=-2+a.
②由①知,2+a<0或-2+a>0,即a>2或a<
-2.
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思考1.若方程f(x)=0恰有两个实数根,则实数a
的值是多少?
解:由①知,2+a=0或-2+a=0,即a=2或a=
-2.
思考2.若方程f(x)=0有三个不同的实数根,求实

数a 的取值范围.
解:因为方程f(x)=0有三个不同实根,
所以y=f(x)的图象与x 轴有三个交点,如图.

由①知,应有
2+a>0,

-2+a<0,{
解得-2<a<2,故实数a 的取值范围是(-2,2).

利用函数的极值确定参数值的关注点

(1)利用函数的极值确定参数的值,常根据极值点处

导数为0和此处函数值为极值两个条件列方程组,利
用待定系数法求解.
(2)因为“导数值等于零”不是“此点为极值点”的充要

条件,所以利用待定系数法求解后,必须验证根的合

理性.

1.已知函数f(x)=x3+ax2+bx+4在x=1处取得

极值
5
2.

(1)求实数a,b的值;
(2)求函数的另一个极值.
解:(1)因为f(x)=x3+ax2+bx+4,
所以f'(x)=3x2+2ax+b.

依题意可得f'(1)=0,f(1)=
5
2
,

即

3+2a+b=0,

1+a+b+4=
5
2
,

ì

î

í

ïï

ïï

解得
a=-

1
2
,

b=-2,

ì

î

í

ïï

ïï

经验证成立.

(2)由(1)知f(x)=x3-
1
2x

2-2x+4,

f'(x)=3x2-x-2=(3x+2)(x-1).

令f'(x)=0得x=-
2
3

或x=1.

当x 变化时,f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x -∞,-
2
3( ) -

2
3 -

2
3
,1( ) 1 (1,+∞)

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以函数的另一个极值在x=-
2
3

处取得,是极大

值,极大值为f -
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
130
27.

2.设函数f(x)=[ax2-(3a+1)x+3a+2]ex.
(1)若曲线y=f(x)在点(2,f(2))处的切线斜率

为0,求a 的值;

(2)若f(x)在x=1处取得极小值,求a 的取值

范围.
解:(1)因为f(x)=[ax2-(3a+1)x+3a+2]ex,

所以f'(x)=[ax2-(a+1)x+1]ex.

由题设知f'(2)=(2a-1)e2=0,解得a=
1
2.

(2)由(1)得f'(x)=[ax2-(a+1)x+1]ex=(ax
-1)(x-1)ex.

若a>1,则当x∈ 1
a
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)<0,

当x∈(1,+∞)时,f'(x)>0,

所以f(x)在x=1处取得极小值.
若a≤1,则当x∈(0,1)时,ax-1≤x-1<0,

所以f'(x)>0,

此时,x=1不是f(x)的极小值点.
综上所述,a 的取值范围是(1,+∞).
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课后素养评价(二十)

                1.如图,已知函数f(x)的导函数f'(x)的图象,则函

数y=f(x)的极小值点是 (  )

A.x1 B.x2 C.x3 D.x4

D 解析:由导函数f'(x)的图象可以看出,当x<
x2 时,f'(x)≥0,函数f(x)单调递增,当x2<x<
x4 时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减,当x>x4

时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增,所以函数y=
f(x)的极小值点是x4.故选D.

2.下列函数中存在极值的是 (  )

A.y=
1
x B.y=x-ex

C.y=2 D.y=x3

B 解析:对于y=x-ex,y'=1-ex,
令y'=0,得x=0.
在区间(-∞,0)上,y'>0;
在区间(0,+∞)上,y'<0.
故当x=0时,函数y=x-ex 取得极大值.
其他三个函数不存在极值.

3.函数y=x+
1
x
(-2<x<0)的极大值为 (  )

A.-2 B.2

C.-
5
2 D.不存在

A 解析:y'=1-
1
x2=

x2-1
x2 .令y'=0得x=-1.

在(-2,-1)上,y'>0,在(-1,0)上,y'<0,故函

数在x=-1处取得极大值-2.
4.已知函数f(x)=ex+kx 在x=0处有极值,则k=

(  )
A.-1 B.0 C.1 D.e
A 解析:f'(x)=ex+k,因为函数f(x)=ex+kx
在x=0处有极值,所以f'(0)=e0+k=0,解得k
=-1.代入检验,满足题意.

5.已知函数f(x)=
1
3x

3-mx2+mx+9在 R上无

极值,则实数m 的取值范围为 (  )
A.(-∞,0)∪(1,+∞)
B.(-∞,0]∪[1,+∞)
C.(0,1)
D.[0,1]

D 解析:函数f(x)=
1
3x

3-mx2+mx+9在 R

上无极值⇔f'(x)=x2-2mx+m 在 R上无变号

零点⇔Δ=4m2-4m≤0⇔0≤m≤1.故选D.
6.若x=-2与x=4是函数f(x)=x3+ax2+bx

的两个极值点,则有 (  )
A.a=-2,b=4
B.a=-3,b=-24
C.a=1,b=3
D.a=2,b=-4
B 解析:由题意知f'(x)=3x2+2ax+b=0的两

根 为 x = -2与 x =4,则
-2+4=-

2
3a
,

-2×4=
b
3
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解

得
a=-3,
b=-24.{

7.函数f(x)=
2x+1
x2+2

的极小值为    .

-
1
2 

解析:f'(x)=
2(x2+2)-2x(2x+1)

(x2+2)2 =

-2(x+2)(x-1)
(x2+2)2 .

令f'(x)<0,得x<-2或x>1;
令f'(x)>0,得-2<x<1.
所以函数f(x)在(-∞,-2),(1,+∞)上单调递

减,在(-2,1)上单调递增,

所以f(x)极小值=f(-2)=-
1
2.

8.若函数y=-x3+6x2+m 的极大值为13,则实数

m 等于 .
-19 解析:y'=-3x2+12x,由y'=0,得x=0
或x=4,
易知当x=4时函数取得极大值,所以-43+6×42

+m=13,解得m=-19.
9.已知函数f(x)=x(x-c)2 在x=1处取得极小

值,求f(x)的极大值.
解:因为f(x)=x(x-c)2=x3-2cx2+c2x,所以

f'(x)=3x2-4cx+c2=3(x-c)x-
c
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.由

f'(x)=0,解得x=c或x=
c
3.依题意,f(x)在x

=1处取得极小值,所以c=1,所以当x=
1
3

时,

f(x)取得极大值f
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
3×

1
3-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
4
27.
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                1.已知函数f(x)=2f'(1)·lnx-x,则f(x)的极

大值为 (  )

A.2ln2-2 B.2ln2+2
C.ln2-2 D.ln2+2

A 解析:因为f'(x)=
2f'(1)

x -1,

所以f'(1)=2f'(1)-1,f'(1)=1,

所以f(x)=2lnx-x,f'(x)=
2
x-1.

易知当x∈(0,2)时,f'(x)>0;当x∈(2,+∞)
时,f'(x)<0.
故x=2是其极大值点,f (x)极大值=f(2)=2ln2
-2.
故选A.

2.设f(x)=
1
2x

2+cosx,则函数f(x) (  )

A.有且仅有一个极小值

B.有且仅有一个极大值

C.有无数个极值

D.没有极值

A 解析:f'(x)=x-sinx,令g(x)=f'(x),则

g'(x)=1-cosx≥0.
所以f'(x)单调递增且f'(0)=0.
所以当x<0时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减;
当x>0时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增.
故f(x)有且仅有一个极小值.故选A.

3.(多选)设三次函数f(x)的导函数为f'(x),函数y
=xf'(x)的图象的一部分如图所示,则下列结论

正确的是 (  )

A.f(x)的极小值为f(- 3)

B.f(x)的极大值为f(- 3)

C.f(x)的极大值为f(3)

D.f(x)的极小值为f(-3)

CD 解析:当x∈(-∞,-3)时,xf'(x)>0,即

f'(x)<0;
当x∈(-3,0)时,xf'(x)<0,即f'(x)>0;
当x∈(0,3)时,xf'(x)>0,即f'(x)>0;
当x∈(3,+∞)时,xf'(x)<0,即f'(x)<0.

故函数f(x)在x=-3处取得极小值,在x=3处

取得极大值.

4.函数f(x)=
1
3x

3+ax2-2x+1在(1,3)内存在极

值点,则 (  )

A.-
7
6≤a≤

1
2

B.-
7
6<a<

1
2

C.a≤-
1
2

或a≥
1
2

D.a<
1
2

或a>
1
2

B 解析:f'(x)=x2+2ax-2,Δ=4a2+8>0,
令f'(x)=x2+2ax-2=0,由于x∈(1,3),

所以2a=
2-x2

x =
2
x-x

,

y=
2
x-x

在(1,3)上单调递减,当x=1时,y=1,

当x=3时,y=-
7
3.

由于函数f(x)=
1
3x

3+ax2-2x+1在(1,3)内存

在极值点,

所以-
7
3<2a<1

,即-
7
6<a<

1
2.故选B.

5.若x=2是函数f(x)=x(x-m)2的极大值点,则
函数f(x)的极大值为 .
32 解析:f'(x)=3x2-4mx+m2=(x-m)·
(3x-m).

令f'(x)=0,则x=m 或x=
m
3.

由题设知m=2或m=6.

当m=2时,极大值点为x=
2
3
,与题意不符;

当m=6时,极大值为f(2)=32.
6.(2022·全国乙卷(理))已知x=x1 和x=x2 分别

是函数f(x)=2ax-ex2(a>0且a≠1)的极小值

点和极大值点.若x1<x2,则a 的取值范围是  
  .
1
e
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:(方法一:将函数的零点的问题转为两

个函数图象的交点问题)因为f'(x)=2lna·ax-
2ex,所以方程2lna·ax-2ex=0的两个根为x1,x2,
即方程lna·ax=ex 的两个根为x1,x2,
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即函数y=lna·ax 与函数y=ex 的图象有两个

不同的交点.
因为x=x1,x=x2 分别是函数f(x)=2ax-ex2

的极小值点和极大值点,
所以函数f(x)在(-∞,x1),(x2,+∞)上单调递

减,在(x1,x2)上单调递增,
所以在区间(-∞,x1),(x2,+∞)上,f'(x)<0,
即y=ex 的图象在y=lna·ax 图象的上方;
在区间(x1,x2)上,f'(x)>0,即y=ex 的图象在

y=lna·ax 图象的下方.
当a>1时,图象显然不符合题意,所以0<a<1.
令g(x)=lna·ax,则g'(x)=(lna)2·ax,0<a
<1,
如图,设过原点的直线与函数y=g(x)的图象相切

于点(x0,lna·ax0).

则切线的斜率为g'(x0)=(lna)2·ax0,故切线方

程为y-lna·ax0=(lna)2·ax0(x-x0).
则有-lna·ax0=-x0(lna)2·ax0,解得x0=
1
lna

,则切线的斜率为(lna)2·a
1
lna=e(lna)2.

因为函数y=lna·ax 与函数y=ex 的图象有两

个不同的交点,

所以e(lna)2<e,解得
1
e<a<e.

又0<a<1,所以

1
e<a<1

,综上所述,a 的取值范围为 1
e
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(方法二:构造新函数,二次求导)f'(x)=2lna·

ax-2ex=0的两个根为x1,x2.
因为x=x1,x=x2 分别是函数f(x)=2ax-ex2

的极小值点和极大值点,
所以函数f(x)在(-∞,x1),(x2,+∞)上单调递

减,在(x1,x2)上单调递增.
设函数g(x)=f'(x)=2(axlna-ex),则g'(x)

=2ax (lna)2-2e.
若a>1,则g'(x)在R上单调递增,此时若g'(x0)

=0,则f'(x)在(-∞,x0)上单调递减,在(x0,

+∞)上单调递增,此时若有x=x1 和x=x2 分别

是函数f(x)=2ax-ex2(a>0且a≠1)的极小值

点和极大值点,则x1>x2,不符合题意.
若0<a<1,则g'(x)在 R 上 单 调 递 减,此 时 若

g'(x0)=0,则f'(x)在(-∞,x0)上单调递增,在

(x0,+∞)上单调递 减,令g'(x0)=0,则ax0=

e
(lna)2

,此时若有x=x1 和x=x2 分 别 是 函 数

f(x)=2ax-ex2(a>0且a≠1)的极小值点和极

大值点,且x1<x2,则需满足f'(x0)>0,f'(x0)=

2(ax0lna-ex0)=2
e
lna-ex0
æ

è
ç

ö

ø
÷>0,即x0<

1
lna

,

x0lna>1.故lnax0=x0lna=ln
e

(lna)2>1
,所以

1
e<a<e.

又因为0<a<1,所以
1
e<a<1.

7.(新情境)设函数f(x)=(x-a)(x-b)·(x-c)

(a,b,c∈R),f'(x)为f(x)的导函数.
(1)若a=b=c,f(4)=8,求a 的值;

(2)若a≠b,b=c,且f(x)和f'(x)的零点均在集

合{-3,1,3}中,求f(x)的极小值.
解:(1)因为a=b=c,所以f(x)=(x-a)(x-b)·

(x-c)=(x-a)3.
因为f(4)=8,所以(4-a)3=8,解得a=2.
(2)因为b=c,所以f(x)=(x-a)(x-b)2=x3-
(a+2b)x2+b(2a+b)x-ab2,

从而f'(x)=3(x-b)x-
2a+b
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

令f'(x)=0,得x=b或x=
2a+b
3 .

因为a,b,
2a+b
3

都在集合{-3,1,3}中,且a≠b,

所以
2a+b
3 =1,a=3,b=-3.

此时令f'(x)=0,得x=-3或x=1.列表如下:

x (-∞,-3) -3 (-3,1) 1 (1,+∞)

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以f(x)的极小值为f(1)=(1-3)×(1+3)2=

-32.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—921—



第2课时 函数的最大(小)值
学习任务目标
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􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解函数最大值、最小值的定义.(直观想象)
2.理解导数与函数最值的关系.(逻辑推理)
3.掌握利用导数求函数最值的方法.(数学运算)
4.体会导数与单调性、极值、最大(小)值的关系.(数学建模、数学运算)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                

函数的最值

1.一般地,如果在区间[a,b]上函数y=f(x)的图象

是一条连续不断的曲线,那么它必有 最大值和 最

小值.
2.一般地,求函数y=f(x)在区间[a,b]上的最大值

与最小值的步骤如下:
(1)求函数y=f(x)在区间(a,b)内的极值;
(2)将函数y=f(x)的各 极值与端点处的函数值

f(a),f(b)比较,其中最大的一个是最大值,最小

的一个是最小值.

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)函数的极大值一定是函数的最大值. (× )
(2)开区间上的单调连续函数无最值. (√ )
(3)函数的最值一定是极值. (× )
(4)在闭区间上图象连续的函数一定存在最值.

(√ )

2.函数f(x)=x3-3x+3在[-3,3]上的最小值为

(  )
A.1 B.5 C.12 D.-15
D 解析:f'(x)=3x2-3,令f'(x)=0得x=
±1,且f(1)=1,f(-1)=5,f(-3)=-15,f(3)
=21.故选D.

3.请思考并回答下列问题:
(1)函数的极值是针对函数在某一点附近的局部而

言的,它是比较极值点附近的函数值得出的,函数

的最值是否也是一个局部性概念?
提示:不是.函数的最值是一个整体性概念,函数的

最值是比较整个定义区间的函数值得出的.
(2)一个函数的极值可以有多个,最大(小)值是否

可以有多个?
提示:不可以.一个函数的最大(小)值是唯一的.
(3)极值只能在区间内取得,不能在端点处取得,最
值是否也是如此?
提示:最值可以在区间内取得,也可以在端点处取

得.极值有可能为最值,最值不在端点处取得时一

定是极值.
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 求函数的最值

                求下列函数的最值.
(1)f(x)=x3-3x2-10,x∈[-1,1];

(2)f(x)=
x-1
x2+3.

解:(1)f'(x)=3x2-6x=3x(x-2),令f'(x)=0,
得x=0或x=2(舍去).
当x 变化时,f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x -1 (-1,0) 0 (0,1) 1

f'(x) + 0 -

f(x) -14 ↗ 极大值-10 ↘ -12

所以当x=-1时,函数取最小值f(-1)=-14;当

x=0时,函数取最大值f(0)=-10.

(2)f'(x)=
-(x+1)(x-3)
(x2+3)2

,

令f'(x)=0,得x=-1或x=3.容易验证函数在x
=-1处取得极小值,在x=3处取得极大值.又因为

当x=1时,f(x)=0,当x<1时,f(x)<0,当x>1
时,f(x)>0,所以可以画出函数的大致图象,如图

所示.

由图象可知,函数的最大值等于f(3)=
3-1
32+3=

1
6
,
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最小值为f(-1)=
-1-1
(-1)2+3=-

1
2.

求函数f(x)在闭区间[a,b]上的最值的步骤

(1)求函数f(x)的导函数f'(x).

(2)计算函数f(x)在区间(a,b)内使得f'(x)=0的所

有点处的函数值以及端点处的函数值f(a)与f(b).

(3)比较以上各个函数值,其中最大的是函数的最大

值,最小的是函数的最小值.
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 与函数最值有关的参数问题

                例1 (1)(2022·全国甲卷(理))当x=1时,函数

f(x)=alnx+
b
x

取得最大值-2,则f'(2)= (  )

A.-1 B.-
1
2

C.
1
2 D.1

(2)已知函数f(x)=x3-ax2-a2x,求函数f(x)在
[0,+∞)上的最小值.
(1)B 解析:因为函数f(x)定义域为(0,+∞),所

以由题可知,f(1)=-2,f'(1)=0.又f'(x)=
a
x-

b
x2,所以b=-2,a-b=0,即a=-2,b=-2,所以

f'(x)=-
2
x+

2
x2.此时验证f(x)满足题意,则有

f'(2)=-1+
1
2=-

1
2.故选B.

(2)解:f'(x)=3x2-2ax-a2=(3x+a)(x-a),

令f'(x)=0,得x1=-
a
3
,x2=a.

①当a>0时,f(x)在[0,a)上 单 调 递 减,在[a,
+∞)上单调递增,所以f(x)min=f(a)=-a3.
②当a=0时,f'(x)=3x2≥0,f(x)在[0,+∞)上
单调递增,所以f(x)min=f(0)=0.

③当a<0时,f(x)在 0,-
a
3

é

ë
êê

ö

ø
÷ 上 单 调 递 减,在

-
a
3
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增.所以f(x)min=f -

a
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=

5
27a

3.

综上所述,当a>0时,f(x)的最小值为-a3;
当a=0时,f(x)的最小值为0;

当a<0时,f(x)的最小值为
5
27a

3.
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思考1.当a>0时,求本例(2)中的函数在[-a,2a]
上的最值.
解:f'(x)=(3x+a)(x-a)(a>0),令f'(x)=0,

得x1=-
a
3
,x2=a.
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所以f(x)在 -a,-
a
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,在 -

a
3
,aé

ë
êê

ù

û
úú 上

单调递减,在[a,2a]上单调递增.

因为f(-a)=-a3,f -
a
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
5
27a

3,f(a)=

-a3,f(2a)=2a3,
所以f(x)max=f(2a)=2a3,f(x)min=f(-a)=
f(a)=-a3.
思考2.把本例(2)中的函数改为“f(x)=-x3+
3ax(a>0)”,求此函数在[0,1]上的最大值.
解:f'(x)=-3x2+3a=-3(x2-a).
因为a>0,则令f'(x)=0,解得x=± a.
因为x∈[0,1],所以只考虑x= a的情况.
(1)若0< a<1,即0<a<1,则 当 x 变 化 时,
f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x 0 (0,a) a (a,1) 1

f'(x) + 0 -

f(x) 0 单调递增 2aa 单调递减 3a-1

由表可知,当x= a 时,f(x)有最大值f(a)=

2aa.
(2)若 a≥1,即a≥1,则当0≤x≤1时,f'(x)≥0,
此时函数f(x)在[0,1]上单调递增,所以当x=1
时,f(x)有最大值f(1)=3a-1.
综上可知,在区间[0,1]上,

若0<a<1,则当x= a时,f(x)有最大值2aa.
若a≥1,则当x=1时,f(x)有最大值3a-1.

解决与函数最值有关的参数问题的思路

(1)根据条件求出参数的值,从而化为不含参数的函

数的最值问题.
(2)对于不能求出参数值的问题,则要对参数进行讨论,
其实质是讨论导函数大于0、等于0、小于0三种情况.若
导函数恒不等于0,则函数在已知区间上是单调函数,最
值在端点处取得;若导函数可能等于0,则求出极值点后

求极值,再与端点处的函数值比较后确定最值.

1.已知f(x)=-x3+3x2+m 在[-2,2]上的最小

值为1,则实数m=    .
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1 解析:f'(x)=-3x2+6x,令f'(x)=0得x=
0或x=2.当x∈[-2,0)时,f'(x)<0;当x∈(0,
2]时,f'(x)≥0.所以当x=0时,f(x)有极小值,
也是最小值,f(0)=m=1.

2.设
2
3<a<1

,函数f(x)=x3-
3
2ax

2+b(-1≤x

≤1)的最大值为1,最小值为-
6
2
,求a,b的值.

解:f'(x)=3x2-3ax=3x(x-a),令f'(x)=0,
得x1=0,x2=a.根据x1,x2列表,分析f'(x)的符

号和函数f(x)的单调性.

x -1 (-1,0)0 (0,a) a (a,1) 1

f'(x) + 0 - 0 +

f(x)
b-1-
3
2a

↗ b ↘ b-
a3

2 ↗
1-

3
2a

+b

由表可知,f(x)的极大值为f(0)=b,极小值为

f(a)=b-
a3

2.

因为f(0)>f(a),f(-1)<f(1),

f(0)-f(1)=
3
2a-1>0

,

所以f(x)的最大值为f(0)=b=1.

因为f(-1)-f(a)=
1
2
(a3-3a-2)=

1
2
(a+

1)2·(a-2)<0,

所以f(x)的最小值为f(-1)=b-1-
3
2a=-

3
2

·

a=-
6
2
,所以a=

6
3.

综上可知,a=
6
3
,b=1.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

 利用函数的最值证明不等式

                例2 (2023·新高考全国Ⅰ卷)已知函数f(x)=
a(ex+a)-x.
(1)讨论f(x)的单调性;

(2)证明:当a>0时,f(x)>2lna+
3
2.

(1)解:因为f(x)=a(ex+a)-x,定义域为 R,所以

f'(x)=aex-1.
当a≤0时,由于ex>0,则aex≤0,故f'(x)=aex-
1<0恒成立,
所以f(x)在R上单调递减.
当a>0时,令f'(x)=aex-1=0,解得x=-lna,
当x<-lna时,f'(x)<0,则f(x)在(-∞,-lna)
上单调递减;
当x>-lna时,f'(x)>0,则f(x)在(-lna,+∞)
上单调递增.
综上,当a≤0时,f(x)在R上单调递减;
当a>0时,f(x)在(-∞,-lna)上单调递减,在
(-lna,+∞)上单调递增.
(2)证明:由(1)得,a>0时,f(x)min=f(-lna)=
a(e-lna+a)+lna=1+a2+lna.

要证f(x)>2lna+
3
2
,即证1+a2+lna>2lna+

3
2
,即证a2-

1
2-lna>0

恒成立.

令g(a)=a2-
1
2-lna

(a>0),

则g'(a)=2a-
1
a=

2a2-1
a .

令g'(a)<0,得0<a<
2
2
;令g'(a)>0,得a>

2
2.

所以g(a)在 0,
2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减,在 2

2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单

调递增,

所以g(a)min=g 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷= 2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
1
2-ln

2
2=ln 2>

0,所以g(a)>0恒成立.

因此,当a>0时,f(x)>2lna+
3
2

恒成立.

利用函数的最值证明不等式的两种常用方法

(1)证明f(x)>g(x)的一般方法是转化为证明

h(x)=f(x)-g(x)>0,则只需证明h(x)min>0,进
而将证明不等式转化为求函数的最值.
(2)必要时,还可将证明f(x)>g(x)转化为证明

f(x)min>g(x)max.

1.已知函数f(x)=ex-e(lnx+1),求证:f(x)≥0
恒成立.
证明:由题意知f(x)的定义域为(0,+∞),

f'(x)=ex-
e
x=

xex-e
x .

设F(x)=xex-e(x≥0),则F(x)在[0,+∞)上
单调递增,且F(1)=0.

当x∈(0,1)时,F(x)<0,所以f'(x)=
F(x)
x <0,

f(x)单调递减;

当x∈(1,+∞)时,F(x)>0,所以f'(x)=
F(x)
x

>0,f(x)单调递增.
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所以f(x)的最小值f(x)min=f(1)=0.
所以f(x)≥0恒成立.

2.证明不等式:x-sinx<tanx-x,x∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

证明:令f(x)=tanx-2x+sinx,x∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

则f'(x)=
sinx
cosx
æ

è
ç

ö

ø
÷'-(2x)'+(sinx)'

=
cos2x+sin2x
cos2x -2+cosx

=
1+cos3x-2cos2x

cos2x

=
1-cos2x+cos3x-cos2x

cos2x

=
(1-cosx)(1+cosx-cos2x)

cos2x

=
(1-cosx)(cosx+sin2x)

cos2x .

因为x∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以1-cosx>0,cosx+sin2x>0,

所以f'(x)>0,

所以f(x)在 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增.

所以f(x)>f(0)=0,即tanx-2x+sinx>0,

即x-sinx<tanx-x,x∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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课后素养评价(二十一)

                1.函数f(x)=x3-3x(-1<x<1) (  )
A.有最大值,但无最小值

B.有最大值,也有最小值

C.无最大值,但有最小值

D.既无最大值,也无最小值

D 解析:f'(x)=3x2-3=3(x+1)(x-1),当x
∈(-1,1)时,f'(x)<0,所以f(x)在(-1,1)上单

调递减,无最大值和最小值.故选D.
2.f(x)=ex-x 在区间[-1,1]上的最小值是(  )

A.1+
1
e B.1

C.e+1 D.e-1
B 解析:因为f(x)=ex-x,所以f'(x)=ex-1.
令f'(x)=0,解得x=0,所以当x<0时,f'(x)<
0,函数f(x)=ex-x 单调递减;当x>0时,f'(x)
>0,函数f(x)=ex-x 单调递增.所以函数f(x)
=ex-x 在[-1,1]上的最小值为f(0)=e0-0=
1.故选B.

3.已知函数f(x)=x·2x,则下列结论正确的是

(  )

A.当x=
1
ln2

时,f(x)取最大值

B.当x=
1
ln2

时,f(x)取最小值

C.当x=-
1
ln2

时,f(x)取最大值

D.当x=-
1
ln2

时,f(x)取最小值

D 解析:f'(x)=2x+x·2xln2=2x(1+xln2),

令f'(x)=0,解得x=-
1
ln2.

又因为当x<-
1
ln2

时,f'(x)<0,当x>-
1
ln2

时,f'(x)>0,所以当

x=-
1
ln2

时,f(x)取得的极小值也是最小值.故选D.

4.函数f(x)=x3-3ax-a 在(0,1)上有最小值,则
实数a 的取值范围为 (  )
A.0≤a<1 B.0<a<1

C.-1<a<1 D.0<a<
1
2

B 解析:因为f'(x)=3x2-3a,f'(x)=0在(0,
1)上有解,所以a=x2.
又因为x∈(0,1),所以0<a<1.故选B.

5.(多选)已知函数f(x)=xlnx,则 (  )
A.f(x)的单调递增区间为(e,+∞)

B.f(x)在 0,
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减

C.当x∈(0,1]时,f(x)有最小值-
1
e

D.f(x)在定义域内无极值

BC 解析:f'(x)=lnx+1(x>0),令f'(x)=0,

得x=
1
e.

当x∈ 0,
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)<0;当x∈ 1

e
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,

f'(x)>0.
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所以f(x)在 0,
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减,在 1

e
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单

调递增,x=
1
e

是极小值点,故A错误,B正确.

当x∈(0,1]时,根 据 单 调 性 可 知,f(x)min=

f
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
e
,故C正确.

显然f(x)有极小值f
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷,故D错误.

6.函数y=x+2cosx 在 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上取最大值时,x 的

值为 .
π
6 

解析:y'=1-2sinx,x∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú.由y'≥0,得

0≤x≤
π
6
;由y'<0,得

π
6<x≤

π
2.

所以函数在 0,
π
6

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,在 π

6
,π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调

递减.故 当 x=
π
6

时,函 数 取 得 的 极 大 值 也 是

0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上的最大值.

7.已知函数f(x)=ax4-4ax3+b(a>0),x∈[1,
4],f(x)的最大值为3,最小值为-6,则a+b=
    .
10
3 

解析:f'(x)=4ax3-12ax2=4ax2(x-3).令

f'(x)=0,得x=3或x=0(舍去).
当1≤x<3时,f'(x)<0;当3<x≤4时,f'(x)
>0.
故x=3为极小值点,也是最小值点.
因为f(3)=b-27a,f(1)=b-3a,f(4)=b,
所以f(x)的最小值为f(3)=b-27a,最大值为

f(4)=b,

所以
b=3,
b-27a=-6,{ 解得

a=
1
3
,

b=3,

ì

î

í
ïï

ïï

所以a+b=
10
3.

8.已知函数f(x)=lnx-x+1.
(1)求f(x)的单调区间;
(2)求证:对任意x∈(1,+∞),lnx<x-1.
(1)解:f(x)的定义域为(0,+∞).

因为f'(x)=
1
x-1=

1-x
x
,

所以当x>1时,f'(x)<0,当0<x<1时,f'(x)
>0.
所以f(x)的单调递增区间为(0,1),单调递减区间

为(1,+∞).
(2)证明:由(1)知f(x)=lnx-x+1在(1,+∞)
上单调递减,所以对任意x∈(1,+∞),f(x)<
f(1)=0,即lnx<x-1.
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                1.已知f(x)=2x3-6x2+m 是定义在[-2,2]上的

函数,函数的最大值为3,那么函数的最小值是

(  )

A.-43 B.-37
C.-29 D.-5
B 解析:因为f(x)=2x3-6x2+m,x∈[-2,

2],

所以f'(x)=6x2-12x=6x(x-2).令f'(x)=0,
得x=0或x=2,
所以当-2<x<0时,f'(x)>0,函数f(x)在

(-2,0)上单调递增.
当0<x<2时,f'(x)<0,函数f(x)在(0,2)上单

调递减,
所以当x=0时,函数f(x)取得最大值,最大值

为m,
所以m=3.
又f(-2)=-40+m,f(2)=-8+m,
所以x=-2时,函数f(x)取得最小值,最小值为

-37.

故选B.
2.(多选)已知函数f(x)=ex+alnx,下列结论正确

的是 (  )

A.当a=1时,f(x)有最大值

B.对于任意的a>0,函数f(x)在(0,+∞)上单调

递增

C.对于任意的a<0,函数f(x)一定存在最小值

D.对于任意的a>0,都有f(x)>0
BC 解析:当a=1时,f(x)=ex+lnx,函数y=
ex,y=lnx 都 单 调 递 增,易 知 函 数 f(x)在(0,

+∞)上单调递增,无最大值,故A错误.
对于任意的a>0,函数y=ex,y=alnx 都单调

递增,
则函数f(x)在(0,+∞)上单调递增,故B正确.
当x→0时,ex→1,lnx→-∞,f(x)→-∞,故D
错误.

对于任意的a<0,f'(x)=ex+
a
x
,易知f'(x)在

(0,+∞)上单调递增.
当x→+∞时,f'(x)→+∞;当x→0时,f'(x)→
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-∞.
所以存在x0>0使f'(x0)=0,
当0<x<x0 时,f'(x)<0,函数单调递减;
当x>x0 时,f'(x)>0,函数单调递增.
所以f(x)存在最小值,故C正确.故选BC.

3.(多选)已知函数f(x)=x3+3x2-9x+1.若f(x)
在区间(k,2]上的最大值为28,则实数k的值可以是

(  )

A.-5 B.-4
C.-3 D.-2
AB 解析:因为f(x)=x3+3x2-9x+1,所以

f'(x)=3x2+6x-9.
令f'(x)=3x2+6x-9=0,解得x1=-3,x2=1,
所以在(-∞,-3),(1,+∞)上,f'(x)>0,在

(-3,1)上,f'(x)<0.所 以 函 数f(x)在(-∞,

-3),(1,+∞)上单调递增,在(-3,1)上单调递减.
则f(x)在[1,2]上单调递增,所以在[1,2]上,f(2)
最大;

f(x)在(-3,1)上单调递减,所以在[-3,1]上,

f(-3)最大;

f(x)在(-∞,-3)上 单 调 递 增,所 以 在(-∞,

-3]上,f(-3)最大.
因为f(2)=3,f(-3)=28,且f(x)在区间(k,2]
上的最大值为28,
所以k<-3,即k 的取值范围是(-∞,-3).故
选AB.

4.(新情境)已知函数f(x)=(x-1)ex.若对于区间

(-∞,1)上的任意x1,x2,都有|f(x1)-f(x2)|
≤t,则 (  )

A.t的最小值是1
B.t的最小值小于1
C.t的最大值是1
D.这样的t不存在

A 解析:由题意,函数f(x)=(x-1)ex 对于区间

(-∞,1)上的任意x,都有f(x)max-f(x)min≤t.
因为f(x)=(x-1)ex,则f'(x)=xex,且x∈
(-∞,1).
由f'(x)<0,可得x<0;由f'(x)>0,可得0<x
<1.
所以函数f(x)在(-∞,0)上单调递减,在(0,1)上
单调递增,
所以函数的最小值为f(0)=-1.
又当x∈(-∞,1)时,f(x)=(x-1)ex<0,
而f(1)=0,
所以-1≤f(x)<0,所以t≥1,即实数t的最小值

是1.
故选A.

5.当 x∈[-1,1]时,函 数 f(x)=
x2

ex
的 值 域 是

.

[0,e] 解 析:因 为 f' (x)= x2

ex
æ

è
ç

ö

ø
÷' =

2x·ex-x2·ex
(ex)2 =

2x-x2

ex
,x∈[-1,1],

令f'(x)=0,得x=0或x=2(舍去),
所以f(x)在(-1,0)上单调递减,在(0,1)上单调

递增,f(x)在x=0处取得极小值.

因为f(-1)=e,f(0)=0,f(1)=
1
e
,

所以函数f(x)=
x2

ex
,x∈[-1,1]的值域为[0,e].

6.已知函数f(x)=lnx,g(x)=
1
2x+1.

若f(x1)=

g(x2),则x1-x2 的最小值为    .
4-2ln2 解析:设f(x1)=g(x2)=t,即lnx1=

t,
1
2x2+1=t,解得x1=et,x2=2t-2,

所以x1-x2=et-2t+2.令h(t)=et-2t+2,则

h'(t)=et-2,令h'(t)=0,解得t=ln2.
当t<ln2时,h'(t)<0,当t>ln2时,h'(t)>0,所
以h(t)在(-∞,ln2)上单调递减,在(ln2,+∞)
上单调递增,所以h(t)的最小值为h(ln2)=2-
2ln2+2=4-2ln2,所以x1-x2 的最小值为4-
2ln2.

7.已知函数f(x)=x3+ax2+bx+c图象在点P(0,

-2)处的切线的斜率为-1,且函数在x=1处取得

极值.
(1)求函数f(x)的解析式;
(2)当x∈[-1,2]时,求函数f(x)的最值.
解:(1)因为f(x)=x3+ax2+bx+c,
所以f'(x)=3x2+2ax+b.
由题意可知,f(0)=-2,f'(0)=-1,f'(1)=0,

所以

f(0)=c=-2,

f'(0)=b=-1,

f'(1)=3+2a+b=0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得a=-1,b=-1,c=-2,
所以函数f(x)的解析式为f(x)=x3-x2-x-
2,经检验符合题意,
所以f(x)=x3-x2-x-2.
(2)由(1)知f'(x)=3x2-2x-1=(3x+1)(x-
1),
令f'(x)=0,则(3x+1)(x-1)=0,解 得x=

-
1
3
,或x=1.
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当x 在区间 -1,-
1
3

é

ë
êê

ö

ø
÷,[1,2]上时,f'(x)>0;当

x∈ -
1
3
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)<0.

所以f(x)在 -1,-
1
3

é

ë
êê

ö

ø
÷,[1,2]上 单 调 递 增,在

-
1
3
,1

é

ë
êê

ö

ø
÷ 上单调递减.

当x=-
1
3

时,f(x)取得极大值为f -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
27

-
1
9+

1
3-2=-

49
27
;

当x=1时,f(x)取得极小值为f(1)=13-12-1
-2=-3.
又f(-1)=(-1)3-(-1)2-(-1)-2=-3,

f(2)=23-22-2-2=0,
所以f(x)min=-3,f(x)max=0.

8.已知函数f(x)=
lnx
x+1

,g(x)=
2

x+1-
a
x
,曲线y

=f(x)与曲线y=g(x)在x=1处的切线重合.
(1)求实数a 的值;
(2)求证:f(x)≥g(x)在(0,+∞)上恒成立.

(1)解:因为f(x)=
lnx
x+1

,g(x)=
2

x+1-
a
x
,

所以f'(x)=

x+1
x -lnx

(x+1)2
,g'(x)=

-2
(x+1)2+

a
x2.

由题意得f'(1)=g'(1),

所以
1
2=a-

1
2
,解得a=1.

(2)证明:由(1)知,f(x)=
lnx
x+1

,g(x)=
2

x+1

-
1
x
,

所以f(x)-g(x)=
lnx
x+1-

2
x+1+

1
x=

xlnx-x+1
x(x+1)

,

x>0.
令h(x)=xlnx-x+1,x>0,则h'(x)=lnx,
当x∈(1,+∞)时,h'(x)>0,h(x)单调递增,
当x∈(0,1)时,h'(x)<0,h(x)单调递减,
故当x=1时,h(x)取 得 最 小 值h(1)=0,所 以

h(x)≥0.
因为x>0,所以x(x+1)>0,即f(x)-g(x)≥
0,所以f(x)≥g(x)在(0,+∞)上恒成立.

9.设函数f(x)是定义在[-1,0)∪(0,1]上的奇函

数,当x∈[-1,0)时,f(x)=2ax+
1
x2(a∈R).

(1)当x∈(0,1]时,求f(x)的解析式;
(2)若a>-1,试判断f(x)在(0,1]上的单调性,
并证明你的结论;
(3)是否存在a,使得当x∈(0,1]时,f(x)有最大

值-6?
解:(1)设x∈(0,1],则-x∈[-1,0),f(-x)=

-2ax+
1
x2.

因为f(x)是奇函数,所以f(-x)=-f(x),

所以f(x)=2ax-
1
x2,x∈(0,1].

(2)当a>-1时,f(x)在(0,1]上单调递增.证明

如下:

f'(x)=2a+
2
x3=2a+

1
x3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为a>-1,x∈(0,1],
1
x3≥1,

所以a+
1
x3>0,即f'(x)>0.

所以当a>-1时,f(x)在(0,1]上单调递增.
(3)由(2)知当a>-1时,f(x)在(0,1]上单调

递增.

由f(x)max=f(1)=-6,得a=-
5
2
(不合题意,

舍去);

当a≤-1时,令f'(x)=0,得x=
3

-
1
a .

列表如下:

x 0,
3

-
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

-
1
a

3

-
1
a
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷

f'(x) + 0 -

f(x) ↗ 极大值 ↘

可知f(x)max=f
3

-
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷=-6,解得a=-22.

此时x=
2
2∈

(0,1].

所以存在a=-22,使得f(x)在(0,1]上有最大

值-6.
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第3课时 函数的最大(小)值的应用

学习任务目标
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􀪋
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  1.了解画函数大致图象的步骤.
  2.掌握利用导数解决实际问题中的求最大(小)值的方法.(数学运算)
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1.画函数f(x)大致图象的步骤

(1)求出函数f(x)的定义域;
(2)求导数f'(x)及函数f'(x)的零点;
(3)用f'(x)的零点将f(x)的定义域划分为若干

个区间,列表给出f'(x)在各区间上的 正负,并得

出f(x)的单调性与极值;
(4)确定f(x)的图象所经过的一些特殊点,以及图

象的变化趋势;
(5)画出f(x)的大致图象.

2.导数在实际问题中的应用

导数在实际问题中的应用,主要体现在:利润最大问

题,用料最省问题,效率最高问题,体积最值问题等.

1.某工厂要围建一个面积为512m2 的矩形堆料场,
一边可以利用原有的墙壁,其他三边需要砌新的墙

壁.若使砌墙壁所用的材料最省,则堆料场的长和

宽应分别为(单位:m) (  )

A.32,16 B.30,15
C.40,20 D.36,18
A 解析:要使材料最省,则要求新砌的墙壁的总长

最短.设堆料场的宽为xm,则长为
512
x m,因此新砌

墙壁总长L=2x+
512
x
(x>0),则L'=2-

512
x2 .令

L'=0,得x=16或x=-16(舍去).此时长为
512
16=

32(m),可使L 最短.

2.已知圆锥内接于半径为R 的球,当圆锥的体积最大

时,圆锥的高为 (  )

A.R B.2R C.
4
3R D.

3
4R

C 解析:设圆锥高为h,底面半径为r,则R2=(h
-R)2+r2,
所以r2=2Rh-h2.

所以V=
1
3πr

2h=
π
3h(2Rh-h2)=

2
3πRh

2-

π
3h

3.

V'=
4
3πRh-πh

2.令V'=0,得h=
4
3R.

当0<h<
4
3R

时,V'>0;

当
4
3R<h<2R

时,V'<0.

故当h=
4
3R

时,圆锥的体积最大.

3.请思考并回答下列问题:
(1)应用导数解决实际问题时,求函数的定义域应

注意什么?
提示:在求函数定义域时,不仅要考虑函数解析式

本身的限制条件,还要注意实际问题中变量的取值

范围.
(2)解决生活中的优化问题时应注意什么?
提示:①在建立函数模型时,应根据实际问题确定

出函数的定义域.
②求实际问题的最优解时,一定要从问题的实际意

义去考查,不符合实际意义的应舍去,如:长度、宽
度应大于0,销售价格为正数等.
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 与图象有关的导数问题

                1.已知函数f(x)=x3-3ax-1(a≠0).若函数f(x)
在x=-1处取得极值,直线y=m 与y=f(x)的
图象有三个不同的交点,求m 的取值范围.

解:因为f(x)在x=-1处取得极值,
f'(x)=3x2-3a,
所以f'(-1)=3×(-1)2-3a=0,所以a=1.
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所以f(x)=x3-3x-1,f'(x)=3x2-3.
由f'(x)=0,解得x1=-1,x2=1.
当x<-1时,f'(x)>0;
当-1<x<1时,f'(x)<0;
当x>1时,f'(x)>0.
画出函数f(x)=x3-3x-1的大致图象,如图.

由f(x)的单调性可知,f(x)在x=-1处取得极

大值f(-1)=1,在x=1处取得极小值f(1)=
-3.
要使直线y=m 与函数y=f(x)的图象有三个不

同的交点,结合f(x)的单调性可知,m 的取值范围

是(-3,1).
2.设a 为实数,函数f(x)=x3-x2-x+a.
(1)求f(x)的极值;
(2)当a 在什么范围内取值时,曲线y=f(x)与x
轴仅有一个交点?
解:(1)f'(x)=3x2-2x-1.

令f'(x)=0,则x=-
1
3

或x=1.

当x 变化时,f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x -∞,-
1
3( ) -

1
3 -

1
3
,1( ) 1 (1,+∞)

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以f(x)的极大值是f -
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
5
27+a

,极小值是

f(1)=a-1.
(2)函数f(x)=x3-x2-x+a=(x-1)2(x+1)
+a-1,
由此可知,x 取足够大的正数时,有f(x)>0,x 取

足够小的负数时,有f(x)<0,所以曲线y=f(x)
与x 轴至少有一个交点.

因此若y=f(x)与x 轴仅有一个交点,应有
5
27+a

<0或a-1>0.

所以当a∈ -∞,-
5
27

æ

è
ç

ö

ø
÷∪(1,+∞)时,曲线y=

f(x)与x 轴仅有一个交点.
3.求函数f(x)=x3-3ax+2的极值,并讨论方程

x3-3ax+2=0何时有三个不同的实根,何时有唯

一的实根.(其中a>0)
解:函数的定义域为 R,其导函数为f'(x)=3x2

-3a.
由f'(x)=0可得x=± a,列表讨论如下:

x (-∞,- a) - a (- a,a) a (a,+∞)

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

由此可得,函数在x=- a处取得极大值2+2a
3
2,

在x= a处取得极小值2-2a
3
2.

根据列表讨论,可作函数的草图(如图).

因为极大值f(- a)=2+2a
3
2>0,当x 取足够小

的负数时,有f(x)<0,故当极小值f(a)=2-

2a
3
2<0,即a>1时,方程x3-3ax+2=0有三个

不同的实根;当极小值f(a)=2-2a
3
2>0,即0<

a<1时,方程x3-3ax+2=0有唯一的实根.

此类问题通常要转化为函数的零点问题,解题方法是

借助于导数研究函数的单调性、极值(最值),通过极

值或最值的正负、函数的单调性判断函数图象走势,
从而判断零点个数或通过零点的个数求参数范围.
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 导数在实际问题中的应用

                例1 如图所示,四边形ABCD 表示边长为60cm的

正方形硬纸片,切去阴影部分所示的四个全等的等腰

直角三角形,再沿虚线折起,使得A,B,C,D 四个点

重合于图中的点P,正好形成一个正四棱柱形状的包

装盒,E,F 在AB 上,是被切去的一个等腰直角三角

形斜边的两个端点,设AE=FB=xcm.
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若要求包装盒的容积V(cm3)最大,则x 应取何值?
并求出此时包装盒的高与底面边长的比值.
解:设包装盒的高为hcm,底面边长为acm.

由已知得a= 2x,h=
60-2x
2

= 2(30-x),0<

x<30,

所以V=a2h=22(-x3+30x2),

V'=62x(20-x).
由V'=0,得x=0(舍去)或x=20,
当x∈(0,20)时,V'>0;当x∈(20,30)时,V'<0,
所以当x=20时,V 取得极大值,也是最大值.

此时
h
a=

1
2
,即包装盒的高与底面边长的比值为

1
2.
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思考1.本例条件下,若要求包装盒的侧面积S(cm2)
最大,则x 应取何值?
解:设包装盒的高为hcm,底面边长为acm.

由已知得a= 2x,h=
60-2x
2

= 2(30-x),0<

x<30,
所以S=4ah=8x(30-x)=-8(x-15)2+1800,
所以当x=15时,S 取得最大值.
思考2.如图,在硬纸片的四个角上切去四个相同的

小正方形,制成一个无盖的小盒子,小正方形的边长

x(cm)为多少时,盒子的容积最大?

解:由题意,制成的盒子高为xcm(0<x<30),底面

边长为(60-2x)cm,
V=(60-2x)(60-2x)x=4x3-240x2+3600x,
V'=12x2-480x+3600.
令V'=0,得x=10或x=30(舍去),
当x=10时,V极大值=16000.
因为 在 定 义 域 内 仅 有 一 个 极 大 值,所 以V最大值 =
16000,即当小正方形的边长为10cm时,盒子的容

积最大.
例2 某公司决定采用增加广告投入和技术改造投

入来获得更大的利益.通过对市场的预测,当对两项

投入都不大于3百万元时,每投入x 百万元广告费,
增加的销售额y1(单位:百万元)可近似地用函数y1

=-2x2+14x 来计算;每投入x 百万元技术改造

费,增加的销售额y2(单位:百万元)可近似地用函数

y2=-
1
3x

3+2x2+5x 来计算.现该公司准备共投入

3百万元用于广告和技术改造,请设计一种资金分配

方案,使得该公司增加的销售额最大.(参考数据:2

≈1.41,3≈1.73)
解:设3百万元中技术改造投入为x(0≤x≤3)百万

元,广告投入为(3-x)百万元,则广告投入带来的销

售额增加值为[-2(3-x)2+14(3-x)]百万元,技
术 改 造 投 入 带 来 的 销 售 额 增 加 值 为

-
1
3x

3+2x2+5xæ

è
ç

ö

ø
÷ 百万元,所以投入带来的销售额

增加值F(x)=-2(3-x)2+14(3-x)-
1
3x

3+2x2

+5x.

整理上式,得F(x)=-
1
3x

3+3x+24.

F'(x)=-x2+3,令F'(x)=0,

解得x= 3或x=- 3(舍去).
当x∈[0,3)时,F'(x)>0;

当x∈(3,3]时,F'(x)<0.
所以当x= 3≈1.73时,F(x)取得最大值.
所以当广告投入为1.27百万元,技术改造投入为1.73
百万元时,该公司增加的销售额最大.

1.求面积与体积的最值问题是实际生产生活中的常

见问题.解决这类问题的关键是熟练掌握相关的面

积、体积公式,能够依据题意确定出自变量的取值

范围,建立准确的函数解析式,然后利用导数的方

法加以解决.必要时,可选择建立坐标系,通过点的

坐标得出函数解析式或曲线方程.
2.利用导数解决利润(收益)最大问题,关键是灵活运

用题设条件,建立利润(收益)的函数解析式,然后

再利用导数方法求出该函数的最大值,即可得到最

大利润(收益).常见的基本等量关系如下:
(1)利润(收益)=收入-成本.
(2)利润(收益)=每件产品的利润(收益)×销售量.

1.一个帐篷如图所示,它下部的形状是高为1m的正

六棱柱,上部的形状是侧棱长为3m的正六棱锥.
试问:当帐篷的顶点O 到底面中心O1的距离为多

少时,帐篷的体积最大?

解:设OO1为x m,则1<x<4.
由题设可得正六棱锥的底面边长为 32-(x-1)2
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= 8+2x-x2,
故底面正六边形的面积为

6×
3
4×

(8+2x-x2)2=
33
2
(8+2x-x2).

帐篷的体积为

V(x)=
33
2
(8+2x-x2)1

3
(x-1)+1é

ë
êê

ù

û
úú

=
3
2
(16+12x-x3),

求导得V'(x)=
3
2
(12-3x2).

令V'(x)=0,解得x=-2(不合题意,舍去)或x
=2.
当1<x<2时,V'(x)>0,V(x)单调递增;
当2<x<4时,V'(x)<0,V(x)单调递减.
故当x=2时,V(x)最大,且最大值V(2)=163.
所以当OO1为2m时,帐篷的体积最大,最大体积

为163m3.
2.有关统计数据显示,从上午6时到12时,车辆通过

某市某一路段的用时y(单位:min)与车辆进入该

路段的时刻t之间的关系可近似地用如下函数表

示:y=

-
1
8t

3-
3
4t

2+36t-
629
4
,6≤t<9,

t
8+
55
4
,9≤t≤10,

-3t2+66t-345,10<t≤12.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

求在这段时间内通过该路段用时最多的时刻.

解:当6≤t<9时,y'=-
3
8t

2-
3
2t+36=-

3
8
(t2

+4t-96)=-
3
8
(t+12)(t-8).

令y'=0,得t1=-12(舍去),t2=8.
当6≤t<8时,y'>0;当8<t<9时,y'<0.
所以当t=8时,y 有最大值,ymax=18.75.

当9≤t≤10时,y=
t
8+
55
4

单调递增,

所以当t=10时,y 有最大值,ymax=15.
当10<t≤12时,y=-3(t-11)2+18,
所以当t=11时,y 有最大值,ymax=18.
综上所述,通过该路段用时最多的时刻为上午8时.
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 与函数最值有关的恒成立问题

                
例3 (1)已知a≤

1-x
x +lnx 对于x∈ 1

2
,2

é

ë
êê

ù

û
úú 恒成

立,求实数a 的取值范围;
(2)已知函数f(x)=aex-2x2,若不等式f'(x)≥0
在R上恒成立,求实数a 的取值范围.

解:(1)由题可知a≤
1-x
x +lnx 对于x∈ 1

2
,2

é

ë
êê

ù

û
úú 恒

成立,

令g(x)=
1-x
x +lnx,x∈ 1

2
,2

é

ë
êê

ù

û
úú,则a≤g(x)min,

则g'(x)=
-x-(1-x)

x2 +
1
x=

x-1
x2 ,

当x∈ 1
2
,1

é

ë
êê

ö

ø
÷ 时,g'(x)<0,

当x∈(1,2]时,g'(x)>0,

所以g(x)=
1-x
x +lnx 在 1

2
,1

é

ë
êê

ö

ø
÷ 上单调递减,在

(1,2]上单调递增,

所以当x=1时,g(x)=
1-x
x +lnx 取得极小值,也

是最小值,
所以g(x)min=g(1)=0,故a≤0.
所以实数a 的取值范围是(-∞,0].
(2)由f(x)=aex-2x2,得f'(x)=aex-4x,根据

题意可知aex-4x≥0在R上恒成立,即a≥
4x
ex

在 R

上恒成立.

令h(x)=
4x
ex
,则a≥h(x)max,

h'(x)=
4-4x
ex

,

当x<1时,h'(x)>0,h(x)=
4x
ex

单调递增,

当x>1时,h'(x)<0,h(x)=
4x
ex

单调递减,

故h(x)=
4x
ex

在x=1处取得极大值,也是最大值,

故h(x)max=h(1)=
4
e
,所以a≥

4
e.

故实数a 的取值范围为 4
e
,+∞

é

ë
êê

ö

ø
÷.

利用导数解决不等式恒成立问题的两种情形

(1)若函数的最值可以通过导数求得,则可先利用导

数研究函数的单调性,将不等式恒成立问题转化为求

函数的最值问题来解决:
①f(x)>k⇒f(x)min>k;
②f(x)<k⇒f(x)max<k.
(2)若函数的最值无法通过导数求得,即导函数的零

点无法精确求出时,则一般向下面两个方向思考:
①将要处理的函数拆分成两个可求最值的函数的和

或积,分别求其最值,进而解决问题;
②利用“虚设和代换”的方法求解.
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设函数f(x)=tx2+2t2x+t-1(x∈R,t>0).
(1)求f(x)的最小值h(t);

(2)若h(t)<-2t+m 对t∈(0,2)恒成立,求实数m
的取值范围.
解:(1)因为f(x)=tx2+2t2x+t-1=t(x+t)2-

t3+t-1(x∈R,t>0),

所以当x=-t时,f(x)取最小值f(-t)=-t3+t

-1,即h(t)=-t3+t-1.
(2)由题可得h(t)<-2t+m 对t∈(0,2)恒成立等

价于h(t)-(-2t+m)<0在(0,2)上恒成立.
令g(t)=h(t)-(-2t+m)=-t3+3t-1-m,则

g'(t)=-3t2+3.
令g'(t)=-3t2+3=0,得t=1或t=-1(舍).
当t变化时,g'(t),g(t)的变化情况如表:

t (0,1) 1 (1,2)

g'(t) + 0 -

g(t) 单调递增 1-m 单调递减

所以g(t)在(0,2)上的极大值g(1)也是最大值,且

g(1)=1-m.
由1-m<0,得m>1,所以实数m 的取值范围为(1,

+∞).
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课后素养评价(二十二)

                1.已知函数f(x)=2x-ln|x|,则f(x)的大致图象为

(  )

A B

C D

A 解析:当x<0时,f(x)=2x-ln(-x),

f'(x)=2-
1
-x

·(-1)=2-
1
x>0

,所以f(x)在

(-∞,0)上单调递增,则B,D错误;当x>0时,

f(x)=2x-lnx,f'(x)=2-
1
x =

2x-1
x

,令

f'(x)=0,得x=
1
2
,则f(x)在 0,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递

减,在 1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增,所以A正确.

2.已知关于x 的不等式
1
2x

2-alnx>0(a>0)恒成

立,则a 的取值范围是 (  )
A.a>0 B.0<a<e
C.a>e D.0<a<1

B 解析:令f(x)=
1
2x

2-alnx(x>0),

则f'(x)=x-
a
x=

x2-a
x .

因为a>0,所以在(0,a)上,f'(x)<0;

在(a,+∞)上,f'(x)>0.

所以在(0,+∞)上,f(x)min=f(a)=
1
2a-

aln a.

又因为不等式
1
2x

2-alnx>0(a>0)恒成立,

所以f(x)min>0,即
1
2a-aln a>0,解得0<a<

e.故选B.
3.某生产厂家的年利润y(单位:万元)与年产量x(单

位:万件)的函数关系式为y=-
1
3x

3+81x-286,

则该生产厂家获取的最大年利润为 (  )
A.300万元 B.252万元

C.200万元 D.128万元

C 解析:函数y=-
1
3x

3+81x-286,所以y'=

-x2+81.
当0<x<9时,y'>0,函数单调递增;
当x>9时,y'<0,函数单调递减.
所以当x=9时,y 有最大值,最大值为200.故选C.
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4.已知在正四棱锥P-ABCD 中,PA=4,则当该正四

棱锥的体积最大时,它的高h 等于    .

43
3  解析:设 正 四 棱 锥 P-ABCD 的 底 面 边 长

为a.

因为PA=4,所以
a2

2+h
2=16,即a2=32-2h2.

所以正四棱锥P-ABCD 的体积V=
1
3a

2h=
32
3h-

2
3h

3(h>0).

所以V'=
32
3-2h

2.

令V'=0,解得h=
43
3 .

当0<h<
43
3

时,V'>0,所以函数在 0,
43
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上

单调递增;

当h>
43
3

时,V'<0,所以函数在 43
3
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上

单调递减.

所以当h=
43
3

时,正四棱锥P-ABCD 的体积取得

最大值.
5.若关于x 的不等式2x2+a-lnx<0有解,则实数

a 的取值范围是    .

-∞,ln2-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:由2x2+a-lnx<0有

解,得a<lnx-2x2 有解.

令f(x)=lnx-2x2(x>0),则f'(x)=
1
x-4x=

1-4x2

x
(x>0).

当0<x<
1
2

时,f'(x)>0;当x>
1
2

时,f'(x)<0.

所以f(x)在 0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增,在 1

2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单

调递减.

所以当x=
1
2

时,f(x)取得最大值f
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=ln

1
2-

2×
1
4=-ln2-

1
2.

所以a<-ln2-
1
2.

6.设函数f(x)=x3-6x+5,x∈R.
(1)求函数f(x)的单调区间和极值;
(2)若关于x 的方程f(x)=a 有三个不同的实根,
求实数a 的取值范围;
(3)已知当x∈(1,+∞)时,f(x)≥k(x-1)恒成

立,求实数k的取值范围.
解:(1)f'(x)=3x2-6,令f'(x)=0,

解得x1=- 2,x2= 2.
因为当x> 2或x<- 2时,f'(x)>0;

当- 2<x< 2时,f'(x)<0.
所以f(x)的单调递增区间为(-∞,- 2),(2,

+∞),单调递减区间为(- 2,2).
当x=- 2时,f(x)有极大值5+42;

当x= 2时,f(x)有极小值5-42.
(2)由(1)知y=f(x)的图象的大致形状及走向如

图所示,当5-42<a<5+42时,直线y=a 与

y=f(x)的图象有三个不同交点,即方程f(x)=a
有三个不同实根.

(3)f(x)≥k(x-1),即(x-1)(x2+x-5)≥k(x
-1).
因为x>1,所以k≤x2+x-5在(1,+∞)上恒

成立.
令g(x)=x2+x-5,g(x)在(1,+∞)上 单 调

递增.
所以g(x)>g(1)=-3.
所以实数k 的取值范围是(-∞,-3].
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                1.(新情境)为了激发同学们学习数学的热情,某学校

开展利用数学知识设计Logo的比赛,其中某位同

学利用函数图象设计了如图的Logo,那么该同学

所选的函数最有可能是 (  )

A.f(x)=xsinx-cosx
B.f(x)=cosx-xsinx
C.f(x)=x2+2cosx
D.f(x)=sinx-xcosx
B 解析:由题图可知,所选函数为偶函数,且在图

象对称轴右侧附近单调递减.
对于A选项,函数f(x)=xsinx-cosx 的定义域

为R,
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f(-x)=(-x)sin(-x)-cos(-x)=xsinx-
cosx=f(x),所以函数f(x)=xsinx-cosx 为

偶函数,f'(x)=xcosx+2sinx,

当0<x<
π
2

时,f'(x)=xcosx+2sinx>0,

则函数f(x)在 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增,A不满足;

对于B选项,函数f(x)=cosx-xsinx 的定义域

为R,f(-x)=cos(-x)-(-x)sin(-x)=cosx
-xsinx=f(x),所以函数f(x)=cosx-xsinx

为偶函数,f'(x)=-xcosx-2sinx,当0<x<
π
2

时,f'(x)=-xcosx-2sinx<0,则函数f(x)在

0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减,B满足;

对于C选项,函数f(x)=x2+2cosx 的定义域为

R,f'(x)=2x-2sinx,令 g(x)=f'(x),则

g'(x)=2-2cosx≥0且g'(x)不恒为零,
所以f'(x)在(0,+∞)上单调递增,
当x>0时,f'(x)=2x-2sinx>f'(0)=0,则函

数f(x)在(0,+∞)上单调递增,C不满足;
对于D选项,函数f(x)=sinx-xcosx 的定义域

为R,则f(-x)=sin(-x)-(-x)cos(-x)=
xcosx-sinx=-f(x),
所以函数f(x)=sinx-xcosx 为奇函数,D不

满足.
2.若函数f(x)=2lnx+4x2+bx+5的图象上的任

意一点处的切线的斜率都大于0,则实数b的取值范

围是 (  )

A.(-∞,-8) B.(-8,+∞)

C.(-∞,8) D.(8,+∞)

B 解析:函数f(x)的定义域为(0,+∞),f'(x)

=
2
x+8x+b.

因为f(x)图象在任意一点处的切线的斜率都大

于0,

所以f'(x)=
2
x +8x+b>0

对任意的x∈(0,

+∞)恒成立.

所以b>-
2
x-8x.

设g(x)=-
2
x-8x

,则b>g(x)max,g'(x)=
2
x2-8.

令g'(x)=0,得x=
1
2
,负根舍去.

所以当x∈ 0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,g'(x)>0,g(x)单调递增;

当x∈ 1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,g'(x)<0,g(x)单调递减.

所以当 x=
1
2

时,g(x)取 得 最 大 值,最 大 值 为

g
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-8,

所以b>-8.故选B.
3.(多选)你是否注意过,市场上等量的小包装的物品

一般比大包装的要贵一些.高二某研究小组针对饮

料瓶的大小对饮料公司利润的影响进行了研究,调
查如下:某制造商制造并出售球形瓶装的某种饮

料,瓶子的制造成本是0.8πr2,其中r(单位:cm)是
瓶子的半径.已知每出售1mL的饮料,制造商可获

利0.2(不考虑瓶子的成本的前提下),且制造商能

制造的瓶子的最大半径为6cm.下列结论正确的有

(注:1mL=1cm3;利润可为负数) (  )

A.利润随着瓶子半径的增大而增大

B.当半径为6cm时,利润最大

C.当半径为2cm时,利润最小

D.当半径为3cm时,制造商不获利

BCD 解析:由已知,设每瓶饮料的利润为f(r)=

0.2×
4π
3r

3-0.8πr2=
4π
5
1
3r

3-r2æ

è
ç

ö

ø
÷,r∈(0,6],则

f'(r)=
4π
5
(r2-2r)=

4π
5r
(r-2).

当r∈(0,2)时,f'(r)<0,此时函数f(r)单调递

减,故A错误.
当r∈(2,6]时,f'(r)>0,函数f(r)单调递增.

又f(0)=0,f(6)=
144π
5
,所以当r=6时,函数

f(r)取得最大值,故B正确.
当r=2时,函数f(r)取得最小值,故C正确.

又f(3)=
4π
5
1
3×3

3-32
æ

è
ç

ö

ø
÷ =0,故 D 正 确.故

选BCD.
4.已知海轮每小时的燃料费与它的航行速度的立方

成正比,某海轮的最大航速为30nmile/h,当速度

为10nmile/h时,它每小时的燃料费是25元,每
小时的其余费用(无论速度如何)都是400元.若甲、
乙两地相距800nmile,则要使该海轮从甲地航行

到乙地的总费用最低,它的航速应为 (  )

A.30nmile/h B.25nmile/h
C.20nmile/h D.10nmile/h
C 解析:海轮每小时的燃料费与它的航行速度的

立方成正比,设船速为xnmile/h,每小时的燃料

费用为W 元,比例系数为k,则满足W=kx3.
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当速度为10nmile/h时,它每小时的燃料费是25

元,代入上式可得25=k×103,解得k=
1
40.

若甲、乙两地相距800nmile,则所需时间为
800
x h.

所 以 总 费 用 为 f(x)=
1
40x

3+400
æ

è
ç

ö

ø
÷ ×
800
x =

20x3+320000
x

(0<x≤30),

所以f'(x)=
40×(x3-8000)

x2 .

令f'(x)=0,解得x=20.
当0<x<20时,f'(x)<0,所以f(x)在(0,20)上

单调递减;

当20<x≤30时,f'(x)>0,所以f(x)在(20,30]

上单调递增.
所以当x=20时,海轮从甲地航行到乙地的总费用

最低.故选C.

5.某商场销售某种商品,经验表明,该商品每日的销

售量y(单位:kg)与销售价格x(单位:元/kg)满足

关系式y=
2

x-3+10
(x-6)2,x∈(3,6).若该商品

的成本为3元/kg,则当销售价格为 元/kg
时,该商场每日销售该商品所获得的利润最大.

4 解析:该商场每日销售该商品所获得的利润为

f(x)=(x-3)
2

x-3+10
(x-6)2é

ë
êê

ù

û
úú=2+10(x-

3)·(x-6)2,3<x<6,

f'(x)=10[(x-6)2+2(x-3)(x-6)]=30(x-

4)·(x-6).
令f'(x)=0,得x=4或x=6(舍去).
所以函数f(x)在(3,4)上单调递增,在(4,6)上单

调递减,

所以当x=4时,函数f(x)取得最大值f(4)=42.
故当销售价格为4元/kg时,该商场每日销售该商

品所获得的利润最大.

6.某地政府向当地企业发放补助款,其中对纳税额x
(单位:万元)满足x∈[4,8]的小微企业设计的补

助款发放方案要同时具备下列两个条件:①补助款

f(x)(单位:万元)随企业原纳税额x 的增加而增

加;②补助款不低于原纳税额的50%.经测算,政府

决定采用函数f(x)=
x
4-

m
x+4

(其中m 为使用

参数)表示的补助款发放方案.

(1)当使用参数m=13时,f(x)是否满足条件? 并

说明理由.
(2)求同时满足条件①②的使用参数 m 的取值

范围.
解:(1)不满足条件.理由如下:当 m=13时,函数

f(x)=
x
4-
13
x+4

,可得f'(x)=
1
4+
13
x2>0.

所以f(x)在[4,8]上单调递增,满足条件①.

又因为f(4)=
7
4<2=

1
2×4

,所以当 m=13时,

f(x)不满足条件②.
综上,当使用参数m=13时,f(x)不满足条件.

(2)由函数f(x)=
x
4-

m
x+4

,

可得f'(x)=
1
4+

m
x2=

x2+4m
4x2 .

所以当m≥0时,f'(x)≥0,满足条件①.

当m<0时,由f'(x)=0,可得x=2 -m .

当x∈[2 -m,+∞)时,f'(x)≥0,f(x)单调

递增.

所以2 -m≤4,解得-4≤m<0.
综上,m≥-4.

由条件②可知,f(x)≥
x
2
,即不等式

x
4+

m
x≤4

在

[4,8]上恒成立,

等价于m≤-
1
4x

2+4x=-
1
4
(x-8)2+16.

当x=4时,y=-
1
4
(x-8)2+16取得最小值12,

所以m≤12.
综上,使用参数m 的取值范围是[-4,12].

7.某地建一座桥,两端的桥墩已建好,这两个桥墩相

距m m,余下的工程为建两端桥墩之间的桥面和桥

墩.经预算,一个桥墩的工程费用为256万元;距离

为x m的相邻两墩之间的桥面工程费用为(2+

x)万元/m.假设桥墩等距离分布,所有桥墩都视

为点,且不考虑其他因素.记余下的工程费用为y
万元.
(1)试写出y 关于x 的函数解析式;
(2)当m=640m时,需要建多少个桥墩才能使y
最小?
解:(1)设需新建n 个桥墩,则(n+1)x=m,即n=
m
x-1

,

所以y=f(x)=256n+(n+1)(2+ x)x
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=256m
x-1

æ

è
ç

ö

ø
÷+m(2+ x)

=
256m
x +m x+2m-256(0<x<m).

(2)由(1)知f(x)=
256m
x +m x+2m-256(0<

x<m),

所以f'(x)=-
256m
x2 +

1
2mx-12=

m
2x2(x

3
2-512).

令f'(x)=0,得x
3
2=512,所以x=64.

当0<x<64时,f'(x)<0,f(x)在区间(0,64)上
单调递减;
当64<x<640时,f'(x)>0,f(x)在区间(64,

640)上单调递增.
所以f(x)在x=64处取得最小值.

此时n=
m
x-1=

640
64-1=9.

故需要建9个桥墩才能使y 最小.

8.已知函数f(x)=
1
2x

2+alnx.

(1)若a=-1,求函数f(x)的极值,并指出是极大

值还是极小值;
(2)若a=1,求证:在区间[1,+∞)上,函数f(x)

的图象在函数g(x)=
2
3x

3 的图象的下方.

(1)解:函数f(x)的定义域为(0,+∞),

当a=-1时,f'(x)=x-
1
x=

(x+1)(x-1)
x .

令f'(x)=0,得x=1或x=-1(舍去),

当x∈(0,1)时,f'(x)<0,函数f(x)在(0,1)上单

调递减;

当x∈(1,+∞)时,f'(x)>0,函数f(x)在(1,

+∞)上单调递增.
所以x=1是f(x)的极小值点,

所以f(x)在x=1处取得极小值为f(1)=
1
2.

(2)证明:设F(x)=f(x)-g(x)=
1
2x

2+lnx-

2
3x

3,

则F'(x)=x+
1
x-2x

2

=
-2x3+x2+1

x

=
-(x-1)(2x2+x+1)

x
,

当x>1时,F'(x)<0,

故F(x)在区间[1,+∞)上单调递减.

又F(1)=-
1
6<0

,

所以在区间[1,+∞)上,F(x)<0恒成立,

即f(x)<g(x)恒成立.
因此当a=1时,在区间[1,+∞)上,函数f(x)的

图象在函数g(x)的图象的下方.
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易错强化练(四)
                练易错
易错点1|忽视导数为零的情况
[防范要诀]
f'(x)>0⇒函数y=f(x)单调递增,但反之,当函数

y=f(x)单调递增时,f'(x)≥0,此处不要漏掉导数

等于零的情况.
[对点集训]
1.函数y=x+xlnx 的单调递减区间是 (  )
A.(-∞,e-2) B.(0,e-2)
C.(e-2,+∞) D.(e2,+∞)
B 解析:y=x+xlnx 的定义域为(0,+∞),令
y'=2+lnx<0,得0<x<e-2,即函数的单调递减

区间为(0,e-2).
2.若函数f(x)=ax3-x 在R上单调递减,则

(  )
A.a<0 B.a≤0

C.a<
1
3 D.a≤

1
3

B 解析:f'(x)=3ax2-1,
因为f(x)=ax3-x 在R上单调递减,
所以f'(x)=3ax2-1≤0恒成立,故a≤0.

3.若函数f(x)=x-
1
3sin2x+asinx 在(-∞,

+∞)上单调递增,则实数a 的取值范围是 (  )

A.[-1,1] B.-1,
1
3

é

ë
êê

ù

û
úú

C.-
1
3
,1
3

é

ë
êê

ù

û
úú D.-1,-

1
3

é

ë
êê

ù

û
úú

C 解析:(方法一:特殊值法)不妨取a=-1,

则f(x)=x-
1
3sin2x-sinx,

f'(x)=1-
2
3cos2x-cosx

,但f'(0)=1-
2
3-1

=-
2
3<0

,不满足f(x)在(-∞,+∞)上单调递

增的条件,排除A,B,D.故选C.
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(方法二:综合法)因为函数f(x)=x-
1
3sin2x+

asinx在(-∞,+∞)上单调递增,

所以f'(x)=1-
2
3cos2x+acosx

=1-
2
3
(2cos2x-1)+acosx

=-
4
3cos

2x+acosx+
5
3≥0

,

即acosx≥
4
3cos

2x-
5
3

在(-∞,+∞)上恒成立.

当cosx=0时,恒有0≥-
5
3
,得a∈R;

当0<cosx≤1时,得a≥
4
3cosx-

5
3cosx

,令t=

cosx,g(t)=
4
3t-

5
3t

在(0,1]上单调递增,得a≥

g(1)=-
1
3
;

当-1≤cosx<0时,得a≤
4
3cosx-

5
3cosx

,令t

=cosx,g(t)=
4
3t-

5
3t

在[-1,0)上单调递增,得

a≤g(-1)=
1
3.综 上,可 得 a 的 取 值 范 围 是

-
1
3
,1
3

é

ë
êê

ù

û
úú.故选C.

易错点2|由极值求参数时未检验
[防范要诀]
可导函数在x=x0 处的导数为0是该函数在x=x0

处取得极值的必要不充分条件,故已知极值求函数

时,由f'(x)=0求出的参数的值要进行检验,否则易

出错.
[对点集训]
4.已知函数f(x)=x3+3mx2+nx+m2 在x=-1

处有极值0,则实数m+n 的值为 (  )
A.4 B.4或11
C.9 D.11
D 解析:f'(x)=3x2+6mx+n,由 题 意 可

知
f'(-1)=0,
f(-1)=0,{

即
3-6m+n=0,
-1+3m-n+m2=0,{ 解得

m=1,
n=3{ 或

m=2,
n=9.{

当
m=1,
n=3{ 时,f'(x)=3x2+6x+3=3(x+1)2≥

0,不符合题意,舍去.

当
m=2,
n=9{ 时,f'(x)=3x2+12x+9=3(x+3)(x

+1),
令f'(x)>0,得x<-3或x>-1;令f'(x)<0,
得-3<x<-1.

所以f(x)在(-∞,-3),(-1,+∞)上单调递增,
在(-3,-1)上单调递减,故f(x)在x=-1处取

得极小值,符合题意,
则m+n=2+9=11.故选D.

5.函数y=x3-2ax+a 在(0,1)内有极小值,则实数

a 的取值范围是 (  )

A.(0,3) B.0,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.(0,+∞) D.(-∞,3)
B 解析:y'=3x2-2a.要使函数在(0,1)内有极小

值,必 有 a>0.令 y'=3x2 -2a=0,得 x=

±
2
3a.当x<-

2
3a

时,y'>0;当-
2
3a<x

<
2
3a

时,y'<0;当x>
2
3a

时,y'>0.故函数

在x=
2
3a

时取得极小值.令0<
2
3a<1

,得0

<a<
3
2.

练疑难
1.函数y=f(x)的导函数y=f'(x)的图象如图所

示,则 (  )

A.-3是函数y=f(x)的极大值点

B.y=f(x)在区间(-3,1)上单调递增

C.-1是函数y=f(x)的最小值点

D.曲线y=f(x)在x=0处的切线的斜率小于零

B 解析:根 据 题 图 可 知,当x∈(-∞,-3)时,
f'(x)<0,当x∈(-3,1)时,f'(x)>0,所以函数

y=f(x)在(-∞,-3)上单调递减,在(-3,1)上
单调递增,-3是函数y=f(x)的极小值点,故 A
错误,B正确;因为函数在(-3,1)上单调递增,所
以-1不是函数y=f(x)的最小值点,故C不正

确;因为函数y=f(x)在x=0处的导数大于0,所
以切线的斜率大于零,故D不正确.故选B.

2.已知函数f(x)=
a
3x

3-ax2+1,若f(x)在x=2

处有极小值,则a 的值可以为 (  )
A.0 B.-1
C.1 D.-2

C 解析:因为f(x)=
a
3x

3-ax2+1,

所以f'(x)=ax2-2ax=ax(x-2).
①当a<0时,在(-∞,0)和(2,+∞)上,f'(x)<
0,函数f(x)单调递减,
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在(0,2)上时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增,
故函数在x=2处取得极大值,不满足题意;
②当a=0时,f(x)=1,函数f(x)无极值,不满足

题意;
③当a>0时,在(-∞,0)和(2,+∞)上,f'(x)>
0,函数f(x)单调递增,
在(0,2)上,f'(x)<0,函数f(x)单调递减,
故函数f(x)在x=2处取得极小值,满足题意.
综上所述,a>0.

3.已知a≥0,函数f(x)=(x2-2ax)ex.若函数

f(x)在[-1,1]上单调递减,则a 的取值范围是

(  )

A.0<a<
3
4 B.

1
2<a<

3
4

C.a≥
3
4 D.0<a<

1
2

C 解析:(方 法 一)当a=1时,f(x)=(x2-
2x)ex,

f'(x)=(2x-2)ex+(x2-2x)ex=ex(x2-2).
当-1≤x≤1时,x2-2<0,所以f'(x)<0,
所以f(x)在[-1,1]上单调递减,排除A,B,D.故
选C.
(方法二)f'(x)=ex[x2+2(1-a)x-2a],
因为f(x)在[-1,1]上单调递减,所以f'(x)≤0
在[-1,1]上恒成立.令g(x)=x2+2(1-a)x
-2a,

则
g(1)≤0,
g(-1)≤0,{ 解得a≥

3
4.

4.(多选)若函数f(x)在定义域D 内的某个区间I上

单调递增,且F(x)=
f(x)
x

在区间I 上也单调递

增,则称y=f(x)是I 上的“一致递增函数”.已知

f(x)=x+
ex

x
,若函数f(x)是区间I上的“一致递

增函数”,则区间I可能是 (  )
A.(-∞,-2) B.(-∞,0)
C.(0,+∞) D.(2,+∞)

AD 解 析:由 f (x)=x +
ex

x
,得 f'(x)

=
x2+ex(x-1)

x2 .

由F(x)=
f(x)
x =1+

ex

x2,得F'(x)=
ex(x-2)

x3 .

当x∈(-∞,-2)时,f'(x)=
x2+ex(x-1)

x2 >

x2+(x-1)
x2 >0,函数f(x)单调递增,

F'(x)=
ex(x-2)

x3 >0,函数f(x)单调递增,故 A

满足题意;

f' -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
4-

3
2e

-12

1
4

<0,故B不满足题意;

F'(1)=-e<0,故C不满足题意;

当x∈(2,+∞)时,f'(x)=
x2+ex(x-1)

x2 >0,

F'(x)=
ex(x-2)

x3 >0,故D满足题意.故选AD.

5.设F(x)=
f(x)
ex

是定义在 R上的函数,其中f(x)

的导函数f'(x)<f(x)对于∀x∈R恒成立,则
(  )

A.f(2)>e2f(0),f(2024)>e2024f(0)
B.f(2)<e2f(0),f(2024)>e2024f(0)
C.f(2)<e2f(0),f(2024)<e2024f(0)
D.f(2)>e2f(0),f(2024)<e2024f(0)

C 解析:因为函数F(x)=
f(x)
ex

的导函数F'(x)

=
f'(x)ex-f(x)ex

(ex)2 =
f'(x)-f(x)

ex <0,

所以函数F(x)=
f(x)
ex

在R上单调递减,

所以F(2)<F(0),即
f(2)
e2 <

f(0)
e0
,故有f(2)<

e2f(0).
同理可得f(2024)<e2024f(0).故选C.

6.函数f(x)=|2x-1|-2lnx 的最小值为  
  .
1 解析:函数f(x)=|2x-1|-2lnx 的定义域为

(0,+∞).①当x>
1
2

时,f(x)=2x-1-2lnx,所

以f'(x)=2-
2
x =

2(x-1)
x

,当
1
2<x<1时,

f'(x)<0,f(x)单调递减,当x>1时,f'(x)>0,
f(x)单调递增,所以f(x)min=f(1)=2-1-2ln1

=1.②当0<x≤
1
2

时,f(x)=1-2x-2lnx,所以

f'(x)=-2-
2
x=

-2(x+1)
x

,此时f'(x)<0,

f(x)在0,
1
2

æ

è
ç

ù

û
úú 上单调递减,所以f(x)min=f

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

-2ln
1
2=ln4>lne=1.

综上,函数f(x)的最小值

为1.

7.设函数f(x)=x(ex-1)-
1
2x

2,则f(x)的单调

递 增 区 间 是 ,单 调 递 减 区 间

是 .
(-∞,-1),(0,+∞) (-1,0) 解析:f'(x)=
ex-1+xex-x=(ex-1)(x+1).
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当x∈(-∞,-1)时,f'(x)>0;
当x∈(-1,0)时,f'(x)<0;
当x∈(0,+∞)时,f'(x)>0.
故f(x)在(-∞,-1),(0,+∞)上单调递增,在
(-1,0)上单调递减.

8.设圆柱的体积为V,那么其表面积最小时,底面半

径为    .
3
V
2π 

解析:设 底 面 圆 半 径 为r,高 为 h,则 V

=πr2h.

所以h=
V
πr2.

所以S表 =2S底 +S侧 =2πr2+2πr·h=2πr2+

2πr·V
πr2=2πr

2+
2V
r .

所以S'表=4πr-
2V
r2 .令S'表=0,得r=

3
V
2π.

又当r∈ 0,
3
V
2π

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,S'表<0;

当r∈
3
V
2π
,V

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,S'表>0.

所以当r=
3
V
2π

时,表面积最小.

9.判断函数f(x)=2x+x3-2在区间(0,1)内的零

点个数.
解:因为f(x)=2x+x3-2,0<x<1,
所以f'(x)=2xln2+3x2>0在(0,1)上恒成立,
所以f(x)在(0,1)上单调递增.
又f(0)=20+0-2=-1<0,f(1)=2+1-2=1
>0,
f(0)f(1)<0,所以f(x)在(0,1)内有且只有一个

零点.

10.设函数f(x)=
1
2x

2ex.

(1)求f(x)的单调区间;
(2)若当x∈[-2,2]时,不等式f(x)>m 恒成

立,求实数m 的取值范围.

解:(1)f'(x)=xex+
1
2x

2ex=
ex

2x
(x+2).

由
ex

2x
(x+2)>0,解得x>0或x<-2.

所以f(x)的单调递增区间为(-∞,-2),(0,+∞).

由
ex

2x
(x+2)<0,解得-2<x<0.

所以f(x)的单调递减区间为(-2,0).
所以f(x)的单调递 增 区 间 为(-∞,-2),(0,
+∞),单调递减区间为(-2,0).
(2)令f'(x)=0,得x=0或x=-2.

因为f(-2)=
2
e2
,f(2)=2e2,f(0)=0,

所以当x∈[-2,2]时,f(x)∈[0,2e2].
又因为f(x)>m 恒成立,所以m<0.
故实数m 的取值范围为(-∞,0).

11.给定函数f(x)=(x+3)ex.
(1)判断f(x)的单调性并求极值;
(2)讨论方程f(x)=m(m∈R)的解的个数.
解:(1)因为f(x)=(x+3)ex,
所以f'(x)=(x+3)'ex+(x+3)(ex)'=(x+
4)ex.
令f'(x)>0,得x>-4,
令f'(x)<0,得x<-4,
所以函数f(x)在区间(-∞,-4)上单调递减,在
区间(-4,+∞)上单调递增,
所以当x=-4时,f(x)取得极小值f(-4)=

-
1
e4
,无极大值.

(2)由(1)知当x=-4时,f(x)取得的极小值也

是最小值,为f(-4)=-
1
e4
,且当x<-3时,

f(x)=(x+3)ex<0,f(x)的图象恒在x 轴的下

方,所以当x→-∞时,f(x)→0.
根据函数y=f(x)与y=m 的图象(图略),可知

当m=-
1
e4

或 m≥0时,两函数图象恰有一个交

点,此时方程有一个解;

当-
1
e4<m<0时,两函数图象有两个交点,此时

方程有两个解.

综上所述,当 m=-
1
e4

或 m≥0时,方程有一个

解;当-
1
e4<m<0时,方程有两个解.
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第五章质量评估

(时间:120分钟,分值:150分)

                一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分)

1.函数f(x)=x2+x 在x=1处的导数f'(1)=
(  )

A.0 B.1 C.2 D.3

D 解析:因为f(x)=x2+x,所以f'(x)=2x+

1,所以f'(1)=2×1+1=3.故选D.

2.利用导数的定义计算lim
Δx→0

ln(e+2Δx)-1
Δx

的值为

(  )

A.1 B.
2
e

C.0 D.2

B 解析:因为lim
Δx→0

ln(e+2Δx)-1
Δx

=2lim
Δx→0

ln(e+2Δx)-lne
2Δx

,

而lim
Δx→0

ln(x+2Δx)-lnx
2Δx =(lnx)'=

1
x
,

所以lim
Δx→0

ln(e+2Δx)-lne
2Δx =

1
e
,

所以lim
Δx→0

ln(e+2Δx)-1
Δx =

2
e.故选B.

3.已知函数f(x)的导函数为f'(x),f(x)的图象如

图所示,则 (  )

A.f'(x1)>f'(x2)>f'(x3)

B.f'(x2)>f'(x3)>f'(x1)

C.f'(x3)>f'(x2)>f'(x1)

D.f'(x1)>f'(x3)>f'(x2)

B 解析:分别作出函数f(x)的图象在x=x1,x
=x2,x=x3 处的切线,如图所示.

根据 导 数 的 几 何 意 义 及 图 中 切 线 的 斜 率 可 知,

f'(x2)>f'(x3)>0>f'(x1).故选B.

4.若函数f(x)=x-alnx 的图象在x=1处的切线

的斜率为3,则a= (  )

A.-2 B.-1 C.1 D.2

A 解析:因为f(x)=x-alnx,所以f'(x)=

1-
a
x.

因为函数f(x)=x-alnx 的图象在x=1处的切

线的斜率为3,

所以f'(1)=1-
a
1=3

,解得a=-2.故选A.

5.函数f(x)=2x-ln2x 的单调递减区间为 (  )

A.0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.12

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

C.12
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.0,

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

A 解析:由题得函数f(x)的定义域为(0,+∞).

f'(x)=2-2×
1
2x=

2x-1
x

,令f'(x)<0,解得0<

x<
1
2.所以函数f(x)的单调递减区间为 0,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

故选A.

6.下面四个图象中,有一个是函数f(x)=
1
3x

3+ax2

+(a2-1)x+1(a∈R)的导函数y=f'(x)的图

象,则f(-1)= (  )

A.
1
3 B.-

2
3

C.
7
3 D.-

1
3

或
5
3

D 解析:因为f'(x)=x2+2ax+a2-1,所以y=

f'(x)的图象开口向上,排除②④.若y=f'(x)的
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图象为①,则a=0,f(-1)=
5
3.若y=f'(x)的图

象为③,则a2-1=0,得a=±1.又对称轴x=-a

>0,所以a=-1,所以f(-1)=-
1
3.

7.已知函数f(x)=x+
1
ax

在(-∞,-1)上单调递

增,则实数a 的取值范围是 (  )

A.[1,+∞)

B.(-∞,0)∪(0,1]

C.(0,1]

D.(-∞,0)∪[1,+∞)

D 解析:由题意得f'(x)=1-
1

ax2,因为f(x)在

(-∞,-1)上单调递增,所以f'(x)≥0在(-∞,

-1)上恒成立,即1
a≤x

2 在(-∞,-1)上恒成立.

当x<-1时,x2>1,则有
1
a≤1

,解得a≥1或a<

0.故选D.

8.已知a=
1
100
,b=e-

99
100,c=ln

101
100
,则a,b,c的大小

关系为 (  )

A.a<b<c B.a<c<b

C.c<a<b D.b<a<c

C 解析:先用导数证明两个重要的不等式.

①ex≥x+1,当且仅当x=0时,等号成立.

令y=ex-(x+1),则y'=ex-1,当x∈(-∞,0)

时,y'<0,函数单调递减;当x∈(0,+∞)时,y'>

0,函数单调递增,故当x=0时函数取得最小值0,

故ex≥x+1,当且仅当x=0时,等号成立.

②lnx≤x-1,当且仅当x=1时,等号成立.

令y=lnx-(x-1)(x>0),则y'=
1
x-1

,当x∈

(0,1)时,y'>0,函数单调递增,当x∈(1,+∞)

时,y'<0,函数单调递减,故当x=1时函数取得最

大值0,故lnx≤x-1,当且仅当x=1时,等号

成立.

故e-
99
100>-

99
100+1=

1
100
,c=ln

101
100<

101
100-1=

1
100
,即b>a>c.故选C.

二、多项选择题(本题共3小题,每小题6分,共18分)

9.函数y=f(x)的导函数f'(x)的图象如图所示,下

列选项正确的是 (  )

A.当x=-1时,f(x)取得极小值

B.f(x)在[-2,1]上单调递增

C.当x=1时,f(x)取得极大值

D.f(x)在[-1,2]上单调递增,在[2,4]上单调

递减

AD 解析:由题中导函数f'(x)的图象可知,

当-2<x<-1时,f'(x)<0,则f(x)单调递减;

当x=-1时,f'(x)=0;

当-1<x<2时,f'(x)>0,则f(x)单调递增;

当x=2时,f'(x)=0;

当2<x<4时,f'(x)<0,则f(x)单调递减;

当x=4时,f'(x)=0;

当x>4时,f'(x)>0,则f(x)单调递增,

所以当x=-1时,f(x)取 得 极 小 值.故 选 项 A

正确.

f(x)在[-2,1]上有减有增.故选项B错误.

当x=2时,f(x)取得极大值.故选项C错误.

f(x)在[-1,2]上单调递增,在[2,4]上单调递减.

故选项D正确.故选AD.

10.(2022·新高考全国Ⅰ卷)已知函数f(x)=x3-

x+1,则 (  )

A.f(x)有两个极值点

B.f(x)有三个零点

C.点(0,1)是曲线y=f(x)图象的对称中心

D.直线y=2x 是曲线y=f(x)的切线

AC 解析:由题得f'(x)=3x2-1,令f'(x)>0

得x>
3
3

或x<-
3
3
;令f'(x)<0得-

3
3<x<

3
3.所以f(x)在 -∞,-

3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷, 3
3
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调

递增,在 -
3
3
,3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减,所以x=±

3
3

是

极值点,故A正确.
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因为f -
3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=1+

23
9 >0,f 3

3
æ

è
ç

ö

ø
÷=1-

23
9 >

0,f(-2)= -5<0,所 以,函 数 f (x)在

-∞,-
3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上有一个零点,当x≥-

3
3

时,f(x)

≥f 3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷>0,即函数f(x)在 -

3
3
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上无零

点.综上所述,函数f(x)有一个零点,故B错误.
令h(x)=x3-x,该函数的定义域为 R,h(-x)

=(-x)3-(-x)=-x3+x=-h(x),所 以

h(x)是奇函数,(0,0)是h(x)图象的对称中心.将

h(x)的图象向上移动一个单位长度得到f(x)的

图象,所以点(0,1)是曲线y=f(x)的对称中心,

故C正确.

令f'(x)=3x2-1=2,可得x=±1.又f(1)=

f(-1)=1,所以当切点为(1,1)时,切线方程为y

=2x-1;当切点为(-1,1)时,切线方程为y=2x

+3,故D错误.

故选AC.

11.已知函数f(x)=2sinx-sin2x,则 (  )

A.f(x)是奇函数

B.f(x)是偶函数

C.f(x)的最大值为
3
 
3
2

D.f(x)的最大值为3

AC 解析:函数f(x)=2sinx-sin2x 的定义域

为R,

且f(-x)=2sin(-x)-sin(-2x)=-2sinx+

sin2x=-f(x),

故f(x)=2sinx-sin2x 为奇函数.A正确,B错误.

因为f(x+2π)=2sin(x+2π)-sin(2x+4π)=

2sinx-sin2x=f(x),

所以2π是f(x)的一个周期,

所以要想求f(x)=2sinx-sin2x 的最大值,只

需考虑x∈[0,2π]时的情况即可.
又f'(x)=2cosx-2cos2x=2cosx-4cos2x+2

=2(2cosx+1)(1-cosx),

当x∈ 0,
2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 时,f'(x)≥0,故f(x)=2sinx-

sin2x 在 0,
2π
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增;

当x∈ 2π3
,4π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)<0,故f(x)=2sinx-

sin2x 在 2π
3
,4π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减;

当x∈ 4π3
,2π

æ

è
ç

ù

û
úú 时,f'(x)≥0,故f(x)=2sinx-

sin2x 在 4π
3
,2π

æ

è
ç

ù

û
úú 上单调递增.

故f(x)=2sinx-sin2x 在x=
2π
3

处 取 得 极

大值,

f
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=2sin

2π
3-sin

4π
3=2×

 
3
2 +

 
3
2 =

3
 
3
2 .

又f(2π)=2sin2π-sin4π=0,

故f(x)=2sinx-sin2x 的最大值为
3
 
3
2 .C正

确,D错误.故选AC.

三、填空题(本题共3小题,每小题5分,共15分)

12.已知定义在R上的函数f(x)的导函数f'(x)>

1,且f(2m)<f(m+1),则实数m 的取值范围为

    .

(-∞,1) 解析:因为定义在R上的函数f(x)的

导函数f'(x)>1>0,所以f(x)在 R 上单调递

增.由f(2m)<f(m+1),得2m<m+1,即 m<

1,所以实数m 的取值范围为(-∞,1).

13.设函数f(x)=x3+ax2+bx(x>0)的图象与直

线y=4相切于点 M(1,4),则y=f(x)在区间

(0,4]上的最大值为    ,最小值为    .

4 0 解析:f'(x)=3x2+2ax+b(x>0).

依题意,得
f'(1)=0,

f(1)=4,{ 即
3+2a+b=0,

1+a+b=4,{

解得
a=-6,

b=9.{ 所以f(x)=x3-6x2+9x.

令f'(x)=3x2-12x+9=0,解得x=1或x=3.

当x 变化时,f'(x),f(x)在区间(0,4]上的变化

情况如下表:

x (0,1) 1 (1,3) 3 (3,4) 4

f'(x) + 0 - 0 + +

f(x) ↗ 4 ↘ 0 ↗ 4
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又当x→0时,f(x)→0,所以函数f(x)=x3-

6x2+9x 在区间(0,4]上的最大值是4,最小值

是0.

14.已知函数f(x)=lnx-
1
2x2-a.若∃x>0,

f(x)≥0,则实数a 的取值范围是    .

-∞,-
1
2

æ

è
ç

ù

û
úú 解析:由∃x>0,f(x)≥0,可得

∃x>0,a≤lnx-
1
2x

2,

令g(x)=lnx-
1
2x

2,即a≤g(x)max.g'(x)=
1
x

-x=
(1-x)(1+x)

x
,

所以当x∈(0,1)时,g'(x)>0,函数g(x)单调递

增,当x∈(1,+∞)时,g'(x)<0,函数g(x)单调

递减,

所以当x=1时,函 数 g(x)有 最 大 值 g(1)=

-
1
2
,所 以 a ≤

1
2.故 实 数 a 的 取 值 范 围

是 -∞,-
1
2

æ

è
ç

ù

û
úú.

四、解答题(本题共5小题,共77分)

15.(13分)已知函数f(x)=x3+ax2-2在x=-2
处取得极值.
(1)求实数a 的值;

(2)求f(x)在区间[-1,2]上的最大值与最小值.

解:(1)因为f(x)=x3+ax2-2,所以f'(x)=

3x2+2ax,

所以f'(-2)=12-4a=0,解 得a=3.经 检 验

成立.
(2)由(1)知f(x)=x3+3x2-2,x∈[-1,2],

所以f'(x)=3x2+6x=3x(x+2).
所以当 x∈(-1,0)时,f'(x)<0,f(x)单 调

递减;

当x∈(0,2)时,f'(x)>0,f(x)单调递增.

所以f(x)min=f(0)=-2.
因为f(-1)=0,f(2)=18,所以f(x)max=18.

16.(15分)已知函数f(x)=ex+(m+1)x(m∈R).
(1)当m=1时,求曲线y=f(x)在点(2,f(2))处

的切线的方程;

(2)讨论函数f(x)的单调性.

解:(1)当m=1时,f(x)=ex+2x,

f(2)=e2+4,f'(x)=ex+2,f'(2)=e2+2,

故曲线y=f(x)在点(2,f(2))处的切线的方程

为y-(e2+4)=(e2+2)(x-2),

即(e2+2)x-y-e2=0.
(2)f'(x)=ex+m+1,

当m+1≥0,即m≥-1时,f'(x)>0,f(x)在 R

上单调递增.

当m+1<0,即m<-1时,

由f'(x)>0,得x>ln(-m-1);

由f'(x)<0,得x<ln(-m-1).
所以f(x)在(-∞,ln(-m-1))上单调递减,在

(ln(-m-1),+∞)上单调递增.

综上所述,当m≥-1时,f(x)在R上单调递增;

当m<-1时,f(x)在(-∞,ln(-m-1))上单

调递减,在(ln(-m-1),+∞)上单调递增.

17.(15分)已知函数f(x)=2x3-6x2-18x+5.
(1)求函数f(x)的单调区间;

(2)若函数g(x)=f(x)+a 至多有两个零点,求

实数a 的取值范围.
解:(1)依题意得f'(x)=6x2-12x-18=6(x-

3)(x+1),

故当x∈(-∞,-1)时,f'(x)>0;当x∈(-1,

3)时,f'(x)<0;当x∈(3,+∞)时,f'(x)>0.
所以f(x)的单调 递 增 区 间 为(-∞,-1),(3,

+∞),单调递减区间为(-1,3).
(2)令g(x)=0,得-a=f(x).
因为f(-1)=15,f(3)=-49,结合f(x)的单调

性,作出f(x)的图象如下.

g(x)=f(x)+a 至多有两个零点可转化为曲线

y=f(x)与直线y=-a 至多有两个交点.

结合图象可知,-a≥15或-a≤-49,

即实 数 a 的 取 值 范 围 为(-∞,-15]∪[49,

+∞).
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18.(17分)某村庄拟修建一个无盖的圆柱形蓄水池

(不计厚度).设该蓄水池的底面半径为rm,高为

hm,体积为V m3.假设建造成本仅与表面积有

关,侧面的建造成本为100元/m2,底面的建造成

本为 160 元/m2,该 蓄 水 池 的 总 建 造 成 本 为

12000π元(π为圆周率).
(1)将V 表示成r 的函数V(r),并求该函数的定

义域;

(2)讨论函数V(r)的单调性,并确定r 和h 为何

值时该蓄水池的体积最大.

解:(1)因为蓄水池侧面的总成本为100·2πrh=

200πrh(元),

底面的总成本为160πr2 元,所以修建蓄水池的总

成本为(200πrh+160πr2)元.

根据题意得200πrh+160πr2=12000π,

所以h=
1
5r
(300-4r2),

从而V(r)=πr2h=
π
5
(300r-4r3).

由r>0,h>0,可得0<r<53,

故函数V(r)的定义域为(0,53).

(2)因为V(r)=
π
5
(300r-4r3),0<r<53,

所以V'(r)=
π
5
(300-12r2).

令V'(r)=0,解得r1=5,r2=-5(舍去).

当r∈(0,5)时,V'(r)>0,故V(r)在(0,5)上单调

递增;

当r∈(5,53)时,V'(r)<0,故V(r)在(5,53)

上单调递减.

由此可知,V(r)在r=5处取得最大值V(5)=

200π,此时h=8.
故当r=5,h=8时,该蓄水池的体积最大.

19.(17分)已知函数f(x)=x-mlnx-m.
(1)讨论函数f(x)的单调性;

(2)若函数f(x)有最小值g(m),证明:g(m)≤

1
e

在(0,+∞)上恒成立.

(1)解:函数f(x)的定义域为(0,+∞),且f'(x)

=1-
m
x=

x-m
x .

当m≤0时,f'(x)>0在(0,+∞)上恒成立,此时

函数f(x)在(0,+∞)上单调递增.
当m>0时,由f'(x)>0,解得x>m;

由f'(x)<0,解得0<x<m.
所以函数f(x)在(0,m)上单调递减,在(m,+∞)

上单调递增.
综上,当m≤0时,f(x)在(0,+∞)上单调递增;

当m>0时,函数f(x)在(0,m)上单调递减,在

(m,+∞)上单调递增.
(2)证明:由(1)知,当 m≤0时,f(x)在(0,+∞)

上单调递增,f(x)无最小值.
当m>0时,f(x)在(0,m)上单调递减,在(m,

+∞)上 单 调 递 增,所 以 f(x)min=f(m)=

-mlnm,

即g(m)=-mlnm,

则g'(m)=-1-lnm.

由g'(m)=-1-lnm>0,解得0<m<
1
e
;

由g'(m)=-1-lnm<0,解得m>
1
e.

所以g(m)在 0,
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增,在 1

e
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上

单调递减,

所以g(m)≤g
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
eln

1
e=

1
e
,

即g(m)≤
1
e

在(0,+∞)上恒成立.
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                导数的计算

例1 (1)若f(x)=sinx,则lim
t→0

f(2t)-f(0)
t =

(  )

A.0 B.
1
2

C.1 D.2
(2)求下列函数的导数.

①y=
x3-1
cosx

;

②y=ex·sinx;

③y=(2+3x)(3-5x+x2);

④y=2x+log2x.
(1)D 解析:由题意可知,f'(x)=cosx,

f'(0)=1,

lim
t→0

f(2t)-f(0)
t =2lim

2t→0

f(0+2t)-f(0)
2t

=2f'(0)=2.

(2)解:①y'=
(x3-1)'·cosx-(x3-1)·(cosx)'

cos2x

=
3x2cosx+(x3-1)sinx

cos2x .

②y'=(ex)'·sinx+ex ·(sinx)'=ex(sinx+
cosx).
③y'=(2+3x)'·(3-5x+x2)+(2+3x)·(3-
5x+x2)'=9x2-26x-1.

④y'=2xln2+
1

xln2.

函数解析式常见形式及变形求导方法

连乘形式 先展开化为多项式形式,再求导

三角形式
先利用三角函数公式转化为和或差的形式,

再求导

分式形式
先化为整式函数或较为简单的分式函数,再
求导

根式形式 先化为分数指数幂的形式,再求导

对数形式 先化为和或差的形式,再求导

复合函数
先确定复合关系,由外向内逐层求导,必要

时可换元
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求下列函数的导数.

(1)y=sin4
x
4+cos

4x
4
;

(2)y=cos
x
2 sin

x
2-cos

x
2

æ

è
ç

ö

ø
÷;

(3)y=(x+1)ln(2x);

(4)y=
e2x+1

x .

解:(1)因为y=sin4
x
4+cos

4x
4

= sin2
x
4+cos

2x
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-2sin2
x
4cos

2x
4

=1-
1
2sin

2x
2=1-

1
2×
1-cosx
2

=
3
4+

1
4cosx

,

所以y'=
3
4+

1
4cosx

æ

è
ç

ö

ø
÷'=-

1
4sinx.

(2)因为y=cos
x
2 sin

x
2-cos

x
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

=cos
x
2sin

x
2-cos

2x
2

=
1
2
(sinx-cosx)-

1
2
,

所以y'=
1
2
(sinx-cosx)-

1
2

é

ë
êê

ù

û
úú'

=
1
2
(sinx-cosx)'

=
1
2
(cosx+sinx)

=
2
2sinx+

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(3)y'=(x+1)'ln(2x)+(x+1)[ln(2x)]'=ln(2x)

+(x+1)·
1
x=ln

(2x)+
1
x+1.

(4)y'=
(e2x+1)'·x-e2x+1·x'

x2 =
(2x-1)e2x+1

x2 .

导数的几何意义及应用

例2 已知函数f(x)=x3-3x2+ax,x∈R,且曲线

y=f(x)的切线的斜率的最小值为-1.
(1)求实数a 的值;
(2)求曲线y=f(x)在x=1处的切线的方程;
(3)若直线l过原点,且与曲线y=f(x)相切,求直线

l的斜率k的值.
解:(1)因为f'(x)=3x2-6x+a=3(x-1)2+a
-3,

所以切线斜率的最小值为f'(1)=a-3=-1,
所以a=2.
(2)由(1)知f(x)=x3-3x2+2x,

f'(x)=3x2-6x+2,
所以曲 线 y=f(x)在 x=1处 的 切 线 的 斜 率 为

f'(1)=-1,且f(1)=0,
所以切线方程为y-0=-1×(x-1),
即x+y-1=0.
(3)由(1)知f(x)=x3-3x2+2x,

f'(x)=3x2-6x+2.
设切点坐标为(x0,x3

0-3x2
0+2x0),

则切线l的斜率k=f'(x0)=3x2
0-6x0+2,

所以切线l的方程为y-(x3
0-3x2

0+2x0)=(3x2
0-

6x0+2)(x-x0).
因为切线过原点(0,0),
所以3x3

0-6x2
0+2x0=x3

0-3x2
0+2x0,

所以x0=0或x0=
3
2.

当x0=0时,直线l的斜率k=f'(0)=2;

当x0=
3
2

时,直线l的斜率k=f'
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
4.

“函数y=f(x)在x=x0 处的导数”“导函数”
“导数”之间的区别与联系

“函数y=f(x)在x=x0 处的导数”是一个数值,是
针对x0 而言的,与给定的函数及x0 的位置有关,与

Δx 无关;“导函数”简称“导数”,是一个函数,导函数

是对一个区间而言的,它是一个确定的函数,依赖于

函数本身,与x,Δx 无关.

已知曲线y=x3+x-2在点P0 处的切线l1 平行于

直线4x-y-1=0,且点P0 在第三象限.
(1)求切点P0 的坐标;
(2)若直线l⊥l1,且l也过切点P0,求直线l的方程.
解:(1)设切点P0(x0,y0).由y=x3+x-2,得y'=
3x2+1,
由已知得3x2

0+1=4,解得x0=1或x0=1.
当x0=1时,y0=0;
当x0=-1时,y0=-4.
又因为点P0 在第三象限,
所以切点P0 的坐标为(-1,-4).
(2)因为直线l⊥l1,l1 的斜率为4,

所以直线l的斜率为-
1
4.

因为l过切点P0,点P0 的坐标为(-1,-4),
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所以直线l的方程为y+4=-
1
4
(x+1),

即x+4y+17=0.

导数与函数的单调性

例3 (1)函数f(x)=lnx-4x+1的单调递增区间

为 (  )

A.0,
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.(0,4)

C.-∞,
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.14

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷

(2)若函数f(x)=ax3+x(a≠0)在 R上是增函数,
则实数a 的取值范围是    .

(3)讨论函数h(x)=lnx-
1
2ax

2-2x 的单调性.

(1)A 解析:f(x)=lnx-4x+1的定义域是{x|x

>0},f'(x)=
1
x-4=

1-4x
x

,令f'(x)>0,解得0<

x<
1
4
,所以函数f(x)的单调递增区间为 0,

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.故

选A.
(2)(0,+∞) 解析:由题可得f'(x)=3ax2+1.
因为f(x)在R上为增函数,
所以3ax2+1≥0在R上恒成立.又a≠0,所以a>0.

(3)解:因 为 h(x)=lnx-
1
2ax2-2x,x∈(0,

+∞),所以h'(x)=
1
x-ax-2=

-ax2-2x+1
x .

当a=0时,h'(x)=
-2x+1

x
,当 x∈ 0,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,

h'(x)>0,则 h(x)在 0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 增,当 x∈

1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,h'(x)<0,则h(x)在 1

2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单

调递减.
当a≠0时,Δ=4+4a,
当a≤-1时,Δ≤0,抛物线开口向上,则h'(x)≥0,
所以h(x)在(0,+∞)上单调递增;
当-1<a<0时,Δ>0,所以方程-ax2-2x+1=0

有 两 个 不 等 实 根 x1 =
-1- 1+a

a
,x2

=
-1+ 1+a

a
,

且x1+x2=-
2
a>0

,x1x2=-
1
a>0

,即两根都为正

数.又 抛 物 线 开 口 向 上, 所 以 当 x ∈

0,
-1+ 1+a

a
æ

è
ç

ö

ø
÷ 或 x ∈ -1- 1+a

a
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,

h'(x)>0,当 x∈ -1+ 1+a
a

,-1- 1+a
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,

h'(x)<0,所 以 h (x)在 0,
-1+ 1+a

a
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和

-1- 1+a
a

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 增, 在

-1+ 1+a
a

,-1- 1+a
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减.

当a>0时,Δ>0,-
2
a<0

,-
1
a<0

,所以两根一正

一负,则x1=
-1- 1+a

a <0,x2=
-1+ 1+a

a >

0,又 抛 物 线 开 口 向 下, 所 以 当 x ∈

0,
-1+ 1+a

a
æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,h' (x ) > 0, 当 x ∈

-1+ 1+a
a

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,h'(x)<0,所 以 h(x)在

0,
-1+ 1+a

a
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 增, 在

-1+ 1+a
a

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减.

综上所述,当a≤-1时,h(x)在(0,+∞)上单调

递增;

当-1<a<0 时,h(x)在 0,
-1+ 1+a

a
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和

-1- 1+a
a

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 增, 在

-1+ 1+a
a

,-1- 1+a
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减;

当a =0 时,h (x)在 0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 增,在

1
2
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减;

当a>0时,h(x)在 0,
-1+ 1+a

a
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递增,在

-1+ 1+a
a

,+∞
æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减.
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变式1.若本例(3)中的函数在[1,4]上单调递减,求
实数a 的取值范围.
解:由h(x)在[1,4]上单调递减,

可知当x∈[1,4]时,h'(x)=
1
x-ax-2≤0

恒成

立,即a≥
1
x2-

2
x

恒成立.

设G(x)=
1
x2-

2
x
,
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所以a≥G(x)max,而G(x)= 1
x-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1,

当x∈[1,4]时,
1
x∈

1
4
,1

é

ë
êê

ù

û
úú,

所以当
1
x=

1
4
,即x=4时,G(x)max=-

7
16
,

所以a≥-
7
16.

即实数a 的取值范围是 -
7
16
,+∞

é

ë
êê

ö

ø
÷.

变式2.若本例(3)中的函数存在单调递减区间,求实

数a 的取值范围.
解:因为函数h(x)在(0,+∞)上存在单调递减区

间,h'(x)=
1
x-ax-2

,

所以当x∈(0,+∞)时,
1
x-ax-2<0

有解,即a

>
1
x2-

2
x

有解.

设 H(x)=
1
x2-

2
x
,所以只需a>H(x)min即可.

而 H(x)= 1
x-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1,所以 H(x)min=-1,所以

a>-1.
即实数a 的取值范围是(-1,+∞).

当给定的函数有参数时,判断函数单调性一般要分类

讨论,应注意分类讨论的全面性.此类问题可归结为

解含参数的一元二次不等式,其分类标准为:

(1)对二次项系数大于零、小于零、等于零分类讨论;

(2)当二次项系数不为零时,对判别式大于零、小于

零、等于零分类讨论;

(3)当判别式大于零时,对两根的大小分类讨论.

1.已知函数f(x)=x3+ax2+(2a-3)x-1.若f(x)

的单调递减区间为(-1,1),则实数a 的取值集合

为    .
{0} 解析:由题可得f'(x)=3x2+2ax+2a-3.
因为f(x)的单调递减区间为(-1,1),

所以-1和1是方程f'(x)=0的两根.

由根与系数的关系,得2a-3
3 =-1,

所以a=0,所以a 的取值集合为{0}.

2.函数f(x)=(x2+2x)ex(x∈R)的单调递减区间

为    .

(-2- 2,-2+ 2) 解析:令f'(x)=(x2+4x

+2)ex<0,

即x2+4x+2<0,

解得-2- 2<x<-2+ 2.

所以函数f(x)的单调递减区间为(-2- 2,-2+

2).

3.设函数f(x)=ex-ax-2(a∈R),求f(x)的单调

区间.
解:由题可得f(x)的定义域为R,f'(x)=ex-a.
若a≤0,则f'(x)>0,

所以f(x)在R上是增函数.
若a>0,令f'(x)=0,得x=lna,

则当x∈(-∞,lna)时,f'(x)<0,

当x∈(lna,+∞)时,f'(x)>0,

所以f(x)在(-∞,lna)上单调递减,在(lna,

+∞)上单调递增.
综上所述,当a≤0时,函数f(x)的单调递增区间

为(-∞,+∞),无单调递减区间;

当a>0时,f(x)的单调递减区间为(-∞,lna),

单调递增区间为(lna,+∞).

导数与函数的极值

例4 (1)设a∈R,若函数y=ex+ax(x∈R)有大于

零的极值点,则a 的取值范围是    .

(2)求函数f(x)=
2x

x2+1-2
的极值.

(1)(-∞,-1) 解析:因为y=ex+ax,所以y'=ex

+a.令y'=ex+a=0,解得x=ln(-a).
又因为函数有大于零的极值点,所以-a>1,即a<

-1.
(2)解:函数f(x)的定义域为R.

f'(x)=
2(x2+1)-4x2

(x2+1)2 =-
2(x-1)(x+1)
(x2+1)2 .

令f'(x)=0,得x=-1或x=1.
当x 变化时,f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x (-∞,-1) -1 (-1,1) 1 (1,+∞)

f'(x) - 0 + 0 -

f(x) 单调递减 -3 单调递增 -1 单调递减

由上表可以看出,当x=-1时,函数f(x)有极小

值,且极小值为f(-1)=-3;
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当x=1时,函数f(x)有极大值,且极大值为f(1)=-1.

(1)极值是一个局部性的概念,只反映了函数在某一

点附近的大小情况.
(2)函数的极值点一定出现在区间的内部,区间端点

不能为极值点,极值点可以看成函数单调递增区间与

单调递减区间的分界点,定义区间上的单调函数没有

极值点.
(3)函数的极值不是唯一的,在某个区间或定义域内

极大值与极小值可以不止一个;极大值与极小值之间

没有确定的大小关系,即一个函数的极大值未必大于

极小值.
(4)函数y=f(x)在一点处的导数存在,且导数值为

0是函数y=f(x)在这点处取得极值的必要条件,而

非充分条件.

已知函数f(x)=x3+
1
2mx2-2m2x-4(m 为常

数,且m>0)有极大值-
5
2
,求m 的值.

解:由题可得f'(x)=3x2+mx-2m2=(x+m)(3x
-2m),

令f'(x)=0,得x=-m 或x=
2
3m.

当x 变化时,f'(x),f(x)的变化情况如下表:

x
(-∞,

-m)
-m

( -m,

2
3m )

2
3m

( 23m,

+∞ )
f'(x) + 0 - 0 +

f(x)
单调

递增
极大值

单调

递减
极小值

单调

递增

  所以f(x)有极大值f(-m)=-m3+
1
2m3+

2m3-4=-
5
2
,解得m=1.

导数与函数的最大(小)值

例5 (1)函数f(x)=
4x

x2+1
(x∈[-2,2])的最大值

是    ,最小值是    .
(2)已知a∈R,函数f(x)=x2(x-a),求f(x)在区

间[0,2]上的最大值.

(1)2 -2 解析:f'(x)=
4(x2+1)-4x×2x

(x2+1)2

=
4(1-x2)
(x2+1)2=

4(1+x)(1-x)
(x2+1)2 .

令f'(x)=0,得x1=-1,x2=1.
易知f(x)的极小值为f(-1)=-2,

极大值为f(1)=2.

又因为f(-2)=-
8
5
,f(2)=

8
5
,

所以f(x)max=2,f(x)min=-2.
(2)解:由题可得f'(x)=3x2-2ax.

令f'(x)=0,解得x1=0,x2=
2a
3.

①当
2a
3≤0

,即a≤0时,

f(x)在[0,2]上单调递增,

从而f(x)max=f(2)=8-4a.

②当
2a
3≥2

,即a≥3时,

f(x)在[0,2]上单调递减,

从而f(x)max=f(0)=0.

③当0<
2a
3<2

,即0<a<3时,f(x)在 0,
2a
3

é

ë
êê

ù

û
úú 上单

调递减,在 2a
3
,2

é

ë
êê

ù

û
úú 上单调递增,且f(0)=0,f(2)=8

-4a.
当0<a≤2时,8-4a≥0,当2<a<3时,8-4a<0,

从而f(x)max=
8-4a,0<a≤2,

0,2<a<3.{
综上所述,f(x)max=

8-4a,a≤2,

0,a>2.{

求函数的最值需先确定函数的极值,如果只是求最

值,那么就不需要讨论各极值是极大值还是极小值,

只需将各极值和端点的函数值进行比较即可求出最

大值和最小值.
特别地,①当f(x)在[a,b]上单调时,其最小值、最

大值在区间端点处取得;②当f(x)在(a,b)内只有

一个极值点时,若在这一点处f(x)是极大(极小)

值,则可以断定f(x)在该点处取得最大(最小)值,这

里(a,b)也可以是(-∞,+∞).

求函数f(x)=
1
2x+sinx 在区间[0,2π]上的最大

值与最小值.
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解:因为f(x)=
1
2x+sinx,

所以f'(x)=
1
2+cosx

,x∈[0,2π].

令f'(x)=0,解得x1=
2π
3
,x2=

4π
3.

易知f(x)在这两点处取得极值.

又因为f(0)=0,f
2π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
π
3+

3
2
,f
4π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
2π
3-

3
2
,f(2π)=π,

所以函数f(x)在[0,2π]上的最大值是π,最小值

是0.

与导数有关的综合性问题

例6 已知一家公司生产某种品牌服装的年固定成

本为10万元,每生产1千件需另投入2.7万元.设该

公司一年内生产该品牌服装x 千件并全部销售完,

每千件的销售收入为R(x)万元,且

R(x)=
10.8-

1
30x

2,0<x≤10,

108
x -

1000
3x2 ,x>10.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(1)求年利润W(单位:万元)关于年产量x(单位:千

件)的函数解析式.
(2)当年产量为多少千件时,该公司在这一品牌服装

的生产中所获得的年利润最大? 并求出最大年利润.
解:(1)当0<x≤10时,

W=xR(x)-(10+2.7x)=8.1x-
1
30x

3-10;

当x>10时,

W=xR(x)-(10+2.7x)=98-
1000
3x -2.7x.

所以W=
8.1x-

1
30x

3-10,0<x≤10,

98-
1000
3x -2.7x,x>10.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(2)当0<x≤10时,

由W'=8.1-
x2

10=0
,得x=9.

当x∈(0,9)时,W'>0;当x∈(9,10)时,W'<0.
所以当x=9时,W 取得极大值,也是最大值,

且W max=8.1×9-
1
30×9

3-10=38.6.

当x>10时,W=98- 10003x +2.7xæ

è
ç

ö

ø
÷

≤98-2
1000
3x ×2.7x=38,

当且仅当
1000
3x =2.7x,即x=

100
9 >10

时,W max=38.

因为38.6>38,所以当x=9时,W 取得最大值38.6.
故当年产量为9千件时,该公司在这一品牌服装的生

产中所获得的年利润最大,最大年利润为38.6万元.
例7 已知函数f(x)=lnx-ax+a(a∈R).
(1)若f(x)在x=1处取到极值,求a 的值;

(2)若存在x0∈(0,+∞)使得f(x0)>0,求a 的取

值范围;

(3)直接写出f(x)零点的个数,结论不要求证明.

解:(1)易知f(x)的定义域为(0,+∞),f'(x)=
1
x

-a.由题意可知f'(1)=1-a=0,所以a=1.

又当a=1时,f(x)=lnx-x+1,f'(x)=
1
x-1

,易

得f(x)在(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调递

减,即f(x)在x=1处取到极大值.故a=1.
(2)由题意易得f(1)=0,

当a≤0时,f'(x)=
1
x-a>0

恒成立,所以f(x)在

(0,+∞)上单调递增,则存在x0>1使得f(x0)>0.

当a>0时,令f'(x)=
1
x-a=0

,得x=
1
a.

当x∈ 0,
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(x)>0,当x∈ 1

a
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,

f'(x)<0,

所 以 函 数 f (x)在 0,
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上 单 调 递 增,在

1
a
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减,

所以f(x)有极大值点
1
a.

若
1
a<1

,即a>1,可得f(x)在
1
a
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递减,

于是f
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷>f(1)=0,则x0=

1
a

满足题意;

若
1
a=1

,即a=1,则f(x)max=f
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷=f(1)=0,则

此时不存在满足题意的x0;

若
1
a>1

,即0<a<1,可得f(x)在 1,
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上单调递

增,于是f
1
a

æ

è
ç

ö

ø
÷>f(1)=0,则x0=

1
a

满足题意.
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综上,a 的取值范围是(-∞,1)∪(1,+∞).
(3)当a=1或a≤0时有一个零点;当a>0且a≠1
时有两个零点.

1.利用导数研究方程的根、函数的零点、证明不等式,

其实质就是利用求导数的方法研究函数的性质及

图象,解决该类问题通常需构造一个函数,然后考

查这个函数的单调性,结合给定的区间和函数在该

区间端点的函数值解决问题.

2.解决优化问题的步骤

(1)分析问题中各个数量之间的关系,建立适当的

函数模型,并确定函数的定义域.
(2)通过研究相应函数的性质,如单调性、极值与最

大(小)值,提出优化方案,使问题得以解决.在这个

过程中,导数是一个有力的工具.
(3)验证数学问题的解是否满足实际意义.

1.周长为20cm的矩形,绕一条边所在直线旋转一周

形成一个圆柱,则圆柱体积的最大值为    cm3.

4000
27 π 

解析:设矩形的一边长为xcm,则相邻边

的长为(10-x)cm(0<x<10).
由题 意 可 知 圆 柱 的 体 积 为 V=πx2(10-x)=

10πx2-πx3,所以V'=20πx-3πx2.

令V'=0,得x=
20
3

或x=0(舍去).

当 x∈ 0,
20
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,V'>0,V 单 调 递 增;当 x∈

20
3
,10

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,V'<0,V 单调递减.

所以当x=
20
3

时,V 取得极大值,也是最大值,Vmax

=10π× 203
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-π× 203
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
4000
27 π

(cm3).

2.已知函数f(x)=ax3+bx2+6x+c,当x=-1

时,f(x)的极小值为-
5
2
,当x=2时,f(x)有极

大值.
(1)求函数f(x)的解析式;

(2)若存在x0∈[-2,0],使得f(x0)>t2-2t成

立,求实数t的取值范围.

解:(1)由题意易得f'(x)=3ax2+2bx+6,

根据题意可知f'(-1)=f'(2)=0,

得
3a-2b+6=0,

12a+4b+6=0,{ 解得

a=-1,

b=
3
2.

ì

î

í

ïï

ïï

又f(-1)=-
5
2
,所以c=1,

所以f(x)=-x3+
3
2x

2+6x+1.

(2)存在x0∈[-2,0],使得f(x0)>t2-2t成立,

等价于在区间[-2,0]上,f(x)max>t2-2t.

由(1)知f'(x)=-3x2+3x+6=-3(x-2)(x+

1),

令f'(x)=0,得x=2或x=-1.
当x∈[-2,-1)时,f'(x)<0,当x∈(-1,0]时,

f'(x)>0,

所以f(x)在[-2,-1)上单调递减,在(-1,0]上

单调递增.

又f(-2)=3,f(0)=1,

所以f(x)在[-2,0]上的最大值为f(-2)=3.
所以t2-2t<3,解得-1<t<3.
所以实数t的取值范围是(-1,3).
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模块综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

                一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分)

1.已知数列{an}的一个通项公式为an=(-1)n·2n

+a,且a3=-5,则实数a 等于 (  )

A.3 B.1
C.-1 D.0
A 解析:因为a3=-5,an=(-1)n·2n+a,所以

-8+a=-5,即a=3.故选A.
2.函数f(x)=ex-1的图象在x=0处的切线的斜率为

(  )

A.1 B.e

C.
1
e D.

π
4

C 解析:f'(x)=ex-1,故f'(0)=e-1=
1
e
,故切线

斜率为
1
e.故选C.

3.已知函数f(x)=ax3+bx+c的导函数为f'(x).
若f'(1)=2,则f'(-1)= (  )

A.-3 B.-2
C.2 D.3
C 解析:因为f(x)=ax3+bx+c,所以f'(x)=
3ax2+b.
由f'(1)=2,得3a·12+b=2,即3a+b=2,
所以f'(-1)=3a·(-1)2+b=3a+b=2.
故选C.

4.已知等比数列{an}满足a1+a2=8,a2+a3=4,则
公比q= (  )

A.-
1
2 B.

1
2

C.-2 D.2
B 解析:由a2+a3=a1q+a2q=(a1+a2)q=8q

=4,得q=
1
2.故选B.

5.在a 和b之间插入10个数,使之成为等差数列,则
插入的10个数的和为 (  )

A.12(a+b) B.10(a+b)

C.6(a+b) D.5(a+b)

D 解析:由题可知,该数列一共有12项,且a1=
a,a12=b,

a1+a12=a2+a11=a3+a10=…=a6+a7=a+b,
共6组,

去掉a1+a12这一组,
故插入的数之和S=(6-1)×(a+b)=5(a+b).
故选D.

6.若函数f(x)=ax+ex 在(-∞,1]上单调递减,则
实数a 的取值范围是 (  )

A.(-∞,-1] B.(-∞,-1)

C.(-∞,-e) D.(-∞,-e]

D 解析:由题意知,f'(x)=a+ex≤0在(-∞,1]
上恒成立,即a≤(-ex)min.
又函数y=-ex 在(-∞,1]上 单 调 递 减,所 以

(-ex)min=-e,即a≤-e.故选D.
7.南宋数学家杨辉在《详解九章算术》中提出了高阶

等差数列的问题.若一个数列{an}本身不是等差数

列,但从数列{an}中的第二项开始,每一项与前一

项的差构成等差数列{bn},则称数列{an}为一阶等

差数列,或者{bn}仍旧不是等差数列,但从数列

{bn}中的第二项开始,每一项与前一项的差构成等

差数列{cn},则称数列{an}为二阶等差数列,…,一
阶等差数列、二阶等差数列等统称高阶等差数列.
类比高阶等差数列的定义,我们亦可定义高阶等比

数列,设数列1,1,2,8,64,…是一阶等比数列,则该

数列的第8项是 (  )

A.25 B.2 C.221 D.228

C 解析:记数列1,1,2,8,64,…为{an},设bn=
an+1

an
,

则b1=1,b2=2,b3=4,b4=8,…,
所以数列{bn}是以1为首项,2为公比的等比数列,
所以bn=2n-1,
所以an =bn-1 ·bn-2 ·bn-3 · … ·b1 ·a1=

21+2+3+…+(n-2)=2
(n-1)(n-2)

2 ,所以a8=2
7×6
2 =221.

故选C.
8.设a∈R,函数f(x)=ex+a·e-x 的导函数是

f'(x),且f'(x)是奇函数.若曲线y=f(x)的一条

切线的斜率是
3
2
,则切点的横坐标为 (  )

A.-
ln2
2 B.-ln2

C.
ln2
2 D.ln2

D 解析:由题可知x∈R,因为函数f(x)=ex+a·
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e-x,所以f'(x)=ex-
a
ex.

又因为f'(x)是奇函数,所以f'(0)=1-a=0,

所以a=1,所以f(x)=ex+
1
ex
,f'(x)=ex-

1
ex.

因为曲线y=f(x)的一条切线的斜率是
3
2
,

所以
3
2=e

x-
1
ex
,解方程可得x=ln2.

故选D.
二、多项选择题(本题共3小题,每小题6分,共18分)

9.已知在等差数列{an}中,a2+a9+a12-a14+a20-
a7=8,则 (  )

A.a10=4 B.a11=4

C.a9-
1
4a3=3 D.a10-

1
4a3=3

BC 解析:设等差数列{an}的公差为d,则a2+a9

+a12-a14+a20-a7=2a1+20d=2(a1+10d)=

8,即a11=a1+10d=4,所以a9-
1
4a3=a1+8d-

1
4
(a1+2d)=

3
4
(a1+10d)=3.故选BC.

10.若数列{an}对任意n≥2(n∈N*)满足(an-an-1

-2)(an-2an-1)=0,则下列关于数列{an}的说

法正确的是 (  )

A.{an}可以是等差数列

B.{an}可以是等比数列

C.{an}可以既是等差数列又是等比数列

D.{an}可以既不是等差数列又不是等比数列

ABD 解析:因 为(an-an-1-2)(an-2an-1)

=0,
所以an-an-1-2=0或an-2an-1=0,
即an-an-1=2或an=2an-1.
①当an≠0,an-1≠0时,{an}是等差数列或是等

比数列.
②an=0或an-1=0时,{an}可以既不是等差数列

又不是等比数列.故选ABD.

11.已知函数f(x)=
x2+x-1
ex

,则下列结论正确的是

(  )

A.函数f(x)存在两个不同的零点

B.函数f(x)既存在极大值又存在极小值

C.当-e<k<0时,方程f(x)=k 有且只有两个

实根

D.若x∈[t,+∞)时,f(x)max=
5
e2
,则t的最小值

为2

ABC 解析:A项,令f(x)=0,即x2+x-1=0,

解得x=
-1± 5
2

,所以 A 正确.B项,f'(x)=

-
x2-x-2
ex =-

(x+1)(x-2)
ex

,令f'(x)>0,得

-1<x<2;令f'(x)<0,得x<-1或x>2.所
以f(x)在(-∞,-1)和(2,+∞)上单调递减,在
(-1,2)上单调递增,所以f(-1)是函数的极小

值,f(2)是函数的极大值,所以B正确.C项,当x
趋近于+∞时,f(x)趋近于0,根据B选项的分析

知,函数的最小值是f(-1)=-e,根据单调性作

出函数y=f(x)的图象如图所示.由图象可知,当

-e<k<0时,方程f(x)=k 有且只有两个实根,

所以C正确.D项,f(2)=
5
e2
,结合图象可知,t的

最大值是2,所以D不正确.故选ABC.

三、填空题(本题共3小题,每小题5分,共15分)

12.已知a=4+23,c=4-23.若a,b,c三个数成

等差数列,则b=   ;若a,b,c三个数成等比

数列,则b=    .
4 ±2 解析:若a,b,c三个数成等差数列,

则b=
a+c
2 =

4+23+4-23
2 =4.

若a,b,c三个数成等比数列,

则b2=ac=(4+23)×(4-23)=4⇒b=±2.
13.(2022·新高考全国Ⅰ卷)若曲线y=(x+a)ex

有两条过坐标原点的切线,则a 的取值范围是

    .
(-∞,-4)∪(0,+∞) 解析:因为y=(x+a)·

ex,所以y'=(x+1+a)ex.
设切点为(x0,y0),则y0=(x0+a)ex0,切线斜率

k=(x0+1+a)ex0,
切线方程为y-(x0+a)ex0=(x0+1+a)ex0(x
-x0).
因为切线过原点,所以-(x0+a)ex0=(x0+1+
a)·ex0(-x0),
整理得x2

0+ax0-a=0.
因为切线有两条,所以Δ=a2+4a>0,解得a<
-4或a>0,
所以a 的取值范围是(-∞,-4)∪(0,+∞).

14.已知函数f(x)=ex-e-x-2x.若f(t+3)+f(t
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-t2)>0成立,则实数t的取值范围为    .
(-1,3) 解析:由题得函数的定义域为 R.因为

f(-x)=e-x-ex+2x=-f(x),所以函数f(x)

是奇函数.又f'(x)=ex+e-x-2≥2 ex·e-x -
2=0.所以函数f(x)在R上单调递增,f(t+3)+
f(t-t2)>0等价于f(t+3)>-f(t-t2)=
f(t2-t),
所以t+3>t2-t,所以t2-2t-3<0,解得-1<
t<3.
所以实数t的取值范围为(-1,3).

四、解答题(本题共5小题,共77分)

15.(13分)已知函数f(x)=aln(x+1)+
1
2x

2-ax

+1(a>0).
(1)求函数y=f(x)的图象在点(0,f(0))处的切

线的方程;
(2)当a>1时,求函数y=f(x)的单调区间和

极值.

解:(1)f(0)=1,f'(x)=
a

x+1+x-a=

x(x-a+1)
x+1

,f'(0)=0,

所以函数y=f(x)的图象在点(0,f(0))处的切

线的方程为y=1.
(2)函数的定义域为(-1,+∞),令f'(x)=0,即

x(x-a+1)
x+1 =0,解得x=0或x=a-1.

当a>1时,f(x),f'(x)随x 变化而变化的情况

如表所示.

x (-1,0) 0 (0,a-1) a-1 (a-1,+∞)

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

由表可知f(x)的单调递减区间是(0,a-1),单调

递增区 间 是(-1,0)和(a-1,+∞),极 大 值 为

f(0)=1,极小值为f(a-1)=alna-
1
2a

2+
3
2.

16.(15分)(2023· 新 高 考 全 国Ⅰ卷)设等差数列

{an}的公差为d,且d>1.令bn=
n2+n
an

,记Sn,

Tn 分别为数列{an},{bn}的前n 项和.
(1)若3a2=3a1+a3,S3+T3=21,求{an}的通项

公式;
(2)若{bn}为等差数列,且S99-T99=99,求d.
解:(1)因为3a2=3a1+a3,所以3d=a1+2d,解
得a1=d,

所以S3=3a2=3(a1+d)=6d.

又T3=b1+b2+b3=
2
d+

6
2d+

12
3d=

9
d
,所以S3

+T3=6d+
9
d=21

,

即2d2-7d+3=0,解得d=3或d=
1
2
(舍去),

所以an=a1+(n-1)·d=3n.

(2)因为{bn}为等差数列,所以2b2=b1+b3,即
12
a2

=
2
a1
+
12
a3
,

所以6 1a2
-
1
a3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
a1
,即 6d

a2a3
=
1
a1
,即a2

1-3a1d

+2d2=0,解得a1=d 或a1=2d.
因为d>1,所以an>0.
又S99-T99=99,由等差数列的性质知,

99a50-99b50=99,即a50-b50=1,

所以a50-
2550
a50

=1,即a2
50-a50-2550=0,

解得a50=51或a50=-50(舍去).
当a1=2d 时,a50=a1+49d=51d=51,解得d=
1,与d>1矛盾,故舍去;
当a1=d 时,a50=a1+49d=50d=51,解得d=
51
50>1

,符合题意.

综上所述,d=
51
50.

17.(15分)在①直线l1 与直线3x+y+3=0平行,

②直线l1 的倾斜角为α,且tanα+
7π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=2这两

个条件中任选一个作为已知条件,补充在下面的

问题中,并解答问题.
函数f(x)=(x+1)3-3x2-mx-1的图象在点

(0,f(0))处的切线为l1,已知 .
(1)求f'(x);
(2)已知曲线y=f(x)过点(2,-6)的切线为l2,
且l1,l2 不重合,求切线l2 的方程.
解:(1)若选①,因为f(x)=(x+1)3-3x2-mx
-1=x3+(3-m)x,
所以f'(x)=3x2+3-m.
因为直 线l1 与 直 线3x+y+3=0平 行,所 以

f'(0)=3-m=-3,所以m=6.
所以f(x)=x3-3x,f'(x)=3x2-3.
若选②,因为f(x)=(x+1)3-3x2-mx-1=x3

+(3-m)x,
所以f'(x)=3x2+3-m.
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由tanα+
7π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=tanα-

π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
tanα-1
1+tanα=2

,

解得tanα=-3,
所以f'(0)=3-m=-3,所以m=6.
所以f(x)=x3-3x,f'(x)=3x2-3.
(2)设l2 与 曲 线y=f(x)相 切 于 点(x0,x3

0-

3x0),则
x3
0-3x0+6
x0-2

=3x2
0-3,即2x3

0-6x2
0=0,

解得x0=0或x0=3.
因为l1,l2 不重合,所以x0=0应舍去,所以x0

=3.
所以切点为(3,18),切线的斜率为24,所以切线l2
的方程为y-18=24(x-3),
即24x-y-54=0.

18.(17分)在等差数列{an}中,其前n 项和为Sn,且

Sn=
an+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

;在等比数列{bn}中,其前n 项和为

Tn,且Tn=
bn+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

(n∈N*).

(1)求an,bn;
(2)求{anbn}的前n 项和Mn.

解:(1)由S1=
a1+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=a1,解得a1=1.

又S2=a1+a2=1+a2=
a2+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,所以a2=3

或-1.
因为a2=-1时,a3=-3,此时S3=a1+a2+a3

=-3≠
a3+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=1,故a2=-1舍去.

所以等差数列{an}的公差d=a2-a1=2,
所以an=2n-1.
同理可得b1=1,b2=3或-1.

因为b2=3时,b3=9,此时T3=13≠
b3+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=

25,故b2=3舍去.
又{bn}为等比数列,所以bn=(-1)n-1.
(2)因为 Mn=a1b1+a2b2+…+anbn,
所以 Mn=1×(-1)0+3×(-1)1+5×(-1)2+
…+(2n-1)×(-1)n-1①,
令-Mn=1×(-1)1+3×(-1)2+5×(-1)3+
…+(2n-1)×(-1)n②,

①-②得2Mn=1+2×(-1)1+2×(-1)2+2×
(-1)3+…+2×(-1)n-1-(2n-1)×(-1)n=1

+2×
(-1)-(-1)n-1×(-1)

1-(-1) - (2n -1)

×(-1)n,
所以 Mn=n×(-1)n-1.

19.(17分)已知函数f(x)=
x2

ex
,g(x)=lnx-ax+

e,其中e是自然对数的底数.
(1)求函数f(x)的极值;
(2)对∀x1∈[-1,0],∃x2∈[2,e2],使f(x1)≤
g(x2)成立,求实数a 的取值范围.

解:(1)因为f(x)=
x2

ex
,该函数的定义域为 R,所

以f'(x)=
2x-x2

ex .

令f'(x)=0,得x=0或2,当x 变化时,f'(x),

f(x)的变化情况如下表:

x (-∞,0) 0 (0,2) 2 (2,+∞)

f'(x) - 0 + 0 -

f(x) 单调递减 极小值 单调递增 极大值 单调递减

由表可得f(x)极小值=f(0)=0,f(x)极大值=f(2)

=
4
e2.

(2)由 题 意 可 得,∃x2∈[2,e2],使 f(x1)max≤
g(x2)成立.
由(1)可知f(x1)在[-1,0]上单调递减,
所以f(x1)max=f(-1)=e,所以lnx2-ax2+e

≥e在[2,e2]上 有 解,即a≤
lnx2

x2
在[2,e2]上

有解.

令h(x2)=
lnx2

x2
,x2∈[2,e2],则 h'(x2)=

1-lnx2

x2
2

,令h'(x2)=0,得x2=e.

当x2 变化时,h'(x2),h(x2)的变化情况如下表:

x2 2 (2,e) e (e,e2) e2

h'(x2) + 0 -

h(x2)
ln2
2

单调递增 极大值
1
e

单调递减
2
e2

所以h(x2)max=
1
e
,所以a≤

1
e.故实数a 的取值

范围为 -∞,
1
e

æ

è
ç

ù

û
úú.
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