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6.1　分类加法计数原理与分步乘法计数原理

第1课时 分类加法计数原理与分步乘法计数原理

学习任务目标
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  1.通过实例,了解分类加法计数原理、分步乘法计数原理及其意义.
2.能应用两个计数原理解决一些简单问题.
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知识点一 分类加法计数原理

(1)完成一件事有两类不同方案,在第1类方案中有

m 种不同的方法,在第2类方案中有n 种不同的方

法,那么完成这件事共有N=m+n 种不同的方法.

(2)分类加法计数原理的推广

如果完成一件事有n 类不同方案,在第1类方案中有

m1 种不同的方法,在第2类方案中有m2 种不同的

方法,…,在第n 类方案中有mn 种不同的方法,那么

完成这件事共有 N=m1+m2+…+mn 种不同的

方法.

知识点二 分步乘法计数原理

(1)完成一件事需要两个步骤,做第1步有m 种不同

的方法,做第2步有n 种不同的方法,那么完成这件

事共有N=m×n 种不同的方法.

(2)分步乘法计数原理的推广

如果完成一件事需要n 个步骤,做第1步有m1 种不

同的方法,做第2步有m2 种不同的方法,…,做第n

步有mn 种不同的方法,那么完成这件事共有N=m1

×m2×…×mn 种不同的方法.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)在分类加法计数原理中,每类方案中的方法都

能完成这件事. (√)

(2)在分步乘法计数原理中,事情是分步完成的,其

中任何一个单独的步骤都能完成这件事. (×)

2.已知某校高二(1)班有54人,高二(2)班有56人.现

从这两个班中任选一人去参加演讲比赛,则共有

    种不同的选法.

110 解析:若这个人来自高二(1)班,则有54种不

同的选法;若这个人来自高二(2)班,则有56种不

同的选法.所以共有54+56=110(种)不同的选法.

3.某商场共有4个门,若购物者可以从任意一个门

进,从任 意 一 个 门 出,则 不 同 进 出 方 法 的 种 数

是    .

16 解析:进出商场可以看作是分两个步骤完成

的:第1步,进门,共有4种方法;第2步,出门,共

有4种方法.根据分步乘法计数原理知,共有4×4

=16(种)不同的进出方法.

4.请思考并回答下列问题:

你能举一些生活中利用分类加法计数原理计数的

例子吗?

提示:①某班有男生23人,女生26人,从中选出一

人当班长,有多少种选法?

②有3名女同学,5名男同学,从中选出一人主持元

旦晚会,则不同的选法有多少种?
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 分类加法计数原理

1.某校举办教师演讲比赛,参赛的语文老师有20人,

数学老师有8人,英语老师有4人.若从中评选出一

个冠军,则可能的结果种数为 (  )

A.12 B.28

C.32 D.640

C 解析:由分类加法计数原理知,冠军可能的结果

种数为20+8+4=32.

2.数学中把20200202这样的对称数叫回文数,如11,

242,5225都是回文数,则用0,1,2,3,4,5这些数字

构成的所有的三位数的回文数中,能被3整除的回

文数的个数是 (  )

A.8 B.10

C.11 D.13

B 解析:当三位数的三个数位上的数字都相同时,

有111,222,333,444,555,共有5个;

当三位数的三个数位上的数字有两个相同时,有

141,252,303,414,525,共有5个.

根据分类加法计数原理可得,满足条件的回文数共

有10个.

3.若x,y∈N*,且x+y≤6,试求有序自然数对(x,

y)的个数.

解:按x 的取值进行分类:

当x=1时,y=1,2,3,4,5,共构成5个有序自然

数对;

当x=2时,y=1,2,3,4,共 构 成4个 有 序 自 然

数对;

当x=3时,y=1,2,3,共构成3个有序自然数对;

当x=4时,y=1,2,共构成2个有序自然数对;

当x=5时,y=1,共构成1个有序自然数对.

根据分类加法计数原理,共有 N=5+4+3+2+1

=15(个)有序自然数对.

1.使用分类加法计数原理计数的两个注意点

(1)按照完成这件事的方法的类型合理分类,并做

到不重不漏;

(2)每类方法都能独立完成这件事.

2.利用分类加法计数原理计数的流程
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 分步乘法计数原理

例 某商店有甲型号电视机10台,乙型号电视机8

台,丙型号电视机12台.从这三种型号的电视机中各

选一台检验,有多少种不同的选法?

解:从这三种型号的电视机中各选一台检验可分三步

完成:第1步,从甲型号中选一台,有10种不同的选

法;第2步,从乙型号中选一台,有8种不同的选法;

第3步,从丙型号中选一台,有12种不同的选法.根

据分步乘法计数原理,有10×8×12=960(种)不同

的选法.
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思考1.从这三种型号的电视机中选2台检验,恰有

一台甲型号电视机的选法有多少种?

解:根据分步乘法计数原理可知,共有10×(12+8)

=200(种)选法.
思考2.从这三种型号的电视机中选2台检验,至少

有一台甲型号电视机的选法有多少种?

解:完成这件事可分为两类:第一类,恰有一台甲型

号电视机,共有200种;第二类,两台都为甲型号电

视机,有9+8+7+…+2+1=45(种)选法.所以共

有200+45=245(种)选法.
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1.使用分步乘法计数原理计数的两个注意点

(1)按照事件发生的过程合理分步,即分步是有先

后顺序的;
(2)只有各个步骤都完成才算完成这件事.

2.利用分步乘法计数原理计数的流程

1.如图,从甲地到乙地的途径有    种.

60 解析:从甲地到乙地这件事可分两步完成:第1
步,从甲地到丙地,有6种不同的途径;第2步,从
丙地到乙地,有10种不同的途径.所以从甲地到乙

地共有6×10=60(种)途径.

2.若在登录某网站时会随机弹出一个4位的验证码

XXXX(如2a8t),第一位和第三位分别为0到9这

10个数字中的一个,第二位和第四位分别为a~z
这26个英文字母中的一个,则这样的验证码共有

    个.
67600 解析:可分四步:第1步,确定验证码的第

一位,共有10种情况;第2步,确定验证码的第二

位,共有26种情况;第3步,确定验证码的第三位,
共有10种情况;第4步,确定验证码的第四位,共
有26种情况.根据分步乘法计数原理知,这样的验

证码共有10×26×10×26=67600(个).

计数原理 分类加法计数原理 分步乘法计数原理

关键词 分类 分步

区别
每 类 方 法 都 能 独

立完成这件事

各 步 按 一 定 顺 序

都完成,才能完成

这件事

联系
都是用来解决关于完成一件事的不同

方法种数的问题
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课后素养评价(一)

1.从甲地到乙地一天有汽车8班、火车3班、轮船2
班.某人从甲地到乙地,则不同的方法有 (  )

               A.13种 B.16种

C.24种 D.48种

A 解析:应用分类加法计数原理,不同的方法有

8+3+2=13(种).故选A.
2.若x,y∈N,且1≤x≤3,x+y<7,则满足条件的

不同的有序自然数对(x,y)的个数是 (  )

A.15 B.12 C.5 D.4
A 解析:当x=1时,y=0,1,2,3,4,5,有6个不

同的有序自然数对;
当x=2时,y=0,1,2,3,4,有5个不同的有序自然

数对;
当x=3时,y=0,1,2,3,有4个不同的有序自然

数对.
根据分类加法计数原理,可得共有6+5+4=15

(个)不同的有序自然数对.
3.5名同学报名参加两个课外活动小组,每名同学限

报其中的一个小组,则不同报名方法有 (  )

A.10种 B.20种

C.25种 D.32种

D 解析:由题意,每名同学有2种选择,故不同报

名方法有25=32(种).故选D.
4.由A村去B村的道路有4条,由B村去C村的道

路有3条,从A村经B村去C村不同的走法有

(  )

A.7种 B.9种

C.11种 D.12种

D 解析:由 分 步 乘 法 计 数 原 理 知,有4×3=12
(种)不同的走法.故选D.

5.将(a1+a2)(b1+b2+b3)(c1+c2+c3+c4)展开后

有    项.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—3—



24 解析:根据分步乘法计数原理,展开后的项数

为2×3×4=24.

6.已知a∈{-1,2,3},b∈{0,3,4,5}.方程(x-a)2+
(y-b)2=4表示的不同的圆共有    个;若

r∈{1,2},则方程(x-a)2+(y-b)2=r2 表示的

不同的圆共有    个.

12 24 解析:分两步,第1步,a 的值有3种选法;

第2步,b的值有4种选法,表示的不同的圆共有3

×4=12(个).分三步,第1步,a 的值有3种选法;

第2步,b的值有4种选法;第3步,r的值有2种选

法.故表示的不同的圆共有3×4×2=24(个).

7.某城市的电话号码由七位改为八位(首位数字均

不为零),则 该 城 市 可 增 加 的 电 话 号 码 个 数 是

    .

8.1×107 解析:由题意知,本题是一个分步计数问

题.电话号码是七位时,该城市电话号码有9×106

个,同理,改为八位时,有9×107 个.所以可增加的

电话 号 码 个 数 是9×107-9×106=81×106=

8.1×107.

8.如图,小明从街道的E 处出发,先到F 处与小红会

合,再一起到位于G 处的老年公寓参加志愿者活

动,则小明到老年公寓可以选择的最短路径的条数

为    .

18 解析:由题意可知E→F 有6种走法,F→G 有

3种走法.由分步乘法计数原理知,共有6×3=18
(种)走法,即有18条最短路径.
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1.已知三棱锥A-BCD,现有质点Q 从点A 出发沿棱

移动,规定质点Q 从一个顶点沿棱移动到另一个顶

点为1次移动,则该质点经过3次移动后返回到点

A 的不同路径的条数为 (  )

A.3 B.6

C.9 D.12

B 解析:由题意可知,不同路径有ABCA,ABDA,

ADBA,ADCA,ACBA,ACDA,共有6条 不 同 路

径.故选B.

2.植树节那天,有4名同学参与植树,现将3棵不同

种类的树分配给4名同学.若每棵树均由1人完成

种植,则不同的分配方法有 (  )

A.6种 B.3种

C.81种 D.64种

D 解析:完成这件事需分三步.第1步,植第一棵

树有4种不同的分配方法;第2步,植第二棵树有4
种不同的分配方法;第3步,植第三棵树也有4种

不同的分配方法.由分步乘法计数原理得,共有不同

的分配方法43=64(种).

3.从6名志愿者中选4人分别从事翻译、导游、导购、

保洁四项不同的工作.若其中甲、乙两名志愿者不能

从事翻译工作,则选派方案共有 (  )

A.280种 B.240种

C.180种 D.96种

B 解析:由于甲、乙不能从事翻译工作,因此翻译

工作从余下的4名志愿者中选1人,有4种选法.其

余三项工作的选法有5×4×3种,因此共有4×5×

4×3=240(种)不同的选派方案.故选B.

4.某运动会的百米决赛有8名男运动员参加.其中甲、

乙、丙3人必须在编号为1,2,3,4,5,6,7,8八条跑

道的奇数号跑道上,则安排这8名运动员跑道的方

式共有    种.

2880 解析:分两步安排这8名运动员.
第1步:安排甲、乙、丙3人,共有1,3,5,7四条跑道

可安排,安排方式有4×3×2=24(种).
第2步:安排另外5人,可安排在2,4,6,8及余下的

一条奇数号跑道上,安排方式有5×4×3×2×1=

120(种).
所以安排这8人的方式有24×120=2880(种).

5.已知直线方程Ax+By=0,若从0,1,2,3,5,7这

六个数字中每次取两个不同的数作为系数A,B 的

值,则方程可表示不同直线的条数是    .

22 解析:若A=0,则B 的值从1,2,3,5,7中任取

一个,均表示直线y=0;同理,当B=0时,均表示

直线x=0;当A≠0且B≠0时,能表示5×4=20
(条)不同的直线.故方程可表示不同直线的条数是

1+1+20=22.

6.如图,从正八边形ABCDEFGH 的8个顶点中任意

取出4个,以这4个点为梯形的顶点,一共能构成

多少个梯形?
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解:梯形的上、下底平行且不相等,

若以AB 为底边,则可构成2个梯形,根据对称性

可知此类梯形有2×8=16(个);

若以AC 为底边,则可构成1个梯形,此类梯形共

有1×8=8(个).
所以共能构成梯形16+8=24(个).

7.现有标号为A,B,C的三个口袋,A袋中有1个红

色小球,B袋中有2个不同的白色小球,C袋中有3
个不同的黄色小球.从三个口袋中取出2个小球.
(1)若取出的两个小球的颜色不同,有多少种取法?

(2)若取出的两个小球颜色相同,有多少种取法?

解:(1)若两个小球颜色不同,则应从A,B袋中各取

1个,或从A,C袋中各取1个,或从B,C袋中各取

1个,共有1×2+1×3+2×3=11(种)取法.
(2)若两个小球颜色相同,则应从B袋中取出2个,

或从C袋中取出2个,共有1+3=4(种)取法.
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第2课时 分类加法计数原理与分步乘法计数原理的应用

学习任务目标
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  1.进一步理解和掌握分类加法计数原理和分步乘法计数原理.
2.能应用两个计数原理解决实际问题.
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知识点 计数原理的应用

(1)应用计数原理的注意点

一是要确定完成的“一件事”是什么;二是注意需要分

类还是需要分步.
(2)如何应用两个计数原理解决问题

分类要做到“不重不漏”.分类后再分别对每一类进行

计数,最后用分类加法计数原理求和,得到总数.
分步要做到“步骤完整”,即完成了所有步骤,恰好完

成任务.分步后再计算每一步的方法数,最后根据分

步乘法计数原理,把完成每一步的方法数相乘,得到

总数.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).

               (1)在一次运动会上有四项比赛,冠军均在甲、乙、

丙三人中产生,那么不同的夺冠情况共有43 种.
(  )

× 提示:因为每项比赛的冠军都有3种可能的情

况,根据分步乘法计数原理,共有34 种不同的夺冠

情况.

(2)有三只口袋装有小球,一只装有5个不同的白

色小球,一只装有6个不同的黑色小球,一只装有7
个不同的红色小球.若从口袋中取2个不同颜色的

小球,则共有36种不同的取法. (  )

× 提示:分为三类:第1类是取白球、黑球,有5×

6=30(种)取法;第2类是取白球、红球,有5×7=

35(种)取法;第3类是取黑球、红球,有6×7=42
(种)取法.
由分类加法计数原理,共有30+35+42=107(种)

不同的取法.

2.在1,2,3,4四个数字中任取数(不重复)作和,则取

出这些数的不同的和共有 (  )

A.8个 B.9个

C.10个 D.5个

A 解析:第1类,两个数的和有1+2=3,1+3=

4,1+4=5,2+3=5,2+4=6,3+4=7;第2类,三

个数的和有1+2+3=6,1+2+4=7,1+3+4=8,

2+3+4=9;第3类,四个数的和有1+2+3+4=

10.故得到的不同的和为3,4,5,6,7,8,9,10,共有

8个.

3.有10本不同的数学书,9本不同的语文书,8本不
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同的英语书,从中任取2本不同类的书,共有不同

的取法    种.

242 解析:若取的两本书中,一本数学书、一本语

文书,根据分步乘法计数原理,有10×9=90(种)不

同的取法;若取的两本书中,一本语文书、一本英语

书,有9×8=72(种)不同的取法;若取的两本书中,

一本数学书、一本英语书,有10×8=80(种)不同的

取法.综上,共有不同的取法90+72+80=242(种).

4.请思考并回答下列问题:

(1)(a1+a2+a3)(b1+b2+b3)(c1+c2+c3+c4+

c5)展开后共有多少项?

(2)综合应用两个计数原理的解题思路是什么?

(1)提示:由于每一项都是aibjck(i≤3,j≤3,k≤

5,且i,j,k∈N*)的形式,所以可以分三步完成,第

一步,取ai,有3种方法;第二步,取bj,也有3种方

法;第三步,取ck,有5种方法.根据分步乘法计数

原理,展开后共有3×3×5=45(项).
(2)提示:对于两个计数原理的综合应用问题,一般

是先分类再分步,分类时要先定好分类标准,防止

重复和遗漏;分步时要注意步与步之间的连续性,

同时应合理设计步骤的顺序,使各步互不干扰.也

可以根据题意画出示意图或列出表格,使问题的实

质直观地显现出来,从而便于我们解题.
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 选(抽)取与分配问题

例1 将3个不同的小球放入5个不同的盒子,每个盒

子至多放一个小球,共有多少种不同的放法?

解:分三步来完成:

第1步,放第一个小球,有5种放法;

第2步,放第二个小球,有4种放法;

第3步,放第三个小球,有3种放法.
根据分步乘法计数原理,共有 N=5×4×3=60(种)

放法.
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思考1.将3个不同的小球放入5个不同的盒子,共

有多少种不同的放法?

解:分三步来完成:

第1步,放第一个小球,有5种放法;

第2步,放第二个小球,有5种放法;

第3步,放第三个小球,有5种放法.
根据分步乘法计数原理,共有 N=5×5×5=125
(种)放法.
思考2.有5个不同的小球和3个不同的盒子,每个

盒子中放入一个小球,共有多少种不同的放法?

解:分三步来完成:

第1步,向第一个盒子中放入小球,有5种放法;

第2步,向第二个盒子中放入小球,有4种放法;

第3步,向第三个盒子中放入小球,有3种放法.
根据分步乘法计数原理,共有 N=5×4×3=60
(种)放法.

解决抽取(分配)问题的方法

(1)当涉及对象的数目不大时,一般选用列举法、树状

图法、框图法或列表法.
(2)当涉及对象的数目很大时,一般有两种方法:①直

接法.直接使用分类加法计数原理或分步乘法计数原

理.一般地,若抽取是有顺序的,则分步进行;若是按

对象特征抽取的,则分类进行.②间接法.去掉限制条

件,计算所有的抽取方法数,然后减去不符合条件的

抽取方法数即可.

1.高三年级的四个班到甲、乙、丙、丁、戊五个工厂进

行社会实践,其中工厂甲必须有班级去,则不同的

分配方案有 (  )

A.360种 B.420种

C.369种 D.396种

C 解析:方法一(直接法)

以甲工厂分配班级情况进行分类,共分为四类:

第一类,四个班级都去甲工厂,此时分配方案只有1
种情况;

第二类,有三个班级去甲工厂,剩下的一个班级去

另外四个工厂,其分配方案共有4×4=16(种);

第三类,有两个班级去甲工厂,另外两个班级去其

他四个工厂,其分配方案共有6×4×4=96(种);

第四类,有一个班级去甲工厂,其他三个班级去另
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外四个工厂,其分配方案有4×4×4×4=256(种).
综上所述,不同的分配方案有1+16+96+256=
369(种).
方法二 (间接法)
先计算四个班到五个工厂的总分配方案数,再扣除

甲工厂无人去的情况,即有5×5×5×5-4×4×
4×4=369(种)分配方案.

2.在7名学生中,有3名会下象棋但不会下围棋,有2
名会下围棋但不会下象棋,另2名既会下象棋又会

下围棋.现在从这7人中选2人分别参加象棋比赛

和围棋比赛,共有多少种不同的选法?
解:方法一:第1类,从3名只会下象棋的学生中选

1名参加象棋比赛,同时从2名只会下围棋的学生

中选1名参加围棋比赛,有3×2=6(种)选法;
第2类,从3名只会下象棋的学生中选1名参加象

棋比赛,同时从2名既会下象棋又会下围棋的学生

中选1名参加围棋比赛,有3×2=6(种)选法;
第3类,从2名只会下围棋的学生中选1名参加围

棋比赛,同时从2名既会下象棋又会下围棋的学生

中选1名参加象棋比赛,有2×2=4(种)选法;
第4类,从2名既会下象棋又会下围棋的学生中选

2名分别参加象棋 比 赛 和 围 棋 比 赛,有2×1=2
(种)选法.
故共有6+6+4+2=18(种)不同的选法.
方法二:第1类,从3名只会下象棋的学生中选1
名参加象棋比赛,这时7人中还有4人会下围棋,
从中选1名参加围棋比赛,有3×4=12(种)选法;
第2类,从2名既会下象棋又会下围棋的学生中选

1名参加象棋比赛,这时7人中还有3人会下围棋,
从中选1名参加围棋比赛,有2×3=6(种)选法.
故共有12+6=18(种)不同的选法.
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 排数问题

例2 (1)用0,1,2,3,4这5个数字给某工厂的产品

编号,产品编号由3个数字组成,则不同的编号有多

少个?
(2)由0,1,2,3,4这5个数字可以组成多少个三

位数?
(3)由0,1,2,3,4这5个数字可以组成多少个能被2
整除的无重复数字的三位数?

解:(1)用3个数字给产品编号,首位可以是0,数字

也可以重复,每个位置都有5种排法,共有5×5×5
=53=125(个)不同编号.
(2)三位数的首位不能为0,但可以有重复数字,首先

考虑首位的排法,除0外共有4种排法,第二、三位可

以排0,因此,共有4×5×5=100(个)三位数.
(3)被2整除的数即偶数,末位数字可取0,2,4,因
此,可以分两类.第1类,末位数字是0,则有4×3=
12(种)排法;第2类,末位数字不是0,则末位有2种

排法,即2或4,再排首位,因为0不能在首位,所以有

3种排法,中间位有3种排法,因此有2×3×3=18
(种)排法.
因而共有12+18=30(种)排法.
即可以组 成30个 能 被2整 除 的 无 重 复 数 字 的 三

位数.

排数问题的解答策略

(1)明确特殊位置或特殊数字是确定采用“分类”还是

“分步”的关键.一般按特殊位置(末位或首位)分类,

各类中再按特殊数字(或特殊元素)优先的策略分步;

如果直接分类较多,可采用间接法求解.
(2)要注意数字“0”不能排在两位数或两位以上的数

的最高位.

1.在由0,1,2,3,4,5所组成的没有重复数字的四位

数中,能被5整除的有 (  )

               A.512个 B.192个

C.240个 D.108个

D 解析:分两类,第1类,若末位数字是0,则有5
×4×3=60(个);第2类,若末位数字是5,则有4
×4×3=48(个).所以能被5整除的没有重复数字

的四位数有60+48=108(个).
2.用0~9十个数字,可以组成有重复数字的三位数

的个数为 (  )

A.243 B.252 C.261 D.279
B 解析:由分步乘法计数原理知,用0,1,…,9十

个数字组成的三位数共有9×10×10=900(个),组
成无重复数字的三位数共有9×9×8=648(个).因
此组成有重复数字的三位数共有900-648=252
(个).

3.用1,2,3,4四个数字(可重复)排成三位数,并把这

些三位数由小到大排成一个数列{an}.
(1)写出这个数列的前11项.
(2)这个数列共有多少项?
(3)若an=341,求n.
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解:(1)111,112,113,114,121,122,123,124,131,

132,133.
(2)这个数列的项数就是用1,2,3,4排成的三位数

的个数,每个数位上都有4种排法,则共有4×4×4
=64(项).
(3)比an=341小的数有两类:

第1类如下:

1 × ×

2 × ×

第2类如下:

3 1 ×

3 2 ×

3 3 ×

共有2×4×4+3×4=44(项).
所以n=44+1=45.
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 涂色与种植问题

例3 用n 种不同颜色为下面的广告牌着色,要求在

A,B,C,D四个区域中相邻(有公共边的)区域不用同

一种颜色.

(1)若n=6,求共有多少种不同的着色方法;

(2)若共有180种不同的着色方法,求n 的值.

解:(1)分步进行,先为 A着色,有6种着色方法,再

为B着色,有5种着色方法,然后为C着色,有4种着

色方法,最后为D着色,也有4种着色方法,

所以,共有着色方法6×5×4×4=480(种).
(2)根据分步乘法计数原理,不同的着色方法数是n(n-

1)·(n-2)(n-2).
因为n(n-1)(n-2)(n-2)=180,

可用将自然数代入上式验证的方法,得n=5时上式

成立.

故n 的值为5.

解决涂色(种植)问题的一般思路

(1)以区域为主分步计数,对于不相邻区域,按照同

色、不同色分类计数.
(2)以颜色为主分类计数,适用于为区域、点、线段涂

色等问题,先确定使用颜色的种数,再分别涂色.
(3)将空间问题平面化,转化成平面区域的涂色问题.

                 1.如图,一环形花坛分成A,B,C,D四块,现有四种不

同的花供选种,要求在每块花坛里种一种花,且相

邻的两块花坛种不同的花,则不同的种法数为

(  )

A.96 B.84 C.60 D.48

B 解析:当C与A种同一种花时,有4×3×1×3

=36(种)种法;当C与A所种的花不同时,有4×3

×2×2=48(种)种法.由分类加法计数原理知,不

同的种法数为36+48=84.

2.如图,将四棱锥S-ABCD 的每一个顶点染上一种

颜色,并使同一条棱上的两个顶点异色.若只有5种

颜色可供使用,则不同的染色方法总数为 (  )

A.180 B.240 C.420 D.480

C 解析:分两步,先将四棱锥一侧面的三个顶点染

色,然后再分类考虑另外两个顶点的染色情况.由题

意,设5种颜色分别为1,2,3,4,5,四棱锥S-ABCD

的顶点S,A,B 所 染 的 颜 色 互 不 相 同,它 们 共 有

5×4×3=60(种)染色方法.

当S,A,B 染好时,不妨设所染颜色依次为1,2,3,

若C 染2,则D 可染3或4或5,有3种染法;若C

染4,则D 可染3或5,有2种染法;若C 染5,则D
可染3或4,有2种染法,即当S,A,B 染好时,C,

D 还有7种染法.

故不同的染色方法总数为60×7=420.故选C.
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3.小张正在玩一款种菜的游戏,他计划从仓库里的玉

米、土豆、茄子、辣椒、胡萝卜这5种作物中选出4

种分别种植在四块不同的空地上(一块空地只能种

植一种作物).若小张已决定在第一块空地上种茄

子或辣椒,则不同的种植方案共有    种.

48 解析:当第一块空地种茄子时,有4×3×2=24
(种)不同的种法;当第一块空地种辣椒时,有4×3

×2=24(种)不同的种法.故共有48种不同的种植

方案.
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课后素养评价(二)

1.某年级要从3名男生、2名女生中选派3人参加某

次社区服务.如果要求至少有1名女生,那么不同的

选派方案有 (  )

A.6种 B.7种

C.8种 D.9种

D 解析:按女生人数分类:若选派1名女生,则有2
×3=6(种)方案;若选派2名女生,则有1×3=3
(种)方案.由分类加法计数原理,共有6+3=9(种)
不同的选派方案.

2.从集合{1,2,3,…,10}中任意选出3个不同的数,

使这3个数成等比数列,这样的等比数列的个数为

(  )

A.3 B.4
C.6 D.8
D 解析:以1为首项的等比数列为1,2,4;1,3,9.
以2为首项的等比数列为2,4,8.以4为首项的等

比数列为4,6,9.把这4个数列的顺序颠倒,又得到

4个等比数列,所以所求的数列共有2×(2+1+1)

=8(个).
3.某外语小组有9人,每人至少会英语和日语中的一

门,其中7人会英语,3人会日语,从中选出会英语

和日语的各1人,则不同的选法有    种.
20 解析:依题意得,既会英语又会日语的有7+
3-9=1(人),6人只会英语,2人只会日语.
第1类:从只会英语的6人中选1人有6种选法,此
时选会日语的有2+1=3(种)选法,

由分步乘法计数原理得 N1=6×3=18(种);
第2类:从既会英语又会日语的人中选1人会英语

的有1种选法,此时选会日语的有2种选法,

由分步乘法计数原理得 N2=1×2=2(种).
综上,不 同 的 选 法 共 有 N=N1+N2=18+2=
20(种).

4.甲、乙、丙3位志愿者被安排在周一至周五的5天

中参加某项志愿者活动,要求每人参加一天且每天

至多安排一人,并要求甲安排在另外两位前面.不同

的安排方法共有    种.
20 解析:分三类:若甲在周一,则乙、丙有4×3=
12(种)排法;
若甲在周二,则乙、丙有3×2=6(种)排法;
若甲在周三,则乙、丙有2×1=2(种)排法.
所以不同的安排方法共有12+6+2=20(种).

5.(新定义)在一个三位数中,若十位数字小于个位数

字和百位数字,则称该数为“驼峰数”,比如102,

546.由数字1,2,3,4构成的无重复数字的“驼峰数”
有    个,其中偶数有    个.
8 5 解析:十位上的数为1时,有213,214,312,

314,412,413,共6个;十位上的数为2时,有324,

423,共2个.所以共有6+2=8(个)“驼峰数”.
偶数有214,312,314,412,324,共5个.

6.某超市的6个收费通道排成一排,每个通道处有1
号、2号两个收费点,根据每天的人流量,超市准备

周一选择开放其中的3个通道,要求3个通道互不

相邻,且每个通道至少开通一个收费点,则周一这

天超市开通收费点的安排方式共有    种.
108 解析:设6个收费通道依次编号为1,2,3,4,

5,6,从中选择3个互不相邻的通道,有135,136,

146,246,共4种不同的选法.
对于每个通道,至少开通一个收费点,即可以开通1
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号收费点,开通2号收费点,同时开通两个收费点,
共3种不同的安排方式.
由分步乘法计数原理,可得超市开通收费点的安排

方式共有4×33=108(种).
7.如图是某校的校园设施平面图,现用不同的颜色为

各区域着色,为了便于区分,要求相邻区域不能使

用同一种颜色.若有6种不同的颜色可选,则有  
  种不同的着色方法.

480 解析:方法一:操场可从6种颜色中任选1种

着色;餐厅可从剩下的5种颜色中任选1种着色;
宿舍和操场、餐厅的颜色都不能相同,故可从其余

的4种颜色中任选1种着色;教学楼和宿舍、餐厅

的颜色都不能相同,故可从其余的4种颜色中任选

1种着色.根据分步乘法计数原理,共有6×5×4×4
=480(种)着色方法.
方法二:分两类.第一类,操场与教学楼同色,有6×
5×4=120(种)着色方法;第二类,操场与教学楼不

同色,有6×5×4×3=360(种)着色方法.根据分类

加法计数原理,共有120+360=480(种)不同的着

色方法.
8.回文数是指从左到右读与从右到左读都一样的正

整数,如22,121,3443,94249等.显然2位回文数

有9个:11,22,33,…,99,3位回文数有90个:101,

111,121,…,191,202,…,999.
(1)5位回文数有    个;
(2)2n(n∈N*)位回文数有    个.
(1)900 (2)9×10n-1 解析:(1)5位回文数的个

数等于三位正整数的个数,首位不能为零,首位有9
种选法,十位和个位各有10种选法,由分步乘法计

数原理可知,5位回文数的个数为9×102=900.
(2)2n(n∈N*)位回文数的个数等于n(n∈N*)位
正整数的个数,

首位不能为零,首位有9种选法,其余各数位各有

10种选法,

由分步乘法计数原理可知,2n(n∈N*)位回文数的

个数为9×10n-1.
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1.现有不同的红球4个、黄球5个、绿球6个,则下列

说法不正确的是 (  )

A.从中任选1个球,有15种不同的选法

B.若每种颜色选出1个球,有120种不同的选法

C.若要选出不同颜色的2个球,有31种不同的选法

D.若要不放回地依次选出2个球,有210种不同的

选法

C 解析:A项,从中任选1个球,有4+5+6=15
(种)不同的选法,所以该选项正确;B项,若每种颜

色选出1个球,有4×5×6=120(种)不同的选法,

所以该选项正确;C项,若要选出不同颜色的2个

球,有4×5+5×6+4×6=74(种)不同的选法,所

以该选项错误;D项,若要不放回地依次选出2个

球,有15×14=210(种)不同的选法,所以该选项正

确.故选C.

2.一个旅游景区的游览线路如图所示,某人从点P 处

进,点Q 处出,沿图中线路游览A,B,C 三个景点

及沿途风景,则不重复(除交汇点O 外)的不同的游

览线路有 (  )

A.6种 B.8种

C.12种 D.48种

D 解析:每个景区都有2条线路,所以游览第一个

景点有6种选法,游览第二个景点有4种选法,游

览第三个景点有2种选法,故共有6×4×2=48
(种)不同的游览线路.

3.算筹是在珠算发明以前我国独创并且有效的计算

工具,为我国古代数学的发展作出了很大贡献.在算

筹计数法中,以“纵式”和“横式”两种方式来表示数

字,如表:

表示多位数时,个位用纵式,十位用横式,百位用纵
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式,千位用横式,以此类推,遇零则置空,如图:

如果把5根算筹以适当的方式全部放入下面的表

格中,那么可以表示的三位数的个数为 (  )

A.46 B.44

C.42 D.40

B 解析:按每一位的算筹的根数分类,一共有15

种情况,如下:

(5,0,0),(4,1,0),(4,0,1),(3,2,0),(3,1,1),(3,

0,2),(2,3,0),(2,2,1),(2,1,2),(2,0,3),(1,4,

0),(1,3,1),(1,2,2),(1,1,3),(1,0,4).

2根及2根以上的算筹可以表示两个数字,运用分

步乘法计数原理,则上述情况能表示的三位数的个

数分别为

2,2,2,4,2,4,4,4,4,4,2,2,4,2,2.

根据分类加法计数原理,5根算筹能表示的三位数

的个数为2+2+2+4+2+4+4+4+4+4+2+2

+4+2+2=44.故选B.

4.有一密码为802136的手提保险箱,现在显示的号

码为721080,要打开箱子,至少旋转    次.
(每个旋钮上转出一个新数字为一次旋转,逆转、顺

转都可以)

14 解析:第一位最少旋转1次,其他位置至少旋

转的次数依次为2,1,1,5,4,故至少旋转1+2+1

+1+5+4=14(次).

5.将3种作物种植在如图所示的5块试验田里,每块

试验田种植一种作物且相邻的试验田不能种植同

一种作物,有多少种不同的种植方法?

解:分别用a,b,c代表3种作物,先安排第一块试验

田,有3种方法.不妨设种植a,再安排第二块试验

田,有b或c,共2种方法.不妨设种植b,第三块试

验田也有a或c,共2种方法.
(1)若第三块试验田种植c,则第四、五块试验田分

别有2种方法,共有2×2=4(种)方法.
(2)若第三块试验田种植a,则第四块试验田种植b
或c,共2种方法:

①若第四块试验田种植c:

a b a c

第五块试验田有2种种植方法;

②若第四块试验田种植b:

a b a b

第五块试验田只能种植c,共1种方法.
综上,共有3×2×(2×2+2+1)=42(种)方法.

6.如图,将圆分成6个扇形区域A,B,C,D,E,F,现给

这6个区域涂色,要求同一个区域涂同一种颜色,

相邻的两个区域不得使用同一种颜色,现有4种不

同的颜色可用,那么一共有多少种不 同 的 涂 色

方法?

解:(1)当相间区域 A,C,E涂同一种颜色时,有4
种涂色方法,此时,B,D,F各有3种涂色方法,故有

4×3×3×3=108(种)涂色方法;

(2)当相间区域A,C,E涂2种不同的颜色时,有4

×3×3=36(种)涂色方法,此时B,D,F有3×2×2

=12(种)涂色方法,故共有36×12=432(种)涂色

方法;

(3)当相间区域A,C,E涂3种不同的颜色时,有4

×3×2=24(种)涂色方法,此时B,D,F各有2种涂

色方法,故共有24×2×2×2=192(种)涂色方法.
故总计有108+432+192=732(种)涂色方法.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—11—



6.2　排列与组合

6.2.1 排列

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.通过实例理解并掌握排列的概念.
2.能用列举法、树状图法列出简单的排列.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点 排列的概念

(1)定义:一般地,从n 个不同元素中取出m(m≤n)
个元素,并按照一定的顺序排成一列,叫做从n 个不

同元素中取出m 个元素的一个排列.
(2)两个排列相同的充要条件是:两个排列的元素完

全相同,且元素的排列顺序也相同.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)排列与所选出的元素的排列顺序有关. (√)
(2)两个排列的元素相同,则这两个排列是相同的

排列. (×)
(3)从6名学生中选3名学生分别参加数学、物
理、化学竞赛,求共有多少种选法,属于排列问题.

(√)
(4)有12名学生参加植树活动,要求3人一组,求
共有多少种分组方案,属于排列问题. (×)

2.下面的问题中,是排列问题的是 (  )

A.求由1,2,3,4组成无重复数字的四位数的个数

B.求从60人中选11人组成足球队的不同选法

C.求从100人中选10人调查消费习惯的不同选法

D.求从1,2,3,4,5中选2个数组成的集合的个数

A 解析:选项A中组成的四位数与数字的排列顺

序有关,选项B,C,D只需取出元素即可,与元素的

排列顺序无关,故选A.
3.请思考并回答下列问题:
(1)“班级选派同学甲参加周六的活动,同学乙参加

周日的活动”与“班级选派同学乙参加周六的活动,
同学甲参加周日的活动”是相同的安排吗?
提示:不是.
(2)排列有何特征?
提示:若干个元素按照一定的顺序排成一列,元素

完全不同或元素部分相同或元素相同但顺序不同

的排列都是不同的排列.只有当元素完全相同,并
且元素的排列顺序也完全相同时,才是同一个排列.
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 排列的概念及其判断

1.给出下列问题:

①用数字1,2,3可以组成多少个无重复数字的三

位数?

②平面上有5个点,任意三点不共线,这5个点最

多可以确定多少条射线?

③从40人中选5人组成篮球队,有多少种不同的

选法?

其中是排列问题的是    .(填序号)

①② 解析:①由1,2,3组成的无重复数字的三位

数与数字的顺序有关,是排列问题;

②由平面上5个点确定的射线与点的顺序有关,是

排列问题;

③与元素的排列顺序无关,不是排列问题.

2.判断下列问题是不是排列问题.

(1)从3个小组中选2个小组分别去植树和种菜,

共有多少种选法?
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(2)从3个小组中选2个小组去种菜,共有多少种

选法?

(3)从20人中选10人组成一个学习小组,共有多

少种选法?

(4)从全班40人中选3人分别担任班长、学习委

员、生活委员,共有多少种选法?

解:(1)植树和种菜是不同的,存在顺序问题,属于

排列问题.

(2)(3)不存在顺序问题,不属于排列问题.

(4)每个人的职务不同,例如甲当班长或当学习委

员是不同的,存在顺序问题,属于排列问题.
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 写出简单排列问题的所有排列

例1 (1)若A,B,C三名同学排成一排照相,有多少

种排法?

(2)若A,B,C,D四名同学排成一排照相,试将所有

排法列出来.
(3)若A,B,C,D四名同学排成一排照相,要求自左

向右,A不排在第一,B不排在第二,C不排在第三,D
不排在第四,试将所有排法列出来.
解:(1)所有的排法有 ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,

CBA,共6种.
(2)画出树状图如下:

由树状图可知,所有 排 法 为 ABCD,ABDC,ACBD,

ACDB,ADBC,ADCB,BACD,BADC,BCAD,BCDA,

BDAC,BDCA,CABD,CADB,CBAD,CBDA,CDAB,

CDBA,DACB,DABC,DBAC,DBCA,DCAB,DCBA,共

24种.
(3)画出树状图如下:

由 树 状 图 知,所 有 排 法 有 BADC,BCDA,BDAC,

CADB,CDAB,CDBA,DABC,DCAB,DCBA,共

9种.

树状图的画法

(1)确定顶部元素,以哪个元素为分类标准,这个元素

即为顶部元素.
(2)确定分支元素,在每一个分支上将余下的元素按分

类标准进行分类,并将各元素按顺序排列.
(3)重复以上步骤,直到写完一个排列为止.

1.某班上午要上语文、数学、体育和英语4门课,而体

育老师因故不能上第一节和第四节,试写出所有排

课方案.
解:画出树状图如下:

由树状图可知,所有排课方案有:

语文、数学、体育、英语;语文、英语、体育、数学;
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语文、体育、英语、数学;语文、体育、数学、英语;

数学、语文、体育、英语;数学、英语、体育、语文;

数学、体育、英语、语文;数学、体育、语文、英语;

英语、数学、体育、语文;英语、语文、体育、数学;

英语、体育、数学、语文;英语、体育、语文、数学.

2.若直线方程Ax+By=0的系数A,B 可以从2,3,

5,7中取不同的数,则可以确定多少条不同的直线?

试全部列出.

解:画树状图如图:

所有不同的直线为2x+3y=0,2x+5y=0,2x+

7y=0,3x+2y=0,3x+5y=0,3x+7y=0,5x+

2y=0,5x+3y=0,5x+7y=0,7x+2y=0,7x+

3y=0,7x+5y=0,共12条.
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 简单的排列问题

例2 由0,1,2,3四个数字共能组成多少个没有重

复数字的四位数? 试全部列出.
解:画出树状图如下:

由树状图可知,所有没有重复数字的四位数为1023,

1032,1203,1230,1302,1320,2013,2031,2103,

2130,2301,2310,3012,3021,3102,3120,3201,

3210,共有18个.
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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思考1.能组成多少个没有重复数字的四位偶数?
解:可分为两类:第一类,个位为0,有3×2×1=
6(个);第二类,个位为2,有2×2×1=4(个).
综上 所 述,没 有 重 复 数 字 的 四 位 偶 数 共 有6+4
=10(个).
思考2.能组成多少个四位偶数?
解:由题可知,个位为0或2,所以共有2×3×4×4
=96(个)四位偶数.

对于简单的排列问题,解题时首先要确定是利用分类

加法计数原理还是分步乘法计数原理,可采用元素分

析法或位置分析法求解.

1.某信号兵用红、黄、蓝3面旗从上到下挂在竖直的

旗杆上表示信号,每次可以任挂1面、2面或3面,

并且不同的顺序表示不同的信号,则一共可以表示

    种不同的信号.
15 解析:第1类,挂1面旗表示信号,有3种不同

的信号;第2类,挂2面旗表示信号,有3×2=6
(种)不同的信号;第3类,挂3面旗表示信号,有3
×2×1=6(种)不同的信号.
根据分类加法计数原理,可以表示的信号共有3+6
+6=15(种).

2.从分别写有1,2,3,4的4张卡片中任意选取3张,
构成的无重复数字的三位数有哪些? 一共有多少

个? 如果用分步乘法计数原理,应怎样计算该排列

问题的排列的个数?
解:若选取的三张卡片是1,2,3,则构成的三位数有

123,132,213,231,312,321;若选取的卡片是1,2,

4,则构成的三位数有124,142,214,241,412,421;
若选取的卡片是1,3,4,则构成的三位数有134,

143,314,341,413,431;若选取的卡片是2,3,4,则
构成的三位数有234,243,324,342,423,432.共24
个.由分步乘法计数原理得,该排列问题的排列个

数为4×3×2=24.
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课后素养评价(三)

1.(多选)完成下列事情,不涉及排列问题的有 (  )

               A.由1,2,3三个数字组成无重复数字的三位数

B.从40人中选5人组成篮球队

C.从100人中选2人抽样调查

D.从1,2,3,4,5,6中选3个数组成集合

BCD 解析:选项A中组成的三位数与数字的排列

顺序有关,选项B,C,D只需取出元素即可,与元素

的排列顺序无关.
2.如图,A,B,C三个开关控制着编号为1,2,3,4的四

盏灯,其中开关A控制着编号为2,3,4的三盏灯,
开关B控制着编号为1,3,4的三盏灯,开关C控制

着编号为1,2,4的三盏灯.开始时,四盏灯都亮着.
现先后按动A,B,C这三个开关中的两个开关,则
使1号灯或2号灯亮的按动方法有 (  )

A.3种 B.4种 C.5种 D.6种

B 解析:先后按动A,B,C中的两个不同的开关,
有3×2=6(种)方法,分别记为(A,B),(A,C),(B,

A),(B,C),(C,A),(C,B).
若要1号灯亮,则按第一个开关时,1号灯灭,按第

二个开关时,1号灯亮,
此时对应的方法有2种:(B,C),(C,B);
若要2号灯亮,同理可得有2种方法:(A,C),(C,

A).
综上,要使1号灯或2号灯亮有2+2=4(种)方法.
故选B.

3.6名学生排成两排,每排3人,则不同的排法种数为

(  )

A.36 B.120 C.720 D.240
C 解析:由于6人排两排,先排第一排共有6×5×
4=120(种)排法;再排第二排,共有3×2×1=6
(种)排法.由分步乘法计数原理可知,共有120×6
=720(种)方法.

4.某寝室四名同学各有一张贺卡,要求每位同学将自

己的贺卡送给该寝室的另一名同学,并且每人都必

须得到一张,则不同的送法有    种.
9 解析:将4张贺卡分别记为A,B,C,D,且按题意

进行排列,用树状图表示为:

由此可知共有9种送法.
5.从数字1,3,5,7中任选两个数做除法,可得不同的

商    个.
12 解析:这是一个排列问题,可以先排分母,共有

4种不同的排法,再排分子,共有3种不同的排法.
由分步乘法计数原理可知,共有4×3=12(种)不同

的排法.
6.将红、黄、蓝三种颜色的三颗棋子分别放入如图所

示的3×3方格图中的三个方格内,要求任意两颗

棋子不同行、不同列,且不在3×3方格图所在正方

形的同一条对角线上,则不同放法共有    种.

24 解析:要想任意两颗棋子不在同一行、同一列

和同一条对角线上,则三颗棋子必有一颗在正方形

方格的顶点,另两颗在对角顶点的两侧,如图所示,
由于正方形有四个顶点,故有四个不同的相对位

置,又三颗棋子颜色不同,故不同的放法共有4×3
×2×1=24(种).

7.(1)北京、上海、香港、成都四个民航站之间的直达

航线,需要准备多少种不同的飞机票? 将它们列

出来.
(2)A,B,C,D 四名同学排成一排照相,要求自左

向右,A 不排第一,B 不排第四,共有多少种不同的

排列方法?
解:(1)先确定起点,有4种情况,再确定终点,有3
种情况.由分步乘法计数原理知,共需要4×3=12
(种)不同的机票.
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列举如下:
起点站 终点站

北京

上海

香港

成都

上海

北京

香港

成都

香港

北京

上海

成都

成都

北京

上海

香港

   

 飞机票

北京 →上海

北京 →香港

北京 →成都

上海 →北京

上海 →香港

上海 →成都

香港 →北京

香港 →上海

香港 →成都

成都 →北京

成都 →上海

成都 →香港

(2)因为A 不排第一,排第一位的情况有3类(可从

B,C,D 中任选一人排),而此时兼顾分析B 的排

法,列树状图如图.

所以 符 合 题 意 的 所 有 排 列 是 BADC,BACD,

BCAD,BCDA,BDAC,BDCA,CABD,CBAD,

CBDA,CDBA,DABC,DBAC,DBCA,DCBA,共

14种.
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1.(多选)下列问题是排列问题的是 (  )

A.求从甲、乙、丙三名同学中选出两名分别参加数

学、物理兴趣小组的方法种数

B.求从甲、乙、丙三名同学中选出两名参加一项活

动的方法种数

C.求从a,b,c,d 中选出3个字母的方法种数

D.求从1,2,3,4,5中取出2个数字组成两位数的

个数

AD 解析:对于A,从甲、乙、丙三名同学中选出两

名分别参加数学、物理兴趣小组,与顺序有关,是排

列问题;对于B,从甲、乙、丙三名同学中选出两名参

加一项活动,只要求选出即可,不是排列问题;对于

C,从a,b,c,d 中选出3个字母,只要求选出即可,

不是排列问题;对于D,从1,2,3,4,5中取出2个数

字组成两位数,需要先选出再排序,是排列问题.故

选AD.
2.小明、小红、小强3名同学随机排成一排照相,则小

明站在小红左边的概率是 (  )

A.
1
6 B.

1
3

C.
1
2 D.

2
3

C 解析:记小明、小红、小强分别为a,b,c,排成一

排的情况 有6种,分 别 为abc,bac,acb,cab,bca,

cba,小明站在小红左边共有3种情况,分别为abc,

acb,cab.所以小明站在小红左边的概率p=
3
6=

1
2.

3.用数字1,2,3,4,6组成的无重复数字的五位偶数有

(  )

A.48个 B.64个

C.72个 D.90个

C 解析:先排个位,需要从2,4,6三个数字中任意

选出一个数字,共有3种方法;再排前四位,共有4
×3×2×1=24(种)方法.由分步乘法计数原理可

知,共有3×24=72(种)方法.
4.甲、乙、丙三人踢毽子,互相传递,每人每次只能踢

一下.由甲开始踢,经过4次传递后,毽子又被踢回

甲处,则不同的传递方式共有 (  )

A.4种 B.5种 C.6种 D.12种

C 解析:若甲先传给乙,则有甲→乙→甲→乙→
甲,甲→乙→甲→丙→甲,甲→乙→丙→乙→甲3
种不同的传递方式;同理,甲先传给丙也有3种不

同的传递方式.故共有6种不同的传递方式.
5.从3,5,7,11这四个质数中,每次取出两个不同的

数分别记为a,b,共可得到lga-lgb 的不同值的

个数是   .

12 解析:由于lga-lgb=lg
a
b
,所以从3,5,7,11

中取出两个不同的数分别赋值给a 和b,为排列问

题,不同的取法共有4×3=12(种),并且计算结果

不会重复,所以得到不同的值有12个.
6.从集合{0,1,2,5,7,9,11}中任取3个元素分别作

为直线方程Ax+By+C=0中的参数A,B,C 的

值,所得直线经过坐标原点的有    条.
30 解析:易知过原点的直线方程的常数项为0,则
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C=0;再从集合中任取两个非零元素作为系数A,

B,属于排列问题,所以符合条件的直线有6×5=
30(条).

7.(新定义)一个三位数,如果十位上的数字比百位上

的数字和个位上的数字都小,那么这个数为凹数,
如524,746等都是凹数.那么用0,1,2,3,4这五个

数字能组成多少个无重复数字的凹数? 请列举

出来.

解:符合要求的凹数可分为三类.
第1类,十位数字为0的凹数有102,103,104,201,

203,204,301,302,304,401,402,403,共12个;
第2类,十位数字为1的凹数有213,214,312,314,

412,413,共6个;
第3类,十位数字为2的凹数有324,423,共2个.
所以由0,1,2,3,4可组成12+6+2=20(个)无重

复数字的凹数.
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6.2.2 排列数

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能用计数原理推导排列数公式.
2.能用排列数公式解决简单的实际问题.
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知识点 排列数与排列数公式

(1)排列数:我们把从n 个不同元素中取出m(m≤n)
个元素的所有不同排列的个数,叫做从n 个不同元素

中取出m 个元素的排列数,用符号Am
n 表示.

(2)排列数公式:

①展开式:Am
n=n(n-1)(n-2)…(n-m+1),其中

m,n∈N*,并且m≤n.

②阶乘式:Am
n=

n!
(n-m)!.

(3)全排列和阶乘:

①全排列:我们把n 个不同的元素全部取出的一个排

列,叫做n 个元素的一个全排列.这时,排列数公式中

m=n,即有An
n=n×(n-1)×(n-2)×…×3×2

×1.
②阶乘:正整数1到n 的连乘积,叫做n 的阶乘,用
n! 表示.于是,n 个元素的全排列公式可以写成 An

n

=n!.
规定0! =1.

1.90×91×92×…×100可以表示为 (  )

               A.A10100 B.A11100 C.A12100 D.A13100
B 解析:由排列数公式知可表示为A11100.故选B.

2.把5本不同的课外读物分给5名同学,每人一本,
则不同的分配方法有    种.
120 解析:利用排列的概念可知不同的分配方法

有A55=120(种).

3.请思考并回答下列问题:
(1)排列与计数原理的关系是怎样的?
提示:①排列是利用分步乘法计数原理,从n 个元

素中选出m 个,排在m 个位置上,分m 步完成.
②排列问题可以用分步乘法计数原理解决,但排列

数公式将问题公式化,更简洁.
(2)证明下列排列数的性质:
性质1:Am

n=nAm-1
n-1;

性质2:Am
n=mAm-1

n-1+Am
n-1.

证明:性质1:从n 个不同元素中,任取m(m≤n)个
元素,分两步完成:
第1步:从n 个不同元素中选出1个元素排在第一

个位置,有n 种方法;
第2步:从余下的(n-1)个元素中选出(m-1)个
元素排在余下的(m-1)个位置上,有Am-1

n-1种方法.
由分步乘法计数原理得Am

n=nAm-1
n-1.

(同理还可得Am-1
n-1=(n-1)Am-2

n-2=(n-1)(n-2)·
Am-3

n-3)
性质2:从n 个不同元素中,任取m(m≤n)个元素

分两类完成:
第一类:m 个元素中含有a(a 为n 个不同元素中的

一个),分两步完成:
①将a 排在某一个位置上,有m 种方法;
②从其余的(n-1)个元素中选出(m-1)个元素排

在余下的(m-1)个位置上,有Am-1
n-1种方法.

即有mAm-1
n-1种不同的方法.

第二类:m 个元素中不含有a,即从(n-1)个元素

中选出m 个元素排在m 个位置上,有Am
n-1种方法.

由分类加法计数原理得Am
n=mAm-1

n-1+Am
n-1.
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 排列数的定义及展开式的应用

1.计算:(1)A312=    ;

(2)
2A58+7A48
A88-A59

=    .

(1)1320 (2)1 解析:(1)原式=12×11×10=
1320.

(2)
2A58+7A48
A88-A59

=
2×8×7×6×5×4+7×8×7×6×5

8×7×6×5×4×3×2×1-9×8×7×6×5

=
8×7×6×5×(8+7)
8×7×6×5×(24-9)=1.

2.(1)已知A2x=20,则x=    .
(2)用排列数表示(55-n)(56-n)…(69-n)(n∈

N*且n<55)为    .
(1)5 (2)A1569-n 解析:(1)A2x=x(x-1)=20,解
得x=5或x=-4.
由A2x 的意义知x∈N*且x≥2,所以x=5.
(2)因为55-n,56-n,…,69-n 中的最大数为69
-n,且共有(69-n)-(55-n)+1=15(个)数,
所以(55-n)(56-n)…(69-n)=A1569-n.

公式 Am
n =n(n-1)(n-2)… (n-m +1)

(n,m∈N*,m≤n)适用于具体计算及解含有排列数

的方程和不等式.
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 排列数公式阶乘式的应用

1.化简:
(m-1)!

An-1
m-1(m-n)!

= 1 .

2.解方程:3Ax
8=4Ax-1

9 .

解:原方程可化为3×
8!

(8-x)!=4×
9!

(10-x)!
,

化简得3=
4×9

(10-x)(9-x)
,

即x2-19x+78=0,解得x1=6,x2=13.

又
0<x≤8,

0<x-1≤9,{

解得1<x≤8.
故原方程的解是x=6.

公式Am
n=

n!
(n-m)!

适用于与排列数有关的证明、解

方程、解不等式等.在应用时,应注意先提取公因式再

计算,同时要注意其中的隐含条件(m≤n 且n∈N*,

m∈N*).
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 排列数公式在实际问题中的应用

例 3个女生和5个男生排成一排.如果其中的甲、乙
两人必须站两端,有多少种不同的排法?
解:甲、乙为特殊元素,先将他们排在两端位置,有A22
种排法,其余6人全排列,有 A66 种排法,所以共有

A22A66=1440(种)不同的排法.
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思考1.如果其中的甲不站最左边,乙不站最右边,有
多少种不同的排法?
解:甲、乙为特殊元素,左、右两端为特殊位置.
方法一(特殊元素法):甲在最右边时,其他的人可全

排列,有A77 种;甲不在最右边时,可从余下6个位置

中任选一个,有A16 种,而乙可排在除去最右边位置

和甲的位置后剩余的6个位置中的任一个上,有A16
种,其余人全排列,共有A16A16A66 种.由分类加法计
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􀪋数原理得,共有 A77+A16A16A66=30960(种)不同的

排法.
方法二(特殊位置法):先排最左边,除去甲外,有A17
种,余下7个位置全排列,有A77 种,但应剔除乙在最

右边时的A16A66 种,所以共有A17A77-A16A66=30960
(种)不同的排法.
方法三(间接法):8人全排列,共 A88 种.其中,不符

合条件的有甲在最左边时的 A77 种,乙在最右边时

的A77 种,其中都包含了甲在最左边,同时乙在最右

边的 情 形,共 A66 种,所 以 共 有 A88-2A77+A66=
30960(种)不同的排法.
思考2.如果女生全排在一起,有多少种不同的排法?
解:(捆绑法)由于女生全排在一起,可把她们看成一

个整体,这样同5个男生合在一起有6个元素,排成
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􀪋一排有A66 种排法,而每一种排法中,3个女生间又

有A33 种排法,因此共有 A66A33=4320(种)不同的

排法.
思考3.如果女生全排在一起且男生全排在一起,有
多少种不同的排法?
解:不同的排法有A33A55A22=6×120×2=1440(种).
思考4.女生已站好,然后男生站入队伍,但不能改变

女生的相对顺序,则不同的排法有多少种?

解:不同的排法有
A88
A33
=6720(种).

排队问题的解题策略

排队问题除涉及特殊元素、特殊位置外,还往往涉及

相邻、不相邻、定序等问题.
(1)对于“在”与“不在”问题,可采用“特殊元素优先考

虑,特殊位置优先安排”的原则解决.
(2)对于相邻问题,可采用“捆绑法”解决,即将相邻的

元素视为一个整体进行排列.
(3)对于不相邻问题,可采用“插空法”解决,即先排其

余的元素,再将不相邻的元素插入空中.
(4)对于定序问题,可采用“除阶乘法”解决,即用不限

制的排列数除以顺序一定元素的全排列数.

1.6名同学排成一排,其中的甲、乙两人必须在一起的

不同的排法共有 (  )

A.720种 B.360种

C.240种 D.120种

A 解析:C 解析:甲、乙两人要排在一起,故将

甲、乙两人“捆”在一起视作一人,与其余四人全排

列共有A55 种排法,甲、乙两人之间有A22 种排法.
由分步乘法计数原理知,共有A55A22=240(种)不同

的排法.
2.若5名成人带2个小孩排队上山,小孩不排在一起

也不排在头尾,则不同的排法种数为 (  )

A.A55A24 B.A55A25
C.A55A26 D.A77-4A66
A 解析:首先5名成人先排队,共有 A55 种排法,
然后把2个小孩插进中间的4个空中,共有A24 种

排法,根据分步乘法计数原理,共有A55A24 种排法.
3.已知7人站成一排.
(1)其中的甲必须在乙的左边(不一定相邻),则有

多少种不同的排列方法?
(2)其中的甲、乙、丙三人自左向右的顺序不变(不
一定相邻),则有多少种不同的排列方法?
解:(1)甲、乙两人的顺序有A22 种情况,甲在乙左边

的排法种数占全排列种数的
1
A22
,故有

A77
A22
=2520

(种)不同的排法.
(2)甲、乙、丙三人的顺序有A33 种情况,即甲、乙、丙
自左向右的顺序不变的排法种数占全排列种数的

1
A33

.故有
A77
A33
=840(种)不同的排法.
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课后素养评价(四)

1.6位选手依次演讲,其中选手甲不排在第一个也不

排在最后一个,则不同的演讲次序共有 (  )

               A.240种 B.360种

C.480种 D.720种

C 解析:先排甲,有4种方法,剩余5人全排列,有

A55=120(种)方法,所以不同的演讲次序有4×120
=480(种).

2.(2023·全国甲卷)有五名志愿者参加社区服务,共
服务星期六、星期天两天,每天从中任选两人参加

社区服务,则恰有1人连续参加两天社区服务的选

择种数为 (  )

A.120 B.60
C.30 D.20
B 解析:不妨记五名志愿者为a,b,c,d,e,
假设a连续参加了两天社区服务,再从剩余的4人

中抽取2人各参加星期六与星期天的社区服务,共
有A24=12(种)方法.
同理,若b,c,d,e连续参加了两天社区服务,也各

有12种方法.
所以恰有1人连续参加了两天社区服务的选择种

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—91—



数为5×12=60.故选B.
3.某班上午有5节课,分别安排语文、数学、外语、物

理、化学各1节课,要求语文与化学相邻,且数学不

排在第一节课,则不同的排课方法的种数是 (  )

A.36 B.24 C.18 D.12
A 解析:将语文和化学捆绑,与外语、物理全排列

有A33A22 种排法;数学不排在第一节课,则数学有3
种排法.由分步乘法计数原理可得不同的排课法的

种数是A33A22×3=36.故选A.
4.5人站成一排,其中甲、乙两人之间恰有1人的不同

站法的种数为 (  )

A.18 B.24
C.36 D.48
C 解析:5人站成一排,甲、乙两人之间恰有1人的

不同站法有A13A33A22=36(种).
5.两个家庭的4个大人与2个小孩一起到动物园游

玩,购票后排队依次入园.为安全起见,首尾一定要

排2个爸爸,另外,2个小孩一定要排在一起,则这

6人入园顺序的排法种数为    .
24 解析:第1步,将2个爸爸排在两端,有2种排

法;第2步,将2个小孩视为一人与2个妈妈任意排

在中间的三个位置上,有 A33 种排法;第3步,将2
个小孩排序,有2种排法.故总的排法有2×2×A33
=24(种).

6.(2023·全国乙卷改编)甲、乙两名同学从6种课外

读物中各自选读2种,则这两人选读的课外读物中

恰有1种相同的选法共有    种.
120 解析:首先确定一种相同的课外读物,共有6
种情况,

然后两人各自的另外一种课外读物相当于在剩余

的5种课外读物里,选出2种进行排列,共有A25 种

选法.

根据分步乘法计数原理,则共有6×A25=120(种)

选法.

7.用0,1,2,3,4,5这六个数字组数.
(1)能组成多少个无重复数字的四位偶数?

(2)能组成多少个无重复数字且为5的倍数的五

位数?

(3)能组成多少个比1325大的无重复数字的四

位数?

解:(1)符合要求的四位偶数可分为三类:

第1类:0在个位时有A35 个;

第2类:2在个位时,首位从1,3,4,5中选定1个有

A14 种选法,十位和百位从余下的数字中选,有 A24
种选法,于是共有A14A24 个;

第3类:4在个位时,与第2类同理,也有A14A24 个.
由分类加法计数原理知,共有四位偶数 A35+A14A24
+A14A24=156(个).
(2)五位数中是5的倍数的数可分为两类:个位数

上的数字是0的五位数有 A45 个;个位数上的数字

是5的五位数有A14A34 个.
故满足条件的五位数共有A45+A14A34=216(个).
(3)比1325大的无重复数字的四位数可分为三类:第1

类:形如2   ,3   ,4    ,

5    的数,共A14A35 个;

第2 类:形 如 14   ,15   的 数,共

A12A24 个;

第3类:形如134  ,135  的数,共A12A13 个.

由分类加法计数原理,知比1325大的无重复数字

的四位数共有A14A35+A12A24+A12A13=270(个).
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1.下列各式中与排列数Am
n 相等的是 (  )

               
A.

n!
(n-m+1)!

B.n(n-1)(n-2)…(n-m)

C.
nAm-1

n-1

n-m+1
D.A1nAm-1

n-1

D 解析:Am
n=

n!
(n-m)!=n

(n-1)(n-2)…(n-

m+1),故 A,B错 误;而 A1nAm-1
n-1 =nAm-1

n-1 =n·

(n-1)!
(n-m)!=

n!
(n-m)!

,故C错误,D正确.

2.五声音阶是中国古乐的基本音阶,故有成语“五音

不全”.中国古乐中的五声音阶依次为宫、商、角、徵、

羽.如果用这五个音阶,排成一个五音阶音序,且商、

角不相邻,徵位于羽的左侧,则可排成的不同音序有

(  )

A.18种 B.24种

C.36种 D.72种

C 解析:先将宫、徵、羽三个音阶进行排序,且徵位
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于羽的左侧,有A
3
3

2=3
(种)排法;再将商、角插入4

个空中.所以共有3A24=36(种)排法.故选C.

3.3张卡片正反面分别标有数字1和2,3和4,5和7.
若将3张卡片进行排列组成一个三位数,可以得到

不同的三位数的个数为 (  )

A.30 B.48 C.60 D.96

B 解析:“组成三位数”这件事,分2步完成:第1
步,确定排在百位、十位、个位上的卡片,即为3个

元素的全排列,共有A33 种排法;第2步,分别确定

百位、十位、个位上的数字,各有2种情况.根据分步

乘法计数原理,可以得到A33×2×2×2=48(个)不

同的三位数.

4.一条铁路有n 个车站,为适应客运需要,新增了m
个车站,且知m>1,客运车票增加了62种,则现在

车站的个数为 (  )

A.15 B.16 C.17 D.18

C 解析:原来n 个车站有A2n 种车票,新增了m 个

车站,有A2n+m 种车票.
由题意得A2n+m-A2n=62,即(n+m)(n+m-1)-
n(n-1)=62,

整理得2mn+m2-m=62,所以n=
31
m-

m-1
2 .

因为m>1,n>0,所以
31
m>

m-1
2
,所以 m2-m-

62<0,解得1<m<
1+ 249
2

,即1<m≤8.

当m=3,4,5,6,7,8时,n 均不为整数,只有当m=
2时,n=15符合题意.
所以m+n=17,故现在有17个车站.故选C.

5.把5件不同的产品摆成一排.若其中产品A与产品

B相邻,且产品A与产品C不相邻,则不同的摆法

有    种.

36 解析:先考虑产品A与B相邻,把A,B作为一

个元素有A44 种摆法,而 A,B可交换位置,所以有

2A44=48(种)摆法.又当 A,B相邻且 A,C相邻,有

2A33=12(种)摆法.故满足条件的摆法有48-12=

36(种).

6.用1,2,3,4,5,6,7组成没有重复数字的七位数.若

1,3,5,7的顺序一定,则有    个七位数符合

条件.

210 解析:1,3,5,7四个数有A44=24(种)排法,故

1,3,5,7的顺序一定的排法数只占总排法数的
1
24.

故有
1
24×A

7
7=210(个)七位数符合条件.

7.甲、乙、丙、丁、戊5名学生进行劳动技术比赛,决出

第1名到第5名.赛后,甲、乙两名参赛者去询问成

绩,回答者对甲说:“很遗憾,你和乙都没有得到冠

军.”对乙说:“你当然不会是最差的.”则这5人可能

的排名情况有多少种?

解:根据题意,乙可能是第二或第三或第四名,故有

A13 种可能的排名情况.
乙排好再排甲,共有A13 种可能的排名情况.
剩下三人全排列共有A33 种可能的排名情况.
故共有A13A13A33=3×3×6=54(种)可能.

8.从1~9这9个数字中取出5个不同的数字进行

排列.
(1)奇数位置上是奇数的排法有多少种?

(2)取出的奇数必须排在奇数位置上的排法有多

少种?

解:(1)奇数共5个,奇数位置共有3个;偶数共有4
个,偶数位置有2个.第一步先在奇数位置上排上奇

数共有A35 种排法;第二步再排偶数位置,有4个偶

数和余下的2个奇数可以排,排法为A26 种.由分步

乘法计数原理知,排法种数为A35A26=1800.
(2)因为偶数位置上不能排奇数,故先排偶数位,排

法为A24 种,余下的2个偶数与5个奇数全可排在

奇数位置上,排法为 A37 种.由分步乘法计数原理

知,排法种数为A24A37=2520.
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6.2.3 组合

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.通过实例理解组合的概念,正确认识组合与排列的区别与联系.
2.能用列举法、树状图法列出简单的组合.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点 组合的相关概念

(1)定义:一般地,从n 个不同元素中取出m(m≤n)
个元素作为一组,叫做从n 个不同元素中取出m 个

元素的一个组合.
(2)两个组合相同的条件:两个组合只要元素相同,不
论元素的顺序如何,都是相同的.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)组合与所选出的元素的排列顺序有关. (×)
(2)若两个组合的元素相同,则这两个组合是相同的.

(√)
(3)从6名学生中选3名学生参加元旦晚会演出,求共

有多少种选法,属于组合问题. (√)
(4)从全班同学中选2名同学担任班长、学习委员

两个职位,求共有多少种选法,属于组合问题.(×)

2.请思考并回答下列问题:
(1)你能说一说排列与组合之间的联系与区别吗?
提示:从排列与组合的定义可以知道,两者都是从

n 个不同元素中取出m(m≤n)个元素,这是它们的

共同点.但排列与元素的顺序有关,而组合与元素

的顺序无关.只有元素相同且顺序也相同的两个排

列才是相同的;而两个组合只要元素相同,不论元

素的顺序如何,都是相同的.
(2)你能举一些生活中与组合相关的例子吗?
提示:班级选5名同学参加学校组织的活动;有10
辆共享单车,随机选3辆进行安全检测等.
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 组合的概念及其判断

1.从2,3,4,5四个数中任取2个数.若分别作为对数

式logab的底数与真数,求得到的对数的个数,则是

    问题;若求这2个数相乘得到的积有几种

情况,则是    问题.(用“排列”“组合”填空)
排列 组合 解析:对数式logab的值,与a,b取值

的顺序有关,属于排列问题;两个数的积的大小与

两个数的顺序无关,属于组合问题.
2.判断下列各问题是排列问题还是组合问题.
(1)10人相互通一次电话,共通多少次电话?
(2)10支球队以单循环形式进行比赛(每两队比赛

一次),共进行多少场次?
(3)10支球队以单循环形式进行比赛,比赛冠、亚军

获得者有多少种可能?
(4)从10个人中选出3个代表去开会,有多少种

选法?
(5)从10个人中选出3个不同学科的课代表,有多

少种选法?

解:(1)因为甲与乙通了一次电话,也就是乙与甲通

了一次电话,没有顺序的区别,所以是组合问题.
(2)因为每两支球队比赛一次,并不需要考虑谁先

谁后,没有顺序的区别,所以是组合问题.
(3)因为甲队获得冠军、乙队获得亚军,与乙队获得

冠军、甲队获得亚军是不一样的,与顺序有关,所以

是一个排列问题.
(4)因为3个代表之间没有顺序的区别,所以这是

一个组合问题.
(5)因为3个人中,担任哪一科的课代表是有顺序

上的区别的,所以这是一个排列问题.

排列、组合辨析切入点
(1)组合的特点是只选不排,即组合只是从n 个不同
的元素中取出m(m≤n)个不同的元素即可.只要两
个组合中的元素完全相同就是相同的组合,不用管元
素的顺序.
(2)判断组合与排列的依据是看是否与顺序有关,与
顺序有关的是排列问题,与顺序无关的是组合问题.
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 写出简单问题的所有组合

例 (1)从5个不同的元素A,B,C,D,E 中取出2
个,列出所有的组合.
(2)从5个不同的元素A,B,C,D,E 中取出3个,列
出所有的组合.
 解:(1)如图所示.

故所有 的 组 合 为 AB,AC,AD,AE,BC,BD,BE,

CD,CE,DE.
(2)方法一(顺序后移法):可按AB→AC→AD→BC
→BD→CD 的顺序写出,即

所以所有的组合为 ABC,ABD,ABE,ACD,ACE,

ADE,BCD,BCE,BDE,CDE.
方法二:画出树状图,如图所示.

由此可以写出所有的组合:ABC,ABD,ABE,ACD,

ACE,ADE,BCD,BCE,BDE,CDE.
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􀪋[一题多思]

思考1.观察(1)(2)的结果,你有什么发现?
提示:(2)中取出组合 ABC 后,剩下的 DE 正好是

(1)中的一个组合,其他组合也是一一对应的.
思考2.这种发现给你什么启示?
提示:当取出的元素个数较多时,直接写取出元素的

组合 往 往 比 较 复 杂,这 时 我 们 可 以 找 它 的 对 立

面———“剩下的元素”有哪些,进而得到取出元素的

组合.
思考3.从5个不同的元素 A,B,C,D,E 中取出4
个,列出所有的组合.
解:方法一:“顺序后移法”.所有的组合为 ABCD,

ABCE,ABDE,ACDE,BCDE.
方法 二:剩 下 A,则 取 出 BCDE;剩 下 B,则 取 出

ACDE…… 共 有 BCDE,ACDE,ABDE,ABCE,

ABCD 这5个组合.

1.写出从n 个不同元素中选出m(m≤n)个元素的所

有组合的方法:从n 个不同元素中选出m 个元素的

组合,可借助“顺序后移法”或“树状图法”,直观地

写出组合,做到不重复不遗漏.
2.两个注意点:
(1)利用“顺序后移法”时,箭头向后逐步推进,且写

出的组合不必再交换元素位置.如写出ab 后,不必

再交换元素位置为ba,因为它们是同一个组合.
(2)画“树状图”时,应注意顶部元素及分支元素的

排列思路,防止重复或遗漏.

1.从1,2,3,6,9中任取两个不同的数相加,列出所有

的取法,并求出不同的相加结果的个数.
解:从1,2,3,6,9中任取两个不同的数,不同的取

法有{1,2},{1,3},{1,6},{1,9},{2,3},{2,6},{2,

9},{3,6},{3,9},{6,9},
不同的相加结果有3,4,5,7,8,9,10,11,12,15,共

10个.
2.从2名教师和5名学生中,选出3人参加“我爱我

的祖国”主题活动,要求入选的3人中至少有一名

教师,不同的选取方案有多少种?
解:记2名教师为a,b,5名学生为1,2,3,4,5.
所有选取方案:

a12,a13,a14,a15,a23,a24,a25,a34,a35,a45,

b12,b13,b14,b15,b23,b24,b25,b34,b35,b45,

ab1,ab2,ab3,ab4,ab5,共25种.
3.甲、乙、丙、丁4支足球队举行单循环赛.
(1)列出所有各场比赛的双方;
(2)列出所有冠亚军的可能情况.
解:(1)所有各场比赛的双方:甲乙、甲丙、甲丁、乙
丙、乙丁、丙丁.
(2)所有冠亚军的可能情况:甲乙、乙甲、甲丙、丙
甲、甲丁、丁甲、乙丙、丙乙、乙丁、丁乙、丙丁、丁丙.
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课后素养评价(五)

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)组合的特性是元素的无序性,即取出的m 个元

素不讲究顺序,亦即元素没有位置的要求. (√)
(2)两个组合中的元素完全相同,顺序也完全一样

时,两个组合才是相同的组合. (  )

× 解析:组合与顺序无关,只要两个组合的元素

完全相同,就是相同的组合.
2.下列问题中,组合问题的个数是 (  )

            ①从全班50人中选出5人组成班委会,共有多少

种不同的选法?

②从全班50人中选出5人分别担任班长、副班长、
团支部书记、学习委员、生活委员,共有多少种不同

的选法?

③从1,2,3,…,9中任取两个数求积,共有多少种

不同的结果?

④从1,2,3,…,9中任取两个数求差或商,共有多

少种不同的结果?

A.1 B.2 C.3 D.4
B 解析:对于①,从50人中选出5人组成班委会,
不考虑顺序,是组合问题.②为排列问题.对于③,从

1,2,3,…,9中任取两个数求积.因为乘法满足交换

律,是组合问题.对于④,减法和除法不满足交换律,
故④为排列问题.所以组合问题的个数是2.故选B.

3.下列四个问题属于组合问题的是 (  )

A.从4名志愿者中选出2人分别参加导游和翻译

的工作,求所有选法的种数

B.从1,2,3,4这4个数字中选取3个不同的数字组

成三位数,求组成的三位数的个数

C.从全班同学中选出3名同学参加学校运动会开

幕式,求所有选法的种数

D.将甲、乙两位同学安排到A,B两个座位,求安排

方法的种数

C 解析:对于A选项,从4名志愿者中选出2人分

别参加导游和翻译的工作,将2人选出后,还要安

排导游或翻译的工作,与顺序有关,这个问题为排

列问题;
对于B选项,从1,2,3,4这4个数字中选取3个不

同的数字排成一个三位数,选出3个数字之后,还
要将这3个数字安排至个位、十位、百位这三个数

位,与顺序有关,这个问题为排列问题;
对于C选项,从全班同学中选出3名同学参加学校

运动会开幕式,只需将3名同学选出,与顺序无关,
这个问题为组合问题;
对于D选项,两位同学的座位与顺序有关,这个问

题为排列问题.
故选C.

4.(1)写出从a,b,c,d,e五个元素中任取两个不同元

素的所有组合;
(2)写出从a,b,c,d,e五个元素中任取两个不同元

素的所有排列.
解:(1)从5个元素a,b,c,d,e 中任取两个不同元

素的所有组合:

ab,ac,ad,ae,bc,bd,be,cd,ce,de.
(2)从5个元素a,b,c,d,e中任取两个不同元素的

所有排列:
(a,b),(a,c),(a,d),(a,e),(b,a),(b,c),(b,

d),(b,e),(c,a),(c,b),(c,d),(c,e),(d,a),
(d,b),(d,c),(d,e),(e,a),(e,b),(e,c),(e,d).

5.平面内有A,B,C,D 四个不同的点,其中任意三个

点不共线.
(1)试写出以其中任意两点为端点的有向线段;
(2)试写出以其中任意两点为端点的线段;
(3)试写出以其中任意三点为顶点的三角形.
解:(1)以其中任意两点为端点的有向线段有AB→,

AC→,AD→,BC→,BD→,CD→,BA→,CA→,DA→,CB→,

DB→,DC→.
(2)以其中任意两点为端点的线段有AB,AC,AD,

BC,BD,CD.
(3)以 其 中 任 意 三 点 为 顶 点 的 三 角 形 有△ABC,

△ABD,△BCD,△ACD.
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1.给出下列问题:

①从甲、乙、丙3名同学中选出2名分别去参加两

个乡镇的社会调查,有多少种不同的选法?

②有4张同样的电影票,要分给7人中的4人,有多

少种不同的分法?

③某人射击8枪,击中4枪,且命中的4枪均为2枪
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连中,则不同的情况有多少种?
其中组合问题的个数为 (  )

A.0 B.1
C.2 D.3
C 解析:①与顺序有关,是排列问题;②③均与顺

序无关,是组合问题.
2.(多选)下列问题是组合问题的是 (  )

A.把5本不同的书分给5名学生,每人一本,求有

多少种不同的分法

B.从7本不同的书中取出5本给某名同学,求有多

少种不同的取法

C.10个人相互发一条短信,求一共发了几条短信

D.10个人互相通一次电话,求一共通了几次电话

BD 解析:对于A,学生与书都不相同,故与顺序有

关,是排列问题,故A错误;
对于B,取出5本书后,即确定了取法,与顺序无关,
故是组合问题,故B正确;
对于C,因为是相互发一条短信,与顺序有关,故是

排列问题,故C错误;
对于D,因为是互相通一次电话,与顺序无关,故是

组合问题,故D正确.
故选BD.

3.平面内有12个点,其中没有3个点在同一条直线

上,也没有4个点在同一个圆上,则由这12个点所

确定的圆的个数相当于从12个不同的元素中任取

    个元素的组合的个数.
3 解析:因为每3个点可确定一个圆,所以由这12
个点所确定的圆的个数相当于从12个不同元素中

任取3个元素的组合的个数.
4.(2022·全国甲卷(理))从正方体的8个顶点中任

选4个,则这4个点在同一个平面内的概率为

    .
6
35 

解析:从正方体的8个顶点中任选4个,有n=

70个结果,
这4个点在同一个平面内的有m=6+6=12(个).

故所求概率P=
m
n=

12
70=

6
35.

5.判断下列问题分别是排列问题还是组合问题.
(1)从10名学生中任选5名去参观一个展览会,求
有多少种不同的选法;
(2)从1,2,3,4,5这5个数中,每次任取2个不同的

数作为一个点的坐标,求所有不同点的个数;
(3)一个黄袋中装有四张分别写有1,3,5,7的卡

片,另一个红袋中装有四张分别写有2,8,16,32的

卡片,从红袋和黄袋中各任取一张卡片,求这两张

卡片上的数相加所得的和有多少种;
(4)有四本不同的书要分别送给四个人,每人一本,
求一共有多少种不同的送法.
解:(1)从10名学生中任选5名去参观一个展览

会,选出的学生不用排序,故这是组合问题.
(2)从1,2,3,4,5这5个数字中,每次任取2个不同

的数作为一个点的坐标,
由于坐标有横、纵坐标之分,所以选出的2个不同

的数需要排序,故这是排列问题.
(3)从红袋和黄袋中各任取一张卡片,求这两张卡

片上的数相加所得的和,
因为加法满足交换律,所以选出的卡片不用排序,
故这是组合问题.
(4)因为四本不同的书分别送给四个人,要求每人

一本,
所以这四本书需要排序,故这是排列问题.

6.某人决定投资8种股票和4种债券,经纪人向他推

荐了12种股票和7种债券.问:此人的投资方案可

以怎样得到?
解:需分两步:
第1步,从经纪人推荐的12种股票中选8种,是一个组

合问题;
第2步,从经纪人推荐的7种债券中选4种,也是一个组

合问题.
最后将选中的8种股票与选中的4种债券合在一

起就是一种投资方案.
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6.2.4 组合数

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解组合数的概念,能利用计数原理推导组合数公式.
2.能够运用组合数公式解决一些简单的应用问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 组合数

从n个不同元素中取出m(m≤n)个元素的所有不同

组合的个数,叫做从n个不同元素中取出m 个元素的

组合数,用符号Cm
n 表示.

知识点二 组合数公式

(1)Cm
n =
Am

n

Am
m
=
n(n-1)(n-2)…(n-m+1)

m!
,其中n,m

∈N*,并且m≤n.

(2)Cm
n=

n!
m!(n-m)!.

规定C0n=1.
               知识点三 组合数的性质

性质1:Cm
n=Cn-m

n  .
性质2:Cm

n+1=Cm
n+Cm-1

n .

1.若C2n=28,则n= (  )

A.9 B.8
C.7 D.6

B 解析:C2n=
n(n-1)
2 =28,解得n=8.

2.C33+C34+C35= (  )

A.C45 B.C56
C.C36 D.C46

D 解析:C33+C34+C35=C44+C34+C35=C45+C35
=C46.

3.设集合A={a1,a2,a3,a4,a5},则集合A 含有3个

元素的子集共有    个.
10 解析:从集合A 的5个元素中选出3个元素构

成一个子集,是组合问题,其个数为C35=
5×4×3
3×2×1

=10.
4.若C2x-18 =Cx+3

8 ,则x 的值为    .
2或4 解析:由C2x-18 =Cx+3

8 得2x-1=x+3或

2x-1+x+3=8,解得x=4或x=2.
5.请思考并回答下列问题:
(1)某班级将在月底参加行一场篮球比赛,包括体

育委员在内,班上篮球运动员共有8人,按照篮球

比赛规则,比赛时一个球队的上场队员是5人.该班

级有多少种队员上场方案? 又有多少种队员不上

场方案? 这两种方案有什么关系?
提示:队员上场的方案有C58 种;队员不上场的方案

有C38 种;C58=C38=56.
(2)从问题(1)中的这8名篮球运动员中选择5人

的时候,可以按照体育委员是否入选进行分类:当
体育委员入选时,有C47 种选法;当体育委员未入选

时,有C57 种选法.这与直接选5人的选法数一样吗?
你能得出什么结论?
提示:一样,C58=C47+C57.
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 组合数的计算与证明

1.求下列各式的值.
(1)C25+C45;(2)C210×C010-C1010;
(3)C26-C56;(4)C36÷C48.

解:(1)C25+C45=
5×4
2×1+

5×4×3×2
4×3×2×1=10+5=15.

(2)C210×C010-C1010=
10×9
2×1×1-1=45-1=44.

(3)C26-C56=
6×5
2×1-

6×5×4×3×2
5×4×3×2×1=15-6=9.

(4)C36÷C48=
6×5×4
3×2×1÷

8×7×6×5
4×3×2×1=20÷70=

2
7.
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2.证明:mCm
n=nCm-1

n-1.

证明:mCm
n=m· n!

m! (n-m)!

=
n·(n-1)!

(m-1)! (n-m)!

=nCm-1
n-1.

1.组合数公式Cm
n=

n(n-1)(n-2)…(n-m+1)
m!

体现了

组合数与相应排列数的关系,一般在计算具体的组

合数时会用到.

2.组合数公式Cm
n=

n!
m!(n-m)!

的主要作用:一是计

算m,n 较大时的组合数;二是对含有字母的组合

数的式子进行变形和证明.另外,当m>
n
2

时,计算

Cm
n 可用性质Cm

n=Cn-m
n 转化,减少运算量.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

 有限制条件的组合问题

例1 课外活动小组共13人,其中男生8人、女生5
人,并且男、女生各有一名队长.现从中选5人主持某

项活动,至少有一名队长当选,有多少种选法?

解:至少有一名队长含有两种情况:有一名队长和两

名队长,故共有C12C411+C22C311=825(种)选法.
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思考1.将“至少有一名队长当选”改为“至多有两名

女生当选”,有多少种选法?

解:至多有两名女生含有三种情况:有两名女生、只有

一名女生、没有女生,故共有C25C38+C15C48+C58=966
(种)选法.
思考2.既要有队长当选,又要有女生当选,有多少种

选法?

解:分两种情况:

第一种:女队长当选,有C412种选法;

第二种:女队长不当选,有(C14C37+C24C27+C34C17+

C44)种选法.

故共有 C412+C14C37+C24C27+C34C17+C44=790(种)

选法.

1.“含有”或“不含有”某些元素的组合问题

含,则先将这些元素取出,再由另外元素补足;

不含,则先将这些元素剔除,再从剩余元素中选取.

2.“至少”或“至多”含有几个元素的问题

“至多”“至少”问题的常用解题方法有两种:(1)直

接分类法,注意分类要细、要全;

(2)间接法,注意找准对立面,确保不重不漏.

1.(2023·新高考全国Ⅰ卷)某学校开设了4门体育

类选修课和4门艺术类选修课,学生需从这8门课

中选修2门或3门课,并且每类选修课至少选修1
门,则不同的选课方案共有   种.(用数字作答)

64 解析:因为每类选修课至少选1门,所以若从8
门课中选修2门,则不同的选课方案共有C14C14=16
(种).
当从8门课中选修3门时,

①若体育类选修课选修1门,则不同的选课方案共

有C14C24=24(种);

②若体育类选修课选修2门,则不同的选课方案共

有C24C14=24(种).
综上所述,不同的选课方案共有16+24+24=64
(种).

2.在一次数学竞赛中,某学校有12人通过了初试,学
校要从中选出5人去参加市级培训.在下列条件下,
分别有多少种不同的选法?
(1)任意选5人;
(2)其中甲、乙、丙3人必须参加;
(3)其中甲、乙、丙3人不能参加;
(4)其中甲、乙、丙3人只能有1人参加.
解:(1)有C512=792(种)不同的选法.
(2)甲、乙、丙3人必须参加,只需从另外的9人中

选2人,共有C29=36(种)不同的选法.
(3)甲、乙、丙3人不能参加,只需从另外的9人中

选5人,共有C59=126(种)不同的选法.
(4)甲、乙、丙3人只能有1人参加,分两步:第1
步,从甲、乙、丙中选1人,有C13 种选法;第2步,从
另外的9人中选4人,有C49 种选法,共有C13C49=
378(种)不同的选法.
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 分组分配问题

例2 现在有6本不同的书,试根据条件完成下列分

组分配问题.
(1)将这6本不同的书分给甲、乙、丙三人,每人2本,

有多少种分法?

(2)将这6本不同的书分为三份,每份2本,有多少种

分法?

(3)将这6本不同的书分给甲、乙、丙三人,一人1本,

一人2本,一人3本,有多少种不同的分法?

解:(1)先从6本书中选2本给甲,有C26 种选法;再从

其余的4本书中选2本给乙,有C24 种选法;最后从余

下的2本书中选2本给丙,有C22 种选法.所以分给

甲、乙、丙 三 人,每 人2本,共 有 C26C24C22=90(种)

分法.
(2)分给甲、乙、丙三人,每人2本,有C26C24C22 种分法,

这个过程可以分两步完成:第一步,分为三份,每份2
本,设有x 种分法;第二步,再将这三份分给甲、乙、

丙三名同学,有A33 种分法.根据分步乘法计数原理,

可得C26C24C22=xA33,所以x=
C26C24C22
A33

=15.因此分为

三份,每份2本,一共有15种分法.
(3)可以分两步完成:第1步,分为三份,分别有1本、

2本、3本,有C16C25C33 种分法;第2步,再将这三份分

给甲、乙、丙三人,有A33 种分法.根据分步乘法计数原

理,一共有C16C25C33A33=360(种)分法.

1.组合问题中常见的分组问题:

(1)完全均匀分组,每组的元素个数均相等;

(2)部分均匀分组,应注意不要重复,若有n 组均

匀,最后必须除以n!;

(3)完全非均匀分组,这种分组不考虑重复现象.

2.不同元素分配问题属于排列问题,可以按要求逐个

分配,也可以分组后再分配.

3.相同元素分配问题可采用“隔板法”.
将n 个相同元素分给m 个不同的对象(n≥m),有

Cm-1
n-1种分法,可描述为(n-1)个空中插入(m-1)

块板.

               1.学校要安排甲、乙等6名志愿者去A,B,C,D四个

比赛场地服务,要求每个比赛场地都有人去,每人

只能去一个比赛场地,则甲、乙两人被分在同一个

比赛场地的安排方法种数为 (  )

A.120 B.240 C.360 D.480

B 解析:将6人按3,1,1,1分成四组,且甲、乙在

同一组的安排方法有C14 种,

将6人按2,2,1,1分成四组,且甲、乙在同一组的

安排方法有C24 种,

则甲、乙两人被分在同一个比赛场地的安排方法种

数为(C14+C24)A44=240.
故选B.

2.某宾馆安排 A,B,C,D,E5人入住3个不同的房

间,每个房间至少住1人,且A,B不能住同一房间,

则不同的安排方法有 (  )

A.24种 B.48种

C.96种 D.114种

D 解析:5个人住3个房间,每个房间至少住1
人,则有(3,1,1)和(2,2,1)两种情况.当为(3,1,1)

时,有C35A33=60(种),A,B住同一房间的情况有

C13A33=18(种),故有60-18=42(种);当为(2,2,

1)时,有
C25C23
A22

·A33=90(种),A,B住同一房间的情

况有C13C23A22=18(种),故有90-18=72(种).根据

分类加法计数原理,共有42+72=114(种)不同的

安排方法.

3.将6个相同的小球放入4个编号为1,2,3,4的盒

子,求下列放法的种数.
(1)每个盒子都不空;

(2)恰有一个空盒子;

(3)恰有两个空盒子.
解:(1)先把6个相同的小球排成一行,在首尾两球

外侧放置一块隔板,然后在小球之间5个空隙中任

选3个空隙各插一块隔板,故有C35=10(种)放法.
(2)恰有一个空盒子,插板分两步进行.
第1步,在首尾两球外侧放置一块隔板,并在小球

之间的5个空隙中任选2个空隙各插一块隔板,如

|0|000|00|(用“0”表示小球),有C25 种插法;

第2步,将剩下的一块隔板与前面任意一块并放形

成空盒,如|0|000||00|,有C14 种插法.
故共有C25C14=40(种)放法.
(3)恰有两个空盒子,插板分两步进行.
第1步,在首尾两球外侧放置一块隔板,并在小球

之间的5个空隙中任选1个空隙插一块隔板,有C15
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种插法,如|00|0000|;

第2步,将剩下的两块隔板插入形成空盒,此时含

有两种情况.

①这两块隔板与前面三块形成不相邻的两个空盒,

如||00||0000|,有C23 种插法.

②将两块隔板与前面三块中的一块并放,形成相邻

的两个空盒,如|00|||0000|,有C13 种插法.
故共有C15(C23+C13)=30(种)放法.
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课后素养评价(六)

1.若A3n=12C2n,则n 等于 (  )

A.8 B.5或6

C.3或4 D.4

A 解析:因为A3n=n(n-1)(n-2),C2n=
1
2n
(n-

1),所以n(n-1)(n-2)=12×
1
2n
(n-1).

又n∈N*,且n≥3,所以n=8.

2.若从1,2,3,…,9这9个整数中取4个不同的数,使

其和为奇数,则不同的取法共有 (  )

A.60种 B.63种

C.65种 D.66种

A 解析:若4个数之和为奇数,则有1个奇数、3
个偶数或者3个奇数、1个偶数.若是1个奇数、3个

偶数,则有C15C34=20(种)取法;若是3个奇数、1个

偶数,则有C35C14=40(种)取法.所以共有20+40=

60(种)不同的取法.

3.某龙舟队有9名队员,其中3人只会划左舷,4人只

会划右舷,2人既会划左舷又会划右舷.现要选派划

左舷的3人、划右舷的3人共6人去参加比赛,则不

同的选派方法共有 (  )

A.56种 B.68种

C.74种 D.92种

D 解析:根据会划左舷的人中“多面手”(既会划左

舷又会划右舷)的人数进行分类:会划左舷的人中

没有“多面手”的选派方法有C33C36 种;有一个“多面

手”的选派方法有C12C23C35 种;有两个“多面手”的选

派方法有C13C34 种.即共有C33C36+C12C23C35+C13C34=

92(种)不同的选派方法.

4.从4名男生、2名女生中选3人组队参加“弘扬传统

文化,增强文化自信”答题比赛,且至少有1名女生

入选,则不同的选法种数为 (  )

A.20 B.16 C.12 D.8

B 解析:由题易知不同的选法可分两种情况:

第一 种 情 况,只 有1名 女 生 入 选,不 同 的 选 法 有

C12C24=12(种);第二种情况,有2名女生入选,不同

的选法有C22C14=4(种).根据分类加法计数原理,知

至少有1名女生入选的不同的选法有12+4=16
(种).故选B.

5.(新定义)我国数学家陈景润在哥德巴赫猜想的研

究中取得了世界领先的成果.哥德巴赫猜想是“任何

一个大于2的偶数都可以写成两个素数的和”,如

40=3+37.在不超过40的素数中,随机选取2个不

同的数,其和等于40的概率是(注:若一个大于1
的整数除了1和它本身外无其他因数,则称这个整

数为素数) (  )

A.
1
15 B.

1
17

C.
1
22 D.

1
26

C 解析:因为不超过40的素数有2,3,5,7,11,13,

17,19,23,29,31,37,共12个,

所以 从 中 随 机 选 取2个 不 同 的 数,共 有 C212=

12×11
2 =66(个)样本点,

其中两个素数和为40的情况包含3和37,11和

29,17和23,共3个样本点,

所以所求概率P=
3
66=

1
22.

故选C.
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6.方程C2n-n=5的解为    ;不等式C2n-n<5
的解集为    .

5 {2,3,4} 解析:由C2n-n=5,得
n(n-1)
2 -n=

5,所以n2-3n-10=0,解得n=5或n=-2(舍

去).

由C2n-n<5得n2-3n-10<0,解得-2<n<5.

由题设条件知n≥2,且n∈N*,

所以n=2,3,4.故原不等式的解集为{2,3,4}.

7.(1)计算C97100;

(2)求满足等式Cn+1
n+3=Cn-1

n+1+Cn-2
n +Cn

n+1的正整

数n.

解:(1)由 性 质 Cm
n =Cn-m

n ,得 C97100 =C3100 =

100×99×98
3×2×1 =161700.

(2)由性质Cm
n=Cn-m

n 和Cm
n+1=Cm

n+Cm-1
n ,

得Cn+1
n+3=C2n+3,Cn-1

n+1+Cn-2
n +Cn

n+1=C2n+1+C2n+

C1n+1=C2n+2+C2n.

所以已知等式可化为C2n+3=C2n+2+C2n.

又由性质Cm
n+1=Cm

n+Cm-1
n ,得C2n+3=C2n+2+C1n+2,

所以C2n+2+C1n+2=C2n+2+C2n,则C1n+2=C2n.

所以n+2=
n(n-1)
2

,即n2-3n-4=0,解得n=4

或n=-1(舍去).

故n 的值为4.

8.已知平面α∥平面β,在平面α 内有4个点,在平面

β内有6个点.
(1)过这10个点中的3个点作一平面,最多可作多

少个不同的平面?

(2)以这些点为顶点,最多可作多少个三棱锥?

(3)(2)中最多可以有多少个不同体积的三棱锥?

解:(1)所作出的平面有三类.

①α内1点,β内2点确定的平面,最多有C14C26 个;

②α内2点,β内1点确定的平面,最多有C24C16 个;

③α,β本身,有2个.

故所作的平面最多有C14C26+C24C16+2=98(个).
(2)所作的三棱锥有三类.

①α 内 1 点,β 内 3 点 确 定 的 三 棱 锥,最 多 有

C14C36 个;

②α 内 2 点,β 内 2 点 确 定 的 三 棱 锥,最 多 有

C24C26 个;

③α 内 3 点,β 内 1 点 确 定 的 三 棱 锥,最 多 有

C34C16 个.

故 最 多 可 作 出 的 三 棱 锥 有 C14C36+C24C26+C34C16

=194(个).
(3)当等底面积、等高时,三棱锥的体积相等.所以体

积不相 同 的 三 棱 锥 最 多 有 C36+C26C24+C34=114
(个).

故最多有114个不同体积的三棱锥.
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1.某学校安排小明和小李等5名志愿者将两个不同

的吉祥物安装在学校的体育广场,每人参与且只参

与一个吉祥物的安装,每个吉祥物都至少由两名志

愿者安装.若小明和小李必须安装不同的吉祥物,则

不同的安排方案有 (  )

               A.6种 B.12种

C.18种 D.24种

B 解析:由题意可知,应将志愿者分为三人组和两

人组.先将小李、小明之外的三人分为两组,有C13C22

=3(种)分法,再将小李、小明分进两组,有 A22=2

(种)分法,最后安排两个组安装两个吉祥物,有A22

=2(种)方案,所以共有3×2×2=12(种)方案.故

选B.

2.(2023·新高考全国Ⅱ卷)某学校为了解学生参加

体育运动的情况,用比例分配的分层随机抽样方法

做抽样调查,拟从初中部和高中部两层共抽取60

名学生.已知该校初中部和高中部分别有400名和

200名学生,则不同的抽样结果共有 (  )

A.C45400·C15200种 B.C20400·C40200种

C.C30400·C30200种 D.C40400·C20200种

D 解析:根据分层随机抽样的定义知初中部抽取

的人数为60×
400
600=40

,高中部抽取的人数为60×

200
600=20.

根据组合公式和分步乘法计数原理,则不同的抽样

结果共有C40400·C20200种.故选D.
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3.6名同学到甲、乙、丙三个场馆做志愿者,每名同学

只去1个场馆,甲场馆安排1名同学,乙场馆安排2

名同学,丙场馆安排3名同学,则不同的安排方法

共有 (  )

A.120种 B.90种

C.60种 D.30种

C 解析:甲场馆安排1名同学有C16 种方法,乙场

馆安排2名同学有C25 种方法,丙场馆安排3名同

学有C33 种方法.由分步乘法计数原理,得不同的安

排方法共有C16C25C33=60(种).

4.从6男2女共8名学生中选出队长1人,副队长1

人,普通队员2人组成4人服务队,要求服务队中

至少有1名女生,共有    种不同的选法.(用

数字作答)

660 解析:由题意可知,只选1名女生的选法有

C12·C36·C14·C13=480(种),选2名女生的选法有

C26·C14·C13=180(种).所以选法共有480+180=

660(种).

5.在创建文明卫生城市期间,某居委会从辖区内甲、

乙、丙三个小区中选取6人做志愿者,协助宣传工

作.若每个小区至少选取1人做志愿者,则不同的选

取方法有    种.

540 解析:①当6个人按各小区人数分为2,2,2

三个小组时,共有C26C24C22=90(种)选法;

②当6个人分为4,1,1三个小组时,共有C13C46C12C11

=90(种)选法;

③当 6 个 人 分 为 3,2,1 三 个 小 组 时,共 有

C36C23C11A33=360(种)选法.

综上,不同的选法共有90+90+360=540(种).

6.10件产品中有合格品8件,次品2件,从中抽取4

件,则:

(1)都不是次品的取法共有多少种?

(2)至少有1件次品的取法共有多少种?

解:(1)根据题意,抽取的4件都不是次品,即4件

都为合格品,

故有C48=
8×7×6×5
4×3×2×1=70

(种)取法.

(2)根据题意,抽取的4件里面至少有1件次品,

可以先考虑对立情况,即4件都为合格品,共有C48

=70(种)取法,

总共有C410=
10×9×8×7
4×3×2×1=210

(种)取法,

则至少有1件次品有C410-C48=210-70=140(种)

取法.

7.有五张卡片,它们的正、反面分别写有0与1,2与

3,4与5,6与7,8与9.将其中任意三张并排放在一

起组成三位数,共可组成多少个不同的三位数?

解:依据0与1两个特殊值分析,可分三类.

①取0不取1,可先从另四张卡片中选一张作百位,

有C14 种方法;0可在后两位,有C12 种方法;最后需

从剩下的三张中任取一张,有C13 种方法;又除含0

的那张外,其他两张都有正面或反面两种可能,故

此时可得不同的三位数C14C12C13×22=96个.

②取1不取0,同上分析可得不同的三位数有C24×

22×A33=144个.

③0和1都不取,有不同的三位数C34×23×A33=

192个.

综上所述,不同的三位数共有96+144+192=432
(个).
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6.3　二项式定理

6.3.1 二项式定理

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能用计数原理证明二项式定理.
2.掌握二项式定理及二项展开式的通项公式.
3.能解决与二项式定理有关的简单问题.
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 二项式定理

二项式定理
(a+b)n=C0nan+C1nan-1b1+…+Ck

nan-kbk

+…+Cn
nbn,n∈N*

二项展开式
等号右边的多项式叫做(a+b)n 的二项展开

式,展开式一共有n+1项

二项式系数
各项的系数Ck

n(k=0,1,2,…,n)叫做二项式

系数

二项展开

式的通项
Tk+1=Ck

nan-kbk,通项为展开式的第k+1项

知识点二 二项式系数与项的系数

(1)二项式系数与项的系数是两个不同的概念.
(2)(a+b)n 的展开式中,二项式系数Ck

n 只与指数n
及项数k有关,与a,b无关,它是一个组合数;而项的

系数是指通项中除字母之外的部分,它与指数n,项
数k及a,b都有关.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)(a+b)n 的展开式共有n 项. (×)
(2)在二项式定理中,交换a,b 的顺序对各项没有

影响. (×)
(3)Ck

nan-kbk 是(a+b)n 的展开式的第k项. (×)

               
2.若 (x- 2

x
)
n

的展开式共有11项,则n 等于

(  )

A.9 B.10
C.11 D.8

B 解析:因为 (x- 2
x

)
n

的展开式共有n+1项,

所以n+1=11,故n=10.

3.(x- 2)10的展开式中含x6 的项的二项式系数为

(  )

A.-C410 B.C410
C.-4C410 D.4C410
B 解析:含x6 的项为展开式中的第5项,所以二

项式系数为C410.

4.(2x-3)5 的展开式的第4项的系数是 (  )

A.10 B.-10
C.540 D.-540

D 解析:由展开式的通项,得T4=C35·(2x)2×
(-3)3=10×2x2×(-27)=-540x2,所以第4项

的系数为-540.
5.请思考并回答下列问题:
(1)在初中,我们用多项式乘法法则得到了(a+b)2

的展开式:(a+b)2=(a+b)(a+b)=a×a+a×b
+b×a+b×b=a2+2ab+b2.如何利用分步乘法

计数原理解释上述展开过程呢?
提示:从展开过程可以看到,(a+b)2是2个(a+b)
相乘,根据多项式乘法法则,每个(a+b)在相乘时

有两种选择,选a 或选b,而且每个(a+b)中的a
或b 都选定后,才能得到展开式的一项.于是,由分

步乘法计数原理,在合并同类项之前,(a+b)2的展

开式共有C12×C12=22(项),而且每一项都是a2-k

×bk(k=0,1,2)的形式.a2-kbk出现的次数相当于

从2个(a+b)中取k 个b的组合数Ck
2.

(2)(a+b)n的二项展开式有n+1项,是和的形式,
各项的幂指数具有什么规律?
提示:①各项的次数和等于n.②字母a 按降幂排

列,从第一项起,次数由n 逐项减1直到0;字母b
按升幂 排 列,从 第 一 项 起,次 数 由0逐 项 加1直

到n.
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 二项式定理的正用与逆用

例1 化简:C0n(x+1)n-C1n(x+1)n-1+C2n(x+
1)n-2-…+(-1)kCk

n(x+1)n-k+…+(-1)nCn
n

=    .
xn 解析:原式=C0n(x+1)n+C1n(x+1)n-1(-1)+
C2n(x+1)n-2(-1)2+…+Ck

n(x+1)n-k(-1)k+…

+Cn
n(-1)n=[(x+1)+(-1)]n=xn.

1.正用:求形式简单的二项展开式时可直接由二项式

定理展开,展开时注意二项展开式的特点:(a+b)n

的展开式中,a 按降幂排列,b按升幂排列.(a-b)n

的展开式中各项会出现正负间隔的情况.对较繁杂

的式子,先化简再用二项式定理展开.
2.逆用:逆用二项式定理可将多项式化简,对于这类

问题,要熟悉公式的特点、项数、各项幂指数的规律

以及各项的系数.
提醒:逆用二项式定理时,若项的系数是正负相间

的,则化简结果是(a-b)n 的形式.

1.化 简:(x-1)5+5(x-1)4+10(x-1)3+

10(x-1)2+5(x-1)=     .
x5-1 解析:原式=C05(x-1)5+C15(x-1)4+
C25(x-1)3+C35(x-1)2+C45(x-1)1+C55(x-1)0

-1=[(x-1)+1]5-1=x5-1.

2.求 (3x+
1
x

)
4
的展开式.

解:方法一:(3 x+
1
x

)
4

=(3 x)4+C14(3 x)3·

( 1
x

)+C24(3 x)2 ( 1
x

)
2

+C34(3 x)( 1
x

)
3

+

C44 ( 1
x

)
4

=81x2+108x+54+
12
x+

1
x2.

方法二:(3 x+
1
x

)
4

= (3x+1
x

)
4

=
1
x2(1+3x)4

=
1
x2
[1+C14·3x+C24(3x)2+C34(3x)3+C44(3x)4]

=
1
x2(1+12x+54x2+108x3+81x4)

=
1
x2+

12
x+54+108x+81x

2.
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 求展开式中的特定项

例2 根据二项式定理回答下列关于 ( 3x- 33
x

)
n

的

展开式的问题.

(1)求展开式的通项;

(2)若展开式的第6项为常数项,求n 的值.

解:(1)通 项 为 Tk+1=Ck
nx

n-k
3 (-3)kx-k

3 =Ck
n ·

(-3)kx
n-2k
3 .

(2)若第6项为常数项,则k=5时,有n-2k
3 =0,即

n=10.
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思考1.在(2)的条件下,求含x2 的项的系数,并指出

该项的二项式系数.

解:由例2(2)知Tk+1=Ck
10(-3)kx

10-2k
3 .

令
10-2k
3 =2,得k=2,
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􀪋所以含x2 的项的系数为C210(-3)2=405.

该项的二项式系数为C210=45.
思考2.在(2)的条件下,求展开式中所有的有理项.

解:由题意得

10-2k
3 ∈Z,

0≤k≤10,

k∈Z.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

令
10-2k
3 =r(r∈Z),则10-2k=3r,即k=5-

3
2r.

因为k∈Z,所以r应为偶数,r=2,0,-2,即k=2,

5,8,
故二项展开式中的所有有理项为

T3=C210(-3)2x2=405x2,

T6=C510(-3)5=-61236,

T9=C810(-3)8x-2=295245x-2.
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求二项展开式中的特定项的常见题型及解题策略

(1)求第k 项.利用二项展开式的通项可得 Tk=
Ck-1

n an-k+1bk-1.
(2)求常数项.常数项的隐含条件是字母的指数为0
(即0次项),令通项中字母的指数为0可得常数项.
(3)求有理项.有理项中字母的指数是整数.求有理项

时,令通项中字母的指数为整数,再根据数的整除性

来求解.
(4)求整式项.整式项中字母的指数应是非负整数,求
解方法与求有理项的方法类似.

1.若 (x6+
1

xx
)
n
(n∈N*)的展开式中含有常数项,

则n 的最小值等于 (  )

A.3 B.4 C.5 D.6

C 解析:(x6+
1

x x
)
n

的展开式的通项为Tk+1=

Ck
n(x6)n-k· ( 1

x x
)
k
=Ck

nx6n-6k-32k=Ck
nx6n-152k.

令6n-
15
2k=0

,得n=
5
4k.又n∈N*,所以当k=

4时,n 取得最小值5.

2.若 (x+a
3
x

)
8
的展开式中x4 的系数为7,则实数a

=    .
1
2 

解析:根据二项展开式的通项可得

Tk+1=Ck
8x8-k ( a3

x
)
k
=Ck

8akx8-4k3,

令8-
4k
3=4

,可得k=3,Ck
8ak=C38a3=7,

解得a=
1
2.

3.已知 (2x- 1
x

)
n
(n∈N*)的展开式的第2项与第

3项的二项式系数之比是2∶5.
(1)求n 的值;
(2)求展开式的常数项.
解:(1)由展开式的第2项与第3项的二项式系数

之比是2∶5,可得C1n∶C2n=2∶5,解得n=6.

(2)(2x- 1
x

)
n

的展开式的通项为

Tk+1=Ck
n(2x)n-k (- 1

x
)
k
=(-1)k2n-kCk

nxn-32k.

令6-
3
2k=0

,解得k=4,

所以展开式的常数项为(-1)4×26-4×C46=60.

4.(1)求 (2x2-
1
3
x

)
8

的展开式中,第5项的二项式

系数及第5项的系数;

(2)求 (2x2-
1
3
x

)
8
的展开式中,x2 的系数.

解:(2x2 -
1
3
x

)
8

的 展 开 式 的 通 项 是 Tk+1 =

Ck
8(2x2)8-k (- 13

x
)
k
=(-1)kCk

8·28-k·x16-73k.

(1)T5=(-1)4C48·24·x
20
3,

所以第5项的二项式系数是C48=70,
第5项的系数是C48·24=1120.

(2)由题意,得16-
7
3k=2

,解得k=6.

因此,x2 的系数是(-1)6C68·28-6=112.
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 二项式定理的灵活运用

例3 利用二项式定理解决下列关于(a+b+c)n 的

展开式的问题.
(1)用两种方法求(x2+3x+2)5 的展开式中x 的

系数;

(2)求 (x+1x2-1)
4
的展开式中的常数项.

解:(1)方法一:(x2+3x+2)5 即5个(x2+3x+2)
相乘,每个因式各提供一项相乘得到展开式中的一

项,含x 的项可由1个因式提供3x,4个因式提供2
得到,即C153x·C44·24=240x,所以(x2+3x+2)5

的展开式中x 的系数为240.
方法二:(x2+3x+2)5=(1+x)5(2+x)5.

因为(1+x)5 的展开式的通项为 Tr+1=Cr
5xr,(2+

x)5 的展开式的通项为Tk+1=Ck
525-kxk,所以展开式

中x 的系数是C05C1524+C15C0525=240.

(2)将x+
1
x2看成一个整体,x+

1
x2-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

的展开式

的通项为Tk+1=Ck
4 (x+1x2 )

4-k
(-1)k.

(x+1x2 )
4-k

的展开式的通项为Tm+1=Cm
4-kx4-k-m·

x-2m=Cm
4-kx4-k-3m(m≤4-k).

取4-k-3m=0,
当m=0时,k=4,C44×C00×(-1)4=1.
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当m=1时,k=1,C14×C13×(-1)1=-12.
因此,常数项为1-12=-11.

1.(a+b+c)n的展开式中特定项的求解方法

2.求两个(或多个)二项式的正整数幂的乘积的展开

式的常用方法:(1)利用二项式定理分别展开,于是

问题转化为求多项式与多项式乘积的展开式,此时

只需利用多项式乘法法则对其展开即可(即用一个

多项式的每一项分别乘另一个多项式的每一项);

(2)先利用运算性质对其进行化简,再利用二项式

定理进行展开.

3.利用二项式定理可以解决余数或整除的问题,通

常需将底数化成两数的和或差的形式,且这种转

化形式与除数有密切的关系.

1.(x+2y+z)5 的展开式中x2y2z的系数为 (  )

                 A.30 B.40

C.60 D.120

D 解析:展开式中含x2y2z 的项可以看成5个(x

+2y+z)中,2个提供x,2个提供2y,一个提供z,

即得到C25·x2·C23·(2y)2z=120x2y2z.所以展

开式中x2y2z 的系数为120.

2.设a∈Z,且0≤a<13.若512022+a 能被13整除,
则a= (  )

A.0 B.1 C.11 D.12
D 解析:由于51=52-1,(52-1)2022=C02022·

522022-C12022522021+…-C2021202252+1,又13能整除

52,所以只需13能整除1+a,0≤a<13,a∈Z,所
以a=12.

3.(1+1x2 )(1+x)6 的展开式中x2 的系数为 (  )

A.15 B.20
C.30 D.35
C 解析:(1+x)6 的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=

Ck
6xk,所以 (1+1x2 )(1+x)6 的展开式中x2 的系

数为1×C26+1×C46=30.故选C.
4.7172除以100的余数是    .
41 解析:7172=(70+1)72=C0727072+C1727071+…

+C717270+C7272=m·102+72×70+1=m·102+
5041(m∈N),即7172除以100的余数为41.
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课后素养评价(七)

1.(x+1)5 的展开式中x 的系数为 (  )

               A.1 B.5 C.10 D.15

B 解析:(x+1)5 的展开式的通项为Tk+1=Ck
5·

x5-k.令5-k=1,得k=4.因此,(x+1)5 的展开式

中x 的系数为C45=5.故选B.

2.x3-
2
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

的展开式中的常数项为 (  )

A.80 B.-80 C.40 D.-40

B 解析:x3-
2
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

的展开式的通项为 Tk+1=Ck
5

·(x3)5-k -
2
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=(-2)kCk
5x15-5k.令15-5k=

0,得k=3.所以常数项为T4=(-2)3×C35=-80.

3.化简多项式(2x+1)5-5(2x+1)4+10(2x+1)3-

10(2x+1)2+5(2x+1)-1的结果是 (  )

A.(2x+2)5 B.2x5

C.(2x-1)5 D.32x5

D 解析:依题意,可知多项式的每一项都可看作

Ck
5(2x+1)5-k(-1)k(k=0,…,5),为[(2x+1)-

1]5 的展开式中各项,化简[(2x+1)-1]5=(2x)5

=32x5.故选D.

4.用二项式定理展开(2x-1)4=  .

16x4-32x3+24x2-8x+1 解析:(2x-1)4=

C04(2x)4(-1)0+C14(2x)3(-1)1+C24(2x)2(-1)2

+C34(2x)1(-1)3+C44(2x)0(-1)4=16x4-32x3

+24x2-8x+1.

5.已知(1-x)9+m(x+1)10=a0+a1x+a2x2+…

+a9x9+a10x10.若a9=a10,则a2=    .

41 解析:由题可得a9=C99(-1)9+mC110=10m-

1,a10=m.

因为a9=a10,所以10m-1=m,解得m=
1
9
,所以

a2=C29+
1
9C

8
10=41.

6.已知n 为等差数列-4,-2,0,…的第6项,则

x+
2
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式的常数项是    .

160 解析:由题意得n=6,所以Tk+1=2kCk
6x6-2k.

令6-2k=0,得k=3.所以常数项为C36×23=160.

7.求 x3+
2
3x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

的展开式的第3项的系数和常数项.

解:由 题 意 得 通 项 为 Tk+1=Ck
5(x3)5-k

2
3x2
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

·Ck
5x15-5k,

则T3=C25(x3)3 2
3x2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=C25·
4
9x

5,

所以第3项的系数为C25·
4
9=
40
9.

令15-5k=0,得k=3,

所以常数项为T4=C35(x3)2· 2
3x2
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
80
27.

8.已知n∈N*,求证:1+2+22+…+25n-1能被31
整除.

证明:1+2+22+23+…+25n-1=
1-25n

1-2 =2
5n-1

=32n-1=(31+1)n-1=31n+C1n×31n-1+…+

Cn-1
n ×31+1-1=31×(31n-1+C1n×31n-2+…+

Cn-1
n ).

显然括号内的数为正整数,故原式能被31整除.
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1.已知(1+x)5=a0+a1(1-x)+a2(1-x)2+…+

a5(1-x)5,则a3= (  )

A.-40 B.40 C.10 D.-10

A 解析:因为(1+x)5=-[-2+(1-x)]5,通项

为Tk+1=-Ck
5(-2)5-k(1-x)k,a3=-C35(-2)2

=-40.

2.x+
y2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷(x+y)5 的展开式中x3y3 的系数为

(  )

A.5 B.10 C.15 D.20

C 解析:(x+y)5 的展开式的通项为

Tk+1=Ck
5x5-kyk(k∈N且k≤5),
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所以 x+
y2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷(x+y)5 的展开式的通项可表示为

xTk+1=xCk
5x5-kyk =Ck

5x6-kyk 与
y2

xTk+1 =

y2

xC
k
5x5-kyk=Ck

5x4-kyk+2的和.

在xTk+1=Ck
5x6-kyk 中,令k=3,

可得xT4=C35x3y3,该项中x3y3 的系数为10.

在
y2

xTk+1=Ck
5x4-kyk+2中,令k=1,可得

y2

xT2=

C15x3y3,该项中x3y3 的系数为5.
所以x3y3 的系数为10+5=15.

3.若 3x3-
1
2x4

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中存在常数项,则正整数

n 的最小值为 (  )

A.5 B.6 C.7 D.14

C 解析:展 开 式 的 通 项 Tk+1=Ck
n(3x3)n-k ·

-
1
2x4

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=Ck
n3n-k· -

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

x3n-7k.令3n-7k=0,

得n=
7k
3.当k=3时,n 有最小值为7.

4.(新定义)设a,b,m(m>0)为整数,若a 和b 被m
除得的余数相同,则称a 和b 对模m 同余,记为a

≡b(modm).若a=C020+C120×3+C220×32+…+

C2020×320,a≡b(mod5),则b的值可以是 (  )

A.2004 B.2005

C.2025 D.2026

D 解析:易知a=C020+C120×3+C220×32+…+

C2020×320=(1+3)20=420=(5-1)20=C020×520-

C120×519+…-C1920×5+C2020.

因为C020×520-C120×519+…-C1920×5能被5整除,

所以a 除以5余C2020=1.
又因为a≡b(mod5),选项中2026除以5余1.故

选D.

5.x2+
1
x+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

6

的展开式中x3 的系数为   .

80 解析:x2+
1
x+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

6

可以看成6个相同因式

x2+
1
x+1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 相乘,

所以 x2+
1
x+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

6

的展开式中含x3 的项为3个因

式取x2、3个因式取
1
x

或2个因式取x2、1个因式

取
1
x
、3个因式取1,

所以 x2+
1
x+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

6

的展开式中x3 的系数为C36C33

+C26C14C33=80.

6.已知m,n∈N*,(1+x)m+(1+x)n 的展开式中x 的

系数为19,求展开式中x2 的系数的最小值及此时展开

式中x7 的系数.
解:由题设知C1m+C1n=m+n=19.
又m,n∈N*,所以1≤m≤18.

x2 的系数为C2m+C2n=
1
2
(m2-m)+

1
2
(n2-n)

=m2-19m+171.
所以当m=9或10时,x2 的系数取得最小值81.
此时x7 的系数为C79+C710=156.
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6.3.2 二项式系数的性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.掌握展开式中二项式系数的对称性、增减性与最大值.
2.会用赋值法求二项式系数的和或某些项的系数的和.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 二项式系数的性质

(1)对称性:在(a+b)n 的展开式中,与首末两端“等
距离”的两个二项式系数相等,即C0n=Cn

n,C1n=Cn-1
n ,

…,Cr
n=Cn-r

n .

(2)增减性与最大值:当k<
n+1
2

时,Ck
n 随k 的增加

而增大;由对称性知,二项式系数的后半部分,Ck
n 随k

的增加而减小.当n 是偶数时,中间的一项C
n
2
n

取得最

大值;当n 是奇数时,中间的两项C
n-1
2

n  与C
n+1
2

n  相等,
且同时取得最大值.
知识点二 二项式系数的和

(1)C0n+C1n+C2n+…+Cn
n=2n;

(2)C0n+C2n+C4n+…=C1n+C3n+C5n+…=2n-1.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
               (1)二项展开式中所有二项式系数的和为C1n+C2n
+…+Cn

n. (×)
(2)二项展开式中系数最大的项与二项式系数最大

的项相同. (×)
(3)二项展开式的项的系数是先增后减的. (×)

2.(x-1x )
11
的展开式中二项式系数最大的项是(  )

A.第6项 B.第8项

C.第5项与第6项 D.第6项与第7项

D 解析:由于n=11为奇数,则展开式中二项式系

数C511与C611相等,且同时取得最大值,即第6项和

第7项的二项式系数相等,且最大.
3.(1-2x)15的展开式中的各项系数的和是 (  )

A.1 B.-1
C.215 D.315

B 解析:令x=1,即得各项系数的和,所以各项系

数的和为-1.
4.若(1+x)n(3-x)的展开式中各项系数的和为

1024,则n 的值为 (  )

A.8 B.9
C.10 D.11
B 解析:由题意知(1+1)n×(3-1)=1024,即

2n+1=1024,所以n=9.故选B.
5.请思考并回答下列问题:
(1)如何理解二项式定理中的a,b?
提示:实际上,a,b 既可以取任意实数,也可以取任

意多项式,还可以是别的.我们可以根据具体问题

的需要灵活选取a,b的值.
(2)你能用组合的意义解释一下组合等式“Cm

n =
Cn-m

n ”吗?
提示:从n 个不同元素中取出m 个元素,则剩余(n
-m)个元素,故从n 个不同元素中取出 m 个元素

的组合数与取出(n-m)个元素的组合数相等,即

Cm
n=Cn-m

n .
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 二项式系数性质的简单应用

               例1 (1)在 x-
1
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

6

的展开式中,二项式系数最

大的项是 (  )

A.第3项 B.第4项

C.第5项 D.第3项和第4项

B 解析: x-
1
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

6

的展开式共有7项,则二项式

系数最大的项是第4项.故选B.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—83—



(2)(多选)已知 x-
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中,有且只有第

5项的二项式系数最大,则 (  )

A.n=8
B.二项展开式的各项系数和为1
C.二项展开式的二项式系数和为512
D.二项展开式中的常数项是第7项

ABD 解析:因为 x-
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中有且只有第

5项的二项式系数最大,所以n=8,故A正确;
令x=1,得二项展开式的各项系数和为(1-2)8=1,
故B正确;
展开式的二项式系数和为28=256,故C错误;

二项 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=Ck
8x8-k -

2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=

(-2)kCk
8x8-4k3,令8-

4k
3=0

,解得k=6,所以第7项

为常数项,故D正确.故选ABD.

二项式系数最大的项的求法

求二项式系数最大的项,根据二项式系数的性质对

(a+b)n 中的n 进行讨论.
①当n为奇数时,中间两项的二项式系数最大;

②当n 为偶数时,中间一项的二项式系数最大.

如图是与杨辉三角有类似性质的三角形数垒,a,b是某

行的前两个数,当a=7时,b= (  )

A.20 B.21 C.22 D.23
C 解析:由a=7,可知b 左肩上的数为6,右肩上的

数为11+5=16,所以b=6+16=22.
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 求二项展开式的系数和

例2 已知(1-2x)2024=a0+a1x+a2x2+…+
a2024x2024(x∈R),求a0+a1+a2+…+a2024的值.
解:令x=1,可得a0+a1+a2+…+a2024=1.
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思考1.如 何 得 到a0-a1+a2-…-a2023+a2024

的值?
解:令x=-1,可得a0-a1+a2-…-a2023+a2024

=32024.
思考2.将(1-2x)2024=a0+a1x+a2x2+…+
a2024x2024与(1+2x)2024=b0+b1x+b2x2+…+
b2024x2024对比,思考|a0|+|a1|+|a2|+…+|a2024|
与b0+b1+b2+…+b2024有什么关系.
解:|a0|+|a1|+|a2|+…+|a2024|与b0+b1+
b2+…+b2024相等.
思考 3.为 了 得 到 a1+2a2+ … +2023a2023+
2024a2024的值,应如何操作?
解:对(1-2x)2024=a0+a1x+a2x2+…+a2024·
x2024两边求导数,得2024(1-2x)2023·(-2)=a1

+2a2x+…+2023a2023·x2022+2024a2024·
x2023.令 x=1,得 a1+2a2+…+2023a2023+
2024a2024=4048.
思考4.如何求a0 的值?
解:令x=0,得a0=1.
思考5.如何求a0+a2+a4+…+a2024的值?
解:由例题与思考1中的式子同侧相加,同除以2,

即可得a0+a2+a4+…+a2024=
32024+1
2 .

1.对形如(ax+b)n,(ax2+bx+c)m(a,b,c∈R,m,
n∈N*)的式子,求其展开式的各项系数之和,常用

赋值法,只需令x=1即可;对形如(ax+by)n(a,b
∈R,n∈N*)的式子,求其展开式各项系数之和,只
需令x=y=1即可.

2.一般地,已知二项展开式a0+a1x+a2x2+…+
anxn=f(x),则展开式中各项系数之和为a0+a1+a2+
…+an=f(1),奇数项系数之和为a0+a2+a4+…

=
f(1)+f(-1)

2
,偶数项系数之和为a1+a3+a5+

…=
f(1)-f(-1)

2 .

1.若(1+x)(1-2x)8=a0+a1x+…+a9x9,x∈R,则
a1·2+a2·22+…+a9·29 的值为 (  )
A.29 B.29-1
C.39 D.39-1
D 解析:令x=0,则a0=1.令x=2,则a0+2a1+
22a2+…+29a9=39,所以2a1+22a2+…+29a9=
39-1.

2.已知A5n=56C7n,且(1-3x)n=a0+a1x+a2x2+
a3x3+…+anxn.
(1)求n 的值;

(2)求
a1

3+
a2

32+
…+

an

3n 的值.

解:(1)易知n≥7,n∈N.因为A5n=56C7n,
所以n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)=56×

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—93—



n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)
7×6×5×4×3×2×1

,

整理可得
(n-5)(n-6)

90 =1,即n2-11n-60=0,

解得n=15或n=-4(舍去).故n 的值为15.
(2)由(1)得n=15,
所以(1-3x)n=(1-3x)15=a0+a1x+a2x2+a3x3+
…+a15x15.
令x=0,可得a0=1;

令x=
1
3
,可得(1-3×13 )

15

=a0+
a1
3+

a2
32+

…+
a15
315

=0.

所以
a1

3+
a2

32+
…+

a15

315=-1.

3.已 知 (2x -3)4 =a0 +a1x +a2x2 +a3x3 +

a4x4,求:
(1)a0+a1+a2+a3+a4 的值;
(2)(a0+a2+a4)2-(a1+a3)2 的值.
解:(1)由(2x-3)4=a0+a1x+a2x2+a3x3

+a4x4,
令x=1,得(2-3)4=a0+a1+a2+a3+a4,
所以a0+a1+a2+a3+a4=1.
(2)在 (2x-3)4=a0+a1x+a2x2+a3x3+
a4x4 中,
令x=1,得(2-3)4=a0+a1+a2+a3+a4;
令x=-1,得(-2-3)4=a0-a1+a2-a3+a4.
所以(a0+a2+a4)2-(a1+a3)2

=(a0-a1+a2-a3+a4)(a0+a1+a2+a3+a4)
=(-2-3)4×(2-3)4=625.
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 二项展开式中的系数的最值问题

例3 已知 (x
2
3+3x2 )

n
的展开式中各项系数的和比

各项的二项式系数的和大992.
(1)求n 的值;
(2)求展开式中二项式系数最大的项;
(3)求展开式中系数最大的项.
解:(1)令x=1,可得展开式中各项系数的和为4n,
又二项式系数的和为2n,各项系数的和比各项的二

项式系数的和大992,
所以4n-2n=992,解得n=5.
(2)因为n=5,所以第3项、第4项的二项式系数最大.

由二项展开式的通项为Tk+1=Ck
5·(x

2
3)5-k·(3x2)k=

Ck
5·3k·x

10+4k
3 ,所以 T3=C25·32·x

10+8
3 =90x6,T4

=C35·33·x
10+12
3 =270x

22
3.

(3)设展开式中系数最大的项是第k+1项,

则
Ck
5·3k≥Ck-1

5 ·3k-1,

Ck
5·3k≥Ck+1

5 ·3k+1,{ 解得
7
2≤k≤

9
2.

又k∈N,所以k=4,
所以展 开 式 中 系 数 最 大 的 项 为 第5项,T5=C45·

34·x
10+16
3 =405x

26
3.

二项展开式中系数最大的项的求法

求展开式中系数最大的项与求二项式系数最大的项

是不同的,需要根据各项系数的正、负变化情况进行

分析.如求(a+bx)n(a,b∈R)的展开式中系数最大

的项,一般采用待定系数法.设展开式中各项的系数

分别为A0,A1,A2,…,An,且第(r+1)项的系数最

大,根据
Ar≥Ar-1,

Ar≥Ar+1
{ 解出r,即得出系数最大的项.

                 
1.在 (x- 1

x
)
n

的展开式中,只有第5项的二项式系

数最大,则展开式中系数最小的项的系数为 (  )

A.-126 B.-70

C.-56 D.-28

C 解析:由题意可得n=8,所以二项展开式的通

项为Tk+1=Ck
8x8-k (- 1

x
)
k
=Ck

8(-1)kx8-32k,当

k=3或5时,系数Ck
8(-1)k 最小,所以展开式中系

数最小的项的系数为-56.

2.已知在 ( x-
2
3
x

)
n

的展开式中,第5项的系数与

第3项的系数之比是56∶3.

(1)求展开式中的所有有理项;

(2)求展开式中系数的绝对值最大的项;

(3)求n+9C2n+81C3n+…+9n-1Cn
n 的值.

解:(1)由[C4n(-2)4]∶[C2n(-2)2]=56∶3,解得

n=10.

通 项 为 Tk+1 = Ck
10 (x )10-k ( - 2

3
x

)
k
=

(-2)kCk
10x5-5k6,

当5-
5k
6

为整数时,k 可取0,6,于是有理项为 T1

=x5 和T7=13440.

(2)设第r+1项的系数的绝对值最大,
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则
Cr
102r≥Cr-1

10 2r-1,

Cr
102r≥Cr+1

10 2r+1,{ 解得
19
3≤r≤

22
3.

又因为r∈{1,2,3,…,9},

所以r=7.当r=7时,T8=-15360x-56.

所以系数的绝对值最大的项为T8=-15360x-56.
(3)原式=10+9C210+81C310+…+910-1C1010

=
9C110+92C210+93C310+…+910C1010

9

=
C010+9C110+92C210+93C310+…+910C1010-1

9

=
(1+9)10-1

9

=
1010-1
9 .
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课后素养评价(八)

1.已知(3-x)n=a0+a1x+a2x2+…+anxn.若展开

式中第2项的二项式系数与第4项的二项式系数

相等,则a0-a1+a2-…+(-1)nan 等于 (  )

A.32 B.64

C.128 D.256

D 解析:因为C1n=C3n,所以n=4.令x=-1,可得

a0-a1+a2-a3+a4=44=256.故选D.

2.(多选)已知(x-1)n 的展开式中奇数项的二项式

系数之和是64,则 (  )

A.n=7

B.所有项的系数和为0

C.偶数项的系数和为-64

D.展开式的中间项为-35x3 和35x4

ABC 解析:由已知可得2n-1=64,解得n=7.(x-

1)7 的展开式中共有8项.所有项的系数和为0.偶

数项的系数和为-64.展开式的中间项为第4项与

第5 项,T4=C37x4 · (-1)3 = -35x4,T5 =

C47x3(-1)4=35x3.故选ABC.

3.(多选)在 3x-
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中,各项系数的和

与各二项式系数的和之和为128,则 (  )

A.各二项式系数的和为64

B.各项系数的和为64

C.常数项为-135

D.常数项为135

ABD 解析:在 (3x- 1
x

)
n

的展开式中,各项系数

的和与各二项式系数的和之和为128.令x=1,得

各项系数的和为2n,各二项式系数的和为2n,则2

×2n=128,得n=6.即各二项式系数的和为64,各

项系数的和也为64.(3x- 1
x

)
6

的展开式的通项

为 Tk+1 = Ck
6 · (3x)6-k · (-1

x
)
k

= Ck
6 ·

(-1)k36-k·x6-32k.令6-
3
2k=0

,得k=4.因此,展

开式中的常数项为T5=C46·(-1)4·32=135.

4.已知m 为正整数,(x+y)2m 展开式的二项式系数

的最大值为a,(x+y)2m+1展开式的二项式系数的

最大值为b,且13a=7b,则m 的值为 (  )

A.4 B.5

C.6 D.7

C 解析:由题意可知Cm
2m=a,Cm

2m+1=Cm+1
2m+1=b.因

为13a=7b,

所 以 13Cm
2m = 7Cm

2m+1, 即 13
(2m)!
m! m! =
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7
(2m+1)!

m! (m+1)!
,

所以13=7×
2m+1
m+1

,解得m=6.故选C.

5.在(a+b)8 的展开式中,二项式系数最大的项为

    ;在(a+b)9 的展开式中,二项式系数最大

的项为  .

70a4b4 126a5b4 与126a4b5 解析:因为(a+b)8

的展开式有9项,所以中间一项的二项式系数最

大,该项为C48a4b4=70a4b4.

因为(a+b)9 的展开式有10项,所以中间两项的二

项式系数 最 大,这 两 项 分 别 为 C49a5b4=126a5b4,

C59a4b5=126a4b5.

6.已 知 x+
m
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的 展 开 式 的 各 二 项 式 系 数 的 和

为256.

(1)求n 的值;

(2)若展开式中常数项为
35
8
,求m 的值;

(3)若(x+m)n 的展开式中系数最大的项只有第6

项和第7项,求m 的值.

解:(1)由各二项式系数的和为2n=256,可得n=8.

(2)设常数项为第r+1项,则

Tr+1=Cr
8x8-r m

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

r

=Cr
8mrx8-2r.

令8-2r=0,得r=4,则C48m4=
35
8
,

解得m=±
1
2.

(3)易知m>0,设第r+1项的系数最大.

则
Cr
8mr≥Cr-1

8 mr-1,

Cr
8mr≥Cr+1

8 mr+1,{ 化简可得
8m-1
m+1≤r≤

9m
m+1.

由于只有第6项和第7项的系数最大,

所以

4<
8m-1
m+1≤5

,

6≤
9m
m+1<7

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

即

5
4<m≤2,

2≤m<
7
2.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以m 只能等于2.
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1.已知(x2+1)(x-2)10=a0(x-1)12+a1(x-1)11+

…+a11(x-1)+a12,则a0+a1+…+a11的值为

(  )

A.2 B.0

C.-2 D.-4

C 解析:在展开式中,令x=2,得a0+a1+…+

a11+a12=0.令x=1,得a12=2.所以a0+a1+…+

a11=-2.故选C.

2.已知(1-2x)6=a0+a1x+a2x2+…+a6x6,则

|a0|+|a1|+|a2|+…+|a6|= (  )

A.1 B.-1

C.36 D.26

C 解析:由已知得展开式中a0,a2,a4,a6 大于零,

a1,a3,a5 小于零.所以|a0|+|a1|+|a2|+…+

|a6|=a0-a1+a2-a3+a4-a5+a6.

令x=-1,得a0-a1+a2-a3+a4-a5+a6=36.

所以|a0|+|a1|+|a2|+…+|a6|=36.

3.在(a+b)10的展开式中,与第3项的二项式系数相

同的项是 (  )

A.第8项 B.第7项

C.第9项 D.第10项

C 解析:由二项式系数的性质,与首末两端“等距

离”的两个二项式系数相等,可知选C.

4.(多选)已知 ax2+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

10

(a>0)的展开式的各项

系数之和为1024,则下列说法正确的是 (  )

A.展开式中奇数项的二项式系数之和为256

B.展开式中第6项的系数最大

C.展开式中存在含x6 的项

D.展开式中含x15的项的系数为45

BD 解析:因为展开式的各项系数之和为1024,所

以令x=1,得(a+1)10=1024,因为a>0,所以a

=1,则 x2+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

10

的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=
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Ck
10(x2)10-k 1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=Ck
10x20-52k,

展开式中奇数项的二项式系数之和为
1
2×1024=

512,故A错误;

由展开式的通项可知,项的系数与其二项式系数相

同,且展开式有11项,故展开式中第6项的系数最

大,故B正确;

令20-
5
2k=6

,可得k=
28
5

不是自然数,则展开式

中不存在含x6 的项,故C错误;

令20-
5
2k=15

,解得k=2,所以展开式中含x15的

项的系数为C210=45,故D正确.

故选BD.

5.若 2 x+
a
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式的各项系数的和为1,各

二项式系数的和为128,则a=    ,展开式中

x2的系数为    .

-1 -448 解析:由题意得 21+
a
1

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

=1且2n

=128,所以n=7,a=-1.

所以 2 x+
-1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

7

的展开式的通项为

Tk+1=Ck
7 (2 x)

7-k -1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=Ck
727-k(-1)kx

7-3k
2 .

令
7-3k
2 =2,得k=1.

所以x2的系数为C1726(-1)1=-448.

6.(2022·新高考全国Ⅰ卷)1-
y
x

æ

è
ç

ö

ø
÷(x+y)8 的 展 开

式中x2y6 的系数为    .(用数字作答)

-28 解析:因 为 1-
y
x

æ

è
ç

ö

ø
÷(x+y)8=(x+y)8-

y
x
(x+y)8,

所以 1-
y
x

æ

è
ç

ö

ø
÷(x+y)8 的展开式中含x2y6 的项为

C68x2y6-
y
xC

5
8x3y5=-28x2y6.

所以 1-
y
x

æ

è
ç

ö

ø
÷(x+y)8 的展开式中x2y6 的系数为

-28.

7.若(2-x)10=a0+a1x+a2x2+…+a10x10,则(a0+a2

+…+a10)2-(a1+a3+…+a9)2=    .

1 解析:令x=1,

得a0+a1+a2+…+a10=(2-1)10;

令x=-1,

得a0-a1+a2-a3+…+a10=(2+1)10.

故(a0+a2+…+a10)2-(a1+a3+…+a9)2

=(a0+a1+a2+…+a10)(a0-a1+a2-a3+…+

a10)

=(2-1)10(2+1)10=1.

8.已知 C2n=C3n,且(1-2x)n=a0+a1x+a2x2+

a3x3+…+anxn.

(1)求(a0+a1)+(a0+a2)+(a0+a3)+…+(a0

+an)的值;

(2)求
a1

2+
a2

22+
…+

an

2n 的值;

(3)求a1+2a2+3a3+…+nan 的值.

解:(1)因为C2n=C3n,所以n=5.

则(1-2x)5 =a0 +a1x+a2x2 +a3x3 +a4x4

+a5x5.

令x=0,则a0=1.

令x=1,则a0+a1+a2+a3+a4+a5=-1.

所以(a0+a1)+(a0+a2)+(a0+a3)+…+

(a0+an)=3.

(2)令x=
1
2
,则0=a0+

a1

2+
a2

22+
…+

a5

25
,所以

a1

2

+
a2

22+
…+

a5

25=-1.

(3)对(1-2x)5=a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4+

a5x5 两边关于x 求导,则5(1-2x)4(-2)=a1+

2a2x+3a3x2+4a4x3+5a5x4.再令x=1,

可得a1+2a2+3a3+…+nan=-10.
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两个计数原理的应用

例1 现有3幅不同的油画,4幅不同的国画,3幅不

同的水彩画,从这些画中选一幅布置房间,则不同的

选法共有 (  )

               A.10种 B.12种 C.20种 D.36种

A 解析:依 题 意,不 同 的 选 法 共 有3+4+3=10
(种).
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.将“从这些画中选一幅布置房间”改为“从这

些画中选两幅布置房间,至少有一幅国画”,则不同

的选法共有多少种?
解:依题意,分为两类,第一类,全是国画,有C24=
4×3
2×1=6

(种)选法;第二类,一幅国画和一幅水彩画

或油画,有C14C16=24(种)选法.由分类加法计数原

理,可知共有6+24=30(种)选法.
思考2.将“从这些画中选一幅布置房间”改为“从这

些画中选两幅布置甲、乙两个房间,每个房间布置一

幅画”,则不同的布置方法共有多少种?
解:依题意,分为两步,第一步,布置甲房间,有10种

方法;第二步,布置乙房间,有9种方法.由分步乘法

计数原理,可知共有10×9=90(种)布置方法.

例2 若一个三位数中,有且仅有两个数字一样,我
们就把这样的三位数定义为“单重数”,例如232,114
等,则不超过200的“单重数”中,从小到大排列的第

22个“单重数”是 (  )

A.166 B.171 C.181 D.188

B 解析:不超过200的三位自然数中,
两个相同数字为0时,有100,200,共2个;
两个 相 同 数 字 为1时,有110,101,112,121,113,

131,…,119,191,共18个;
两个相同数字为2时,有122,共1个,
同理,两 个 相 同 数 字 分 别 为3,4,5,6,7,8,9时 各

1个.
综上,不超 过200的“单 重 数”共 有2+18+8=28
(个).
其中最大的是200,较小的依次为199,191,188,181,

177,171,
故从小到大排列的第22个“单重数”为171.

利用两个计数原理解决应用问题的一般思路

(1)弄清完成的一件事是什么;
(2)确定是先分类后分步,还是先分步后分类;
(3)弄清分步、分类的标准是什么;
(4)利用两个计数原理求解.

1.某市汽车牌照号码可以上网自编,但规定从左数第

2个号码只能从字母B,C,D中选择,其他四个号码

可以从0~9这10个数字中选择(数字可以重复).
若某车主第1个号码(从左到右)只想从数字3,5,

6,8,9中选择,其他号码只想从1,3,6,9中选择,则
他可选的车牌号码的所有可能情况有 (  )

A.180种 B.360种

C.720种 D.960种
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D 解析:按照车主的要求,从左到右第1个号码有

5种选法,第2个号码有3种选法,其余3个号码各

有4种选法,因此共有5×3×4×4×4=960(种)
情况.

2.某电视台连续播放6个广告,其中有3个不同的商

业广告、2个不同的宣传广告、1个公益广告,要求

最后播放的不能是商业广告,且宣传广告与公益广

告不能相邻播放,2个宣传广告也不能相邻播放,则
有多少种不同的播放顺序?
解:用1,2,3,4,5,6表示广告的播放顺序,则完成

这件事有三类方法:
第1类,宣传广告与公益广告的播放顺序是2,4,6,
分6步完成这件事,共有3×3×2×2×1×1=36
(种)不同的播放顺序;
第2类,宣传广告与公益广告的播放顺序是1,4,6,
分6步完成这件事,共有3×3×2×2×1×1=36
(种)不同的播放顺序;
第3类,宣传广告与公益广告的播放顺序是1,3,6,
同样分6步完成这件事,共有3×3×2×2×1×1=
36(种)不同的播放顺序.
由分类加法计数原理得,6个广告有36+36+36=
108(种)不同的播放顺序.

排列与组合应用题

例3 某部门将5个安保小组全部安排到指定的三

个区域内工作,且每个区域至少有一个安保小组,则
这样的安排方法共有    种.(用数字作答)

150 解析:由题意可知,将5个安保小组分成三队,
每队的安保小组个数分别为1,1,3或2,2,1.

若为1,1,3,不 同 的 安 排 方 法 共 有
C15C14
A22

·A33=60

(种);

若为2,2,1,不 同 的 安 排 方 法 共 有
C25C23
A22

·A33=90

(种).
所以共有60+90=150(种)不同的安排方法.
例4 5个男同学和4个女同学站成一排.
(1)4个女同学必须站在一起,有多少种不同的排法?
(2)任何2个女同学彼此不相邻,有多少种不同的

排法?
(3)其中甲、乙两个同学之间必须有3人,有多少种不

同的排法?
(4)男同学和女同学相间的排列方法有多少种?
解:(1)4个女同学必须站在一起,则视4个女同学为

一个整体,可得有A66A44=17280(种)不同的排法.
(2)先 排5个 男 同 学,再 插 入 女 同 学 即 可,所 以 有

A55A46=43200(种)不同的排法.
(3)根据题意有C37A33A22A55=50400(种)不同的排法.
(4)5个男同学中间有4个空,插入女同学即可,故有

A55A44=2880(种)不同的排法.

1.常见排队问题的求解方法:(1)相邻问题采用“捆绑

法”;(2)不相邻问题采用“插空法”;(3)有限制元素

采用“优先法”;(4)特殊顺序问题,先让所有元素全

排列,然后除以有限制元素的全排列数.
2.对不同元素的分配问题

(1)对于整体均分,解题时要注意分组后,不管它们

的顺序如何,都是一种情况,所以分组后一定要除

以An
n(n 为均分的组数),避免重复计数;

(2)对于部分均分,解题时注意重复的次数是均匀

分组的阶乘数,即若有m 组元素个数相等,则分组

时应除以m!,分组过程中有几个这样的均匀分组,
就要除以几个这样的全排列数;
(3)对于不等分组,只需先分组,后排列.由于分组

时任何组中元素的个数都不相等,所以不需要除以

全排列数.

1.有9名歌舞演员,其中7名会唱歌,5名会跳舞,从
中选出2人,并指派一人唱歌,另一人跳舞,则不同

的选派方法有 (  )

A.19种 B.26种

C.32种 D.72种

C 解析:根据题意,有9名歌舞演员,其中7名会

唱歌,5名会跳舞,
则既会跳舞又会唱歌的有5+7-9=3(人),
只会唱歌的有7-3=4(人),只会跳舞的有5-3=
2(人).
若选出的2人中没有既会跳舞又会唱歌的,则有C14
×C12=8(种)选法;

若选出的2人中有1人既会跳舞又会唱歌,则有C13
×C12+C13×C14=18(种)选法;
若选出的2人全部是既会跳舞又会唱歌的,则有

A23=6(种)选法.
综上所述,共有8+18+6=32(种)选派方法.
故选C.

2.如图,洛书(古称龟书)是阴阳五行术数之源.在古

代传说中有神龟出于洛水,其甲壳上有此图形,结
构是戴九履一,左三右七,二四为肩,六八为足,以
五居中,五方白圈皆阳数,四隅黑点皆阴数.若从四

个阴数和五个阳数中随机选取4个数,则选取的4
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个数之和为偶数的方法数为 (  )

A.60 B.61 C.65 D.66
D 解析:由题意可知,阴数为2,4,6,8,阳数为1,

3,5,7,9.
若选取的4个数的和为偶数,则

①4个数都为阴数,共有C44=1(种)方法;

②2个阳数,2个阴数,共有C24C25=60(种)方法;

③4个数都为阳数,共有C45=5(种)方法.
综上,共有1+60+5=66(种)方法.
故选D.

3.如图所示,花坛内有五个花池,有五种不同颜色的

花卉可供栽种,每个花池内只能种同种颜色的花

卉,相邻两个花池的花色需不同,则所有的栽种方

案有 (  )

A.180种 B.240种

C.360种 D.420种

D 解析:由题意知,最少用三种颜色的花卉.按照选

种的花卉颜色可分为三类,即用三种颜色、四种颜色、
五种颜色.
①当用三种颜色时,花池2,4同色,花池3,5同色,
此时共有A35 种方案;

②当用四种颜色时,花池2,4同色或花池3,5同

色,故共有2A45 种方案;

③当用五种颜色时,每个花池都不同色,故有A55 种

方案.
因此所有栽种方案有A35+2A45+A55=420(种).

二项式定理的应用

例5 在 x3-2x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

的展开式中,常数项为

(  )

A.28 B.-28 C.-56 D.56

A 解 析:因 为 x3 -2x +
1
x =

x4-2x2+1
x =

(x2-1)2

x
,所 以 x3-2x+

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
(x2-1)8

x4 .又

(x2-1)8的展开式中x4 的系数为C68(-1)6=28,所

以 x3-2x+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

的 展 开 式 中 的 常 数 项 为28.故

选A.
例6 已知(1-2x)2(1-3x)m=a0+a1x+a2x2+
…+anxn,a1=-19,求m+n 的值.
解:因 为 (1-2x)2 (1-3x)m = (4x2 -4x +
1)(1-3x)m,
(1-3x)m 的展开式的通项公式为Tk+1=Ck

m(-3x)k

=(-3)kCk
mxk,

所以a1=-4+(-3)C1m=-4-3m=-19,解得 m
=5,
则n=2+m=2+5=7,所以m+n=12.
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思考1.求a1+a2+…+an 的值.
解:令x=0得a0=1;令x=1,得(1-2)2(1-3)5=
-32=a0+a1+a2+…+a7,
所以a1+a2+a3+…+a7=-32-1=-33.
思考2.求a2 的值.
解:a2=4×1-4×(-3)C15+1×(-3)2C25=154.
思考3.求a1+2a2+3a3+…+nan 的值.
解:由(1-2x)2(1-3x)5=a0+a1x+a2x2+…+
a7x7 两边对x 求导,得

2(1-2x)·(-2)·(1-3x)5+(1-2x)2·5(1-
3x)4·(-3)=a1+2a2x+3a3x2+…+7a7x6,

令x=1,得2×(-1)×(-2)×(-2)5+(-1)2×5
×(-2)4×(-3)=a1+2a2+3a3+…+7a7,
所以a1+2a2+3a3+…+7a7=-368.

1.求(a+b)n(n∈N*)的展开式中的特定项(常数项、
有理项等)的步骤:
第一步,利用二项式定理写出二项展开式的通项

Tk+1=Ck
nan-kbk,常把字母和系数分离开来(注意

符号不要出错);
第二步,根据题目中的相关条件(如常数项要求字

母的指数为零,有理项要求字母的指数为整数)列
出相应方程(组)或不等式(组),解出k的值;
第三步,把k 的值代入通项中,即可求出Tk+1,有
时还需要先求n,再求k,才能求出Tk+1.

2.赋值法的应用

二项式定理给出的是一个恒等式(x+y)n=C0nxn

+C1nxn-1y1+…+Ck
nxn-kyk+…+Cn

nyn,n∈N*,
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对于x,y 的一切值都成立.因此,可令x,y 等于一

些特殊的值.令x,y 等于多少,应视具体情况而定,
一般取1,-1或0,有时也取其他值.如:
(1)形如(ax+b)n,(ax2+bx+c)m(a,b∈R)的式

子,求 其 展 开 式 的 各 项 系 数 之 和,只 需 令 x=1
即可;
(2)形如(ax+by)n(a,b∈R)的式子,求其展开式

各项系数之和,只需令x=y=1即可.

1.(多选)若对任意实数x,有(2x-3)9=a0+a1(x-
1)+a2(x-1)2+a3(x-1)3+…+a9(x-1)9,则
下列结论正确的是 (  )

A.a2=-144
B.a0=1
C.a0+a1+a2+…+a9=1
D.a0-a1+a2-a3+…-a9=-39

ACD 解析:因 为 对 任 意 实 数x,有(2x-3)9=
a0+a1(x-1)+a2(x-1)2+a3(x-1)3+…+
a9(x-1)9=[-1+2(x-1)]9,
所以a2=C29×(-1)7×22=-144,故A正确;
令x=1,可得a0=(2-3)9=-1,故B错误;
令x=2,可得a0+a1+a2+…+a9=(2×2-3)9

=1,故C正确;
令x=0,可得a0-a1+a2-…-a9=(0-3)9=
-39,故D正确.故选ACD.

2.在①只有第8项的二项式系数最大;②奇数项的二

项式系数之和为47;③各项系数之和为414这三个

条件中任选一个,补充在下面的问题中.若问题中

的k存在,求出k的值;若k不存在,请说明理由.

在 x+
3
x3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中,    ,是否存在整

数k,使得Tk+1是展开式中的常数项?
解:若选填条件①只有第8项的二项式系数最大,
即C7n 最大,由二项式系数的性质可得n=14.
若选填条件③各项系数之和为414,令x=1,得4n

=414,
即n=14.

x+
3
x3

æ

è
ç

ö

ø
÷

14

的展开式中Tk+1=Ck
14(x)14-k 3x3

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=3kCk
14x

14-7k
2 .

令
14-7k
2 =0,得k=2.

即存在整数k=2,使得T3 是展开式中的常数项.

若选填条件②奇数项二项式系数之和为47,

则2n-1=47=214,所以n=15.

x+
3
x3

æ

è
ç

ö

ø
÷

15

的 展 开 式 中 Tk+1=Ck
15(x)15-k ·

3
x3
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=3kCk
15x

15-7k
2 .

令
15-7k
2 =0,得k=

15
7∉Z.

即不存在整数k,使得Tk+1是展开式中的常数项.

3.设(2- 3x)100=a0+a1x+a2x2+…+a100x100,

求下列各式的值.
(1)a0;

(2)a1+a2+…+a100;

(3)a1+a3+…+a99;

(4)(a0+a2+…+a100)2-(a1+a3+…+a99)2;

(5)|a0|+|a1|+|a2|+…+|a100|.

解:(1)令x=0,得a0=2100.

(2)令x=1,可得a0+a1+a2+…+a100=(2-3)100

(*),

所以a1+a2+…+a100=(2- 3)100-2100.
(3)令x=-1,可得a0-a1+a2-a3+…+a100=

(2+ 3)100,

与(2)中(*)式相减得

a1+a3+…+a99=
(2- 3)100-(2+ 3)100

2 .

(4)原式=[(a0+a2+…+a100)+(a1+a3+…+

a99)]·[(a0+a2+…+a100)-(a1+a3+…+

a99)]=(a0+a1+a2+…+a100)·(a0-a1+a2-

a3+…+a98-a99+a100)=[(2- 3)(2+ 3)]100

=1100=1.

(5)因为(2- 3x)100的 展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=

(-1)kCk
1002100-k(3)kxk,

所以a2n-1<0(n∈N*).

所以|a0|+|a1|+|a2|+…+|a100|=a0-a1+a2-

a3+…+a100=(2+ 3)100.
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第六章综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分)

1.C24+C34= (B)

               A.8 B.10
C.12 D.16

2.如图所示,用五种不同的颜色分别为 A,B,C,D,E
五部分着色,相邻部分不能用同一种颜色,但同一

种颜色可以反复使用,也可以不使用,则符合这种

要求的不同着色的方法共有 (  )

A.120种 B.240种

C.480种 D.540种

D 解析:先涂A,有5种涂法,再涂B,因为B与A
相邻,所以B的颜色只要与A不同即可,有4种涂

法;同理C有3种涂法,D有3种涂法,E有3种涂

法.由分步乘法计数原理可知,共有5×4×3×3×3
=540(种)涂法.故选D.

3.已知集合A={1,2,3,4},B={5,6,7},C={8,9}.
现在从这三个集合中取出两个集合,再从这两个集

合中各取出一个元素,组成一个含有两个元素的集

合,则一共可以组成集合 (  )

A.24个 B.36个 C.26个 D.27个

C 解析:从 三 个 集 合 中 取 出 两 个 集 合,有 C23=
3(种)取法.分别是集合A,B;集合A,C;集合B,C.
当取出A,B 时,从这两个集合各取一个元素,有C14
×C13=12(种)取法;
当取出A,C 时,从这两个集合各取一个元素,有C14
×C12=8(种)取法;
当取出B,C 时,从这两个集合各取一个元素,有C13
×C12=6(种)取法.
一共可以组成12+8+6=26(个)集合.

4.将A,B,C,D,E 排成一排,要求A,B,C 在排列中

顺序为A,B,C 或C,B,A(可以不相邻),则不同的

排列方法有 (  )

A.12种 B.20种

C.40种 D.60种

C 解析:五个元素没有限制条件,全排列数为A55,
若A,B,C 的顺序为A,B,C 或C,B,A(可以不相

邻),则不同的排列方法有2·
A55
A33
=40(种).

5.已知S=(x-1)4+4(x-1)3+6(x-1)2+4x-
3,则S 可化简为 (  )

A.x4

B.x4+1
C.(x-2)4

D.x4+4
A 解 析:S = C04 (x-1)4 + C14 (x-1)3 +
C24(x-1)2+C34(x-1)+C44=[(x-1)+1]4=x4.
故选A.

6.某部队计划将5艘不同的军舰全部安排到甲、乙、
丙三个海上区域进行军事演习,要求每个区域至少

安排一艘军舰,且其中的军舰 A 必须安排在甲区

域,则甲区域还有其他军舰的安排方案共有 (  )

A.14种 B.24种

C.36种 D.50种

C 解析:依题意,甲区域除军舰 A 外至少还有一

艘军舰,至多还有两艘军舰.
若甲区域除军舰A 外还有一艘军舰,则安排方案共

有C14×C13×C22×A22=24(种);
若甲区域除军舰A 外还有两艘军舰,则安排方案共

有C24×A22=12(种).
所以甲区域还有其他军舰的安排方案共有24+12
=36(种).
故选C.

7.如图所示,在A,B 间有四个焊接点1,2,3,4.若焊

接点脱落导致断路,则电路不通.今发现A,B 之间

电路不通,则焊接点脱落的不同情况有 (  )

A.9种 B.11种

C.13种 D.15种

C 解析:按照焊接点脱落的个数进行分类:第1
类,脱落1个,有1,4,共2种;第2类,脱落2个,有
(1,4),(2,3),(1,2),(1,3),(4,2),(4,3),共6种;
第3类,脱落3个,有(1,2,3),(1,2,4),(2,3,4),
(1,3,4),共4种;第4类,脱落4个,有(1,2,3,4),
共1种.根据分类加法计数原理,共有2+6+4+1
=13(种)焊接点脱落的不同情况.故选C.

8.设集合A={1,2,3,4,5},m,n∈A,则方程
x2

m+
y2

n=1

表示的焦点位于x轴上的椭圆有 (  )
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A.8个 B.10个

C.12个 D.16个

B 解析:因为椭圆的焦点在x 轴上,所以m>n.当

m=5时,有n=1,2,3,4四种结果;

当m=4时,有n=1,2,3三种结果;当m=3时,有

n=1,2两种结果;当m=2时,有n=1一种结果.
故所求的椭圆共有4+3+2+1=10(个).故选B.

二、多项选择题(本题共3小题,每小题6分,共18分)

9.我国古代在珠算发明之前多是用算筹为工具来记

数、列式和计算的.算筹实际上是一根根相同长度的

小棍.如图,用算筹表示数1~9的方法有两种,即
“纵式”和“横式”,规定个位数用纵式,十位数用横

式,百 位 数 用 纵 式,千 位 数 用 横 式,万 位 数 用 纵

式……以此类推,交替使用纵横两式.例如:27可以

表示为“ ”.如果用算筹表示不含0的两位数,

则下列说法正确的是 (  )

A.36可以表示为

B.用七根算筹,表示不同的两位数,若十位为1,则

可以表示9个这样的两位数

C.用七根算筹,表示不同的两位数,若十位为4,则

可以表示41,42,43,46,47

D.用七根算筹,表示不同的两位数,共可以表示48
个这样的两位数

BC 解析:36可以表示为 ,A错误.

当十位为1时,个位可以是1,2,3,4,5,6,7,8,9,共

9个,B正确.
当十位为4时,个位可以是1,2,3,6,7,即可以表示

41,42,43,46,47,共5个,C正确.
当十位为2时,个位可以是1,2,3,4,5,6,7,8,9,共

9个;

当十位 为3时,个 位 可 以 是1,2,3,4,6,7,8,共

7个;

当十位为5时,个位可以是1,2,6,共3个;

当十位为6时,个位可以是1,2,3,4,5,6,7,8,9,共

9个;

当十位 为7时,个 位 可 以 是1,2,3,4,6,7,8,共

7个;

当十位为8时,个位可以是1,2,3,6,7,共5个;

当十位为9时,个位可以是1,2,6,共3个.

所以总共可表示9+5+9+7+3+9+7+5+3=

57(个)不同的两位数,D错误.

10.身穿红、黄两种颜色衣服的各有两人,身穿蓝色衣

服的有一人.现将这五人排成一行,则 (  )

A.穿黄色衣服的人不相邻的排法种数为48

B.穿红色衣服的人相邻的排法种数为48

C.穿红色衣服的人与穿黄色衣服的人同时相邻的

排法种数为36

D.穿相同颜色衣服的人不相邻的排法种数为48

BD 解析:穿 黄 色 衣 服 的 人 不 相 邻 的 排 法 有

A33A24=72(种),穿 红 色 衣 服 的 人 相 邻 的 排 法 有

A22A44=48(种),同理,穿黄色衣服的人相邻的排法

也有48种.而穿红色、黄色衣服的人同时相邻的排

法有A22·A22·A33=24(种).故穿相同颜色衣服的

人不相邻的排法有A55-2×48+24=48(种).

11.若(2x+ 3)4=a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4,则

(  )

A.a0=3

B.a0+a1+a2+a3+a4=88+563

C.a0+a2+a4=97

D.a1+a3=563

CD 解析:令x=0,得(3)4=a0,即a0=9.

令x=1,得(2+ 3)4=a0+a1+a2+a3+a4=97

+563.

令x=-1,得(-2+ 3)4=a0-a1+a2-a3+a4

=97-563.

所以a0+a2+a4=97,a1+a3=563.
三、填空题(本题共3小题,每小题5分,共15分)

12.若(x+a)2 1x-1( )
5

的展开式中常数项为-1,则

a 的值为    .

1或9 解析:由于(x+a)2=x2+2ax+a2,而

1
x-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

的 展 开 式 通 项 为 Tk+1=(-1)kCk
5·

xk-5,其中k=0,1,2,…,5.

于是 1
x-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

的展开式中x-2的系数为(-1)3C35

=-10,

x-1的系数为(-1)4C45=5,常数项为-1.

因此(x+a)2 1x-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

5

的展开式中常数项为1×

(-10)+2a×5+a2×(-1)=-a2+10a-10.
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依题意-a2+10a-10=-1,即a2-10a+9=0,

解得a=1或a=9.

13.设a≠0,n 是大于1的自然数,1+
x
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式

为a0+a1x+a2x2+…+anxn.若点Ai(i,ai)(i=

0,1,2)的位置如图所示,则a2=    ,a=

    .

4 3 解析:根据题意知a0=1,a1=3,a2=4.结

合 二 项 式 定 理 得

C1n·1
a=3

,

C2n·1
a2=4,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

即

n=3a,

n(n-1)=8a2,{ 解得a=3.

14.艺术节期间,主办方派甲、乙、丙、丁四名工作人员

分别到A,B,C三个不同的演出场馆工作,每个演

出场馆至少派一人.若要求甲、乙两人不能到同一

演出场馆工作,则不同的分派方案有    种.

30 解析:四个人分别到三个不同的演出场馆工

作,每个演出场馆至少派一人的方法总数为C24A33

=36,甲、乙两人到同一演出场馆工作的方法数为

A33=6,故甲、乙两人不到同一演出场馆工作的不

同分派方案有36-6=30(种).
四、解答题(本题共5小题,共77分)

15.(13分)3名男生、4名女生站成一排.
(1)任意2名女生都不相邻,有多少种排法?

(2)其中的男生甲、乙相邻,有多少种排法?

解:(1)先把3名男生全排列,再把4名女生插在

男生之间的4个空中,即可得有 A33A44=144(种)

排法.
(2)甲、乙相邻,看成一个“元素集团”,与其余5个

元素全排列有A66 种排法,“元素集团”内部排法有

A22 种,

所以共有A66A22=1440(种)排法.

16.(15分)从集合{-3,-2,-1,0,1,2,3}中任取3
个不同的元素作为抛物线方程y=ax2+bx+

c(a≠0)中a,b,c 的值.设抛物线过原点,且顶点

在第一象限.这样的抛物线共有多少条?

解:若抛 物 线y=ax2+bx+c 过 原 点,且 顶 点

-
b
2a
,4ac-b

2

4a
æ

è
ç

ö

ø
÷ 在第一象限,则a,b,c应满足

0=a×02+b×0+c,

-
b
2a>0

,

4ac-b2

4a >0,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

即

c=0,

a<0,

b>0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

分三步:a 可以取-3,-2,-1;b 可以取1,2,3;

c取0.
所以满足条件的抛物线的条数为3×3×1=9.

17.(15分)已知(1-2x)n=a0+a1x+a2x2+…+

anxn(n∈N*),且a2=60,求:

(1)n 的值;

(2)-
a1

2+
a2

22-
a3

23+
…+(-1)n

an

2n的值.

解:(1)展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=Ck
n (-2x)k =

(-2)kCk
n·xk.

因为T3=C2n(-2x)2=a2x2,

所以a2=C2n(-2)2=60,

化简可得n(n-1)=30,且n∈N*,

解得n=6.
(2)Tk+1=Ck

n(-2x)k=akxk,

所以ak=Ck
6(-2)k,

所以(-1)k·ak

2k=Ck
6,

-
a1

2+
a2

22-
a3

23+
…+(-1)n·an

2n=C16+C26+…

+C66=26-1=63.

18.(17分)已知在 x+
1
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中,前3项

的系数分别为a1,a2,a3,且满足2a2=a1+a3.
(1)求展开式中各项的二项式系数的和;

(2)求展开式中系数最大的项;

(3)求展开式中所有有理项.

解:(1) x+
1
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式的通项为Tr+1=

Cr
n(x)n-r

1
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

=
1
2rCr

nx
3n-5r
6 ,r=0,1,2,…,n

(n≥2),

则a1=
1
20C

0
n=1,a2=

1
21C

1
n=
1
2n
,
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a3=
1
22C

2
n=

n(n-1)
8 .

因为2a2=a1+a3,即2×
1
2n=1+

n(n-1)
8

,解得

n=8或n=1(舍去),

所以 x+
1
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

8

的展开式中各项的二项式系

数的和为28=256.

(2)由(1)知 x+
1
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

8

的 展 开 式 的 通 项 为

Tr+1=Cr
8(x)8-r

1
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

=
1
2rCr

8x
24-5r
6 (0≤r≤8

且r∈N),

记第 k 项 系 数 最 大,则 有 Tk ≥Tk+1,且 Tk

≥Tk-1,

即
Ck-1
8 2-k+1≥Ck

82-k,

Ck-1
8 2-k+1≥Ck-2

8 2-k+2,{
解得3≤k≤4.
又k∈N,所以k=3或k=4,

所以系数最大的项为第3项 T3=7x
7
3 和第4项

T4=7x
3
2.

(3)因为 x+
1
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

8

的展开式的通项为Tr+1=

1
2rCr

8x
24-5r
6 (0≤r≤8且r∈N),

令
24-5r
6 ∈Z,0≤r≤8且r∈N,则r=0或r=6,

所以展开式中有理项为T1=x4 和T7=
7
16x.

19.(17分)设数列{an}是等比数列,a1=C3m2m+3·

A1m-2,公比q是 x+
1
4x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

的展开式中的第2项.

(1)用n,x 表示an与数列{an}的前n 项和Sn;

(2)若An=C1nS1+C2nS2+…+Cn
nSn,用n,x 表

示An.

解:(1)因为a1=C3m2m+3·A1m-2,

所以
2m+3≥3m,

m-2≥1,{ 即
m≤3,

m≥3,{
所以m=3,所以a1=C99·A11=1.

又由 x+
1
4x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

,知 T2=C14x3· 1
4x2=x,所以q

=x.
所 以 an =xn-1 (n ≥1,且 n ∈ N* ),Sn

=
n,x=1,

1-xn

1-x
,x≠1.

ì

î

í

ïï

ïï

(2)当x=1时,Sn=n,

所以An=0C0n+C1n+2C2n+…+(n-1)Cn-1
n +

nCn
n①.

又An=nC0n+(n-1)C1n+…+Cn-1
n +0Cn

n②,

由①+②,得2An =n(C0n +C1n +…+Cn
n)=

n·2n,

所以An=n·2n-1.

当x≠1时,Sn=
1-xn

1-x
,

所以An=
1-x
1-xC

1
n+
1-x2

1-xC
2
n+
1-x3

1-xC
3
n+…+

1-xn

1-xC
n
n

=
1
1-x

[(C1n+C2n+C3n+…+Cn
n)-(xC1n+x2C2n

+x3C3n+…+xnCn
n)]

=
1
1-x

[(2n-1)-(1+xC1n+x2C2n+…+xnCn
n

-1)]

=
1
1-x

[2n-(1+x)n].

所以An=
n·2n-1,x=1,

2n-(1+x)n

1-x
,x≠1.

ì

î

í

ïï

ïï
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7.1　条件概率与全概率公式

7.1.1 条件概率

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.结合古典概型,了解条件概率的概念,能计算简单随机事件的条件概率.
2.结合古典概型,了解条件概率与事件独立性的关系,会用乘法公式计算概率.
3.能利用条件概率的性质解决简单的实际问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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知识点一 条件概率

(1)定义:一般地,设A,B 为两个随机事件,且P(A)

>0,我们称P(B|A)=
P(AB)
P(A)

为在事件A 发生的

条件下,事件B 发生的条件概率,简称条件概率.
(2)概率的乘法公式:由条件概率的定义,对任意两个

事件A 与B,若P(A)>0,则P(AB)=P(A)P(B|

A).我们称上式为概率的乘法公式.

               知识点二 条件概率的性质

条件概率只是缩小了样本空间,因此条件概率同样具

有概率的性质.设P(A)>0,则

(1)P(Ω|A)=1;

(2)如果B 和C 是两个互斥事件,则

P(B∪C|A)=P(B|A)+P(C|A);

(3)设B 和B 互为对立事件,则

P(B|A)=1-P(B|A).

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)P(B|A)<P(AB). (×)
(2)事件B 在“事件A 已发生”这个附加条件下的

概率与没有这个附加条件的概率一般是不同的.
(√)

(3)0<P(B|A)<1. (×)
(4)若事件A 等于事件B,则P(B|A)=1. (√)
(5)P(B|A)与P(A|B)相同. (×)

2.已知P(AB)=
5
13
,P(A)=

5
7
,则P(B|A)等于

(  )

A.
25
91 B.

7
13

C.
10
13 D.

7
91

B 解析:P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

5
13
5
7

=
7
13.

3.在100件产品中有95件合格产品,5件不合格产

品.现从中不放回地取两次,每次任取一件,则在第

一次取到不合格产品后,第二次取到不合格产品的

概率为    .
4
99 

解析:方法一:在第一次取到不合格产品以后,

由于不放回,故还有99件产品,其中4件不合格产

品,故第二次取到不合格产品的概率为
4
99.

方法二:第一次取到不合格产品的概率p1=
5
100=

1
20
,两次都取到不合格产品的概率p2=

C25
C2100
=
1
495
,

所以所求概率p=
p2

p1
=

1
495
1
20

=
4
99.

4.请思考并回答下列问题:
(1)P(B|A)与P(AB),P(A)有何区别与联系?
提示:P(B|A)是在事件A 发生的条件下,事件B
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发生的概率;P(AB)是事件A 与B 同时发生的概

率,无附加条件;P(A)是事件A 发生的概率,无附

加条件.它们的联系是P(B|A)=
P(AB)
P(A).

(2)P(B|A)与P(A|B)表示的意思相同吗?

提示:不同.P(B|A)表示在事件A 发生的条件下,
事件B 发生的概率;而P(A|B)表示在事件B 发

生的条件下,事件A 发生的概率.另外,从计算公式

上看,P(B|A)=
P(AB)
P(A)

,P(A|B)=
P(AB)
P(B).
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  利用条件概率公式求条件概率

例1 在5道题中有3道数学题和2道语文题,每次

从中不放回地随机抽取1道题,抽取2次.设第1次

抽到数学题为事件A,第2次抽到数学题为事件B,
则第1次和第2次都抽到数学题为事件AB.
(1)求在第1次抽到数学题的条件下,第2次抽到数

学题的概率;
(2)求在第1次抽到语文题的条件下,第2次抽到数

学题的概率.

解:(1)方 法 一:因 为 P(A)=
3
5
,P(AB)=

3×2
5×4

=
3
10
,

所以在第1次抽到数学题的条件下,第2次抽到数

学题的概率为P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

3
10
3
5

=
1
2.

方法二:因为n(AB)=3×2=6,n(A)=3×4=12,

所以P(B|A)=
n(AB)
n(A)=

6
12=

1
2.

(2)方法一:因为P(A)=
2
5
,P(AB)=

2×3
5×4=

3
10
,

所以在第1次抽到语文题的条件下,第2次抽到数

学题的概率为P(B|A)=
P(AB)
P(A)

=

3
10
2
5

=
3
4.

方法二:因为n(AB)=2×3=6,n(A)=2×4=8,

所以P(B|A)=
n(AB)
n(A)

=
6
8=

3
4.

条件概率的3种求法

定义法
先求P(A)和P(AB),再由P(B|A)=

P(AB)
P(A)

求P(B|A)

续表

基本

事件法

先求事件A 包含的样本点个数n(A),再求事件

AB 包含 的 样 本 点 个 数 n(AB),得 P(B|A)

=
n(AB)
n(A)

缩样法

缩小样本空间,就是去掉第一次抽取的情况,只研

究剩下的情况,用古典概型求解,该求法能化繁

为简

1.甲、乙两名游客准备分别从三峡大坝、三峡人家、三
峡大瀑布和清江画廊四个景区中随机选择一个游

玩.记事件A 为“和乙至少一人选择三峡大坝景区”,
事件B 为“甲和乙选择的景点不同”,则P(B|A)=

(  )

A.
6
7 B.

1
7

C.
3
4 D.

1
4

A 解析:P(A)=1-
3
4×

3
4=

7
16
,P(AB)=

C12C13
4×4

=
3
8
,所以 P(B|A)=

P(AB)
P(A)=

3
8÷

7
16=

6
7.故

选A.
2.据某地区气象台统计,在某季节该地区下雨的概率

是
4
15
,刮四级以上风的概率为

2
15
,既刮四级以上风

又下雨的概率为
1
10.

设事件A 为“下雨”,事件B 为

“刮四级以上的风”,那么P(B|A)=    .
3
8 

解析:由题意知P(A)=
4
15
,P(AB)=

1
10
,

所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

3
8.
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 利用乘法公式求概率

例2 一袋中有10个球,其中3个黑球、7个白球,
先后两次从中任取一个球(不放回).设事件Ai 表示

“第i次取到的是黑球”(i=1,2),求两次取到的均为

黑球的概率.

解:由题设知P(A1)=
3
10
,P(A2|A1)=

2
9.

根据概率的乘法公式,有P(A1A2)=P(A1)P(A2|

A1)=
3
10×

2
9=

1
15.
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思考1.求第一次取到黑球,第二次取到白球的概率.

解:由题设知P(A1)=
3
10
,P(A2|A1)=

7
9.

根据概率的乘法公式,有P(A1A2)=P(A1)P(A2|A1)

=
3
10×

7
9=

7
30.

思考2.将“不放回”改为“有放回”,重新研究“例2”
与“思考1”.

解:例2 P(A1)=
3
10
,P(A2)=

3
10
,则P(A1A2)=

3
10×

3
10=

9
100.

思考1 P(A1)=
3
10
,P(A2)=

7
10
,则P(A1A2)=

3
10×

7
10=

21
100.

非相互独立事件同时发生的概率的求法

若A,B 不是相互独立事件,则P(AB)可由条件概率

的变形式P(AB)=P(A)·P(B|A)求得.P(B|A)
可采用缩小样本空间的方法来计算,P(B|A)=
n(AB)
n(A)

,其中n(AB)表示事件AB 包含的样本点个

数,n(A)表示事件A 包含的样本点个数.

1.已知某产品的次品率为4%,其合格品中75%为一

级品,则从该产品中任选一件为一级品的概率为

(  )

A.75% B.96%
C.72% D.78.125%
C 解析:记“任选一件产品是合格品”为事件A,则

P(A)=1-P(A)=1-4%=96%.记“任选一件产

品是一级品”为事件B.由于一级品必是合格品,所
以事件A 包含事件B,故P(AB)=P(B).由合格

品中75%为一级品知P(B|A)=75%,故P(B)=
P(AB)=P(A)·P(B|A)=96%×75%=72%.

2.已知某品牌的手机从1m高的地方掉落时,屏幕第

一次未碎掉的概率为0.5,当第一次未碎掉时第二

次也未碎掉的概率为0.3,试求这样的手机从1m
高的地方掉落两次后屏幕仍未碎掉的概率.
解:设Ai=“第i次掉落手机屏幕未碎掉”,i=1,2,
则由已知可得P(A1)=0.5,P(A2|A1)=0.3.
由概率的乘法公式可得P(A1A2)=P(A1)P(A2|
A1)=0.5×0.3=0.15.
即这样的手机从1m高的地方掉落两次后屏幕仍

未碎掉的概率为0.15.
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 利用条件概率的性质求互斥事件的条件概率

例3 在某次考试中,要从20道题中随机抽出6道

题,若考生能答对其中至少4道题即可通过,能答对

其中至少5道题就获得优秀.已知某考生能答对其中

10道题,记事件A 为“该考生6道题全答对”,事件B
为“该考生答对了其中5道题,另1道题答错”,事件

C 为“该考生答对了其中4道题,另2道题答错”,
事件D 为“该考生在这次考试中通过”,事件E 为

“该 考 生 在 这 次 考 试 中 获 得 优 秀”.试 完 成 下 列

问题:
(1)判断事件A,B,C 之间的关系;
(2)求该考生在这次考试中通过的概率;
(3)已知该考生通过这次考试,求该考生获得优秀的

概率.
解:(1)A,B,C 之间两两互斥.

(2)因为A,B,C 两两互斥,且D=A∪B∪C,
可知P(D)=P(A∪B∪C)=P(A)+P(B)+

P(C)=
C610
C620
+
C510C110
C620

+
C410C210
C620

=
12180
C620

.

(3)因为 A,B 互斥,E=A∪B,P(AD)=P(A),
P(BD)=P(B),

所以P(E|D)=P(A|D)+P(B|D)=
P(A)
P(D)+

P(B)
P(D)=

C610
C620
12180
C620

+

C510C110
C620
12180
C620

=
13
58.

故他获得优秀的概率为
13
58.
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当所求事件的概率较复杂时,往往把该事件分成两个

(或多个)互不相容的较简单的事件之和,求出这些较

简单事件的概率,再利用概率的加法公式和乘法公式

便可得出所求事件的概率.

                 1.在一个袋子中装有除颜色外完全相同的10个球,
其中有1个红球、2个黄球、3个黑球、4个白球.从
中不放回地摸出2个球,求在摸出的第一个球是红

球的条件下,第二个球是黄球或黑球的概率.
解:设“摸出的第一个球为红球”为事件A,“摸出的

第二个球为黄球”为事件B,“摸出的第二个球为黑

球”为事件C.

方法一:P(A)=
1
10
,P(AB)=

1×2
10×9=

1
45
,P(AC)

=
1×3
10×9=

1
30
,

所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

1
45
1
10

=
10
45=

2
9
,

P(C|A)=
P(AC)
P(A)=

1
30
1
10

=
1
3.

所以P(B∪C|A)=P(B|A)+P(C|A)=
2
9+

1
3

=
5
9.

故在摸出的第一个球是红球的条件下,第二个球是

黄球或黑球的概率为
5
9.

方法二:因为n(A)=1×C19=9,n[(B∪C)∩A]=

C12+C13=5,所以P(B∪C|A)=
5
9.

故在摸出的第一个球是红球的条件下,第二个球是

黄球或黑球的概率为
5
9.

2.将大小相同的球分装在三个盒子中,每盒10个.第
一个盒子中有7个球标有字母A,3个球标有字母

B;第二个盒子中有红球和白球各5个;第三个盒子

中有红球8个,白球2个.试验按如下规则进行:先
在第一个盒子中任取一个球,若取得标有字母A的

球,则在第二个盒子中任取一个球;若取得标有字

母B的球,则在第三个盒子中任取一个球.若第二

次取出的是红球,则称试验成功.求试验成功的

概率.

解:设 A=“从第一个盒子中取得标有字母 A 的

球”,B=“从第一个盒子中取得标有字母B的球”,

R=“第二次取出的球是红球”,

W=“第二次取出的球是白球”,

则P(A)=
7
10
,P(B)=

3
10
,

所以P(R|A)=
1
2
,P(R|B)=

4
5.

事件“试验成功”表示为RA∪RB.
又事件RA 与事件RB 互斥,
故由概率加法公式与乘法公式得

P(RA∪RB)=P(RA)+P(RB)

=P(R|A)P(A)+P(R|B)P(B)

=
1
2×

7
10+

4
5×

3
10=0.59.

3.(2022·新高考全国Ⅱ卷)在某地区进行流行病学

调查,随机调查了100位某种疾病患者的年龄,得
到如下的样本数据的频率分布直方图:

(1)估计该地区这种疾病患者的平均年龄(同一组中

的数据用该组区间的中点值代表).
(2)估计该地区一位这种疾病患者的年龄位于区间

[20,70)的概率.
(3)已知该地区这种疾病的患病率为0.1%,该地区

年龄位于区间[40,50)的人口占该地区总人口的

16%.从该地区中任选一人,若此人的年龄位于区

间[40,50),求此人患这种疾病的概率.(以样本数

据中患者的年龄位于各区间的频率作为患者的年

龄位于该区间的概率.精确到0.0001)
解:(1)平均年龄为(5×0.001+15×0.002+25×
0.012+35×0.017+45×0.023+55×0.020+65×
0.017+75×0.006+85×0.002)×10=47.9(岁).
(2)设A=“一位这种疾病患者的年龄在区间[20,

70)”,
所以P(A)=1-P(A)=1-(0.001+0.002+
0.006+0.002)×10=1-0.11=0.89.
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(3)设B=“任选一人年龄位于区间[40,50)”,C=
“从该地区中任选一人患这种疾病”.
由已知得 P(B)=16%=0.16,P(C)=0.1%=
0.001,P(B|C)=0.023×10=0.23.
由条件概率公式可得从该地区中任选一人,若此人

的年龄位于区间[40,50),此人患这种疾病的概率为

P(C|B)=
P(BC)
P(B)=

P(C)P(B|C)
P(B) =

0.001×0.23
0.16 =

0.0014375≈0.0014.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(九)

1.下面的概率是条件概率的是 (  )
A.甲、乙二人投篮命中率分别为0.6,0.7,甲、乙各

投篮一次都投中的概率

B.甲、乙二人投篮命中率分别为0.6,0.7,在甲投中

的条件下乙投篮一次命中的概率

C.有10件产品,其中4件次品,抽2件产品进行检

验,恰好抽到1件次品的概率

D.小明上学路上要过四个路口,每个路口遇到红灯

的概率都是
2
5
,小明在一次上学途中遇到红灯的

概率

B 解析:条件概率为某一事件发生的条件下,另一

事件发生的概率.
对于A,甲、乙各投篮一次都投中的概率,不是条件

概率;
对于B,甲投中的条件下乙投篮一次命中的概率,是
条件概率;
对于C,抽2件产品恰好抽到1件次品的概率,不是

条件概率;
对于D,一次上学途中遇到红灯的概率,不是条件

概率.
故选B.

2.从1,2,3,4,5,6,7,8,9中不放回地随机取2个数,
事件A=“第一次取到的是奇数”,B=“第二次取到

的是奇数”,则P(B|A)= (  )

               
A.
1
5 B.

3
10

C.
2
5 D.

1
2

D 解析:由题意,P(AB)=
C25
C29
=
5
18
,P(A)=

C15
C19
=

5
9
,所以P(B|A)=

P(AB)
P(A)=

1
2.

3.袋中有大小相同的4个黑球和2个白球.如果不放

回地随机取出2个球,那么在第1次取到的是黑球

的条件下,第2次取到黑球的概率为 (  )

A.
1
2 B.

2
5 C.

3
5 D.

2
3

C 解析:设事件 A 表示“第一次取出黑球”,事件

B 表示“第二次取出黑球”,

P(A)=
4
6=

2
3
,P(AB)=

4×3
6×5=

2
5
,

所以在第1次取到的是黑球的条件下,第2次取到

黑球的概率为P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

3
5.

4.随着社会的发展,越来越多的共享资源陆续出现,
它们不可避免地与我们每个人产生密切的关联,逐
渐改变着每个人的生活.已知某种型号的共享充电

宝循环充电超过500次的概率为
3
4
,超过1000次

的概率为
1
2
,现有一个该型号的充电宝已经循环充

电超过500次,则其能够循环充电超过1000次的

概率是 (  )

A.
3
4 B.

2
3 C.

1
2 D.

1
3

B 解析:记事件A 为“该充电宝循环充电超过500

次”,则P(A)=
3
4.记事件B 为“该充电宝循环充电

超过1000次”,则P(B)=
1
2.易知P(AB)=P(B)

=
1
2
,所以P(B|A)=

P(AB)
P(A)=

1
2
3
4

=
1
2×

4
3=

2
3.

故选B.
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5.若B,C 是互斥事件且事件A 满足P(B|A)=
1
3
,

P(C|A)=
1
4
,则P(B∪C|A)= (  )

A.
1
2 B.

1
3 C.

3
10 D.

7
12

D 解析:因为B,C 是互斥事件,

所以P(B∪C|A)=P(B|A)+P(C|A)=
1
3+

1
4=

7
12.

6.某班学生的考试成绩中,数学不及格的占15%,语
文不及格的占5%,两门都不及格的占3%.已知一

名学生数学不及格,则他语文也不及格的概率是

(  )

A.
1
5 B.

3
10 C.

1
2 D.

3
5

A 解析:设事件A 为“数学不及格”,事件B 为“语

文不及格”,则P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

0.03
0.15=

1
5.

所以该学生数学不及格时,语文也不及格的概率

为
1
5.

7.已知甲在上班途中要经过两个路口,在第一个路口

遇到红灯的概率为0.5,两个路口连续遇到红灯的

概率为0.4,则甲在第一个路口遇到红灯的条件下,
第二个路口遇到红灯的概率为 (  )

A.0.6 B.0.7 C.0.8 D.0.9

C 解析:设“第一个路口遇到红灯”为事件 A,“第
二个路 口 遇 到 红 灯”为 事 件 B,则 P(A)=0.5,

P(AB)=0.4,所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=0.8.

8.(新定义)数学家高斯在著作《算术研究》中首次引

入了二次剩余的概念.二次剩余理论在噪声工程学、
密码学以及大数分解等领域都有广泛的应用.已知

对于正整数a,n(n≥2),若存在一个整数x,使得n
整除x2-a,则称a 是n 的一个二次剩余,否则为二

次非剩余.从1到20这20个整数中随机抽取一个

整数a,记事件A=“a 与12互质”,B=“a 是12的

二次非剩余”,则P(A)=     ,P(B|A)=
     .
7
20 

5
7 

解析:在1到20内与12互质的整数有1,

5,7,11,13,17,19,所以P(A)=
7
20.

根据定义,对于
x2-a
12 =m(m∈Z)的x 不存在,则

a 是12的二次非剩余,
显然,当a=1时,x 可取11;当a=13时,x 可取7;
当a=5,7,11,17,19时,x 不存在.

所以P(AB)=
1
4.

所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

5
7.
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1.甲、乙两人向同一目标各射击1次,已知甲命中目

标的概率为
1
3
,乙命中目标的概率为

1
2
,已知目标

至少被命中1次,则甲命中目标的概率为 (  )

               A.
1
4 B.

1
3 C.

1
2 D.

2
3

C 解析:设事件A 为“目标至少被命中1次”,事件

B 为“甲命中目标”.

则 P (A)=
1
3 ×

1
2 + 1-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

1
2 +

1
3 ×

1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

2
3
,P (AB)=

1
3 ×

1
2 +

1
3 ×

1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
3
,

所以P(B|A)=

1
3
2
3

=
1
2.故选C.

2.甲、乙、丙、丁四名同学报名参加假期社区服务活

动,社区服务活动共有关怀老人、环境监测、教育咨

询、交通宣传四个项目,每人限报其中一个项目.记
事件A 为“4名同学所报项目各不相同”,事件B 为

“只有甲同学一人报关怀老人项目”,则P(A|B)=
(  )

A.
1
4 B.

3
4 C.

2
9 D.

5
9

C 解析:由已知有P(B)=
33

44=
27
256
,P(AB)=

A33
44

=
3
128
,所以P(A|B)=

P(AB)
P(B)=

2
9.

3.将两枚骰子各掷一次,设事件A=“两枚骰子点数

不相同”,B=“至少出现一个6点”,则概率P(A|
B)= (  )

A.
10
11 B.

5
11 C.

5
18 D.

5
36
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A 解析:给两枚骰子编号,1号与2号,至少出现

一个6点的情况分三类:1号是6点,2号不是6点,
有5种;2号是6点,1号不是6点,有5种;1号是6
点,2号也是6点,有1种.故事件B 包含的样本点

数为11,即n(B)=11,事件AB 包含的样本点数为

10,即n(AB)=10.所以P(A|B)=
n(AB)
n(B)=

10
11.

4.加工某种零件需要两道工序,第一道工序出废品的

概率为0.4,两道工序都出废品的概率为0.2,则在

第一道工序出废品的条件下,第二道工序又出废品

的概率为    .
0.5 解析:设“第一道工序出废品”为事件 A,则

P(A)=0.4,“第二道工序出废品”为事件B.根据题

意可得P(AB)=0.2,故在第一道工序出废品的条

件下,第 二 道 工 序 又 出 废 品 的 概 率 P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

1
2=0.5.

5.某校组织甲、乙、丙、丁、戊、己6名学生参加演讲比

赛,采用抽签法决定演讲顺序,在“学生甲和乙都不

是第一个出场,且甲不是最后一个出场”的前提下,
学生丙第一个出场的概率为    .
1
4 

解析:设事件A 为“学生甲和乙都不是第一个

出场,且甲不是最后一个出场”;事件B 为“学生丙

第一个出场”.对事件A,甲和乙都不是第一个出场,
第一类:乙在最后,则优先从中间4个位置中选一

个给甲,再将余下的4个人全排列,有C14·A44 种排

法;第二类:乙没有在最后,则优先从中间4个位置

中选两个给甲、乙,再 将 余 下 的4个 人全排列,有

A24·A44种排法,故总的样本点数n(A)=C14·A44+
A24·A44.对事件AB,此时丙第一个出场,优先从除

了甲以外的4人中选一人安排在最后,再将余下的

4人全排列,有C14·A44 种排法,故n(AB)=C14·

A44.故P(B A)=
n(AB)
n(A)=

C14·A44
C14·A44+A24·A44

=
1
4.

6.如图,一个大正方形被平均分成9个小正方形,向

大正方形区域随机地投掷一个点(每次都能投中).

将投中最左侧3个小正方形区域记为事件A,投中

最上面3个小正方形或正中间的1个小正方形区

域记为事件B,求P(AB),P(A|B).

解:由题意可知n(Ω)=9,n(A)=3,n(B)=4,

n(AB)=1,所以P(AB)=
1
9
,P(A|B)=

n(AB)
n(B)

=
1
4.

7.一袋中共有10个大小相同的黑球和白球.若从袋中

任意摸出2个球,至少有1个白球的概率为
7
9.

(1)求白球的个数.
(2)现从中不放回地取球,每次任取1个球,取2次.

已知第1次取得白球,求第2次取得黑球的概率.

解:(1)记“从袋中任意摸出2个球,至少有1个白

球”为事件A,记袋中白球的个数为x.

则P(A)=1-
C210-x
C210

=
7
9
,解得x=5.

即白球的个数为5.
(2)记“第1次取得白球”为事件B,“第2次取得黑

球”为事件C,

则P(BC)=
C15C15
C110C19

=
25
90=

5
18
,P(B)=

5
10=

1
2.

故P(C|B)=
P(BC)
P(B)=

5
18
1
2

=
5
9.
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7.1.2 全概率公式

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.结合古典概型,了解利用概率的加法公式和乘法公式推导出全概率公式的过程.
2.会利用全概率公式计算概率.
3.了解贝叶斯公式以及其简单应用.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 全概率公式

一般地,设A1,A2,…,An 是一组两两互斥的事件,
A1∪A2∪…∪An=Ω,且P(Ai)>0,i=1,2,…,n,
则 对 任 意 的 事 件 B ⊆ Ω,有 P (B )=

∑
n

i=1
P(Ai)P(B|Ai).

我们称上面的公式为全概率公式.全概率公式是概率

论中最基本的公式之一.
知识点二 贝叶斯公式

设 A1,A2,…,An 是 一 组 两 两 互 斥 的 事 件,
A1∪A2∪…∪An=Ω,且P(Ai)>0,i=1,2,…,n,
则对任意的事件B⊆Ω,P(B)>0,有P(Ai|B)=
P(Ai)P(B|Ai)

P(B) =
P(Ai)P(B|Ai)

∑
n

k=1
P(Ak)P(B|Ak)

,i=1,2,

…,n.

1.设袋中共有10个除颜色外其余均相同的球,其中2
个红球,其余为白球.两人分别从袋中任取一球,则
第二个人取得红球的概率为     .(第一个人

取出的球不放回)
1
5 

解析:设A=“第二个人取得红球”,B=“第一

个人取得红球”,则P(B)=
2
10
,P(B)=

8
10
,

P(A|B)=
1
9
,P(A|B)=

2
9
,

所以P(A)=P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B)=
2
10×

1
9+

8
10×

2
9=

1
5.

2.设某公路上经过的货车与客车的数量之比为2∶1,
货车与客车中途停车修理的概率分别为0.02,0.01.
今有一辆汽车中途停车修理,则该汽车是货车的概

率为    .
0.8 解析:设B=“中途停车修理”,A1=“经过的

是货 车”,A2=“经 过 的 是 客 车”,则 B=A1B∪
A2B,由贝叶斯公式有

P(A1|B)=
P(A1)P(B|A1)

P(A1)P(B|A1)+P(A2)P(B|A2)

=

2
3×0.02

2
3×0.02+

1
3×0.01

=0.8.

3.请思考并回答下列问题:
(1)你能否用自己的语言解释全概率公式?
提示:事件A 发生的概率等于所有可能的状态Bi

和事件A 同时发生的概率之和,其中每个状态Bi

和事件A 同时发生的概率由该状态下A 发生的概

率和状态Bi 发生的概率决定.
(2)在使用全概率公式时,需要注意什么?
提示:在使用全概率公式时,需要注意以下几点:
①必须确定所有可能的状态Bi,并给出它们对应

的概率P(Bi);
②必 须 确 定 每 个 状 态 Bi 下 事 件 A 发 生 的 概

率P(A|Bi).
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 利用全概率公式求概率

例1 甲盒中有2个白球、5个红球;乙盒中有3个白

球、4个红球.用A 表示“从乙盒中取到白球”,用B 表

示“从甲盒中取到白球”.
(1)从甲盒中任取一个球放入乙盒,再从乙盒中任取

一个球,求取到白球的概率;
(2)从乙盒中任取一个球放入甲盒,再从甲盒中任取

一个球,求取到红球的概率.
解:(1)A 发生当且仅当AB∪AB发生,即A=AB∪
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AB=AB+AB,则 P(A)=P(AB)+P(AB)=

P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B)=
2
7×

4
8+

5
7×

3
8

=
23
56.

(2)B 发 生 当 且 仅 当BA∪B A 发 生,即 B=BA

+BA,

则P(B)=P(BA)+P(BA)=P(A)P(B|A)+

P(A)·P(B|A)=
3
7×

5
8+

4
7×

6
8=
39
56.

例2 有一批同一型号的产品,已知其中一厂生产的

占30%,二厂生产的占50%,三厂生产的占20%.又

知这三个厂的产品的次品率分别为2%,1%,1%.从

这批产品中任取的一件是次品的概率是多少?

解:设事件A=“任取的一件为次品”,事件Bi=“任

取的一件为i厂的产品”,i=1,2,3.

由全概 率 公 式 得 P(A)=P(A|B1)P(B1)+

P(A|B2)·P(B2)+P(A|B3)P(B3).

又 P(B1)=0.3,P(B2)=0.5,P(B3)=0.2,

P(A|B1)=0.02,P(A|B2)=0.01,P(A|B3)=

0.01,

故P(A)=0.02×0.3+0.01×0.5+0.01×0.2=

0.013.
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思考.有一批同一型号的产品,已知其中一厂生产的

占30%,二厂生产的占50%,三厂生产的占20%.又

知一厂、二厂的产品的次品率分别为2%,1%.从这

批产品中任取的一件是次品的概率是0.013,求三厂

的产品的次品率.

解:设事件A=“任取的一件为次品”,事件Bi=“任

取的一件为i厂的产品”,i=1,2,3.

由全概 率 公 式 得 P(A)=P(A|B1)P(B1)+

P(A|B2)P(B2)+P(A|B3)P(B3).

又P(B1)=0.3,P(B2)=0.5,P(B3)=0.2,

P(A|B1)=0.02,P(A|B2)=0.01,

设P(A|B3)=m,

故P(A)=0.02×0.3+0.01×0.5+m×0.2=0.013,

得m=0.01.

所以三厂的产品的次品率为1%.

1.全概率公式的主要用处在于它可以将一个复杂的

事件的概率计算问题,分解为若干个简单事件的概

率计算问题,最后应用概率的加法公式求出最终

结果.

2.利用全概率公式求概率的步骤

(1)设事件:把事件B(结果事件)看作某一过程的

结果,把 A1,A2,…,An 看作导致结果的若干个

原因;

(2)写概率:由已知,写出每一个原因发生的概率,

即P(Ai)(i=1,2,…,n)以及每一个原因对结果的

影响程度,即P(B|Ai);

(3)代公式:用全概率公式计算结果发生的概率,即

P(B)=∑
n

i=1
P(B|Ai)P(Ai).

1.已知某种传染疾病的患病率为5%,通过验血诊断

该病的误诊率为2%,即非患者中有2%的人诊断

为阳性,患者中有2%的人诊断为阴性.随机抽取一

人进行验血,则其诊断结果为阳性的概率为 (  )

A.0.46 B.0.046

C.0.68 D.0.068

D 解析:设“随机抽取一人进行验血,其诊断结果

为阳性”为事件 A,“随机抽取一人,其患病”为事

件B,则“随机抽取一人,其没有患病”为事件B,

则P(A)=P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B)=0.05

×0.98+0.95×0.02=0.068.
故选D.

2.某训练小组有20名射手,其中一、二、三级射手分

别有6名、9名、5名.已知一、二、三级射手在比赛中

击中目标的概率分别为0.9,0.8,0.6.现从该小组随

机选一人参加比赛,则该射手在比赛中击中目标的

概率为    .

0.78 解析:由题意知一、二、三级射手占比分别为

3
10
,9
20
,1
4
,且一、二、三级射手在比赛中击中目标的

概率分别为0.9,0.8,0.6,所以从该小组随机选一人

参加比赛,该射手在比赛中击中目标的概率为
3
10×

0.9+
9
20×0.8+

1
4×0.6=0.78.
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3.设有两箱同种商品,第一箱内装有50件,其中10
件优质品;第二箱内装有30件,其中18件优质品.
现在随意打开一箱,然后从箱中随意取出一件,求

取到优质品的概率.
解:设A=“取到的是优质品”,Bi=“打开的是第i
箱”(i=1,2).

P(B1)=P(B2)=
1
2
,P(A|B1)=

1
5
,P(A|B2)

=
3
5.

由全 概 率 公 式,得 P(A)=P(B1)P(A|B1)+

P(B2)·P(A|B2)=
1
2×

1
5+

1
2×

3
5=

2
5.
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 贝叶斯公式的应用

例3 某商业银行对在校贫困大学生提供助学贷款,
某贷款的大学生承诺毕业三年内还清助学贷款,若未

还清,则视该生不遵守承诺.假设贷款学生中可信的

学生占比为80%,可信的学生不遵守承诺的概率为

0.1,不可信的学生不遵守承诺的概率为0.95.用事件

A 表示“该生不遵守承诺”,事件B 表示“该生可信”.
(1)若该生在毕业三年内未还清贷款,则该生是可信

的学生的概率是多少?
(2)若该生在毕业三年内还清贷款,则该生是可信的

学生的概率是多少? (注:结果均精确到0.01)
解:(1)依据题意知P(B)=0.8,P(B)=0.2,

P(A|B)=0.1,P(A|B)=0.95.
由贝叶斯公式,得该生在毕业三年内未还清贷款,该
生是可信的学生的概率为

P(B|A)=
P(B)P(A|B)

P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B)

=
0.8×0.1

0.8×0.1+0.2×0.95
≈0.30.
(2)依据题意知P(B)=0.8,P(B)=0.2,P(A|B)=
0.9,P(A|B)=0.05.
由贝叶斯公式,得该生在毕业三年内还清贷款,该生

是可信的学生的概率为

P(B|A)=
P(B)P(A|B)

P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B)

=
0.8×0.9

0.8×0.9+0.2×0.05
≈0.99.

1.利用贝叶斯公式求概率的步骤

第一步:利用全概率公式计算P(A),

即P(A)=∑
n

i=1
P(Bi)P(A|Bi);

第二步:计算P(ABi),可利用P(ABi)=P(Bi)·

P(A|Bi)求解;

第三步:利用P(Bi|A)=
P(ABi)
P(A)

求解.

2.贝叶斯公式实质上是条件概率公式 P(Bi|A)=
P(BiA)
P(A)

,P(BiA)=P(Bi)·P(A|Bi),全概率公

式P(A)=∑
n

i=1
P(Bi)P(A|Bi)的综合应用.

3.如果某随机试验可以看成分两个阶段进行,且第一

阶段的各试验结果已知,随机试验结果未知,那么:
(1)若要求的是第二阶段某一个结果发生的概率,
则用全概率公式;(2)若第二阶段的某一个结果是

已知的,要求的是此结果为第一阶段某一个结果所

引起的概率,一般用贝叶斯公式,类似于求条件概

率.熟记这个特征,在遇到相关的题目时,可以准确

地选择方法进行计算,保证解题正确高效.

1.某商店从甲、乙、丙三个厂购买了一批灯泡,甲厂占

25%,乙厂占35%,丙厂占40%,各厂的次品率分

别为5%,4%,2%.某消费者从该商店购买了一只

灯泡.
(1)求消费者买到一只次品灯泡的概率;
(2)若消费者买到一只次品灯泡,则它是哪个厂生

产的可能性最大?
解:记事件 B 表示“消 费 者 买 到 一 只 次 品 灯 泡”,

A1,A2,A3 分别表示买到的灯泡是甲、乙、丙厂生

产的灯泡,根据题意,得

P(A1)=25%,P(A2)=35%,P(A3)=40%,

P(B|A1)=5%,P(B|A2)=4%,P(B|A3)=2%.

(1)P(B)=∑
3

i=1
P(Ai)P(B|Ai)=25%×5%+

35%×4%+40%×2%=0.0345.

(2)P(A1|B)=
P(A1B)
P(B) =

P(A1)P(B|A1)
P(B) =

25%×5%
0.0345 ≈0.3623,

P (A2|B)=
P(A2B)
P(B) =

P(A2)P(B|A2)
P(B) =

35%×4%
0.0345 ≈0.4058,

P (A3|B)=
P(A3B)
P(B) =

P(A3)P(B|A3)
P(B) =
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40%×2%
0.0345 ≈0.2319.

所以它是乙厂生产的可能性最大.
2.试卷中的一道选择题有4个选项可供选择,其中只

有1个选项是正确的.若考生会做这道题,则一定能

选出正确选项;若考生不会做这道题,则会随机选

取一个选项.设考生会做这道题的概率为0.85.
(1)求任一考生选出此题正确选项的概率;
(2)已知某考生做对了此题,求该考生会做这道题

的概率.
解:设 A 表示“该考生会做这道题”,B 表示“该考

生选出正确答案”,则P(A)=0.85,P(A)=0.15,

P(B|A)=1,P(B|A)=0.25.
(1)由全 概 率 公 式 得 P(B)=P(A)P(B|A)+
P(A)·P(B|A)=0.85×1+0.15×0.25=0.8875.

(2)由贝叶斯公式得P(A|B)=
P(A)P(B|A)

P(B) =

0.85×1
0.8875≈0.9577.

条件概率P(B|A)=
P(AB)
P(A)

→
乘法公式P(AB)=
P(A)P(B|A)

      
↓

全概率公式(由因求果)

P(B)=P(BA1)+P(BA2)+
…+P(BAn)

=P(A1)P(B|A1)+
P(A2)P(B|A2)+…+
P(An)P(B|An)

步骤
→
1.设事件

2.写概率

3.代公式

      
↓

*贝叶斯公式(执果寻因)

P(Ai|B)=
P(Ai)P(B|Ai)

P(B) =

P(Ai)P(B|Ai)

∑
n

k=1
P(Ak)P(B|Ak)

,i=1,2,…,n

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(十)

1.某篮球运动员进行投篮练习.若他前一球投进,则后

一球也投进的概率为
3
4
;若他前一球投不进,则后

一球投进的概率为
1
4.若他第1球投进的概率为

3
4
,

则他第2球投进的概率为 (B)

A.
3
4 B.

5
8

C.
7
16 D.

9
16

2.已知A,B 为样本空间Ω 中的事件,BA 与BA是互

斥的,B=BA+BA,且P(AB)=
1
2
,P(AB)=

1
3
,则

P(B)= (  )

A.
1
2 B.

1
3

C.
1
6 D.

5
6

D 解析:由互斥事件概率的加法公式,得

P(B)=P(AB)+P(AB)=
1
2+

1
3=

5
6.

3.已知甲袋中有6个红球、4个白球;乙袋中有8个红

球、6个白球.如果随机取一个袋子,再从该袋中随

机取一球,该球是红球的概率为     .

41
70 

解析:设B=“该球是红球”,A1=“取自甲袋”,

A2=“取自乙袋”.

由题意知P(B|A1)=
6
10
,P(B|A2)=

8
14
,

所以P(B)=P(A1)P(B|A1)+P(A2)P(B|A2)

=
1
2×

6
10+

1
2×

8
14=

41
70.

4.如图,现有完全相同的甲、乙两个箱子,其中甲箱装

有2个黑球和4个白球,乙箱装有2个黑球和3个

白球,这些球除颜色外完全相同.某人先从两个箱子

中任取一个箱子,再从中随机摸出一球.
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(1)求摸出的球是黑球的概率;
(2)若已知摸出的球是黑球,请用概率公式判断该

球取自哪个箱子的可能性更大.
解:(1)记事件 A 表示“球取自甲箱”,事件A表示

“球取自乙箱”,事件B 表示“取得黑球”,

则P(A)=P(A)=
1
2
,P(B|A)=

2
6=

1
3
,

P(B|A)=
2
5.

由全概率公式得P(B)=P(A)P(B|A)+P(A)·

P(B|A)=
1
2×

1
3+

1
2×

2
5=
11
30.

(2)该球取自乙箱的可能性更大.理由如下:
已知摸出的球是黑球,由条件概率得该球取自甲箱

的概 率 为 P(A|B)=
P(A)P(B|A)

P(B) =

1
2×

1
3

11
30

=
5
11.

已知摸出的球是黑球,由条件概率得该球取自乙箱

的概率为 P(A|B)=
P(A)P(B|A)

P(B) =

1
2×

2
5

11
30

=

6
11.

因为P(A|B)<P(A|B),所以该球取自乙箱

的可能性更大.
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1.有三个箱子,编号分别为1,2,3.已知1号箱装有1
个红球、4个白球,2号箱装有2个红球、3个白球,3
号箱装有3个红球.某人从三个箱子中任取一个,从
中任意摸出一球,取得红球的概率为 (  )

               
A.
8
15 B.

7
15

C.
5
7 D.

7
9

A 解析:记Ai=“球取自i号箱”(i=1,2,3),B=
“取得红球”.
B 发生总是伴随着A1,A2,A3 之一同时发生,
即B=A1B+A2B+A3B,且 A1B,A2B,A3B 两

两互斥,
则P(B)=P(A1B)+P(A2B)+P(A3B),

即P(B)=∑
3

i=1
P(Ai)P(B|Ai).

代入数据计算得P(B)=
8
15.

2.1号箱中有2个白球和4个红球,2号箱中有5个白

球和3个红球.现随机地从1号箱中取出1个球放

入2号箱,然后从2号箱中随机取出1个球,则从2
号箱取出红球的概率是    .
11
27 

解析:设A=“从2号箱中取出的是红球”,B=

“从1号箱中取出的是红球”,

则P(B)=
4
2+4=

2
3
,P(B)=1-P(B)=

1
3.

P(A|B)=
3+1
8+1=

4
9
,P(A|B)=

3
8+1=

1
3.

P(A)=P(AB∪AB)

=P(AB)+P(AB)

=P(A|B)P(B)+P(A|B)P(B)

=
4
9×

2
3+

1
3×

1
3

=
11
27.

3.设某工厂有两个车间生产同一种产品,第一车间的

次品率为0.15,第二车间的次品率为0.12,两个车

间生产的产品都混合堆放在一个仓库,假设第一、
二车间生产的产品数量之比为2∶3.今有一客户从

仓库中随机取一件产品,则该产品合格的概率为

    .
0.868 解析:设B=“从仓库中随机取一件产品是

合格品”,Ai=“取出的产品是第i 车间生产的产

品”,i=1,2,则B=A1B∪A2B.
因为第一、二车间生产的产品数量之比为2∶3,
所以P(A1)=0.4,P(A2)=0.6.
因为第一车间的次品率为0.15,第二车间的次品率

为0.12,所以P(B|A1)=1-0.15=0.85,P(B|A2)

=1-0.12=0.88.
所以P(B)=P(A1)P(B|A1)+P(A2)P(B|A2)

=0.4×0.85+0.6×0.88=0.868.
4.8支步枪中有5支已校准过,3支未校准.一名射手

用校准过的枪射击时,中靶的概率为0.8;用未校准

的枪射击时,中靶的概率为0.3.现该射手从8支枪

中任取一支用于射击,结果中靶,则所用的枪是校

准过的概率为    .
40
49 

解析:设事件B1表示“使用的枪校准过”,事件

B2表示“使用的枪未校准”,事件A 表示“射击时中

靶”,
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则P(B1)=
5
8
,P(B2)=

3
8
,P(A|B1)=0.8,

P(A|B2)=0.3.
由贝叶斯公式,
得P(B1|A)

=
P(A|B1)P(B1)

P(A|B1)P(B1)+P(A|B2)P(B2)

=
0.8×

5
8

0.8×
5
8+0.3×

3
8

=
40
49.

所以所用的枪是校准过的概率为
40
49.

5.青团是江南地区的传统特色小吃.现有甲、乙两个箱

子装有大小、外观均相同的青团,已知甲箱中有5
个蛋黄馅的青团和3个肉松馅的青团,乙箱中有4
个蛋黄馅的青团和3个肉松馅的青团.
(1)若从甲箱中任取2个青团,求这2个青团都是

肉松馅的概率;
(2)若先从甲箱中任取2个青团放入乙箱中,然后

再从乙箱中任取1个青团.求取出的这个青团是蛋

黄馅的概率.
解:(1)从甲箱中任取2个青团的样本点数为C28=
28.这2个青团都是肉松馅的样本点数为C23=3.

所以这2个青团都是肉松馅的概率P=
3
28.

(2)设事件A 为“从乙箱中任取1个青团,取出的这

个青团是蛋黄馅”,事件B1 为“从甲箱中取出的2
个青团都是蛋黄馅”,事件B2 为“从甲箱中取出的2
个青团为1个蛋黄馅1个肉松馅”,事件B3 为“从
甲箱中取出的2个青团都是肉松馅”,则事件B1,

B2,B3 彼此互斥.

P(B1)=
C25
C28
=
5
14
,P(B2)=

C15C13
C28
=
15
28
,P(B3)=

C23
C28
=

3
28
,P(A B1)=

2
3
,P(A B2)=

5
9
,P(A B3)=

4
9.

所以P(A)=P(B1)P(A B1)+P(B2)P(A B2)+

P(B3)P(A B3)=
5
14×

2
3+
15
28×

5
9+

3
28×

4
9=

7
12.

所以取出的这个青团是蛋黄馅的概率为
7
12.
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7.2　离散型随机变量及其分布列
学习任务目标
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  1.了解随机变量的意义,理解随机变量的概念.(数学抽象)

2.掌握离散型随机变量的分布列的性质.
3.理解两点分布,并能进行简单应用.
4.会求简单的离散型随机变量的概率分布.(数学运算)
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知识点一 随机变量

一般地,对于随机试验样本空间Ω 中的每个样本点

ω,都有唯一的实数 X(ω)与之对应,我们称 X 为随

机变量.可能取值为有限个或可以一一列举的随机变

量,我们称为离散型随机变量.通常用大写英文字母

表示随机变量,例如X,Y,Z;用小写英文字母表示随

机变量的取值,例如x,y,z.
知识点二 概率分布列

(1)定义:一般地,设离散型随机变量 X 的可能取值

为x1,x2,…,xn,我们称X 取每一个值xi 的概率P
(X=xi)=pi,i=1,2,…,n 为X 的概率分布列,简
称分布列.
(2)表示方法:表格法、图形法.
(3)性质:①pi≥0,i=1,2,…,n;
②p1+p2+…+pn=1.
知识点三 两点分布
若离散型随机变量X 的分布列为(其中0≤p≤1)

X 0 1

P 1-p p

则称X 服从两点分布,或0-1分布.
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1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)离散型随机变量的取值是任意的实数. (×)
(2)随机变量的取值可以是有限个,也可以是无限个.

(√)
(3)杭州第19届亚运会上中国取得的金牌数是

随机变量. (×)

2.已知随机变量X 的分布列是

X 1 2 3

P 1
3 a b

               则a+b= (  )

A.
2
3 B.

3
2 C.1 D.

3
4

A 解析:由随机变量 X 的分布列的性质得
1
3+a

+b=1,解得a+b=
2
3.

3.(多选)下列问题中的随机变量服从两点分布的是

(  )

A.抛掷一枚骰子,所得点数为随机变量X

B.某射手射击一次,击中目标的次数为随机变量X
C.从装有5个红球、3个白球的袋中任取1个球,令

随机变量X=
1,取出白球,

0,取出红球{
D.某医生做一次手术,手术成功的次数为随机变

量X
BCD 解析:两点分布又叫0-1分布,所有的试验

结果有两个,B,C,D满足定义.而抛掷一枚骰子,所
得点数为随机变量X,则X 的所有可能的结果有6
个,不服从两点分布.

4.请思考并回答下列问题:
(1)随机变量的定义与函数的定义有何区别与

联系?
提示:随机变量的定义与函数的定义类似,样本点

ω 相当于函数定义中的自变量,而样本空间Ω 相当

于函数的定义域,不同之处在于Ω 不一定是数集.
(2)一次试验中变量X 只有1和2两个取值,变量

X 是否服从两点分布?
提示:不服从,因为两点分布中随机变量的取值只

能是0和1,因此两点分布又称0-1分布.
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 离散型随机变量的判定及取值

1.(多选)抛掷两枚骰子一次,记第一枚骰子掷出的点

数减去第二枚骰子掷出的点数之差为 X,那么“X
≤-4”表示的随机试验的结果是 (  )

A.第一枚1点、第二枚4点

B.第一枚2点、第二枚6点

C.第一枚1点、第二枚5点

D.第一枚1点、第二枚6点

BCD 解析:抛掷两枚骰子,点数之差满足小于等

于-4的只有三种情况,即第一枚为1点、第二枚为

6点,第一枚为1点、第二枚为5点,第一枚为2点、
第二枚为6点.

2.写出下列随机变量可能的取值,并说明随机变量所

取的值表示的随机试验的结果.
(1)从一个装有编号为1~10的10个球的袋中,任
取1个球,被取出的球的编号为X;
(2)一个袋中装有10个红球、5个白球,从中任取4
个球,其中所含红球的个数为X;
(3)投掷甲、乙两枚骰子,所得点数之和为X.

解:(1)X 的可能取值为1,2,3,…,10.
X=k(k=1,2,…,10)表示“取出k 号球”.
(2)X 的可能取值为0,1,2,3,4.
X=k 表示“取出k 个红球,(4-k)个白球”,其中k
=0,1,2,3,4.
(3)以(i,j)表示“投掷甲、乙两枚骰子,骰子甲得i
点且骰子乙得j点”.
X 的可能取值为2,3,4,…,12.
X=2表示(1,1);X=3表示(1,2),(2,1);X=4
表示(1,3),(2,2),(3,1);…;X=12表示(6,6).

用随机变量表示随机试验结果的问题的关键点和注

意点

(1)关键点:明确随机变量的所有可能取值,以及取每

一个值对应的意义,即一个随机变量的取值对应一个

或多个随机试验的结果.
(2)注意点:解答过程中不要漏掉某些试验结果.
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 离散型随机变量分布列的性质

例1 已知离散型随机变量ξ的分布列如下:

ξ -1 0 1

P 1
2 1-2q q2

(1)上表中的q可以取任意实数吗?
(2){ξ=-1},{ξ=0},{ξ=1}是两两互斥的事件,且
{ξ=-1}∪{ξ=0}∪{ξ=1}是必然事件.由此思考,
如何求q的值?

解:(1)由0≤1-2q≤1,0≤q2≤1,解得0≤q≤
1
2.

(2)由
1
2+

(1-2q)+q2=1,解得q=1-
2
2

或q=1

+
2
2
(舍去).

离散型随机变量分布列的性质的应用

(1)利用离散型随机变量的分布列的性质可以求与概

率有关的参数的值或取值范围,还可以检验所求分布

列是否正确.
(2)由于离散型随机变量的各个可能取值表示的事件

是两两互斥的,所以离散型随机变量在某一范围内取

值的概率等于它取这个范围内各个值的概率之和.

1.若随机变量X 的分布列如下表,则a 的值为

(  )

X 1 2 3 4

P 1
2

1
6

1
4 a

               
A.1 B.

1
12 C.

1
3 D.

1
6

B 解析:由分布列的性质,有1
2+

1
6+

1
4+a=1

,

解得a=
1
12.

2.离散型随机变量X 的分布列为

X 0 1

P 9C2-C 3-8C

则常数C 的值为 (  )

A.
2
3 B.

1
3

C.
2
3

或
1
3 D.以上都不对

B 解析:由离散型随机变量X 的分布列,

得

0≤9C2-C≤1,
0≤3-8C≤1,

9C2-C+3-8C=1,

ì

î

í

ïï

ïï

解得C=
1
3.

3.设随机变量X 的分布列为

X 1 2 3 4

P 1
3 m 1

4
1
6

则P(|X-3|=1)= (  )

A.
7
12 B.

5
12 C.

1
4 D.

1
6

B 解析:根据概率分布列的性质,有1
3+m+

1
4+

1
6=1

,解得m=
1
4.所以P(|X-3|=1)=P(X=

4)+P(X=2)=
1
6+

1
4=

5
12.

4.设随机变量X 的分布列为P(X=k)=
C

k(k+1)
,k

=1,2,3,C 为 常 数,则 P (0.5<X <2.5)

=    .
8
9 

解析:由C× ( 11×2+
1
2×3+

1
3×4) =1,得C

=
4
3.

所以P(0.5<X<2.5)=P(X=1)+P(X=2)=
2
3+

2
9=

8
9.
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 两点分布

例2 一个袋中装有除颜色外其他都相同的3个白

球和4个红球.
(1)从此袋中任意摸出1个球,用 X=0表示摸出白

球,用X=1表示摸出红球,即X=
0,摸出白球,

1,摸出红球,{ 求

X 的分布列;
(2)从此袋中任意摸出两个球,用X=0表示“两个球

全是白球”,用X=1表示“两个球不全是白球”,求X

的分布列.

解:(1)由题意知P(X=0)=
3
7
,P(X=1)=

4
7.

所以X 的分布列为

X 0 1

P 3
7

4
7
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(2)由题意知 P(X=0)=
C23
C27
=
1
7
,P(X=1)=1-

P(X=0)=
6
7.

所以X 的分布列为

X 0 1

P 1
7

6
7

1.两点分布的特点

(1)两点分布中只有两个对应结果,且两个结果是

对立的.
(2)由对立事件的概率可知,若 X 服从两点分布,
则P(X=0)+P(X=1)=1.

2.两点分布的适用范围

(1)研究只有两个结果的随机试验的概率分布规律.
(2)研究某一随机事件是否发生的概率分布规律.
如抽取的彩券是否中奖、买回的一件产品是不是正

品、新生婴儿的性别、投篮是否命中等,都可以用两

点分布来研究.

1.设某试验的成功率是失败率的2倍.用随机变量ξ
去描述一次试验的成功与否(ξ=1表示“试验成

功”,ξ=0表示“试验失败”),则P(ξ=0)等于

(  )
               
A.0 B.

1
2 C.

1
3 D.

2
3

C 解析:由题意知ξ=0表示“试验失败”,ξ=1表

示“试验成功”.
设失败率为p,则成功率为2p,ξ的分布列为

ξ 0 1

P p 2p

由p+2p=1,得p=
1
3.故P(ξ=0)=

1
3.

2.设随机变量X 服从两点分布.若P(X=1)-P(X
=0)=0.2,则P(X=1)= (  )
A.0.2 B.0.4 C.0.6 D.0.8
C 解析:根据题意和两点分布的性质可知

P(X=1)-P(X=0)=0.2,
P(X=1)+P(X=0)=1,{ 解得P(X=1)=0.6.
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 离散型随机变量的分布列

例3 一个箱子里装有5个大小相同的球,有3个白

球、2个红球.从此箱中摸出2个球,用X 表示摸出的

2个球中的白球个数,求X 的分布列.
解:用X 表示摸出的2个球中的白球个数,X 的所有

可能取值为0,1,2.

P(X=0)=
C22
C25
=
1
10
,P(X=1)=

C13C12
C25
=
3
5
,

P(X=2)=
C23
C25
=
3
10.

故X 的分布列为

X 0 1 2

P 1
10

3
5

3
10
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.每次从此箱中任取一个球,若取出红球,则不

再放回,直 到 取 出 白 球 为 止,求 取 球 次 数 X 的 分

布列.
解:X 的可能取值为1,2,3,

第1次取到白球的概率为P(X=1)=
3
5
,

第2次取到白球的概率为P(X=2)=
2
5×

3
4=

3
10
,

第3次取到白球的概率为P(X=3)=
2
5×

1
4×1=

1
10.

所以X 的分布列为
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 X 1 2 3

P 3
5

3
10

1
10

思考2.每次从此箱中任取一个球,取出的球不再放

回,直到取出所有白球为止,求取球次 数 X 的 分

布列.
解:X 的所有可能取值为3,4,5.

3次取到所有白球的概率为P(X=3)=
3
5×

2
4×

1
3=

1
10
,

4次取到所有白球的概率为P(X=4)=
2
5×

3
4×

2
3×

1
2+

3
5×

2
4×

2
3×

1
2+

3
5×

2
4×

2
3×

1
2=

3
10
,

5次取到所有白球的概率为P(X=5)=1-
1
10-

3
10

=
3
5
,

所以X 的分布列为

X 3 4 5

P 1
10

3
10

3
5
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求离散型随机变量分布列的步骤

明取值
明确随机变量的可能取值有哪些,

且每一个取值都有意义

求概率
↓ 弄清楚随机变量的概率类型,利

用相关公式求出变量取每个值所

对应的概率

画表格
↓

按规范形式写出分布列

做检验
↓ 利用分布列的性质检验分布列是

否正确

1.根据统计数据,甲、乙两名射击运动员,甲射击一次

命中10环、9环、8环的概率分别为
2
5
,2
5
,1
5
;乙射

击一次命中10环、9环的概率分别为
1
6
,5
6.一轮射

击中,甲、乙各射击一次.甲、乙射击相互独立,每次

射击也互不影响.
(1)在一轮射击中,求甲命中的环数不高于乙命中

的环数的概率;
(2)记一轮射击中,甲、乙命中的环数之和为 X,求

X 的分布列;
(3)进行三轮射击,求甲、乙命中的环数之和不低于

52环的概率.
解:(1)当甲命中环数高于乙命中环数时,只有一种

情况:甲命中10环,且乙命中9环,这时概率p'=
2
5×

5
6=

1
3.所以甲命中的环数不高于乙命中的环

数的概率p=1-p'=
2
3.

(2)甲、乙命中的环数之和X 的可能取值为17,18,

19,20,

P(X=17)=
1
5×

5
6=

1
6
,

P(X=18)=
1
5×

1
6+

2
5×

5
6=
11
30
,

P(X=19)=
2
5×

5
6+

2
5×

1
6=

2
5
,

P(X=20)=
2
5×

1
6=

1
15.

所以随机变量X 的分布列为

X 17 18 19 20

P 1
6

11
30

2
5

1
15

(3)甲、乙命中的环数之和低于52环时,甲、乙每轮

命中环数之和都是17,其概率p1= (16 )
3

=
1
216.

所以甲、乙命中的环数之和不低于52环的概率p

=1-p1=1-
1
216=

215
216.

2.设S 是不等式x2-x-6≤0的解集,整数 m,n
∈S.
(1)记“有序数组(m,n)使得m+n=0成立”为事

件A,试列举A 包含的样本点;
(2)设X=m2,求X 的分布列.
解:(1)由x2-x-6≤0,得-2≤x≤3,
即S={x|-2≤x≤3}.
因为m,n∈Z,m,n∈S 且m+n=0,
所以A 包含的样本点为(-2,2),(2,-2),(-1,

1),(1,-1),(0,0).
(2)因 为 m 的 所 有 不 同 的 取 值 为-2,-1,0,1,

2,3,
所以X=m2 的所有不同的取值为0,1,4,9,

且有P(X=0)=
1
6
,P(X=1)=

2
6=

1
3
,P(X=4)

=
2
6=

1
3
,P(X=9)=

1
6.

故X 的分布列为

X 0 1 4 9

P 1
6

1
3

1
3

1
6
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课后素养评价(十一)

1.给出下列各量:

①某机场候机室中一天的游客数量;

②某寻呼台一天内收到的寻呼次数;

③某同学离开自己学校的距离;

④将要举行的绘画比赛中某同学获得的名次;

⑤体积为8m3 的正方体的棱长.
其中是离散型随机变量的是 (  )

A.①②④ B.①②③
C.③④⑤ D.②③④
A 解析:由题意,①②④是离散型随机变量,③是

连续型随机变量,⑤中体积为8m3 的正方体的棱

长是一个常量,不是随机变量.故选A.
2.袋中装有大小相同的5个球,分别标有1,2,3,4,5

五个号码,现在有放回地随机取出2个球,设2个

球的号码之和为随机变量ξ,则ξ 所有可能取值的

个数是 (  )

A.25 B.10 C.15 D.9
D 解析:由题意得两个球的号码之和可能为2,3,

4,5,6,7,8,9,10,共9个.故选D.
3.随机变量 X 的所有可能取值是-2,0,3,5,且

P(X=-2)=
1
4
,P(X=3)=

1
2
,P(X=5)=

1
12
,

则P(X=0)的值为 (  )

A.0 B.
1
4 C.

1
6 D.

1
8

C 解析:因为P(X=-2)+P(X=0)+P(X=

3)+P(X=5)=1,即
1
4+P(X=0)+

1
2+

1
12=1

,

所以P(X=0)=
2
12=

1
6.

4.设随机变量X 等可能地从1,2,3,4,…,10中取值.
若随机变量Y=2X-1,则P(Y<6)的值为 (  )

A.0.3 B.0.5 C.0.1 D.0.2
A 解析:Y<6,即2X-1<6,所以 X<3.5.所以

X=1,2,3,故P(Y<6)=0.3.
5.某袋中装有大小相同的10个红球,5个黑球.从中

每次随机抽取1个球,若取到黑球,则另换1个红

球放回袋中,直到取到红球为止.若抽取的次数为

X,则事件“放回5个红球”可表示为 (  )

A.{X=4} B.{X=5}

C.{X=6} D.{X≤4}

C 解析:第一次取到黑球,则放回1个红球;第二

次取到黑球,则共放回2个红球……第五次取到黑

球,则共放回5个红球;第六次取到了红球,停止取

球,故X=6.故选C.
6.一袋中装有5个球,编号分别为1,2,3,4,5,从袋中

一次随机取出3个球,以ξ表示取出的3个球中的

最小编号,则随机变量ξ的分布列为 (  )

A.
ξ 1 2 3

P 1
3

1
3

1
3

B.
ξ 1 2 3 4

P 1
10

1
5

3
10

2
5

C.
ξ 1 2 3

P 3
5

3
10

1
10

D.
ξ 1 2 3

P 1
10

3
10

3
5

C 解析:随机变量ξ的可能取值为1,2,3,

P(ξ=1)=
C24
C35
=
3
5
,P(ξ=2)=

C23
C35
=
3
10
,P(ξ=3)=

C22
C35
=
1
10.

故选C.

7.已知随机变量X 的可能取值有3个,取这3个值的

概率分别为p1,p2,p3,且p1,p2,p3成等差数列,
则公差d 的取值范围是    .

-
1
3
,1
3

é

ë
êê

ù

û
úú 解析:由分布列的性质及等差数列的

性质得p1+p2+p3=3p2=1,p2=
1
3.

又
p1≥0,

p3≥0,{ 即

1
3-d≥0

,

1
3+d≥0

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

得-
1
3≤d≤

1
3.

8.设离散型随机变量X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 0.2 0.1 0.1 0.3 m

求随机变量η= X-1 的分布列.
解:由题可知m=1-0.2-0.1-0.1-0.3=0.3,列
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表为

X 0 1 2 3 4

|X-1| 1 0 1 2 3

P 0.2 0.1 0.1 0.3 0.3

所以P(η=0)=P(X=1)=0.1,

P(η=1)=P(X=0)+P(X=2)=0.2+0.1=0.3,

P(η=2)=P(X=3)=0.3,

P(η=3)=P(X=4)=0.3.
故η=|X-1|的分布列为

η 0 1 2 3

P 0.1 0.3 0.3 0.3

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

1.(多选)甲、乙两人下象棋,赢了得3分,平局得1
分,输了得0分,共下三局.用ξ表示甲的得分,则事

件 {ξ=3}表示的可能结果为 (  )

A.甲赢三局 B.甲赢一局输两局

C.甲、乙平局三次 D.甲赢一局

BC 解析:甲赢一局输两局得3分,甲与乙平局三

次得3分.
2.已知随机变量ξ的分布列为

ξ 0 1 2
P a b c

其中a,b,c成等差数列,则函数f(x)=x2+2x+ξ
有且只有一个零点的概率为 (  )

A.
1
6 B.

1
3 C.

1
2 D.

5
6

B 解 析:由 题 意 知 a,b,c ∈ [0,1],且

2b=a+c,

a+b+c=1,{ 解得b=
1
3.又由函数f(x)=x2+

2x+ξ 有且只有一个零点,即方程x2+2x+ξ=0
只有一个根,可得Δ=4-4ξ=0,解得ξ=1.所以

P(ξ=1)=
1
3.故选B.

3.已知随机变量ξ满足P(ξ≤n)=1-a,P(ξ≥m)=
1-b,其中m<n,则P(m≤ξ≤n)等于 (  )

A.(1-a)(1-b) B.1-a(1-b)

C.1-(a+b) D.1-b(1-a)

C 解析:P(m≤ξ≤n)=1-P(ξ>n)-P(ξ<m)

=1-[1-(1-a)]-[1-(1-b)]=1-(a+b).
4.(新定义)泊松分布是一种离散概率分布,适合于描

述单位时间内随机事件发生的次数.泊松分布的概

率分布列为P(X=k)=
λk

k!e
-λ(k=0,1,2,…),e是

自然对数的底数,λ 是泊松分布的均值.已知钚239
是钚的同位素,一纳克钚239每秒平均发生2.3次

放射性衰变,假设衰变次数服从泊松分布,则2s内

一纳克钚239恰好发生4次放射性衰变的概率约

为(参考数据:e4.6≈99.48,2.34≈27.98) (  )

A.0.342 B.0.188 C.0.658 D.0.812
B 解析:因为一纳克钚239每秒平均发生2.3次放

射性衰变,所以2s内一纳克钚239发生放射性衰

变的均值为4.6次.
因为衰变次数服从泊松分布,所以λ=4.6,

所以P(X=4)=
4.64

4! ×e
-4.6=

24×2.34

4! ×
1
e4.6≈

2
3

×
27.98
99.48≈0.188.

故选B.

5.某商场经销某商品,根据以往资料统计,顾客采用

的付款期数ξ的分布列为

ξ 1 2 3 4 5

P 0.4 0.2 0.2 0.1 0.1

商场经销一件该商品,顾客采用1期付款(不分

期),其利润为200元;分2期或3期付款,其利润为

250元;分4期或5期付款,其利润为300元.若η
表示商场经销一件该商品的利润,求η的分布列.
解:η的可能取值为200,250,300.
P(η=200)=P(ξ=1)=0.4,

P(η=250)=P(ξ=2)+P(ξ=3)=0.2+0.2=0.4,

P(η=300)=P(ξ=4)+P(ξ=5)=0.1+0.1=0.2.
故η的分布列为

η 200 250 300

P 0.4 0.4 0.2

6.从一批含有10个合格品与3个次品的产品中,一
个一个地抽取,设每个产品被抽到的可能性相同.在
下列两种情况下,分别求出取到合格品所需抽取次

数X 的分布列.
(1)每次取出的产品都不放回到该批产品中;
(2)每次取出的产品都立即放回到该批产品中,然
后抽取下一个产品.
解:(1)X 的所有可能取值为1,2,3,4.

P(X=1)=
10
13
,

P(X=2)=
A13C110
A213

=
5
26
,
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P(X=3)=
A23C110
A313

=
5
143
,

P(X=4)=
A33C110
A413

=
1
286.

故X 的分布列为

X 1 2 3 4

P 10
13

5
26

5
143

1
286

(2)X=1,即第一次取出合格品,故P(X=1)=
10
13
,

X=2,即第2次取到合格品,第1次取到不合格品,

故P(X=2)=
3×10
13×13=

3
13×

10
13
,

……

X=n(n∈N*,n≤13),
即第n 次取到合格品,前(n-1)次取到的产品均不

合格,故P(X=n)=
3n-1×10
13n = 3

13
æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

×
10
13.

故X 的分布列为

X 1 2 … n …

P 10
13

3
13×

10
13

… 3
13( )

n-1

×
10
13

…
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7.3　离散型随机变量的数字特征

7.3.1 离散型随机变量的均值

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解离散型随机变量的均值的意义和性质.
  2.会根据离散型随机变量的分布列求出均值.(数学抽象、数学运算)

  3.会利用离散型随机变量的均值解决一些实际问题.(数学建模)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点 离散型随机变量的均值及其性质

(1)定义:一般地,若离散型随机变量X 的分布列为

X x1 x2 … xn

P p1 p2 … pn

则称E(X)=x1p1+x2p2+…+xnpn=∑
n

i=1
xipi为随

机变量X 的均值或数学期望.
(2)意义:均值是随机变量可能取值关于取值概率的

加权平均数,它综合了随机变量的取值和取值的概

率,反映了随机变量取值的平均水平.
(3)一般地,如果随机变量 X 服从两点分布,那么

E(X)=p.
(4)性质:E(X+b)=E(X)+b,E(aX)=aE(X),

E(aX+b)=aE(X)+b.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)随机变量的均值与样本的平均值是同一个概念.

(×)
(2)E(aX+bY)=(a+b)[E(X)+E(Y)]. (×)
(3)随机变量的均值与随机变量本身的单位不相同.

(×)
(4)常数的均值就是这个常数本身. (√)

2.若随机变量X 的分布列为

X -1 0 1

P 1
2

1
6

1
3

则E(X)= (  )
               
A.0 B.-1 C.-

1
6 D.-

1
2

C 解析:E(X)=(-1)×
1
2+0×

1
6+1×

1
3=

-
1
6.
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3.请思考并回答下列问题:
(1)如何理解随机变量的均值?
提示:随机变量的均值也称数学期望(数学期望简

称期望),均值是随机变量可能取值关于取值概率

的加权平均数,它综合了随机变量的取值和取值的

概率,反映了随机变量取值的平均水平.
(2)随机变量的均值与样本均值有何区别与联系?
提示:随机变量的均值是一个确定的数,而样本均

值具有随机性,它围绕着随机变量的均值波动.随
着重复试验次数的增加,样本均值的波动幅度一般

会越来越小.因此,我们常用随机变量的观测值的

均值去估计随机变量的均值.
(3)通过教材例4的学习你有怎样的收获?
提示:决策问题首先要根据实际问题明确决策的目

标:期望损失最小(期望收益最大等),然后计算每

个方案的结果,再从期望损失最小(期望收益最大

等)的角度做出合理的选择.决策问题的答案往往

不唯一,只 要 有 理 有 据 即 可,但 我 们 多 数 从 期 望

入手.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
 离散型随机变量的均值公式及性质

例1 已知随机变量X 的分布列为

X -2 -1 0 1 2

P 1
4

1
3

1
5 m 1

20

若Y=-2X,则E(Y)=    .

17
15 

解析:由分布列的性质,得

1
4+

1
3+

1
5+m+

1
20=1

,解得m=
1
6.

所以E(X)=(-2)×
1
4+

(-1)×
1
3+0×

1
5+1×

1
6+2×

1
20=-

17
30.

由Y=-2X,得E(Y)=-2E(X),

即E(Y)=-2× -
17
30

æ

è
ç

ö

ø
÷=
17
15.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.若Y=2X-3,求E(Y).

解:由例题知E(X)=-
17
30
,则E(Y)=E(2X-3)=

2E(X)-3=2× -
17
30

æ

è
ç

ö

ø
÷-3=-

62
15.

思考2.若Y=aX+3,且E(Y)=-
11
2
,求实数a的值.

解:由例题知E(X)=-
17
30
,

则E(Y)=E(aX+3)=aE(X)+3=-
17
30a+3=-

11
2
,

解得a=15.

1.已知离散型随机变量的分布列求均值,可直接套用公

式E(X)=x1p1+x2p2+…+xnpn 来求解.
2.求aX+b型随机变量的均值,可利用均值的性质求

解,即E(aX+b)=aE(X)+b;也可以先列出aX+b
的分布列,再用均值公式求解.

1.已知随机变量ξ的分布列为P(ξ=k)=
1
4
,k=0,

1,2,3,则E(2ξ+4)= (  )
A.6 B.7
C.8 D.9
B 解析:因为随机变量ξ 的分布列为P(ξ=k)=
1
4
,k=0,1,2,3,所以E(ξ)=(0+1+2+3)×

1
4=

3
2
,E(2ξ+4)=2E(ξ)+4=7.

2.(2022·浙江)现有7张卡片,分别写上数字1,2,2,
3,4,5,6.从这7张卡片中随机抽取3张,记所抽取

卡片上数字的最小值为ξ,则P(ξ=2)=    ,
E(ξ)=    .
16
35 

12
7 

解析:从写有数字1,2,2,3,4,5,6的7张

卡片中任取3张,共有C37 种取法,其中所抽取的卡

片上的数字的最小值为2的取法有(C22C14+C12C24)

种,所以P(ξ=2)=
C22C14+C12C24

C37
=
16
35.

由已知可得ξ的可能取值有1,2,3,4,P(ξ=1)=
C26
C37
=
15
35
,P(ξ=2)=

16
35
,P(ξ=3)=

C23
C37
=
3
35
,

P(ξ=4)=
1
C37
=
1
35
,所以E(ξ)=1×

15
35+2×

16
35+3

×
3
35+4×

1
35=

12
7.
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 求离散型随机变量的均值

例2 某超市计划销售一种酸奶,根据往年销售经

验,每天的需求量与当天的最高气温(单位:℃)有关.
如果最高气温不低于25,需求量为500瓶;如果最高

气温位于区间[20,25),需求量为300瓶;如果最高气

温低于20,需求量为200瓶.该超市统计了前三年六

月份各天的最高气温数据,得到下面的频数分布表:

最高气温/℃ [10,15) [15,20) [20,25)

天数 2 16 36

最高气温/℃ [25,30) [30,35) [35,40)

天数 25 7 4

以最高气温位于各区间的频率代替最高气温位于该

区间的概率.
(1)设六月份这种酸奶一天的需求量为X(单位:瓶),
求X 的数学期望;
(2)设六月份一天销售这种酸奶的利润为Y(单位:
元),且Y=1.2X,试求Y 的数学期望.
解:(1)由 题 意 知,X 的 所 有 可 能 取 值 为 200,

300,500.

由题表可知P(X=200)=
2+16
90 =0.2,

P(X=300)=
36
90=0.4

,

P(X=500)=
25+7+4
90 =0.4.

因此X 的分布列为

X 200 300 500

P 0.2 0.4 0.4

E(X)=200×0.2+300×0.4+500×0.4=360.
(2)E(Y)=E(1.2X)=1.2E(X)=1.2×360=432.

求离散型随机变量的均值的步骤

(1)确定取值:根据随机变量X 的意义,写出X 可能

取得的全部值;
(2)求概率:求X 取每个值的概率;
(3)写分布列:写出X 的分布列;
(4)求均值:由均值的定义E(X)=x1p1+x2p2+…

+xnpn求出E(X).

1.甲、乙两人分别独立参加招生面试.若甲、乙能通过

面试的概率都是
1
3
,则面试结束后通过的人数ξ的

数学期望是 (  )

A.
2
3 B.

11
9

C.1 D.
8
9

A 解析:依题意,ξ的可能取值为0,1,2.

且P(ξ=0)= (1-13 )× (1-13 )=49,

P(ξ=1)=
1
3× (1-13 )+ (1-13 )×13=

4
9
,

P(ξ=2)=
1
3×

1
3=

1
9.

所以ξ的分布列为

ξ 0 1 2

P 4
9

4
9

1
9

故ξ的数学期望E(ξ)=0×
4
9+1×

4
9+2×

1
9

=
2
3.

2.甲、乙两人对同一目标各射击一次,甲命中的概率

为
2
3
,乙命中的概率为

4
5.若命中目标的人数为X,

则E(X)=    .
22
15 

解析:由题意可知,X 的所有可能取值为0,

1,2.

因为P(X=0)= (1-23 ) × (1-45 ) =13×
1
5

=
1
15
,

P(X=1)= (1-23 )×45+
2
3× (1-45 )=13×

4
5

+
2
3×

1
5=

2
5
,

P(X=2)=
2
3×

4
5=

8
15.

所以X 的分布列为

X 0 1 2

P 1
15

2
5

8
15

所以E(X)=0×
1
15+1×

2
5+2×

8
15=

22
15.

3.一个盒子里有1个红球、1个绿球、2个黄球,每次

从中随机取出一个,不放回,取出红球即停.设取出

黄球的个数为ξ,则 P(ξ=0)=    ,E(ξ)

=    .
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1
3 1 

解析:由题知,ξ的可能取值为0,1,2,

P(ξ=0)=
1
4+

1
4×

1
3=

1
3
,

P(ξ=1)=
2
4×

1
3+

2
4×

1
3×

1
2+

1
4×

2
3×

1
2

=
1
3
,

P(ξ=2)=1-
1
3-

1
3=

1
3.

所以E(ξ)=0×
1
3+1×

1
3+2×

1
3=1.
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 两点分布的均值

例3 (1)已知随机变量 X 满足P(X=1)=0.3,

P(X=0)=0.7,则E(X)等于 (  )

A.0.3 B.0.7
C.0.21 D.1
A 解析:根据题意知随机变量 X 服从两点分布,所
以E(X)=0.3.
(2)若离散型随机变量X 的分布列为

X 0 1

P a
2

a2

2

则X 的均值E(X)等于 (  )

A.2

B.2或
1
2

C.
1
2

D.1

C 解析:由分布列的性质知,a
2+

a2

2=1
,解得a=1

或a=-2(舍去).

所以E(X)=0×
1
2+1×

1
2=

1
2.

两点分布的特点

(1)两点分布中只有两个对应结果,且两个结果是对

立的.
(2)由对立事件的概率求法可知P(X=0)+P(X=
1)=1.

在掷一枚图钉的随机试验中,令X=
1,针尖向上,

0,针尖向下.{ 如

果针尖向上的概率为
2
5
,那么试写出随机变量 X 的

分布列并求其均值.

解:根据 分 布 列 的 性 质,针 尖 向 下 的 概 率 是1-
2
5

=
3
5.

则随机变量X 的分布列为

X 0 1

P 3
5

2
5

E(X)=0×
3
5+1×

2
5=

2
5.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

 离散型随机变量的均值的应用

例4 甲、乙两名射箭运动员射中目标箭靶的环数的

分布列如表所示.

环数X 7 8 9 10

甲射中的概率 0.1 0.2 0.3 0.4

乙射中的概率 0.15 0.25 0.4 0.2

(1)分别计算甲射中环数和乙射中环数的均值.
(2)从均值角度,比较甲、乙射箭水平的高低.
解:(1)甲射中环数的均值为

7×0.1+8×0.2+9×0.3+10×0.4=9.
乙射中环数的均值为

7×0.15+8×0.25+9×0.4+10×0.2=8.65.
(2)从均值角度,甲的射箭水平比乙高.

1.实际生活中的均值问题

均值在实际生活中有着广泛的应用,如体育比赛的

安排和成绩预测,消费预测,工程方案的预测,产品

合格率的预测,投资收益的预测等,都可以通过计

算随机变量的均值来进行.

2.概率模型的解题步骤

(1)审题,确定实际问题是哪一种概率模型,可能用

到的事件类型,所用的公式有哪些;

(2)确定随机变量的分布列,计算随机变量的均值;

(3)对照实际意义,得出概率、均值等所表示的结论.
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1.某公司计划购买2台机器,该种机器使用三年后即

被淘汰.机器有一易损零件,在购进机器时,可以额

外购买这种零件作为备件,每个200元.在机器使用

期间,如果备件不足再购买,则每个500元.现需对

购买机器时应同时购买几个易损零件作出决策,为

此搜集并整理了100台这种机器在三年使用期内

更换的易损零件数,得到下面的统计图.

以这100台机器更换的易损零件数的频率代替每

台机器更换的易损零件数的概率,记X 表示2台机

器三年内共需更换的易损零件数,n 表示购买2台

机器时应同时购买的易损零件数.
(1)求X 的分布列;

(2)若要求P(X≤n)≥0.5,确定n 的最小值;

(3)以购买易损零件所需费用的期望值为决策依

据,在n=19与n=20之中选择一个,应选择哪个?

解:(1)由题意可得,1台机器在三年内需更换的易

损零件数为8,9,10,11的概率分别为0.2,0.4,0.2,

0.2.
从而P(X=16)=0.2×0.2=0.04,

P(X=17)=2×0.2×0.4=0.16,

P(X=18)=2×0.2×0.2+0.4×0.4=0.24,

P(X=19)=2×0.2×0.2+2×0.4×0.2=0.24,

P(X=20)=2×0.2×0.4+0.2×0.2=0.2,

P(X=21)=2×0.2×0.2=0.08,

P(X=22)=0.2×0.2=0.04.
所以X 的分布列为

X 16 17 18 19 20 21 22

P 0.04 0.16 0.24 0.24 0.2 0.08 0.04

(2)由(1)知P(X≤18)=0.44,P(X≤19)=0.68,

故n 的最小值为19.
(3)记Y 表示2台机器在购买易损零件上所需的费

用(单位:元).
当n=19时,

E(Y)=19×200×0.68+(19×200+500)×0.2+
(19×200+2×500)×0.08+(19×200+3×500)

×0.04=4040.
当n=20时,

E(Y)=20×200×0.88+(20×200+500)×0.08+
(20×200+2×500)×0.04=4080.
可知当n=19时所需费用的期望值小于当n=20
时所需费用的期望值,故应选n=19.

2.《周易》包括《经》和《传》两个部分,《经》主要是六十

四卦和三百八十四爻,它反映了中国古代的二进制

计数的思想方法.若把阳爻“ ”当作数字“1”,把

阴爻“ ”当作数字“0”,则六十四卦表示的数

如下:

卦名 符号 二进制数 十进制数

坤 000000 0

剥 000001 1

比 000010 2

观 000011 3

… … … …

(1)成语“否极泰来”包含了“否”卦 和“泰”卦

,试分别写出这两个卦所表示的十进制数.
(2)求由四个阳爻和两个阴爻构成的卦表示的十进

制数的和.
(3)在由三个阳爻和三个阴爻构成的卦中任取一

卦.若三个阳爻均相邻,则记5分;若只有两个阳爻

相邻,则记2分;若三个阳爻均不相邻,则记1分.设

任取一卦后的得分为随机变量 X,求 X 的分布列

和数学期望.
解:(1)“否”卦所表示的二进制数为000111,转化为

十进制数是1×20+1×21+1×22=7,

“泰”卦所表示的二进制数为111000,转化为十进制

数是0×20+0×21+0×22+1×23+1×24+1×25

=56.
(2)因为卦由四个阳爻和两个阴爻构成,

所以这些卦所表示的二进制数共有C26=15(个),分

别为

001111,010111,011011,011101,011110,

100111,101011,101101,101110,110011,
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110101,110110,111001,111010,111100.
因为这15个数中,每个位置都出现了5次0,10
次1,

所以这些卦表示的十进制数的和为10×(20+21+

22+23+24+25)=630.
(3)依题意可得X 的可能取值为1,2,5,

P(X=1)=
C34
C36
=
4
20=

1
5
,

P(X=2)=
A24
C36
=
12
20=

3
5
,

P(X=5)=
C14
C36
=
4
20=

1
5
,

所以X 的分布列为

X 1 2 5

P 1
5

3
5

1
5

所以E(X)=1×
1
5+2×

3
5+5×

1
5=
12
5.
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课后素养评价(十二)

1.下列说法正确的是 (  )

A.随机变量X 的数学期望E(X)是个变量,其随X
的变化而变化

B.随机变量的均值反映样本的平均水平

C.若随机变量X 的数学期望E(X)=2,则E(2X)

=4

D.随机变量X 的均值E(X)=
x1+x2+…+xn

n
C 解析:A错误,随机变量X 的数学期望E(X)是
个常量,是随机变量X 本身固有的一个数字特征.B
错误,随机变量的均值反映随机变量取值的平均水

平.C正确,由 均 值 的 性 质 可 知.D错 误,E(X)=
x1p1+x2p2+…+xnpn.

2.(多选)已知随机变量X 的分布列为

X 4 a 9 10

P 0.3 0.1 b 0.2

若E(X)=7.5,则下列结论正确的是 (  )

A.a=7 B.b=0.4
C.E(aX)=52.5 D.E(X+b)=7.9
ABCD 解析:由0.3+0.1+b+0.2=1,得b=0.4.
因为E(X)=4×0.3+a×0.1+9×0.4+10×0.2=
6.8+a×0.1=7.5,所以0.1a=0.7,得a=7.所以

E(aX)=aE(X)=7×7.5=52.5,E(X+b)=7.5
+0.4=7.9.

3.某船队若出海后天气好,可获得5000元;若出海后

天气坏,将损失2000元.根据预测知天气好的概率

为0.6,则出海的期望效益是 (  )

A.2000元 B.2200元

C.2400元 D.2600元

B 解析:由题意,出海的期望效益E(X)=5000×
0.6+(-2000)×(1-0.6)=3000-800=2200
(元).

4.有10件产品,其中3件是次品,从中任取2件.若ξ
表示取到次品的件数,则E(ξ)等于 (  )

A.
3
5 B.

8
15 C.

14
15 D.1

A 解析:ξ 的所有可能取值为0,1,2,P(ξ=0)=
C27
C210
=
7
15
,P(ξ=1)=

C17C13
C210

=
7
15
,P(ξ=2)=

C23
C210

=
1
15.

所以ξ的分布列为

ξ 0 1 2

P 7
15

7
15

1
15

所以E(ξ)=0×
7
15+1×

7
15+2×

1
15=

3
5.

5.某人进行一项试验,若试验成功,则停止试验;若试

验失败,则重新试验一次;若试验3次均失败,则放

弃试验.若此人每次试验成功的概率为
2
3
,则此人试

验次数ξ的均值是 (  )

A.
4
3 B.

13
9 C.

5
3 D.

13
7
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B 解析:试验次数ξ的可能取值为1,2,3,

P(ξ=1)=
2
3
,P(ξ=2)=

1
3×

2
3=

2
9
,

P(ξ=3)=
1
3×

1
3×

2
3+

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
9.

所以ξ的分布列为

ξ 1 2 3

P 2
3

2
9

1
9

所以E(ξ)=1×
2
3+2×

2
9+3×

1
9=
13
9.

6.甲、乙两名射击运动员一次射击得分(分别用 X1,

X2 表示)的分布列如下:

X1 1 2 3

P 0.4 0.1 0.5

X2 1 2 3

P 0.1 0.6 0.3

则从得分的均值比较甲、乙两人的射击技术,下列

结论正确的是 (  )

A.甲更好 B.乙更好

C.甲、乙一样好 D.不可比较

B 解析:由E(X1)=1×0.4+2×0.1+3×0.5=

2.1,E(X2)=1×0.1+2×0.6+3×0.3=2.2,得

E(X2)>E(X1),故乙的射击技术更好.

7.某班举行了一次“心有灵犀”的活动,教师把一张写

有成语的纸条出示给A组的某个同学,这个同学再

用身体语言把成语的意思传递给本组其他同学.若

小组内同学甲猜对成语的概率是0.4,同学乙猜对

成语的概率是0.5,且规定猜对得1分,猜错得0
分,则这两个同学各猜1次,得分之和X 的均值为

(  )

A.0.9 B.0.8 C.1.2 D.1.1

A 解析:依题意得,X 的所有可能取值为0,1,2,

P(X=0)=(1-0.4)×(1-0.5)=0.3,

P(X=1)=0.4×(1-0.5)+(1-0.4)×0.5=0.5,

P(X=2)=0.4×0.5=0.2.
所以X 的分布列为

X 0 1 2

P 0.3 0.5 0.2

所以E(X)=0×0.3+1×0.5+2×0.2=0.9.

8.某城市有甲、乙、丙三个旅游景点,一位客人游览这

三个景点的概率分别为0.4,0.5,0.6,且此人是否游

览某个景点互不影响.设ξ表示该客人离开该城市

时游览的景点数与没有游览的景点数之差的绝对

值,则E(ξ)=    .

1.48 解析:随机变量ξ的所有可能取值为1,3,

ξ=3表示三个景点都游览了或都没有游览,

所以P(ξ=3)=0.4×0.5×0.6+0.6×0.5×0.4=

0.24,P(ξ=1)=1-P(ξ=3)=0.76,

所以随机变量ξ的分布列为

ξ 1 3

P 0.76 0.24

所以E(ξ)=1×0.76+3×0.24=1.48.
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1.某射击运动员射击所中环数ξ的分布列为

ξ 7 8 9 10

P x 0.1 0.3 y

若E(ξ)=8.9,则y 的值为 (  )

A.0.1 B.0.2
C.0.3 D.0.4

D 解析:由
x+0.1+0.3+y=1,

7x+8×0.1+9×0.3+10y=8.9,{ 解

得y=0.4.
2.设离散型随机变量 X 的可能取值为1,2,3,4,

P(X=k)=ak+b(k=1,2,3,4).又 X 的均值

E(X)=3,则a+b= (  )

A.
1
10 B.

1
5 C.

3
10 D.

2
5

A 解析:因为P(X=1)=a+b,P(X=2)=2a+

b,P(X=3)=3a+b,P(X=4)=4a+b,

所以E(X)=1×(a+b)+2×(2a+b)+3×(3a+

b)+4×(4a+b)=3,所以30a+10b=3①.
又因为(a+b)+(2a+b)+(3a+b)+(4a+b)=

1,所以10a+4b=1②.

由①②可得a=
1
10
,b=0.所以a+b=

1
10.

3.家住福田区、罗湖区、盐田区、南山区的4位志愿者

被随机派到福田区、罗湖区、盐田区、南山区这四个
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区工作,每人只去一个区,每人去的区均不相同.记

ξ为4人中没有去到自家所在区工作的人数,则

E(ξ)等于 (  )

A.
3
2 B.

5
2

C.1 D.3
D 解析:由题意得ξ的可能取值为4,3,2,0,

P(ξ=4)=
3×(1+2)
A44

=
9
24
,

P(ξ=3)=
C34×2
A44

=
8
24
,

P(ξ=2)=
C24×1
A44

=
6
24
,P(ξ=0)=

1
A44
=
1
24.

故E(ξ)=4×
9
24+3×

8
24+2×

6
24+0×

1
24=3.

故

选D.
4.现有两台独立工作的雷达,这两台雷达发现飞行

目标的概率分别为0.9和0.85.设发现飞行目标

的雷达台数为ξ,则E(ξ)= (  )

A.0.765 B.1.75
C.1.765 D.0.22
B 解析:设事件A,B 分别表示这两台雷达发现飞

行目标,且A,B 相互独立,ξ的可能取值为0,1,2,

P(ξ=0)=P(A B)=P(A)P(B)=(1-0.9)×
(1-0.85)=0.015,

P(ξ=1)=P(AB)+P(AB)=P(A)P(B)+
P(A)P(B)=0.9×0.15+0.1×0.85=0.22,

P(ξ=2)=P(AB)=P(A)P(B)=0.9×0.85=
0.765.
所以E(ξ)=0×0.015+1×0.22+2×0.765=1.75.

5.某天A,B两个沿海城市受台风袭击的概率相同,已
知A城市或B城市受台风袭击的概率为0.36.若用

X 表示这一天A,B两个城市中受台风袭击的城市

个数,则E(X)=    .
0.4 解析:设A,B两城市受台风袭击的概率均为

p,则A城市和B城市均不受台风袭击的概率为(1

-p)2=1-0.36,解得p=0.2或p=1.8(舍去).则

P(X=0)=1-0.36=0.64,P(X=1)=2×0.8×
0.2=0.32,P(X=2)=0.2×0.2=0.04.所以E(X)

=0×0.64+1×0.32+2×0.04=0.4.
6.某种考试规定:每位考试者一年之内最多有4次参

加考试的机会,一旦某次考试通过,即可领取证书,

不再参加以后的考试,否则就一直考到第4次为止.
如果李明决定参加考试,设他每次参加考试通过的

概率依次为0.6,0.7,0.8,0.9,求在一年内李明参加

考试次数X 的分布列和均值.
解:由题可知,X 的所有可能取值为1,2,3,4,

X=1表示李明第一次参加考试就通过了,

故P(X=1)=0.6.

X=2表示李明第一次考试未通过,第二次考试通

过了,

故P(X=2)=(1-0.6)×0.7=0.28.

X=3表示李明第一、二次考试均未通过,第三次考

试通过了,

故P(X=3)=(1-0.6)×(1-0.7)×0.8=0.096.

X=4表示李明第一、二、三次考试都未通过,

故P(X=4)=(1-0.6)×(1-0.7)×(1-0.8)=

0.024.
所以X 的分布列为

X 1 2 3 4

P 0.6 0.28 0.096 0.024

所以E(X)=1×0.6+2×0.28+3×0.096+4×

0.024=1.544.

7.某理财公司有A和B两种理财产品,每种理财产品

的不同投资结果之间相互独立,这两种理财产品一

年后盈亏的情况如下(注:p>0,q>0):

产品A

投资结果 获利40% 不赔不赚 亏损20%

概率 1
3

1
2

1
6

产品B

投资结果 获利20% 不赔不赚 亏损10%

概率 p
1
3 q

(1)已知甲、乙两人分别选择了产品A和产品B投

资,如果一年后他们中至少有一人获利的概率大于

3
5
,求p 的取值范围;

(2)若丙要将10万元进行投资,以一年后投资收益

的期望值为决策依据,则选择哪种产品投 资 较

理想?

解:(1)记事件 A 为“甲选择产品 A盈利”,事件B
为“乙选择产品B盈利”,事件C 为“一年后甲、乙两

人中至少有一人投资获利”,

则P(A)=
2
3
,P(B)=1-p.
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所以P(C)=1-P(A B)=1-
2
3
(1-p)=

1
3+

2p
3>

3
5
,

解得p>
2
5.

又因为p+
1
3+q=1

,q>0,

所以p<
2
3.

所以
2
5<p<

2
3.

故实数p 的取值范围是 2
5
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)假设丙选择产品A进行投资,且记 X(单位:万
元)为获利金额,则随机变量X 的分布列为

X 4 0 -2

P 1
3

1
2

1
6

则E(X)=4×
1
3+0×

1
2+

(-2)×
1
6=1.

假设丙选择产品B进行投资,且记Y(单位:万元)
为获利金额,则随机变量Y 的分布列为

Y 2 0 -1

P p
1
3 q

则E(Y)=2×p+0×
1
3+

(-1)×q=2p-q=2p

- 2
3-p

æ

è
ç

ö

ø
÷=3p-

2
3 0<p<

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

当p=
5
9

时,E(X)=E(Y),选择产品A和产品B

一年后投资收益的数学期望相同,可以在产品A和

产品B中任选一个;

当0<p<
5
9

时,E(X)>E(Y),选择产品A一年后

投资收益的数学期望较大,应选产品A;

当
5
9<p<

2
3

时,E(X)<E(Y),选择产品B一年

后投资收益的数学期望较大,应选产品B.

综上所述,当p=
5
9

时,选择产品A或产品B都可

以;当0<p<
5
9

时,应选产品 A;当
5
9<p<

2
3

时,

应选产品B.
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7.3.2 离散型随机变量的方差

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解离散型随机变量的方差及标准差的概念.(数学抽象)

  2.掌握方差的性质,会利用公式求离散型随机变量的方差.(数学运算)

  3.会计算离散型随机变量的方差,并能解决一些实际问题.(数学建模、数学运算)
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知识点 方差、标准差的定义及方差的性质

(1)方差及标准差的定义:
设离散型随机变量X 的分布列为

X x1 x2 … xn

P p1 p2 … pn

①方差D(X)=(x1-E(X))2p1+(x2-E(X))2p2

+…+(xn-E(X))2pn=∑
n

i=1
(xi-E(X))2pi.

②称 D(X)为随机变量X 的标准差,记为σ(X).
(2)方 差 的 性 质:D(X +b)=D(X);D(aX)=
a2D(X);D(aX+b)=a2D(X).

               

1.判断 (正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)离散型随机变量的方差越大,随机变量越稳定.

(×)
(2)离散型随机变量的方差与标准差的单位是相同

的. (×)
(3)若a 是常数,则D(a)=0. (√)

2.已知随机变量X 的分布列为

               X -1 0 1

P 0.5 0.3 0.2

则D(X)等于 (  )

A.0.7 B.0.61 C.-0.3 D.0

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—97—



B 解析:E(X)=(-1)×0.5+0×0.3+1×0.2=
-0.3,D(X)=(-1+0.3)2×0.5+(0+0.3)2×0.3
+(1+0.3)2×0.2=0.61.

3.请思考并回答下列问题:
(1)样本方差的计算公式有何意义?
提示:样本方差是刻画数据偏离样本均值程度的指

标.样本方差越大,说明样本数据偏离样本均值的

程度越大;样本方差越小,说明样本数据越集中于

样本均值的附近.
(2)随机变量的方差与样本的方差有何关系?
提示:随机变量的方差即为总体的方差,它是一个

客观存在的常数,样本的方差随着样本容量的不同

而不同.对于简单随机抽样,随着样本容量的增大,
样本的方差越来越接近总体的方差,即越来越接近

随机变量的方差.
(3)如何证明方差的性质:D(aX+b)=a2D(X)?
提示:设离散型随机变量X 的分布列为

X x1 x2 … xi … xn

P p1 p2 … pi … pn

由Y=aX+b(a,b 为常数)知Y 也是离散型随机

变量,
则Y 的分布列为

Y ax1+b ax2+b … axi+b … axn+b

P p1 p2 … pi … pn

由均值的性质得E(Y)=aE(X)+b,于是

D(Y)=D(aX+b)

=∑
n

i=1
(axi+b-E(Y))2pi

=∑
n

i=1
(axi+b-aE(X)-b)2pi

=∑
n

i=1
(axi-aE(X))2pi

=a2∑
n

i=1
(xi-E(X))2pi

=a2D(X).
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 计算离散型随机变量的方差

例1 袋中有大小相同的三个球,编号分别为1,2,3,
从袋中每次不放回地任取一个球.若取到的球的编号

为奇数,则停止取球,用X 表示所有被取到的球的编

号之和,求X 的方差.
解:由题可知,X 的所有可能取值为1,3,5,P(X=1)

=
1
3
,P(X=3)=

1
3+

1
3×

1
2=

1
2
,P(X=5)=

1
3×

1
2=

1
6
,所以X 的分布列为

X 1 3 5

P 1
3

1
2

1
6

则E(X)=1×
1
3+3×

1
2+5×

1
6=

8
3
,

D(X)= (1-83 )
2

×
1
3+ (3-83 )

2

×
1
2+ (5-83 )

2

×
1
6=
17
9.
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思考.将“若取到的球的编号为奇数,则停止取球,用

X 表示所有被取到的球的编号之和”改为“若取到

的球的编号为偶数,则停止取球,用 X 表示取到的

球的个数”,求X 的方差.
解:X 的可能取值为1,2,3.
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P(X=1)=
A11
A13
=
1
3
;P(X=2)=

A12A11
A23

=
1
3
;P(X

=3)=
A22
A33
=
1
3.

则X 的分布列为

X 1 2 3

P 1
3

1
3

1
3

E(X)=1×
1
3+2×

1
3+3×

1
3=2

,

D(X)=(1-2)2×
1
3+

(2-2)2×
1
3+

(3-2)2×
1
3

=
2
3.

求随机变量X 的均值与方差的方法

(1)当分布列已知时,先利用定义求出均值E(X),再

由公式D(X)=∑
n

i=1
(xi-E(X))2pi 求出方差.另外

注意方差性质的应用,即D(aX+b)=a2D(X).
(2)当分布列未知时,先根据已知条件和概率知识列

出分布列,再根据上述方法来求解.

1.已知随机变量ξ满足P(ξ=1)=0.3,P(ξ=2)=0.7,
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则E(ξ)和D(ξ)的值分别为 (  )
A.0.6和0.7 B.1.7和0.09
C.0.3和0.7 D.1.7和0.21
D 解析:E(ξ)=1×0.3+2×0.7=1.7,

D(ξ)=(1-1.7)2×0.3+(2-1.7)2×0.7=0.21.
2.已知随机变量X 的分布列为

X 0 1 2

P 1
3

1
3

1
3

设Y=2X+3,则D(Y)= (  )

A.
8
3 B.

5
3 C.

2
3 D.

1
3

A 解析:因为E(X)=0×
1
3+1×

1
3+2×

1
3=1

,

所以D(X)=(0-1)2×
1
3+

(1-1)2×
1
3+

(2-

1)2×
1
3=

2
3.所以 D(Y)=D(2X+3)=22D(X)

=
8
3.
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 方差的实际应用

例2 甲、乙两名工人加工同一种零件,两人每天加

工的零件数相同,所得次品数分别为X,Y,X 和Y 的

分布列如表所示.

X 0 1 2

P 3
5

1
10

3
10

Y 0 1 2

P 1
2

3
10

1
5

(1)试通过均值对这两名工人的技术水平进行比较.
(2)甲、乙两名工人技术的稳定性如何?

(3)如何定量刻画两名工人技术的稳定性?

解:(1)E(X)=0×
3
5+1×

1
10+2×

3
10=0.7

,

E(Y)=0×
1
2+1×

3
10+2×

1
5=0.7.

由E(X)=E(Y)知,两人出次品的均值相同,技术水

平相当.
(2)作出两名工人加工所得次品数的概率分布图如

图,比较发现乙工人的技术更稳定.

(3)可通过离散型随机变量的方差来定量刻画两名工

人技术的稳定性.
计算可得D(X)≈0.72,D(Y)=0.6,D(Y)<D(X),
所以乙工人的技术更稳定.

利用均值和方差的意义分析解决实际问题的步骤

(1)比较均值.离散型随机变量的均值反映了离散型

随机变量取值的平均水平,因此,在实际决策问题中,

需先计算均值,看一下谁的平均水平高.
(2)在均值相等的情况下计算方差.方差反映了离散

型随机变量取值的稳定与波动、集中与离散的程度.
通过计算方差,分析一下谁的发挥相对稳定.
(3)下结论.依据均值与方差的意义得出结论.

1.(多选)猜歌名游戏是根据歌曲的主旋律制成的铃

声来猜歌名.某嘉宾参加猜歌名游戏,每次猜歌名

的结果相互独立,其猜对A,B,C三首歌曲歌名的

概率及猜对时获得的奖金的情况是:猜对歌曲 A
的概率为0.8,可获得奖金1万元;猜对歌曲B的

概率为0.5,可获得奖金2万元;猜对歌曲C的概

率为0.5,可获得奖金3万元.规则如下:按照A,B,

C的顺序猜,只有猜对当前歌曲的歌名才有资格

猜下一首.记该嘉宾获得的奖金总额为X 万元,则
(  )

A.P(X=3)=0.4
B.E(2X+1)=5.4
C.D(2X+1)=18.24
D.获得奖金的期望值与猜歌顺序无关

BC 解析:由题意,可分别用事件A,B,C 表示猜

对A,B,C三首歌曲的歌名,则事件 A,B,C 相互

独立.
按照A,B,C的顺序猜,则 X 的取值可能为0,1,

3,6,

P(X=0)=P(A)=0.2,P(X=1)=P(AB)=

0.8×0.5=0.4,P(X=3)=P(ABC)=0.8×0.5×
0.5=0.2,P(X=6)=P(ABC)=0.8×0.5×0.5=
0.2,

则E(X)=0×0.2+1×0.4+3×0.2+6×0.2=
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2.2,

D(X)=(0-2.2)2×0.2+(1-2.2)2×0.4+(3-
2.2)2×0.2+(6-2.2)2×0.2=4.56,

故E(2X+1)=2×2.2+1=5.4,D(2X+1)=4×
4.56=18.24,

由此可知A错误,B正确,C正确.
假设按照A,C,B的顺序猜,设Y 表示此时获得的

奖金总额,则Y 的取值可能为0,1,4,6,

P(Y=0)=P(A)=0.2,P(Y=1)=P(AC)=
0.8×0.5=0.4,P(Y=4)=P(ACB)=0.8×0.5×
0.5=0.2,P(Y=6)=P(ACB)=0.8×0.5×0.5=
0.2,

则E(Y)=0×0.2+1×0.4+4×0.2+6×0.2=2.4,
与按照A,B,C的顺序猜的期望值不同,故D错误.
故选BC.

2.甲、乙两名射击运动员在一次射击中射中的环数分

别为两个相互独立的随机变量ξ,η.已知甲、乙两名

射击运动员在每次射击中射中的环数均大于6,且
甲射中的环数为10,9,8,7的概率分别为0.5,3a,

a,0.1,乙射中的环数为10,9,8的概率分别为0.3,

0.3,0.2.
(1)求ξ,η的分布列;
(2)求ξ,η的均值与方差,并以此比较甲、乙的射击

技术.
解:(1)依据题意得0.5+3a+a+0.1=1,
解得a=0.1.
因为乙射中的环数为10,9,8的概率分别为0.3,0.

3,0.2,

所以乙射中7环的概率为1-(0.3+0.3+0.2)=
0.2.
所以ξ,η的分布列分别为

ξ 10 9 8 7

P 0.5 0.3 0.1 0.1

η 10 9 8 7

P 0.3 0.3 0.2 0.2

(2)结合(1)中ξ,η的分布列,可得E(ξ)=10×0.5
+9×0.3+8×0.1+7×0.1=9.2,

E(η)=10×0.3+9×0.3+8×0.2+7×0.2=8.7,

D(ξ)=(10-9.2)2×0.5+(9-9.2)2×0.3+(8-
9.2)2×0.1+(7-9.2)2×0.1=0.96,

D(η)=(10-8.7)2×0.3+(9-8.7)2×0.3+(8-
8.7)2×0.2+(7-8.7)2×0.2=1.21.
由于E(ξ)>E(η),说明甲平均射中的环数比乙大.
又D(ξ)<D(η),说明甲射中的环数比乙集中,比较

稳定.
所以甲的射击技术比乙好.
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课后素养评价(十三)

1.已知随机变量X 的分布列为

X -1 0 1

P a b 1
2

若E(X)=
1
3
,则D(X)的值是 (  )

               
A.
1
3 B.

2
3 C.

5
9 D.

7
9

C 解析:由分布列的性质可知a+b+
1
2=1

,

所以a+b=
1
2.

又由E(X)=-a+
1
2=

1
3
,解得a=

1
6
,

所以b=
1
3.

所以 D(X)= -1-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
6+ 0-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
3+

1-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
2=

5
9.

2.已知随机变量X 的可能取值为0,1,2,若P(X=0)

=
1
5
,E(X)=1,则X 的标准差为 (  )

A.
2
5 B.

4
5 C.

10
5 D.

45
5
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C 解析:设P(X=1)=p,则P(X=2)=
4
5-p.

由E(X)=p+2
4
5-p

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,解得p=

3
5.

所以D(X)=1×
1
5+0×

3
5+1×

1
5=

2
5
,

则标准差 D(X)=
10
5 .

3.如果 X 是离散型随机变量,E(X)=6,D(X)=
0.5,X1=2X-5,那么下列结论正确的是 (  )

A.E(X1)=12,D(X1)=1
B.E(X1)=7,D(X1)=1
C.E(X1)=12,D(X1)=2
D.E(X1)=7,D(X1)=2
D 解析:E(X1)=2E(X)-5=12-5=7,D(X1)

=4D(X)=4×0.5=2.

4.一道试题,同学甲解出的概率为
2
3
,同学乙解出的

概率为
4
5.设两人中解出该题的人数为X,则D(X)

等于 (  )

A.
22
15 B.

86
225 C.

225
484 D.

225
85

B 解析:X 的可能取值为0,1,2.

且P(X=0)=
1
3×

1
5=

1
15
,P(X=1)=

2
3×

1
5+

1
3×

4
5=

6
15=

2
5
,P(X=2)=

2
3×

4
5=

8
15.

所以X 的分布列为

X 0 1 2

P 1
15

2
5

8
15

所以E(X)=0×
1
15+1×

2
5+2×

8
15=

22
15.

D(X)=
1
15× 0-

22
15

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
2
5× 1-

22
15

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
8
15×

2-
22
15

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
86
225.

5.(多选)已知投资A,B两种项目获得的收益分别为

X,Y(单位:百万),X,Y 的分布列如表所示,则
(  )

X -1 0 2

P 0.2 m 0.6

Y 0 1 2

P 0.3 0.4 n

A.m+n=0.5
B.E(2X+1)=4
C.投资两种项目的期望收益一样多

D.投资A项目的风险比B项目高

ACD 解析:依题意可得0.2+m+0.6=1,所以

m=0.2.0.3+0.4+n=1,所以n=0.3.
m+n=0.5,故A正确;

E(X)=(-1)×0.2+0×0.2+2×0.6=1,则

E(2X+1)=2E(X)+1=3,故B错误;
因为E(Y)=0×0.3+1×0.4+2×0.3=1,所以

E(X)=E(Y),故C正确;
因为D(X)=(-1-1)2×0.2+(0-1)2×0.2+
(2-1)2×0.6=1.6,D (Y)=(0-1)2×0.3+
(1-1)2×0.4+(2-1)2×0.3=0.6,即 D(X)>
D(Y),所以投资 A项目的风险比B项目高,故D
正确.故选ACD.

6.(多选)编号为1,2,3的三位学生随意入座编号为

1,2,3的三个座位,每位学生坐一个座位,设坐在与

自己编号相同的座位上的学生的人数是ξ,则
(  )

A.ξ的所有可能取值是1,2,3

B.P(ξ=1)=
1
2

C.E(ξ)=1
D.D(ξ)=1
BCD 解析:ξ的所有可能取值为0,1,3,ξ=0表示

三位学生全坐在与自己编号不同的座位上,有2种

情况,即编号为1,2,3的座位上分别坐了编号为2,

3,1或3,1,2的学生,则P(ξ=0)=
2
A33
=
1
3
;ξ=1

表示三位学生只有1位学生坐在了与自己编号相

同的座位上,则P(ξ=1)=
C13
A33
=
1
2
;ξ=3表示三位

同学全坐在了与自己编号相同的座位上,即对号入

座,则P(ξ=3)=
1
A33
=
1
6.

所以ξ的分布列为

ξ 0 1 3

P 1
3

1
2

1
6

E(ξ)=0×
1
3+1×

1
2+3×

1
6=1.

D(ξ)=
1
3×

(0-1)2+
1
2×

(1-1)2+
1
6×

(3-1)2

=1.
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1.已知随机变量X 的分布列如下表:

X 1 2 3

P 1
2 x y

若E(X)=
15
8
,则D(X)等于 (  )

A.
7
32 B.

9
32 C.

33
64 D.

55
64

D 解析:由题知
1×
1
2+2x+3y=

15
8
,

1
2+x+y=1

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

得
x=

1
8
,

y=
3
8.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以 D(X)= 1-
15
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
2+ 2-

15
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
8+

3-
15
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
3
8=
55
64.

2.已知随机变量ξ的分布列为P(ξ=k)=
1
3
,k=1,

2,3,则D(3ξ+5)= (  )

A.6 B.9 C.3 D.4

A 解析:由题意得E(ξ)=
1
3×

(1+2+3)=2,

所以D(ξ)=
1
3×

[(1-2)2+(2-2)2+(3-2)2]

=
2
3.

所以D(3ξ+5)=32×D(ξ)=6.故选A.
3.(多选)设0<p<1,已知随机变量ξ 的分布列如

下表:

ξ 0 1 2

P 2p-p2 p2 1-2p

则下列结论正确的是 (  )

A.P(ξ=2)>P(ξ=1)

B.P(ξ=0)>P(ξ=1)

C.E(ξ)随着p 的增大而减小

D.当p=
1
3

时,D(ξ)=
68
81

BCD 解析:当p=
3
7

时,P(ξ=2)=
1
7
,P(ξ=1)

=
9
49
,P(ξ=1)>P(ξ=2),故A错误;

因为0<p<1,所以P(ξ=0)-P(ξ=1)=2p-p2

-p2=2p-2p2>0,
所以P(ξ=0)>P(ξ=1),故B正确;

因为E(ξ)=p2+2-4p,0<p<1,
所以E(ξ)随着p 的增大而减小,故C正确;

当p=
1
3

时,ξ的分布列为

ξ 0 1 2

P 5
9

1
9

1
3

E(ξ)=0×
5
9+1×

1
9+2×

1
3=

7
9
,

D(ξ)= 0-
7
9

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
5
9+ 1-

7
9

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
9+ 2-

7
9

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
3=
68
81
,故D正确.

故选BCD.
4.若随机变量X 服从两点分布,且P(X=1)=0.7,

则D(X)=   .
0.21 解析:因 为 随 机 变 量 X 服 从 两 点 分 布,且

P(X=1)=0.7,
所以P(X=0)=1-0.7=0.3.
所以E(X)=0×0.3+1×0.7=0.7,
所以D(X)=(0-0.7)2×0.3+(1-0.7)2×0.7=
0.21.

5.随机变量ξ的分布列如表所示,其中a,b,c成等差数

列.若E(ξ)=
5
3
,则D(ξ)的值为    .

ξ 1 2 3

P a b c

5
9 

解析:因为a,b,c成等差数列,

所以a+c=2b.

又因为a+b+c=1,所以b=
1
3.

又因为E(ξ)=a+2b+3c=
5
3
,

所以a=
1
2
,b=

1
3
,c=

1
6.

所以ξ的分布列为

ξ 1 2 3

P 1
2

1
3

1
6

所以 D(ξ)= 1-
5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
2+ 2-

5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
3+

3-
5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
6=

5
9.
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6.盒中有4个球,其中1个红球、1个绿球、2个黄球.
从盒中随机取球,每次取1个,不放回,直到取出红

球为止.设此过程中取到黄球的个数为ξ,则P(ξ=0)

=    ,D(ξ)=    .
1
3 

2
3 

解析:ξ=0表示停止取球时没有取到黄

球,所以P(ξ=0)=
1
4+

1
4×

1
3=

1
3.随机变量ξ的

所有可能取值为0,1,2,P(ξ=1)=
2
4×

1
3+

2
4×

1
3×

1
2+

1
4×

2
3×

1
2=

1
3
,P(ξ=2)=

2
4×

1
3×

1
2+

1
4×

2
3×

1
2+

2
4×

1
3×

1
2+

2
4×

1
3×

1
2=

1
3
,

所以E(ξ)=0×
1
3+1×

1
3+2×

1
3=1

,D(ξ)=

1
3×

(0-1)2+
1
3×

(1-1)2+
1
3×

(2-1)2=
2
3.

7.某投资公司准备在明年年初将1000万元投资到

“低碳”项目上,现有两个项目供选择:
项目一:新能源汽车.据市场调研,投资到该项目上,
到年底可能获利30%,也可能亏损15%,且这两种

情况发生的概率分别为
7
9

和
2
9
;

项目二:通信设备.据市场调研,投资到该项目上,到
年底可能获利50%,可能损失30%,也可能不赔不

赚,且这三种情况发生的概率分别为
3
5
,1
3

和
1
15.

针对以上两个投资项目,请你为投资公司选择一个

合理的项目,并说明理由.
解:若投资项目一,设获利为 X1万元,X1的所有可

能取值为300,-150,则X1的分布列为

X1 300 -150

P 7
9

2
9

所以E(X1)=300×
7
9+

(-150)×
2
9=200

,

D(X1)=(300-200)2×
7
9+

(-150-200)2×
2
9

=35000.
若投资项目二,设获利X2万元,X2的所有可能取值

为500,-300,0,则X2的分布列为

X2 500 -300 0

P 3
5

1
3

1
15

所以E(X2)=500×
3
5+

(-300)×
1
3+0×

1
15=200

,

D(X2)=(500-200)2×
3
5+

(-300-200)2×
1
3

+(0-200)2×
1
15=140000.

由上可知E(X1)=E(X2),D(X1)<D(X2),这说

明虽然项目一、项目二获利的期望相同,但项目一

更稳妥.
综上所述,建议该投资公司选择项目一投资.
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7.4　二项分布与超几何分布

7.4.1 二项分布
第1课时 二项分布的概念

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.通过具体实例,了解伯努利试验,了解二项分布的概念.(数学抽象)

  2.能利用二项分布概率模型解决简单的实际问题.(数学建模、数学运算)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 n重伯努利试验

(1)我们把只包含两个可能结果的试验叫做伯努利试

验.将一个伯努利试验独立地重复进行n 次所组成的

随机试验称为n 重伯努利试验.

(2)特征:①同一个伯努利试验重复做n 次;

②各次试验的结果相互独立.
知识点二 二项分布

一般地,在n 重伯努利试验中,设每次试验中事件A
发生的概率为p(0<p<1),用X 表示事件A 发生的

次数,则X 的分布列为P(X=k)=Ck
npk(1-p)n-k,
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k=0,1,2,…,n.如果随机变量X 的分布列具有上式

的形式,则称随机变量 X 服从二项分布,记作 X~
B(n,p).

由 二 项 式 定 理,容 易 得 到 ∑
n

k=0
P (X =k)=

∑
n

k=0
Ck

npk(1-p)n-k=[p+(1-p)]n=1.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)两点分布就是二项分布. (×)
(2)判断一个随机变量是否服从二项分布,关键是

判断其是否满足独立性和重复性. (√)
(3)将一枚质地均匀的硬币连续抛掷5次,正面向

上的次数为X,则X~B(5,0.5). (√)

2.有以下试验:

①掷一枚质地均匀的硬币5次;

②连续投篮3次(每次命中率相同);

③袋中装有除颜色外其他都相同的3个红球、2个

白球,不放回地从中随机取3个球;

④袋中装有除颜色外其他都相同的3个红球、2个

白球,有放回地从中随机取3个球.
其中为n 重伯努利试验的是    .(填序号)

①②④ 解析:③中不放回地取球每次结果是相互

影响的,不是相互独立事件,因此③不是n 重伯努

利试验.

               3.请思考并回答下列问题:

(1)掷一枚骰子的试验是伯努利试验吗?

提示:不一定,要看研究的结果是什么.如果要研究

出现的点数是多少,它就有六个结果,不是伯努利

试验;如果要研究出现的点数是奇数还是偶数,它

就有两个结果,就是伯努利试验.
(2)伯努利试验和n 重伯努利试验的关注点有何

不同?

提示:伯努利试验是一个有两个结果的试验,只能

关注某个事件A 发生或不发生;n 重伯努利试验是

对一个有两个结果的试验重复进行了n 次,所以关

注点是这n 次重复试验中事件A 发生的次数.
(3)对比二项分布与二项式定理,你能看出它们之

间的联系吗?

提示:如果把p 看成b,1-p 看成a,则Ck
npk(1-

p)n-k就是二项式[(1-p)+p]n 的展开式的通项.
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 求伯努利试验的概率

例1 甲、乙两人每次射击,击中目标的概率分别是

2
3

和
3
4
,假设每次射击是否击中目标相互之间没有影

响.求甲射击3次至少有1次未击中目标的概率.
解:记“甲射击3次至少有1次未击中目标”为事件

A.由题意知,射击3次,相当于3重伯努利试验,故

P(A)=1-P(A)=1- (23 )
3

=
19
27.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.求甲射击3次恰好击中目标2次的概率.
解:记“甲射击3次,恰有2次击中目标”为事件B,

则P(B)=C23×
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 1-
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
4
9.

思考2.求两人各射击2次,甲恰好击中目标2次且

乙恰好击中目标1次的概率.
解:记“甲射击2次,恰有2次击中目标”为事件C1,

“乙射击2次,恰有1次击中目标”为事件C2,
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则P(C1)=C22× (23 )
2

=
4
9
,P(C2)=C12× (34 )

1

×

(1- 34 ) = 38.由 于 甲、乙 射 击 相 互 独 立,故

P(C1C2)=
4
9×

3
8=

1
6.

例2 在平面直角坐标系中,位于原点的一个质点P
按下列规则移动:质点每次移动一个单位长度,移动

的方向为向左或向右,并且向左移动的概率为
1
3
,向

右移动的概率为
2
3.质点P 移动五次后位于点(1,0)

的概率是 (  )

A.
4
243 B.

8
243 C.

40
243 D.

80
243

D 解析:由题意可知,五次中质点P 向左移动了两

次,向右移动了三次,因此质点P 移动五次后位于点

(1,0)的概率是C35× (23 )
3

× (13 )
2

=
80
243.
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求n重伯努利试验的概率的步骤

1.已知甲、乙两名跳高运动员每次试跳2m高度成功

的概率分别是0.7,0.6,且每次试跳成功与否相互

之间没有影响.
(1)求甲、乙两人在一次试跳中至少有一人成功的

概率;
(2)若甲、乙各试跳两次,求甲比乙多成功一次的

概率.
解:(1)记“甲试跳成功”为事件A,“乙试跳成功”为
事件B,“甲、乙两人中至少有一人成功”为事件C.
由对立事件的概率计算公式得

P(C)=1-P(AB)=1-P(A)P(B)=1-0.3×

0.4=0.88.
(2)设“甲在两次试跳中成功i次”为事件 Mi,“乙
在两次试跳中成功i次”为事件 Ni,其中i=0,1,

2,则 所 求 概 率 p=P(M1N0)+P (M2N1)=
P(M1)P(N0)+P(M2)P(N1)=C12×0.7×0.3×
0.42+0.72×C12×0.6×0.4=0.3024.

2.甲、乙两人进行乒乓球比赛,已知在每局比赛中,甲

获胜的概率为
2
3
,没有平局.

(1)若进行三局两胜制比赛,甲获胜的概率是多少?
(2)若进行五局三胜制比赛,甲获胜的概率为多少?
解:(1)甲第一、二局胜,或第二、三局胜,或第一、三

局胜,则甲获胜的概率P1= (23 )
2

+C12×
2
3×

1
3×

2
3=
20
27.

(2)甲前三局胜,或甲第四局胜,而前三局仅胜两

局,或甲第五局胜,而前四局仅胜两局,则甲获胜的

概率 P2= (23 )
3

+C23× (23 )
2

×
1
3×

2
3+C

2
4×

(23 )
2

× (13 )
2

×
2
3=
64
81.
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 二项分布及其应用

例3 假设某种人寿保险规定:若投保人没活过65
岁,则保险公司要赔偿10万元;若投保人活过65岁,
则保险公司不赔偿,但要给投保人一次性支付4万

元.已知购买此种人寿保险的每个投保人能活过65
岁的概率都为0.9,随机抽取其中的4个投保人,设其

中活过65岁的人数为X.
(1)求X 的分布列;(参考数据:0.94=0.6561)
(2)假设保险公司支付给这4人的总金额为Y 万元,
写出Y 与X 的关系式,并求P(Y≥22)的值.
解:(1)由于每个投保人能活过65岁的概率都为0.9,
因此X 服从二项分布,即X~B(4,0.9),
则P(X=k)=Ck

40.9k×(1-0.9)4-k(k=0,1,2,3,

4),
故随机变量X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 0.0001 0.0036 0.0486 0.2916 0.6561

(2)因为4个投保人中,活过65岁的人数为 X,则没

活过65岁的人数为4-X,
因此Y=10(4-X)+4X,
即Y=40-6X(X=0,1,2,3,4).
由Y≥22,即40-6X≥22,得X≤3.
所以P(Y≥22)=P(X≤3)=P(X=0)+P(X=1)

+P(X=2)+P(X =3)=1-P(X =4)=1-
0.6561=0.3439.

1.当X 服从二项分布时,先确定B(n,p)中的试验次

数n 与事件发生的概率p.
2.解决二项分布问题的两个关注点

(1)对于公式P(X=k)=Ck
npk(1-p)n-k(k=0,

1,2,…,n),必须在满足“伯努利试验”时才能应用,
否则不能应用该公式.
(2)判断一个随机变量是否服从二项分布,关键有

两点:一是对立性,即一次试验中,事件发生与否两

者必有其一;二是重复性,即试验是独立重复地进

行了n 次.

1.口袋里放有大小相同的2个红球和1个白球,有放

回地每次随机摸取一个球,定义数列{an}:an=

-1,第n 次摸到红球,

1,第n 次摸到白球.{ 如果Sn 为数列{an}的前n

项和,那么S7=3的概率为 (  )

A.C57× (13 )
2

× (23 )
5
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B.C27× (23 )
2

× (13 )
5

C.C57× (13 )
2

× (13 )
5

D.C27× (13 )
2

× (23 )
2

B 解析:由S7=3知,在7次摸球中有2次摸到红

球,5次摸到白球,而每次摸到红球的概率为
2
3
,摸到

白球的概率为
1
3
,则S7=3的概率为C27× ( 23 )

2

×

(13 )
5

.故选B.

2.现有如图所示的两串灯笼,每次随机选取其中一串

并摘下其最下方的一个灯笼,直至某一串灯笼被摘

完为止,则右边灯笼先被摘完的概率为 (  )

A.
1
4 B.

1
8 C.

3
16 D.

5
16

D 解析:由题意,右边灯笼先被摘完,摘灯笼的次

数X 可能为3,4,

X=3时,3次均摘下右边灯笼,

故P(X=3)= 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
1
8
;

X=4时,前3次中有2次摘下右边灯笼,1次摘下

左边灯笼,第4次摘下右边灯笼,

故P(X=4)=C23×
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
3
16.

所以右边灯笼先被摘完的概率为
1
8+

3
16=

5
16.

故

选D.
3.某大学学生宿舍4人都需要从网上购物.大家约定:

每个人通过掷一枚质地均匀的骰子决定自己去哪

家网站购物,掷出点数为5或6的人去 A网站购

物,掷出点数小于5的人去B网站购物,且参加者

必须从A网站和B网站中选择一家购物.
(1)求这4个人中恰有1人去A网站购物的概率;
(2)用ξ,η分别表示这4个人中去A网站和B网站

购物的人数,令X=ξη,求随机变量X 的分布列.
解:依题意,这4个人中,每个人去A网站购物的概

率均为
1
3
,去B网站购物的概率均为

2
3.

设“这4个人中恰有i个人去A网站购物”为事件

Ai(i=0,1,2,3,4),

则P(Ai)=Ci
4 (13 )

i

(23 )
4-i
(i=0,1,2,3,4).

(1)这4个人中恰有1人去A网站购物的概率为

P(A1)=C14× (13 )
1

× (23 )
3

=
32
81.

(2)X 的所有可能取值为0,3,4,

P(X=0)=P(A0)+P(A4)=C04× (13 )
0

× (23 )
4

+C44× (13 )
4

× (23 )
0

=
16
81+

1
81=

17
81
,

P(X=3)=P(A1)+P(A3)

=C14× (13 )
1

× (23 )
3

+C34× (13 )
3

× (23 )
1

=
32
81+

8
81=

40
81
,

P(X=4)=P(A2)=C24× (13 )
2

× (23 )
2

=
8
27.

所以随机变量X 的分布列为

X 0 3 4

P 17
81

40
81

8
27
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课后素养评价(十四)

1.某高三学生进行心理素质测试,场景相同的条件下

每次通过测试的概率为
4
5
,则连续测试4次,至少

有3次通过的概率为 (  )

               
A.
512
625 B.

256
625 C.

64
625 D.

64
125

A 解析:连续测试4次,即4次独立重复试验,故

所求概率为C34×
4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

×
1
5+C

4
4×

4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
512
625.

2.一名射击运动员对同一目标射击4次(每次命中目

标的概率相同),已知他至少命中一次的概率为
80
81
,

则此射击运动员每次射击命中目标的概率为

(  )

A.
1
3 B.

2
3 C.

1
4 D.

2
5

B 解析:设此射击运动员射击4次命中的次数为

ξ,每次射击命中的概率为p,则ξ~B(4,p).

依题意可知,P(ξ≥1)=
80
81
,所以1-P(ξ=0)=1-

C04(1-p)4=
80
81
,则(1-p)4=

1
81
,解得p=

2
3.

3.已知随机变量X~B 6,
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,则P(X=2)等于

(  )

A.
3
16 B.

42
43 C.

13
243 D.

80
243

D 解析:因为 X~B 6,
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以 P(X=2)=

C26×
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
80
243.

4.某市公租房的房源位于甲、乙、丙三个片区,设每位

申请人只申请其中一个片区的房源,且申请其中任

一个片区的房源是等可能的,则该市的4位申请人

中恰有2人申请甲片区房源的概率为     .
8
27 

解析:将每位申请人申请房源看作一次试验,

这是4重伯努利试验.设A=“申请甲片区房源”,则

P(A)=
1
3
,恰有2人申请甲片区的房源的概率p

=C24×
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
8
27.

5.假设每一架飞机的一个引擎在飞行中出现故障的

概率为1-p,且各引擎是否出现故障是相互独立

的.已知四引擎飞机中至少有3个引擎正常运行,飞
机才可成功飞行;两引擎飞机要2个引擎全部正常

运行,飞机才可成功飞行.要使四引擎飞机比两引擎

飞机更安全,则p 的取值范围是    .
1
3
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:四 引 擎 飞 机 成 功 飞 行 的 概 率 为

C34p3(1-p)+p4,两引擎飞机成功飞行的概率为

p2.由C34p3(1-p)+p4>p2,得1
3<p<1.

6.设甲、乙两位同学上学期间,每天7:30之前到校的

概率均为
2
3.假定甲、乙两位同学到校情况互不影

响,且任一同学每天到校情况相互独立.
(1)用X 表示甲同学上学期间的三天中7:30之前

到校的天数,求随机变量X 的分布列;
(2)设事件 M 为“上学期间的三天中,甲同学在7:

30之前到校的天数比乙同学在7:30之前到校的天

数恰好多2”,求事件M 发生的概率.
解:(1)因为甲同学上学期间的三天中到校情况相

互独立,且每天7:30之前到校的概率均为
2
3
,

所以X~B 3,
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

从而P(X=k)=Ck
3
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

k 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3-k

(k=0,1,2,3).

所以随机变量X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 1
27

2
9

4
9

8
27

(2)设乙同学上学期间的三天中7:30之前到校的

天数为Y,则Y~B 3,
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,且M={X=3,Y=1}∪

{X=2,Y=0}.
由题意知事件{X=3,Y=1}与{X=2,Y=0}互斥,

且事件{X=3}与{Y=1},事件{X=2}与{Y=0}均
相互独立,从而由(1)知

P(M)=P({X=3,Y=1}∪{X=2,Y=0})

=P({X=3,Y=1})+P({X=2,Y=0})

=P(X=3)P(Y=1)+P(X=2)P(Y=0)

=
8
27×

2
9+

4
9×

1
27=

20
243.
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1.假设某射击运动员每次射击命中率相同,且每次

射击之间相互没有影响.若在两次射击中至多命

中一次的概率是
16
25
,则该射击运动员每次射击的

命中率为 (  )

               
A.
9
25 B.

2
5 C.

3
5 D.

3
4

C 解析:设该射击运动员每次射击的命中率为p,

两次射击中命中的次数为X,则 X~B(2,p).由题

可知 P(X=0)+P(X=1)=
16
25
,即C02p0(1-p)2

+C12p(1-p)=
16
25
,解得p=

3
5.故选C.

2.某学生每次通过某种英语听力测试的概率是
1
2
,他

连续测试n 次,要保证他至少有一次通过的概率大

于0.9,那么n 的最小值为 (  )

A.6 B.5 C.4 D.3

C 解析:由题意可得1-C0n
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

>0.9,即 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

<

0.1,所以n≥4.

3.一个袋中装有除颜色外其他都相同的5个白球和3
个红球,现从袋中往外取球,每次任取1个记下颜

色后放回,直到红球出现10次时停止.设停止时共

取了ξ次球,则P(ξ=12)等于 (  )

A.C1012×
3
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

10

× 5
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

B.C911×
3
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

9

× 5
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
3
8

C.C911×
5
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

9

× 3
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

D.C911×
3
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

9

× 5
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

B 解析:由题意可知,每次取出红球的概率为
3
8.

“ξ=12”的含义是前11次中红球出现9次,第12次

取出的 球 是 红 球,故 P(ξ=12)=C911×
3
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

9

×

5
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
3
8.

4.(新定义)泊松分布是一种描述随机现象的概率分

布,泊松分布的概率分布列为P(X=k)=
λk

k!e
-λ(k

=0,1,2,…),其中e为自然对数的底数,λ 是泊松

分布的均值.当n 很大且p 很小时,二项分布B(n,

p)近似于泊松分布,其中λ=np.一般地,当n≥20
且p≤0.05时,泊松分布可作为二项分布的近似.若随

机变量X~B(1000,0.001),则P(X≥2)的近似值为

(  )

A.1-
1
e B.1-

2
e

C.1-
e
4 D.1-

1
e2

B 解析:由 题 可 知,n=1000>20,p=0.001<

0.05,

所以泊松分布可作为二项分布的近似,

此时λ=1000×0.001=1,

所以P(X=k)=
1
k!e

-1,

所以P(X=0)=
1
0!e

-1=
1
e
,

P(X=1)=
1
1!e

-1=
1
e
,

则P(X≥2)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-
2
e.

5.张师傅驾车从公司开往火车站,途径4个路口,这4

个路口将公司到火车站分成5个路段,每个路段的

驾车时间都是3min.如果在路口遇到红灯要停留

1min.假设他在各路口是否遇到红灯是相互独立

的,并且遇到红灯的概率都是
1
3
,则张师傅此行所

需时间不少于16min的概率为    .

65
81 

解析:如果不遇到红灯,全程需要15min,否则

至少需要16min,所以张师傅此行所需时间不少于

16min的概率p=1- 1-
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
65
81.

6.设随机变量X~B(n,p),记pk=Ck
npk·(1-p)n-k,

k=0,1,2,…,n.在研究pk 的最大值时,发现:若

(n+1)p为正整数,则当k=(n+1)p 时,pk=

pk-1,此时pk 和pk-1均为最大值;若(n+1)p 为非

整数,则当k取(n+1)p 的整数部分时,pk 是唯一

的最大值.以此为理论基础,某同学重复投掷一枚质
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地均匀的骰子并实时记录点数1出现的次数,当投

掷到第35次时,记录到点数1出现5次,若再继续

进行65次投掷试验,即当投掷到第100次时,点数

1一共出现的次数为   的概率最大.

15或16 解析:继续再进行65次投掷试验,设出现

点数1的次数为X,则X~B 65,
1
6

æ

è
ç

ö

ø
÷.

由k=(n+1)p=66×
1
6=11

,结合题中的结论可

知,当k=11或k=10时概率最大.

即后面65次中出现10次或11次点数1的概率最

大,加上前面35次中的5次,

所以出现15次或16次的概率最大.

7.羽毛球比赛的规则如下:采用21分制,3局2胜.每

回合中,取胜的一方得1分.每局中,先得21分的一

方获胜;若双方打成20平,则领先2分的一方该局

获胜;若双方打成29平,则先得30分的一方该局

获胜.某次羽毛球比赛中,甲、乙两位选手进行比赛,

甲选手在每回合中得分的概率为
3
4
,乙选手在每回

合中得分的概率为
1
4.

(1)在一局比赛中,若甲、乙两名选手的得分均为18,求

再经过4回合,甲选手获胜的概率;

(2)在一局比赛中,记前4回合甲选手的得分为X,

求X 的分布列.

解:(1)记“再经过4回合甲获胜”为事件A,

可知甲在第4回合取胜,前3回合胜2个回合,

所以P(A)=
3
4×C

2
3×

3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
81
256.

(2)易 知 X 的 可 能 取 值 为0,1,2,3,4,且 X~

B 4,
3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

P(X=0)=C04×
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
1
256
,

P(X=1)=C14×
3
4×

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
3
64
,

P(X=2)=C24×
3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
27
128
,

P(X=3)=C34×
3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

× 1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
27
64
,

P(X=4)=C44×
3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
81
256.

所以X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 1
256

3
64

27
128

27
64

81
256
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第2课时 二项分布的均值与方差

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.能熟练计算二项分布的均值与方差.
  2.能利用二项分布的均值与方差解决简单的应用问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
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知识点 二项分布的均值与方差

若随机变量 X 服从二项分布B(n,p),则E(X)=
np,D(X)=np(1-p).特别地,当n=1时,X 服从

两点分布,此时E(X)=p,D(X)=p(1-p).

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
               (1)离散型随机变量X 的均值E(X)是一个随机数

值. (×)
(2)若两个随机变量的均值相同,则这两个随机变

量的分布列也一定相同. (×)
(3)若X 服从两点分布,则E(X)=np. (×)

2.已知ξ~B (n,12 ),η~B (n,13 ),且E(ξ)=15,则

E(η)等于 (  )

A.5 B.10 C.15 D.20

B 解析:由E(ξ)=
1
2n=15

,解得n=30,

所以η~B (30,13 ),所以E(η)=30×
1
3=10.

3.请思考并回答下列问题:

(1)二项分布与两点分布有何关系?

提示:两点分布是一种特殊的二项分布,即n=1的

二项分布;二项分布中的每次试验的结果都服从两

点分布.
(2)请举出两个服从二项分布的随机变量的例子.
提示:①某射击运动员命中10环的概率为0.8,他

在10次射击中命中10环的次数 X 是一个随机变

量,X~B(10,0.8).

②经过某路口碰到红灯的概率为p,某人经过该路

口10次,碰到红灯的次数X 是一个随机变量,X~

B(10,p).
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 二项分布的均值与方差

1.珠算是以算盘为工具进行数字计算的一种方法.算
盘每个档(挂珠的杆)上有7个算珠,用梁隔开,梁
上面2颗叫上珠,梁下面5颗叫下珠,如图所示.若
一个算盘共有13档,从每档中的7颗算珠中任取1
颗,设X 为取得上珠的颗数,则D(X)= (  )

               

A.
100
49 B.

65
7

C.
26
7 D.

130
49

D 解析:由题知,X~B 13,
2
7

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以D(X)=13

×
2
7×

5
7=
130
49.

2.已知小华投篮10次,每次投篮的命中率为0.7.记
10次投篮命中的次数为X,则D(X)=    .
2.1 解析:由题意得 X~B(10,0.7),所以 D(X)
=10×0.7×0.3=2.1.

3.某运动员投篮命中率为0.6.
(1)求投篮1次时,命中次数X 的数学期望;
(2)求重复投篮5次时,命中次数Y的数学期望和方差.
解:(1)投篮1次,命中次数X 的分布列如表:

X 0 1

P 0.4 0.6
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则E(X)=0.6.

(2)由题意得,重复投篮5次,命中的次数Y 服从二

项分布,即Y~B(5,0.6).

则E(Y)=5×0.6=3,D(Y)=5×0.6×0.4=1.2.

若随机变量 X 服从二项分布,即X~B(n,p),则
E(X)=np,D(X)=np(1-p).
计算二项分布的均值与方差时,可直接代入求解,从
而避免繁杂的计算过程.
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 二项分布的均值与方差的实际应用

例1 在新高考方案“3+1+2”模式中,“3”指统考科

目语文、数学、外语3门,不分文理;“1”指在物理、历
史2门科目中选择1门;“2”指在思想政治、地理、化
学、生物4门科目中选择2门.学生根据高校的要求,
结合自身特长兴趣自主选择.某校统计发现选择物理

的学生占全体学生的
3
4
,并且在选择物理的条件下,

选择地理的概率为
2
3
,在选择历史的条件下,选择地

理的概率为
4
5.设该校学生甲、乙、丙三人中选择地理

的人数为随机变量X.
(1)求X=2的概率;
(2)求X 的分布列以及数学期望.
解:(1)设“该校学生选择地理”为事件A,

则P(A)=
3
4×

2
3+

1
4×

4
5=

7
10
,

因此X~B (3,710),

所以P(X=2)=C23× (710)
2

×
3
10=

441
1000.

(2)由于X~B (3,710),

则P(X=0)=C03× (710)
0

× (310)
3

=
27
1000

,

P(X=1)=C13× (710)
1

× (310)
2

=
189
1000

,

P(X=2)=C23× (710)
2

×
3
10=

441
1000

,

P(X=3)=C33× (710)
3

× (310)
0

=
343
1000.

所以随机变量X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 27
1000

189
1000

441
1000

343
1000

所以E(X)=3×
7
10=

21
10.

例2 一出租车司机从某饭店到火车站途中经过6
个路口,假设他在各路口是否遇到红灯是相互独立

的,并且在各路口遇到红灯的概率均是
1
3.

(1)求这位司机遇到红灯的次数ξ的期望与方差;

(2)若遇上红灯,则需等待30s,求这位司机总共等待

的时间η(单位:s)的期望与方差.

解:(1)易知司机遇到红灯的次数ξ~B (6,13 ),

故E(ξ)=6×
1
3=2

,D(ξ)=6×
1
3× (1-13 )=43.

(2)由已知得η=30ξ,故E(η)=30E(ξ)=60,

D(η)=900D(ξ)=1200.
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思考1.求这名司机在首次遇到红灯或到达目的地停

车前经过的路口数η的分布列.
解:设前k 个是绿灯,第k+1个是红灯,

则η的分布列为P(η=k)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

×
1
3
,k=0,1,2,

3,4,5,

所以P(η=0)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

×
1
3=

1
3
,

P(η=1)=
2
3×

1
3=

2
9
,

P(η=2)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
3=

4
27
,

P(η=3)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

×
1
3=

8
81
,

P(η=4)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

×
1
3=

16
243
,

P(η=5)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

×
1
3=

32
729
,

若全为绿灯,则P(η=6)=
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

6

=
64
729.

故η的分布列为

η 0 1 2 3 4 5 6

P 1
3

2
9

4
27

8
81

16
243

32
729

64
729

思考2.求 这 名 司 机 在 途 中 至 少 遇 到 一 次 红 灯 的

概率.

解:所求概率为P(ξ≥1)=1-P(ξ=0)=1-
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

6

=
665
729.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—39—



1.用二项分布求解实际应用题的步骤

(1)判断随机变量 X 服从二项分布,即 X~B(n,

p).
(2)根 据 二 项 分 布 概 率 计 算 公 式 P(X =k)=

Ck
npk(1-p)n-k(k=0,1,…,n)求出X 的分布列.
(3)利用公式E(X)=np,D(X)=np(1-p)求X
的均值与方差.
(4)根据X 的均值与方差解决实际问题.

2.有些随机变量虽不服从二项分布,但与之具有线性

关系的另一随机变量服从二项分布,这时,可以综

合应 用 E(aξ+b)=aE(ξ)+b,D(aξ+b)=

a2D(ξ)以及二项分布的性质求解.

                 某商场为刺激消费,拟按以下方案进行促销:顾客每

消费500元便得到抽奖券一张,每张抽奖券的中奖概

率为
1
2.若中奖,商场返还顾客现金100元.某顾客现

购买价格为2300元的电脑一台,得到抽奖券四张,

每次抽奖互不影响.
(1)设该顾客抽奖后中奖的抽奖券张数为X,求随机

变量X 的分布列;

(2)设该顾客购买电脑的实际支出为Y 元,用X 表示

Y,并求随机变量Y 的均值.
解:(1)因为每张奖券是否中奖是相互独立的,

因此X~B (4,12 ) .

所以P(X=0)=C04× (12 )
4

=
1
16
,

P(X=1)=C14× (12 )
4

=
1
4
,

P(X=2)=C24× (12 )
4

=
3
8
,

P(X=3)=C34× (12 )
4

=
1
4
,

P(X=4)=C44× (12 )
4

=
1
16.

所以随机变量X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

(2)因为X~B (4,12 ),所以E(X)=4×
1
2=2.

又由题意可知Y=2300-100X,
所以E(Y)=E(2300-100X)=2300-100E(X)=
2300-100×2=2100.
即所求随机变量Y 的均值为2100.
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课后素养评价(十五)

1.已知随机变量X 服从二项分布B(n,p).若E(X)

=2,D(X)=
4
3
,则p= (  )

               
A.
3
4 B.

2
3 C.

1
3 D.

1
4

C 解析:由随机变量X 服从二项分布B(n,p),又

E(X)=2,D(X)=
4
3
,所以np=2,np(1-p)=

4
3
,解得p=

1
3.故选C.

2.同时抛掷5枚质地均匀的硬币80次.设5枚硬币正

好出现2枚正面向上,3枚反面向上的次数为X,则

X 的均值是 (  )

A.20 B.25 C.30 D.40
B 解析:抛掷一次正好出现2枚正面向上,3枚反

面向上的概率为
C25
25=

5
16
,所以 X~B 80,

5
16

æ

è
ç

ö

ø
÷,故

E(X)=80×
5
16=25.

3.已知随机变量 X~B(10,0.5),Y=2X-8,则
E(Y)= (  )

A.6 B.2
C.4 D.3
B 解析:由题意,随机变量 X~B(10,0.5),所以

E(X)=10×0.5=5.因为Y=2X-8,可得E(Y)=
2E(X)-8=2×5-8=2.故选B.
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4.某人从家乘车到公司上班,途中经过3个路口.假设

在各路口遇到红灯的事件是相互独立的,且概率都

是0.4,则此人上班途中遇到红灯的次数的方差为

(  )

A.0.48 B.1.2 C.0.72 D.0.6

C 解析:设此人上班途中遇到红灯的次数为X,则

X~B(3,0.4).
所以D(X)=3×0.4×0.6=0.72.

5.(多选)一次数学测验的试卷由25道选择题构成,

每道选择题有4个选项,其中有且仅有一个选项是

正确的,每道题选择正确得4分,不作出选择或选

错不得分,满分100分.某学生每道题选对的概率均

为0.6,则 (  )

A.该学生在这次数学测验中做对的题目的个数的

均值为15

B.该学生在这次数学测验中做对的题目的个数的

方差为6

C.该学生在这次测验中的成绩的均值为60

D.该学生在这次测验中的成绩的方差为24

ABC 解析:设 该 学 生 做 对 题 目 的 个 数 为 X,则

X~B(25,0.6),所 以 E(X)=25×0.6=15,A
正确;

D(X)=25×0.6×(1-0.6)=6,B正确;

设该学生的得分为Y,则Y=4X,

所以E(Y)=4E(X)=60,C正确;

D(Y)=42D(X)=16×6=96,D错误.
故选ABC.

6.某校为举办甲、乙两项不同活动,分别设计了相应

的活动方案:方案一、方案二.为了解该校学生对活

动方案是否支持,对学生进行简单随机抽样,获得

数据如下表:

方案
男生 女生

支持 不支持 支持 不支持

方案一 200人 400人 300人 100人

方案二 350人 250人 150人 250人

假设所有学生对活动方案是否支持相互独立.
(1)分别估计该校男生支持方案一的概率、该校女

生支持方案一的概率;

(2)从该校全体男生中随机抽取2人,全体女生中

随机抽取1人,估计这3人中恰有2人支持方案一

的概率;

(3)将该校学生支持方案二的概率估计值记为p0,

假设该校高一年级有500名男生和300名女生,除

高一年级外其他年级学生支持方案二的概率估计

值记为p1,试比较p0 与 p1 的大小.(结论不要求

证明)

解:(1)该 校 男 生 支 持 方 案 一 的 概 率 为
200

200+400

=
1
3
,

该校女生支持方案一的概率为
300

300+100=
3
4.

(2)3人中恰有2人支持方案一分两种情况:仅有2

名男生支持方案一;仅有1名男生和1名女生支持

方案一.

所以3人中恰有2人支持方案一的概率为 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×

1-
3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+C12×

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷× 1-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷×
3
4=
13
36.

(3)p1<p0.

7.为防止风沙危害,某地决定建设防护绿化带,种植

杨树、沙柳等植物.某人一次种植了n 株沙柳,各株

沙柳成活与否是相互独立的,成活率均为p.设ξ为

成活沙柳的株数,数学期望E(ξ)=3,标准差 D(ξ)

=
6
2.

(1)求n,p 的值,并写出ξ的分布列;

(2)若有3株或3株以上的沙柳未成活,则需要补

种,求需要补种沙柳的概率.

解:因为每一株沙柳的成活率均为p,种植了n 株

沙柳,相当于n 重伯努利试验,因此ξ 服从二项分

布B(n,p).

(1)由E(ξ)=np=3,D(ξ)=np(1-p)=
3
2
,

得1-p=
1
2
,从而p=

1
2
,n=6.

所以ξ的分布列为

ξ 0 1 2 3 4 5 6

P 1
64

3
32

15
64

5
16

15
64

3
32

1
64

(2)记“需要补种沙柳”为事件A,则P(A)=P(ξ≤3),

得P(A)=
1+6+15+20

64 =
21
32.
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1.若随机变量ξ~B(n,0.6),且E(ξ)=3,则P(ξ=1)
的值为 (  )

A.2×0.44 B.2×0.45

C.3×0.44 D.3×0.64

C 解析:因为ξ~B(n,0.6),所以E(ξ)=n×0.6
=3,解得n=5.故P(ξ=1)=C15×0.6×0.44=3×
0.44.

2.设随机变量ξ 的分布列为P(ξ=k)=Ck
n
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

·

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

n-k

,k=0,1,2,…,n,且E(ξ)=24,则D(ξ)的

值为 (  )

A.8 B.12

C.
2
9 D.

1
6

A 解析:由题意可得ξ~B n,
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以E(ξ)=

2
3n=24

,解得n=36.所以D(ξ)=n×
2
3×

1
3=36

×
2
9=8.

3.一台仪器每启动一次都随机地出现一个3位的二

进制数A=a1 a2 a3 ,其中A 的各位数字中,ak

(k=1,2,3)出现0的概率为
1
3
,出现1的概率为

2
3.

若启动一次出现的数为100,则称这次试验成功.若
成功一次得2分,失败一次得-1分,则进行81次

这样的重复试验的总得分X 的数学期望和方差分

别为 (  )

A.-63,
50
9 B.-63,50

C.6,
50
9 D.6,50

B 解析:由题可得,启动一次出现的数为100的概

率p=
2
3×

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
2
27
,用η 表示试验成功的次数,

则η~B 81,
2
27

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以η的数学期望E(η)=81×
2
27=6

,

η的方差D(η)=81×
2
27×

25
27=

50
9.

因为得分X=2η+(-1)×(81-η)=3η-81,
所以E(X)=E(3η-81)=3E(η)-81=-63,

D(X)=D(3η-81)=9D(η)=50.

4.已知某同学投篮投中的概率为
2
3
,现该同学要投篮

3次,且每次投篮结果相互独立,则恰好投中2次的

概率为    ;记X 为该同学在这3次投篮中投

中的次数,则随机变量X 的数学期望为    .
4
9 2 

解析:由独立重复试验的概率公式,可得恰

好投中2次的概率为C23×
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
4
9
;

由题知随机变量X~B 3,
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以E(X)=3×
2
3=2.

5.某电视台开展有奖答题活动,要求每位选手答30
个选择题,每个选择题有4个选项,其中有且只有1
个正确选项,每一题答对得5分,答错或不答得0
分,满分150分.规定满100分得三等奖,满120分

得二等奖,满140分得一等奖.有一个选手答对任一

题的概率都是0.8,则该选手最可能得到    
等奖.
二 解析:设答对题的个数为 X,则 X~B(30,0.
8),所 以 E(X)=30×0.8=24.由 于24×5=
120(分),所以最可能得到二等奖.

6.设随机变量ξ 服从二项分布B 5,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则函数

f(x)=x2+4x+ξ存在零点的概率是    .
31
32 

解析:由函数f(x)=x2+4x+ξ存在零点,

得方程x2+4x+ξ=0有解,所以Δ=16-4ξ≥0,
即ξ≤4.

又因为随机变量ξ~B 5,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以所求概率P(ξ≤4)=1-P(ξ=5)=1-C55×
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

=
31
32.
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7.4.2 超几何分布

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.结合教材实例,了解超几何分布的概念.(数学抽象)

  2.会利用公式求服从超几何分布的随机变量的概率、均值.(数学运算)

  3.了解超几何分布与二项分布的关系,能利用超几何分布的概率模型解决实际问题.(数学建模)

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点 超几何分布

(1)概念:一般地,假设一批产品共有N 件,其中有M
件次品.从N 件产品中随机抽取n 件(不放回),用X
表示抽取的n 件产品中的次品数,则 X 的分布列为

P(X=k)=
Ck

MCn-k
N-M

Cn
N

,k=m,m+1,m+2,…,r.其中

n,N,M∈N*,M≤N,n≤N,m=max{0,n-N+
M},r=min{n,M}.
如果随机变量X 的分布列具有上式的形式,那么称

随机变量X 服从超几何分布.

(2)均值:E(X)=
nM
N =np,其中p=

M
N
,是 N 件产

品的次品率.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)将一枚硬币连抛3次,正面朝上的次数X 服从

超几何分布. (×)
(2)盒中有4个白球和3个黑球,有放回地随机摸

取3个球,取出黑球的个数X 服从超几何分布.(×)
(3)某射手的命中率为0.8,现对目标射击3次,命中目

标的次数X 服从超几何分布. (×)
2.某导游团有外语导游10人,其中6人会说日语.现

要选出4人去完成一项任务,则其中有2人会说日

语的概率为     .
3
7 

解析:设选出的4人中,会说日语的人数为X,

则X 服从N=10,M=6,n=4的超几何分布.所以

有2人会说日语的概率为P(X=2)=
C26C24
C410

=
3
7.

3.请思考并回答下列问题:
如何区别二项分布与超几何分布?
提示:一般地,超几何分布的模型是“取次品”,是不

放回 抽 样,而 二 项 分 布 的 模 型 则 是“独 立 重 复 试

验”,对于抽样,则是有放回抽样.
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 超几何分布的概念

盒中共有9个球,其中有4个红球、3个黄球和2个白

球,这些球除颜色外完全相同.
(1)若用随机变量X 表示任选4个球中红球的个数,

则X 服从超几何分布,其参数的值为 (  )

A.N=9,M=4,n=4
B.N=9,M=5,n=5
C.N=13,M=4,n=4
D.N=14,M=5,n=5
(2)若用随机变量Y 表示任选3个球中红球的个数,

则Y 的可能取值为    .
(3)若用随机变量Z 表示任选5个球中白球的个数,

则P(Z=2)=    .

(1)A (2)0,1,2,3 (3)
5
18 

解析:(1)根据超几何

分布的定义知,N=9,M=4,n=4.
(2)由于只选取了3个球,因此随机变量Y 的所有可

能取值为0,1,2,3.

(3)P(Z=2)=
C22C37
C59
=
5
18.

对超几何分布的三点说明
(1)超几何分布的模型是不放回抽样.
(2)超几何分布中的参数是 M,N,n.
(3)超几何分布可解决产品中的正品和次品、盒中的
白球和黑球、学生中的男生和女生等问题,研究对象
往往由差异明显的两部分组成.
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 超几何分布的分布列

例1 袋中有4个红球、3个黑球,从袋中随机取球,
设取到一个红球得2分,取到一个黑球得1分,从袋

中任取4个球,求得分X 的分布列.
解:从袋中任取4个球,有1红3黑、2红2黑、3红

1黑、4红四种情况,
得分分别为5,6,7,8,
故X 的可能取值为5,6,7,8.

P(X=5)=
C14C33
C47
=
4
35
,P(X=6)=

C24C23
C47
=
18
35
,

P(X=7)=
C34C13
C47
=
12
35
,P(X=8)=

C44C03
C47
=
1
35.

故随机变量X 的分布列为

X 5 6 7 8

P 4
35

18
35

12
35

1
35

例2 在10件产品中有2件次品,连续不放回地抽3
次,每次抽1件,求抽到的次品数X 的均值与方差.
解:(方法一)由题意知X 的可能取值为0,1,2.

P(X=0)=
C38
C310
=
7
15
,

P(X=1)=
C12C28
C310

=
7
15
,

P(X=2)=
C22C18
C310

=
1
15.

所以随机变量X 的分布列为

X 0 1 2

P 7
15

7
15

1
15

E(X)=0×
7
15+1×

7
15+2×

1
15=

3
5
,

D(X)= 0-
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
7
15+ 1-

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
7
15+ 2-

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
15=

28
75.

(方法二)由题意知P(X=k)=
Ck
2C38-k

C310
,k=0,1,2,

所以随机变量X 服从超几何分布,

n=3,M=2,N=10,

所以E(X)=
nM
N =

3×2
10 =

3
5
,

D(X)= 0-
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
7
15+ 1-

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
7
15+ 2-

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
15=

28
75.
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思考.将“不放回”改为“放回”,求抽到的次品数 X
的均值与方差.

解:由题意知,抽取1次抽到次品的概率为
2
10=

1
5
,

所以随机变量X 服从二项分布B 3,
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以E(X)=3×
1
5=

3
5
,

D(X)=3×
1
5× 1-

1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=
12
25.

1.超几何分布问题的求解步骤

(1)辨模型:结合实际情景分析所求概率分布问题

中的研究对象是否由具有明显差异的两部分组成,

如“男生、女生”“正品、次品”“优、劣”等,或可转化

为具有明显差异的两部分.并检查抽样方法是否为

不放回抽样.
(2)算 概 率:可 以 直 接 借 助 公 式 P(X =k)=

Ck
MCn-k

N-M

Cn
N

求解,也可以利用排列组合及概率的知识

求解,需注意借助公式求解时应理解参数 M,N,n
的含义.
(3)列分布列:把求得的概率值通过表格表示出来.
(4)根据分布列解决问题.

2.对于多次抽取求抽取到“次品”数的相关问题,若

“不放回地抽取”一般为超几何分布,若“有放回地

抽取”一般为二项分布.

1.袋中共有9个球,其中有4个红球、3个黄球和2个

绿球,这些球除颜色外完全相同.从袋中一次随机

取出4个球,其中红球、黄球、绿球的个数分别为

x1,x2,x3,随机变量 X 表示x1,x2,x3 中的最大

数,求X 的分布列.
解:X 的可能取值为2,3,4,

P(X=4)=
C44
C49
=
1
126
,

P(X=3)=
C34C15+C33C16

C49
=
13
63
,

于是P(X=2)=1-P(X=3)-P(X=4)=
11
14.
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故X 的分布列为

X 2 3 4

P 11
14

13
63

1
126

2.为了解学生的身体素质情况,某校从全校学生中随

机抽取10人进行体能测试,测试的成绩(单位:分)
从低到高依次为52,65,72,78,86,86,86,87,87,

88.规定成绩不低于79分的为优秀.从这10人中随

机选取3人,记 X 表示测试成绩为优秀的学生人

数,求X 的分布列.

解:由题意可得,X 的可能取值为0,1,2,3,

P(X=0)=
C34
C310
=
1
30
,P(X=1)=

C24C16
C310

=
3
10
,

P(X=2)=
C14C26
C310

=
1
2
,P(X=3)=

C36
C310
=
1
6.

所以X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 1
30

3
10

1
2

1
6
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 超几何分布的应用

例3 端午节吃粽子是我国的传统习俗.设一盘中装

有10个粽子,其中豆沙粽2个、肉粽3个、白粽5个,
这三种粽子的外观完全相同.从中任意选取3个.
(1)设X 表示取到的豆沙粽的个数,求X 的分布列;
(2)设Y 表示取到的粽子的种类数,求Y 的分布列.
解:(1)豆沙粽的个数X 服从超几何分布,
且X 的可能取值为0,1,2,

因此P(X=0)=
C38
C310
=
7
15
,

P(X=1)=
C12C28
C310

=
7
15
,

P(X=2)=
C22C18
C310

=
1
15.

所以X 的分布列为

X 0 1 2

P 7
15

7
15

1
15

(2)由题意知Y 的所有可能取值为1,2,3,且

P(Y=1)=
C33+C35
C310

=
1+10
120 =

11
120
,

P(Y=3)=
C12C13C15
C310

=
30
120=

1
4
,

P(Y=2)=1-P(Y=1)-P(Y=3)=1-
11
120-

30
120

=
79
120.

所以Y 的分布列为

Y 1 2 3

P 11
120

79
120

1
4

1.超几何分布与二项分布的关系

(1)超几何分布的均值与二项分布的均值都是np,
但是n,p 的意义不同.超几何分布中n 是不放回地

随机抽取的产品数,p 是次品率.
(2)对于不放回抽样,当n 远远小于N 时,每抽取

一次后,对 N 的影响很小,此时,超几何分布可以

近似看作二项分布.
2.超几何分布的应用

对于服从超几何分布的随机变量,通过公式可以求

出随机变量的概率、分布列、期望等,利用这些可以

解决实际生活中与之相关的问题.

                 1.已知高一某班共有学生21人,其中男生12人,女
生9人.现采用分层随机抽样的方法从中抽取7人,
测试他们学习某课程的效果,效果分为优秀和良好

两种,优秀得2分,良好得1分.
(1)应抽取男生、女生各多少人?
(2)若抽取的7人中,4人的测试效果为优秀,3人为

良好,现从这7人中随机抽取3人.
①用X 表示抽取的3人的得分之和,求随机变量

X 的分布列及数学期望;

②设事件A 为“抽取的3人中,测试效果既有优秀

的,也有良好的”,求事件A 发生的概率.
解:(1)因为采用分层随机抽样的方法进行抽样,所

以应抽 取 女 生7×
9
21=3

(人),抽 取 男 生7×
12
21

=4(人).
(2)①随机变量X 的所有可能取值为3,4,5,6.

P(X=3)=
C04C33
C37
=
1
35
,P(X=4)=

C14C23
C37
=
12
35
,

P(X=5)=
C24C13
C37
=
18
35
,P(X=6)=

C34C03
C37
=
4
35.

所以随机变量X 的分布列为

X 3 4 5 6

P 1
35

12
35

18
35

4
35
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E(X)=3×
1
35+4×

12
35+5×

18
35+6×

4
35=

165
35

=
33
7.

②由①知P(A)=P(X=4)+P(X=5)=
12
35+

18
35

=
6
7.

故事件A 发生的概率为
6
7.

2.三门是“中国青蟹之乡”,其气候温暖、港湾平静、水
质优良,以优越的自然环境成为我国优质青蟹的最

佳产区之一.三门青蟹具有“金爪、绯钳、青背、黄
肚”的特征,以“壳薄、膏黄、肉嫩、味美”而著称,素
有“三门青蟹、横行世界”之美誉;且营养丰富,被誉

为“海中黄金,蟹中臻品”.养殖户一般把质量超过

350g的青蟹标记为A类青蟹.
(1)现有一个小型养蟹池,已知蟹池中有50只青

蟹,其中A类青蟹有7只,若从池中随机抓2只青

蟹,用ξ表示其中A类青蟹的只数,请写出ξ的分

布列,并求ξ的数学期望E(ξ);
(2)另有一个养蟹池,为估计蟹池中青蟹的数量N,
小王先从蟹池中抓了50只青蟹,做好标记后放回

池中,过了一段时间后,又从蟹池中抓了20只青

蟹,发现有记号的有x 只,若x=5,试给出蟹池中

青蟹数量N 的估计值.(以使P(x=5)取得最大值

的N 为估计值)
解:(1)由题意知ξ的所有可能取值为0,1,2,

P(ξ=0)=
C243
C250
=
129
175
,P(ξ=1)=

C17C143
C250

=
43
175
,

P(ξ=2)=
C27
C250
=
3
175
,

所以ξ的分布列为

ξ 0 1 2

P 129
175

43
175

3
175

E(ξ)=0×
129
175+1×

43
175+2×

3
175=

7
25.

(2)设f(N)=P(x=5)=
C550C15N-50
C20N

,

则
f(N+1)
f(N)

=
(N-49)(N-19)
(N-64)(N+1)=

N2-68N+931
N2-63N-64.

因为(N2-68N+931)-(N2-63N-64)=-5N
+995,
所以当 N=199时,f(N+1)=f(N),即f(199)

=f(200);
当 N>199时,f(N+1)<f(N);
当 N<199时,f(N+1)>f(N).
所以当 N=199或200时,P(x=5)最大,估计蟹

池中青蟹数量为199只或200只.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

课后素养评价(十六)

1.在15个村庄中,有7个村庄交通不方便.若用随机

变量X 表示从这15个村庄中任选的10个村庄中

交通不方便的村庄的个数,则X 服从超几何分布,
其中的参数的值为 (  )

A.N=15,M=7,n=10
B.N=15,M=10,n=7
C.N=22,M=10,n=7
D.N=22,M=7,n=10
A 解析:根据超几何分布概率模型知选A.

2.设袋中有80个红球、20个白球.若从袋中任取10
个球,则其中恰有6个红球的概率为 (  )

A.
C480C610
C10100

B.
C680C410
C10100

C.
C480C620
C10100

D.
C680C420
C10100

D 解析:设随机变量 X 表示任取10个球中红球

的个数,则X 服从参数N=100,M=80,n=10的

超几何分布.取到的10个球中恰有6个红球,即 X

=6,P(X=6)=
C680C420
C10100

.

3.12人的兴趣小组中有5名男生,现从中任选6人参

加竞赛.若随机变量 X 表示参加竞赛的男生的人
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数,则C
3
5C37
C612

等于 (  )

A.P(X=6) B.P(X=5)
C.P(X=3) D.P(X=7)
C 解析:由题意可知随机变量 X 服从参数 N=
12,M=5,n=6的超几何分布.由公式P(X=k)=
Ck

MCn-k
N-M

Cn
N

,易知
C35C37
C612

表示的是X=3的概率.

4.在10个排球中有6个正品、4个次品.从中任取4个,
则正品数比次品数少的概率为 (  )

A.
5
42 B.

4
35 C.

19
42 D.

8
21

A 解析:正品数比次品数少,有两种情况:0个正

品4个次品,1个正品3个次品.
由超几何分布的概率可知,当取到0个正品4个次

品时,p1=
C44
C410
=
1
210.

当取到1个正品3个次品时,p2=
C16C34
C410

=
24
210=

4
35.

所以正品数比次品数少的概率为p1+p2=
5
42.

5.盒中有10个螺丝钉,其中3个是坏的.现从盒中随

机抽取4个,则概率是
3
10

的事件为 (  )

A.恰有1个是坏的 B.4个全是好的

C.恰有2个是好的 D.至多有2个是坏的

C 解析:对于A,事件的概率为
C13C37
C410
=
1
2
;

对于B,事件的概率为
C47
C410
=
1
6
;

对于C,事件的概率为
C23C27
C410
=
3
10
;

对于D,事件的概率为
C47+C13C37+C23C27

C410
=
29
30.

6.(多选)一个袋中装有除颜色外其余完全相同的6
个黑球和4个白球,现从中任取4个小球,设取出

的4个小球中白球的个数为X,则 (  )
A.随机变量X 服从二项分布

B.随机变量X 服从超几何分布

C.P(X=2)=
3
7

D.E(X)=
8
5

BCD 解析:由题意可知随机变量 X 服从参数为

N=10,M=4,n=4的超几何分布,故A错误,B正

确;随机变量X 的可能取值为0,1,2,3,4,

且P(X=0)=
C46
C410
=
1
14
,

P(X=1)=
C14C36
C410

=
8
21
,

P(X=2)=
C24C26
C410

=
3
7
,

P(X=3)=
C34C16
C410

=
4
35
,

P(X=4)=
C44
C410
=
1
210
,

故E(X)=0×
1
14+1×

8
21+2×

3
7+3×

4
35+4×

1
210=

8
5

或E(X)=4×
4
10=

8
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,故 CD 正 确.故

选BCD.
7.现有10件商品,其中3件瑕疵品、7件合格品.若从这

10件商品中任取2件,设取到X 件瑕疵品,则X 的数

学期望是    .
3
5  

解析:依题意,X 的所有可能取值是0,1,2,

P(X=0)=
C27
C210
=
7
15
,P(X=1)=

C17C13
C210

=
7
15
,P(X

=2)=
C23
C210
=
1
15
,故E(X)=0×

7
15+1×

7
15+2×

1
15

=
3
5.所以X 的数学期望是

3
5.

8.某校为了解高三学生身体素质情况,从某项体育测

试成绩中随机抽取n 名学生的成绩进行分析,得到

成绩频率分布直方图如图所示.已知成绩在[90,100]
内的学生人数为8,且有4名女生的成绩在[50,60)内,
则n=    ;现从成绩在[50,60)内的学生中随机

抽取2名学生,记所抽取学生中女生的人数为ξ,则ξ
的均值是    .

50 
4
3 

解析:依题意得0.016×10n=8,则n=50.

可得成 绩 在[50,60)内 的 人 数 为0.012×10×50
=6,
其中4名女生,2名男生.
所以ξ的可能取值为0,1,2,

P(ξ=0)=
C22
C26
=
1
15
,P(ξ=1)=

C12C14
C26
=
8
15
,

P(ξ=2)=
C24
C26
=
6
15=

2
5
,

故E(ξ)=0×
1
15+1×

8
15+2×

2
5=

4
3.
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9.一袋中有质地、大小、颜色都相同的球10个,其中8
个标有数字1,2个标有数字5.从中任取2个球,记

2个球上的数字之和为X,求X 的分布列.
解:由题意知,X 的可能取值为2,6,10,

P(X=2)=
C28
C210
=
28
45
,P(X =6)=

C18C12
C210

=
16
45
,

P(X=10)=
C22
C210
=
1
45.

故X 的分布列为

X 2 6 10

P 28
45

16
45

1
45
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1.一个小组有6人,从中任选2名代表,则其中甲当

选的概率是 (  )

A.
1
2 B.

1
3 C.

1
4 D.

1
5

B 解析:设 X 表示2名代表中甲的个数,X 的可

能取值为0,1.由题意知X 服从超几何分布,其中参

数为 N=6,M=1,n=2,则P(X=1)=
C11C15
C26
=
1
3.

2.(新定义)孪生素数猜想是希尔伯特在1900年提出

的23个数学问题之一,可以直观地描述为:存在无

穷多个素数p,使得p+2是素数.素数对(p,p+2)
称为孪生素数对.从8个数对:(3,5),(5,7),(7,9),
(9,11),(11,13),(13,15),(15,17),(17,19)中任

取3个,设取出的孪生素数对的个数为 X,则 E
(X)= (  )

A.
3
8 B.

1
2 C.

3
2 D.3

C 解析:由题知8个数对中有(3,5),(5,7),(11,
13),(17,19),共4个孪生素数对,
所以X 的可能取值为0,1,2,3,

P(X=0)=
C04C34
C38
=
1
14
,P(X=1)=

C14C24
C38
=
3
7
,

P(X=2)=
C24C14
C38
=
3
7
,P(X=3)=

C34C04
C38
=
1
14
,

所以E(X)=0×
1
14+1×

3
7+2×

3
7+3×

1
14=

3
2.

3.(多选)袋中有10个除颜色外完全相同的球,其中6
个黑球、4个白球,现从中任取4个球,记随机变量

X 为其中白球的个数,随机变量Y 为其中黑球的个

数.若取出一个白球得2分,取出一个黑球得1分,
随机变量Z 为取出4个球的总得分,则下列结论中

正确的是 (  )

A.P(|Z-6|≤1)=
97
105

B.E(X)>E(Y)
C.D(X)=D(Y)

D.E(Z)=
28
5

ACD 解析:由题意知X,Y 均服从超几何分布,且

X+Y=4,Z=2X+Y,故P(X=k)=
Ck
4C4-k6

C410
(k=

0,1,2,3,4).P(|Z-6|≤1)=1-P(Z=4)-P(Z

=8)=1-P(X=0)-P(X=4)=
97
105
,故选项 A

正确;E(X)=4×
4
10=

8
5
,E(Y)=4-E(X)=

12
5
,

D(X)=D(4-Y)=D(Y),故选项B错误,选项C

正确;E(Z)=2E(X)+E(Y)=
28
5
,故选项D正确.

故选ACD.
4.在30瓶饮料中,有3瓶已过了保质期.从这30瓶饮

料中任取2瓶,则至少取到1瓶已过保质期的饮料

的概率为    .(结果用最简分数表示)
28
145 

解析:从这30瓶饮料中任取2瓶,设“至少取

到1瓶已过保质期的饮料”为事件 A,则 P(A)=
C127C13
C230

+
C23
C230
=
28
145.

5.某公司有日生产件数为95的“生产能手”3人,有日

生产件数为55的“新手”2人,从这5人中任意抽取

2人,则2人的日生产件数之和X 的标准差为  
  .
24 解析:由题意,可得X 的所有可能取值为190,

150,110,且P(X=190)=
C02C23
C25
=
3
10
,P(X=150)

=
C12C13
C25
=
3
5
,P(X=110)=

C22C03
C25
=
1
10
,则E(X)=

190×
3
10+150×

3
5+110×

1
10=158

,标 准 差 为

(190-158)2×
3
10+

(150-158)2×
3
5+

(110-158)2×
1
10

=24.
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7.5　正态分布
学习任务目标

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解正态分布与标准正态分布的概念.
  2.了解正态密度函数,理解正态曲线的性质.(直观想象)

  3.会求正态分布在给定区间的概率,能利用正态分布知识解决实际问题.(数学运算)
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知识点一 正态分布

函数f(x)=
1

σ 2π
e-

(x-μ)2

2σ2 ,x∈R,其中μ∈R,σ>0

为参数.显然,对任意的x∈R,f(x)>0,它的图象在

x 轴的上方.可以证明x 轴和曲线之间的区域的面积

为1.我们称f(x)为正态密度函数,称它的图象为正

态密度曲线,简称正态曲线.若随机变量X 的概率分

布密度函数为f(x),则称随机变量 X 服从正态分

布,记为X~N(μ,σ2).特别地,当μ=0,σ=1时,称
随机变量X 服从标准正态分布.
知识点二 正态曲线的特点

(1)曲线是单峰的,它关于直线x=μ 对称.

(2)曲线在x=μ 处达到峰值
1

σ 2π
.

(3)当|x|无限增大时,曲线无限接近x 轴.
(4)当参数σ取固定值时,正态曲线的位置由μ 确定,
且随着μ 的变化而沿x 轴平移,如图1.
(5)当μ 取定值时,曲线的形状由σ 确定,当σ 较小

时,正态曲线“瘦高”,表示随机变量X 的分布比较集

中;当σ 较大时,正态曲线“矮胖”,表示随机变量 X
的分布比较分散,如图2.

               知识点三 正态变量在三个特殊区间内取值的概率

值及3σ原则

(1)P(μ-σ≤X≤μ+σ)≈0.6827;
(2)P(μ-2σ≤X≤μ+2σ)≈0.9545;
(3)P(μ-3σ≤X≤μ+3σ)≈0.9973.
在实际应用中,通常认为服从于正态分布N(μ,σ2)的

随机变量X 只取[μ-3σ,μ+3σ]中的值,这在统计学

中称为3σ原则.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)正态密度函数中参数μ,σ的意义分别是样本的

均值与方差. (×)

(2)若X~N(μ,σ2),则P(X<μ)=
1
2. (√)

(3)正态分布中,参数σ越小,表示随机变量X 的分

布越集中;σ越大,表示随机变量X 的分布越分散.
(√)

(4)正态曲线与x 轴可能相交. (×)

2.已知随机变量ξ服从正态分布N(1,σ2),且P(0<

ξ<1)=0.3,则P(ξ<2)= (  )

A.0.8 B.0.75
C.0.7 D.0.6
A 解析:因为ξ~N(1,σ2),且P(0<ξ<1)=0.3,
所以P(ξ≥2)=P(ξ≤0)=P(ξ<1)-P(0<ξ<
1)=0.5-0.3=0.2.
所以P(ξ<2)=1-P(ξ≥2)=1-0.2=0.8.故
选A.

3.已 知 随 机 变 量 X 服 从 正 态 分 布 N (2,1),则

P(X<1)≈    .
0.15865 解析:因为μ=2,σ=1,所以P(1≤X≤
3)≈0.6827.

所以 P (X <1)=P (X >3)≈
1-0.6827

2
=0.15865.

4.请思考并回答下列问题:
一个正态分布由参数μ 和σ完全确定,这两个参数

可以由什么近似估计?
提示:参数μ 是反映随机变量取值的平均水平的特

征数,可以用样本均值去估计;σ是衡量随机变量总

体波动大小的特征数,可以用样本标准差去估计.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—301—



 正态曲线及其性质

1.设X~N(μ1,σ21)(σ1>0),Y~N(μ2,σ22)(σ2>0),

且正态密度曲线如图所示,则有 (  )

               

A.μ1<μ2,σ1<σ2 B.μ1<μ2,σ1>σ2
C.μ1>μ2,σ1<σ2 D.μ1>μ2,σ1>σ2
A 解析:μ 反映的是随机变量的平均水平,直线

x=μ是正态密度曲线的对称轴,由图可知μ1<μ2;

σ反映的是随机变量的离散程度,σ 越大,越分散,

曲线越“矮胖”;σ越小,越集中,曲线越“瘦高”,由题

图可知σ1<σ2.

2.甲、乙两类水果的质量(单位:kg)分别服从正态

分布 N1(μ1,σ21),N2(μ2,σ22),相应的正态密度

曲线如图所示,则下列说法正确的是 (  )

A.甲类水果的平均质量比乙类水果的平均质量大

B.乙类水果的质量比甲类水果的质量更集中于均

值左右

C.σ1>σ2
D.μ1=0.4
D 解析:由 题 图 可 知 甲 类 水 果 的 平 均 质 量 为

0.4kg,D正确;
乙类水果的平均质量为0.8kg,
故甲类水果的平均质量比乙类水果的平均质量小,

A错误;
由于甲曲线比乙曲线更“瘦高”,故σ1<σ2,
故甲类水果的质量比乙类水果的质量更集中于均

值左右,B,C错误.
故选D.
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 正态分布的概率计算

例1 设X~N(10,1).
(1)求证:P(1<X<2)=P(18<X<19);
(2)若P(X≤2)=a,求P(10<X<18).
(1)证明:因为X~N(10,1),
所以正态密度曲线关于直线x=10对称.
而区间(1,2)和(18,19)关于直线x=10对称,
所以P(1<X<2)=P(18<X<19).
(2)解:因为P(X≤2)+P(2<X≤10)+P(10<X<
18)+P(X≥18)=1,μ=10,
所以P(X≤2)=P(X≥18)=a,
P(2<X≤10)=P(10<X<18).
所以2a+2P(10<X<18)=1,

即P(10<X<18)=
1-2a
2 =

1
2-a.

正态分布的概率计算的方法

(1)充分利用正态曲线的对称性和曲线与x 轴之间

的区域面积为1.
(2)熟记P(μ-σ≤X≤μ+σ),P(μ-2σ≤X≤μ+
2σ),P(μ-3σ≤X≤μ+3σ)的值.

(3)注意概率的转化:

①P(X<a)=1-P(X≥a);

②P(X<μ-a)=P(X>μ+a);

③P(a<X<b)=P(X<b)-P(X≤a);

④若b<μ,则P(X<b)=
1
2-P

(b≤X≤μ).

提醒:正态曲线并非都关于y 轴对称,标准正态分布

的正态曲线关于y 轴对称.

1.已知随机变量ξ服从正态分布N(0,σ2).若P(ξ≥
2)=0.023,则P(-2<ξ<2)= (  )

A.0.477 B.0.625
C.0.954 D.0.977
C 解析:P(-2<ξ<2)=1-2P(ξ≥2)=1-2×
0.023=0.954.

2.设随机变量ξ服从正态分布N(2,σ2).若P(ξ>c)

=a,则P(ξ>4-c)= (  )

A.a B.1-a
C.2a D.1-2a
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B 解析:正态曲线的对称轴为直线x=2,
所以P(ξ>4-c)=1-P(ξ>c)=1-a.

3.(2022∙新高考全国Ⅱ卷)已知随机变量X 服从正

态分布 N(2,σ2),且 P(2<X≤2.5)=0.36,则

P(X>2.5)=    .
0.14 解析:因为 X~N(2,σ2),所以P(X<2)=
P(X>2)=0.5,因此P(X>2.5)=P(X>2)-P(2<
X≤2.5)=0.5-0.36=0.14.
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 正态分布的实际应用

例2 已知某地外出务工人员的月平均收入服从μ=

8000,σ=500的正态分布.求此地外出务工人员的月

平均收入在8000~8500元之间的人数所占的百

分比.
解:设X 表示此地外出务工人员的月平均收入,

则X~N(8000,5002).

P(8000≤X≤8500)

=
1
2P
(8000-500≤X≤8000+500)

≈0.34135.
所以 此 地 外 出 务 工 人 员 的 月 平 均 收 入 在8000~

8500元之间的人数所占的百分比为34.135%.
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思考.求此地外出务工人员的月平均收入低于7000
元的人数所占的百分比.

解:P(X<7000)=
1
2
(1-P(8000-2×500≤X≤

8000+2×500))≈
1
2×

(1-0.9545)=0.02275.

所以此地外出务工人员的月平均收入低于7000元

的人数所占的百分比为2.275%.

例3 在某次数学考试中,考生的成绩ξ服从正态分

布N(90,100).
(1)试求考试成绩ξ位于区间[70,110]内的概率;

(2)若共有2000名考生参加考试,试估计考试成绩

在[80,100]内的考生人数.
解:因为ξ~N(90,100),所以μ=90,σ=10.
(1)由于正态变量在区间[μ-2σ,μ+2σ]内取值的概

率是0.9545,而该正态分布中,μ-2σ=90-2×10=

70,μ+2σ=90+2×10=110,于是考试成绩ξ位于区

间[70,110]内的概率是0.9545.
(2)由μ=90,σ=10,得μ-σ=80,μ+σ=100.由于正

态变量在区间[μ-σ,μ+σ]内取值的概率是0.6827,

所以考 试 成 绩ξ 位 于 区 间[80,100]内 的 概 率 是

0.6827.一共有2000名考生,所以考试成绩在[80,

100]内的考生大约有2000×0.6827≈1365(人).

正态分布问题的解题策略

解答此类问题的关键在于将待求概率的随机变量的

范围向[μ-σ,μ+σ],[μ-2σ,μ+2σ],[μ-3σ,μ+
3σ]这三个区间进行转化,然后利用随机变量在上述

区间内取值的概率求出相应概率,在此过程中一般会

用到化归思想及数形结合思想.

1.某厂生产的零件外直径为 X(单位:mm),且 X~
N(8.0,0.0225).现从该厂上午与下午生产的零件中

各随机取出一个,测得其外直径分别为7.9mm和

7.5mm,则可认为 (  )

               A.上午与下午生产情况均为正常

B.上午与下午生产情况均为异常

C.上午生产情况正常,下午生产情况异常

D.上午生产情况异常,下午生产情况正常

C 解析:由题可知μ=8.0,σ=0.15.根据3σ 原则,
可知X 在[8-3×0.15,8+3×0.15]即[7.55,8.45]
之外时为异常.结合已知,可知上午生产情况正常,
下午生产情况异常.

2.某面包店声称该店所售出的面包的平均质量是

1000g,上下浮动不超过50g.用数学语言来表达

就是:设该店售出的面包的质量为X(单位:g),则

X 服从正态分布N(1000,502).假设面包店的说法

是真实的,则从该面包店随机购买一个面包,质量

不小于900g的概率为 (  )
附:若随 机 变 量 X 服 从 正 态 分 布N(μ,σ2),则
P(μ-σ≤X≤μ+σ)≈0.6827,P(μ-2σ≤X≤

μ+2σ)≈0.9545,P(μ-3σ≤X ≤μ+3σ)≈
0.9973.
               A.0.84135 B.0.97225
C.0.97725 D.0.99865
C 解析:由题意得μ=1000,σ=50,则900=1000
-50×2=μ-2σ,
故面 包 的 质 量 不 小 于 900g 的 概 率 为 1-
1-P(μ-2σ≤X≤μ+2σ)

2 ≈1-0.022 75=

0.97725.故选C.
3.随着人们生活水平的不断提高,旅游成了一种生活
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时尚,尤其是针对老年人的旅游市场在不断扩大.
为了了解老年人每年旅游费用支出X(单位:元)的

情况,相关部门抽取了某地区1000名老年人进行

问卷调查,并把所得数据列成如下所示的频数分

布表.

组别 频数

[0,1000) 120

[1000,2000) 260

[2000,3000) 340

[3000,4000) 250

[4000,5000) 20

[5000,6000] 10

(1)求所得样本的平均数(精确到元).
(2)根据样本数据,可认为老年人的旅游费用支出

X 服从正态分布N(3000,10002).若该地区共有

老年人95000人,试估计有多少位老年人旅游费用

支出在5000元以上.
(3)已知旅游费用支出在[5000,6000]范围内的

10名老人中有7名女性,3名男性.现想选其中3名

老人回访,记选出的男性人数为ξ,求ξ的分布列.
解:(1)设样本平均数为x,则有

x=
1
1000×

(500×120+1500×260+2500×340

+3500×250+4500×20+5500×10)=2320
(元).
(2)因为μ=3000,σ=1000,所以μ+2σ=5000.

所以旅游费用支出在5000元以上的概率为

P (X >μ +2σ)=
1-P(μ-2σ≤X≤μ+2σ)

2

≈0.02275.
因为95000×0.02275≈2161,

所以估计有2161位老年人旅游费用支出在5000
元以上.
(3)由题意可知,ξ的可能取值为0,1,2,3,且

P(ξ=0)=
C37
C310
=
7
24
,

P(ξ=1)=
C27C13
C310

=
21
40
,

P(ξ=2)=
C17C23
C310

=
7
40
,

P(ξ=3)=
C33
C310
=
1
120.

所以随机变量ξ的分布列为

ξ 0 1 2 3

P 7
24

21
40

7
40

1
120
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课后素养评价(十七)

1.已知随机变量X 服从正态分布,且X 的概率分布

密度函数为f(x)=
1
 
8π
e-

(x-10)2
8 (x∈R),则随机变

量X 的平均数μ 与标准差σ分别是 (  )

A.10与8
B.10与2
C.8与10
D.2与10

B 解 析:因 为 f(x)=
1
 
8π
e-

(x-10)2
8 =

1
2
 
2π

e-
(x-10)2
2×22 ,所以平均数μ=10,标准差σ=2.故选B.

2.已知正态密度函数φ(x)=
1

σ
 
2π
∙e-

(x-μ)2
2σ2 ,x∈

(-∞,+∞),下列关于正态曲线的说法错误的是

(  )

A.曲线与x 轴之间区域的面积为1

B.曲线在x=μ 处达到峰值
1

σ
 
2π

C.当σ 一定时,曲线的位置由μ 确定,曲线随着μ
的变化而沿x 轴平移

D.当μ 一定时,曲线的形状由σ 确定,σ 越小,曲线

越“矮胖”

D 解析:由随机变量的取值落在该区域的概率为
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1可知A正确;因为-
(x-μ)2

2σ2 ≤0,所以φ(x)≤

1
σ
 
2π
,当且仅当x=μ 时取等号,故B正确;当σ

一定时,曲线的形状是固定的,曲线关于直线x=μ
对称,故C正确;当μ 一定时,曲线的对称轴固定,

所以σ越小,曲线的峰值
1

σ
 
2π

越大,故曲线越“瘦

高”,故D错误.故选D.
3.已知随机变量ξ服从正态分布N(1,σ2).若P(ξ>
3)=0.012,则P(-1≤ξ≤1)= (  )

A.0.976 B.0.024
C.0.488 D.0.048
C 解析:因为随机变量ξ服从正态分布N(1,σ2),
故其正态曲线关于直线x=1对称.又P(ξ>3)=
0.012,故P(ξ<-1)=0.012.因此P(-1≤ξ≤1)=
0.5-P(ξ<-1)=0.5-0.012=0.488.

4.设随机变量ξ服从正态分布N(3,σ2).若P(ξ≥m)

=a,则P(ξ≥6-m)= (  )

A.a B.1-2a
C.2a D.1-a
D 解析:由直线ξ=m 与直线ξ=6-m 关于直线

ξ=3对 称,得 P(ξ≥m)=P(ξ≤6-m)=a.则

P(ξ>6-m)=1-a.
5.我国成功举办了2022年第24届冬季奥林匹克运

动会,其中的高山速降运动给我们以速度与激情的

完美展现.某选手的速度ξ(单位:km/h)服从正态

分布N(100,σ2)(σ>0).若ξ在[80,120]内的概率

为0.7,则他的速度超过120km/h的概率为(  )

A.0.05 B.0.1 C.0.15 D.0.2
C 解析:由题意可得μ=100,且P(80≤ξ≤120)

=0.7,

所以P(ξ>120)=
1-P(80≤ξ≤120)

2 =0.15.

所以他的速度超过120km/h的概率为0.15.
6.已知随机变量 X 服从正态分布N(μ,σ2),其正态

曲线如图所示,则μ=    ,σ2=    .

20 2 解析:由题图可知,该正态曲线关于直线x

=20对 称,最 大 值 是
1
2 π

,所 以μ=20,
1

σ 2π
=

1
2 π

,解得σ= 2,因此μ=20,σ2=(2)2=2.

7.某机器生产的产品质量误差 X~N(1,4),t是1,

2,4,5,7,8,12,15,18,23的第60百分位数,则

P(-3≤X≤t-5)≈     .

0.9545 解析:因为10×60%=6,所以t=
8+12
2

=10.
由X~N(1,4),可知μ=1,σ=2,
所以P(-3≤X≤t-5)=P(-3≤X≤5)=P(μ
-2σ≤X≤μ+2σ)≈0.9545.

8.某种品牌摄像头的使用寿命ξ(单位:年)服从正态

分布,且使用寿命不少于2年的概率为0.8,使用寿

命不少于6年的概率为0.2.某校在大门口同时安装

了两个该品牌的摄像头,则在4年内这两个摄像头

都能正常工作的概率为    .
0.25 解析:由题意知P(ξ≥2)=0.8,P(ξ≥6)=
0.2,所以P(ξ<2)=P(ξ≥6)=0.2.所以正态曲线

的对称轴为直线x=4,即P(ξ≥4)=0.5,即每个摄

像头在4年内能正常工作的概率为0.5.所以两个该

品牌 的 摄 像 头 在4年 内 都 能 正 常 工 作 的 概 率 为

0.5×0.5=0.25.
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1.一批电阻的电阻值X(单位:Ω)服从正态分布 N(1

000,52).现从甲、乙两箱电阻中各随机抽取一个电

阻,测得电阻值分别为1011Ω和982Ω,可以认为

(  )

A.甲、乙两箱电阻均合格

B.甲、乙两箱电阻均不合格

C.甲箱电阻合格,乙箱电阻不合格

D.甲箱电阻不合格,乙箱电阻合格

C 解析:因为 X~N(1000,52),所以μ=1000,

σ=5,所以μ-3σ=1000-3×5=985,μ+3σ=

1000+3×5=1015.因为1011∈[985,1015],982

∉[985,1015],

所以甲箱电阻合格,乙箱电阻不合格.

2.某校进行了一次体能测试,这次体能测试满分为

100分,从高三年级抽取1000名学生的测试成绩,

已知测试成绩ξ 服从正态分布N(70,σ2).若ξ 在
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(50,70)内的概率为0.4,则ξ的值大于90的概率为

(  )

A.0.05 B.0.1
C.0.2 D.0.4
B 解析:因为ξ 服从正态分布N(70,σ2),所以正

态曲线的对称轴是直线x=70,所以ξ 在(70,100)
内的概率为0.5.因为ξ在(50,70)内的概率为0.4,
所以ξ在(70,90)内的概率也为0.4,则ξ 的值大于

90的概率为0.5-0.4=0.1.故选B.
3.(多选)某市组织了一次高三调研考试,考试后统计

的数学成绩服从正态分布,其正态密 度 函 数 为

f(x)=
1

2π×10
e-

(x-80)2
200 (x∈R),则下列说法正

确的是 (  )

A.该市这次考试的数学平均成绩为80
B.分数在120以上的人数与分数在60以下的人数

相同

C.分数在110以上的人数与分数在50以下的人数

相同

D.该市这次考试的数学成绩的标准差为10
ACD 解析:因为正态密度函数为

f(x)=
1
2π×10

·e-
(x-80)2
200 (x∈R),

所以该市这次考试的数学平均成绩为80,
数学成绩的标准差为10.
易知正态密度曲线关于直线x=80对称,
故分数在110以上的人数与分数在50以下的人数

相同.故选ACD.
4.设随机变量X~N(2,9),P(X>1+c)=P(X<c
-1).
(1)c=   ;
(2)P(-4≤X≤8)≈    .
(1)2 (2)0.9545 解析:(1)由 X~N(2,9),可
知μ=2,σ=3,正态密度曲线关于直线x=2对称.

又P(X>1+c)=P(X<c-1),故有
c-1+c+1

2
=2,解得c=2.

(2)P(-4≤X≤8)=P(2-2×3≤X≤2+2×3)

≈0.9545.
5.某工厂为了监控某种零件的一条生产线的生产过

程,检验员每天从该生产线上随机抽取10个零件,
并测量其尺寸(单位:cm).根据长期生产经验,可以

认为这条生产线在正常状态下生产的零件的尺寸

服从正态分布N(10,0.01).
(1)假设生产状态正常,记X 表示一天内抽取的10
个零件 中 尺 寸 在(9.8,10.2)之 外 的 零 件 数,求

P(X≥1)的值及X 的数学期望.
(2)该工厂对生产的零件制定了两种销售方案(假
设每种方案对销售量没有影响):
方案一:每个零件均按85元定价销售.
方案二:若零件的实际尺寸在(9.8,10.1)范围内,则
该零件为A级零件,每个零件定价100元;否则为

B级零件,每个零件定价为30元.
哪种销售方案的利润更大? 请根据数据计算说明.
附:若X~N(μ,σ2),则 P(μ-σ≤X≤μ+σ)≈
0.6827,P (μ-2σ≤X ≤μ+2σ)≈0.9545,

0.954510≈0.6277.
解:(1)由题易知,抽取的零件的尺寸在(9.8,10.2)
之内的概率为0.9545,
从 而 零 件 的 尺 寸 在 (9.8,10.2)之 外 的 概 率

为0.0455.
所以X~B(10,0.0455),因 此 P(X≥1)=1-
P(X=0)=1-C010×0.04550×0.954510≈0.3723.
故E(X)=10×0.0455=0.455.
(2)对方案二,设每个零件的价格为Y 元,故Y 的可

能取值为30,100,

可得P(Y=100)≈
0.6827+0.9545

2 =0.8186,

P(Y=30)=1-P(Y=100)=0.1814.
故E(Y)=30×0.1814+100×0.8186=87.302
>85.
又方案一中,每个零件售价均为85,故可得方案二

的利润更大.
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条件概率与全概率公式

例1 采购员要购买10个一包的电器元件,他的采

购方法是:从一包中随机抽查3个,如果这3个元件

都是好的,他才买下这一包.假定含有4个次品的包

数占30%,而其余包中各含1个次品.求采购员拒绝

购买的概率.
解:设B1=“取到的一包含4个次品”,

B2=“取到的一包含1个次品”,

A=“采购员拒绝购买”,P(B1)=
3
10
,P(B2)=

7
10.

P(A|B1)=1-
C36
C310
=
5
6
,

P(A|B2)=1-
C39
C310
=
3
10.

由全概率公式得到

P(A)=P(B1)P(A|B1)+P(B2)P(A|B2)=
3
10×

5
6+

7
10×

3
10=

23
50.
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思考.在采购员拒绝购买的条件下,抽中的一包中含

有4个次品的概率.

解:P(B1|A)=
P(B1)P(A|B1)

P(A) =

3
10×

5
6

23
50

=
25
46.

利用全概率公式求解概率问题的步骤

(1)判断所求问题是否为全概率类型.
(2)若是,正确假设完备事件组{Ai}及待求概率的事

件B.
(3)计算P(Ai),P(B|Ai).

(4)将(3)所得代入全概率公式计算出P(B).

1.将三枚质地均匀的骰子各掷一次,设事件A=“向

上的点数都不相同”,B=“至少出现一个6点向

上”,则P(B|A)= (  )

A.
60
91 B.

1
2 C.

5
18 D.

91
216

B 解析:由题意得 P(A)=
A36
63 =

5
9
,P(AB)=

C13A25
63 =

5
18
,所以P(B|A)=

P(AB)
P(A)=

5
18
5
9

=
1
2.

2.某商店收进甲厂生产的产品30箱,乙厂生产的同

种产品20箱,甲厂每箱装100个,废品率为0.06,

乙厂每箱装120个,废品率为0.05.求:

(1)任取一箱,从中任取的一个为废品的概率;

(2)将所有产品开箱混放,从中任取的一个为废品

的概率.
解:记事件A=“取到甲厂生产的产品”,B=“取到

乙厂生产的产品”,C=“任取的一个为废品”.

(1)由题意,得P(A)=
30
50=0.6

,P(B)=
20
50=0.4

,

P(C|A)=0.06,P(C|B)=0.05.
由全概率公式,得P(C)=P(A)P(C|A)+P(B)P(C|

B)=0.056.

(2)P(A)=
30×100

30×100+20×120=
5
9
,

P(B)=
20×120

30×100+20×120=
4
9
,
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P(C|A)=0.06,P(C|B)=0.05.
由全概率公式,得P(C)=P(A)P(C|A)+P(B)·

P(C|B)=
5
9×

6
100+

4
9×

5
100=

1
18.

离散型随机变量的分布列、均值与

方差

例2 已知随机变量X 的分布列为P(X=i)=
i
2a
(i

=1,2,3,4),则P(2<X≤4)等于 (  )

A.
9
10 B.

7
10

C.
3
5 D.

1
2

B 解析:由分布列的性质知,1
2a+

2
2a+

3
2a+

4
2a=1

,

则a=5,所以P(2<X≤4)=P(X=3)+P(X=4)

=
3
10+

4
10=

7
10.
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思考1.已知随机变量X 的分布列为P(X=i)=
i
2a

(i=1,2,3,4),则E(X)=    .

3 解析:由例题可知a=5,所以E(X)=1×
1
10+2

×
2
10+3×

3
10+4×

4
10=3.

思考2.已知随机变量X 的分布列为P(X=i)=
i
2a

(i=1,2,3,4),则D(X)=    .

1 解析:由例题及思考1可知,a=5,E(X)=3,所

以D(X)=(1-3)2×
1
10+

(2-3)2×
2
10+

(3-3)2

×
3
10+

(4-3)2×
4
10=1.

例3 一次同时投掷两枚相同的正方体骰子(骰子质

地均匀,且各面分别刻有1,2,2,3,3,3六个数字).设

随机变量η表示一次掷得的点数和.
(1)求η的分布列;

(2)求η的均值和方差.
解:(1)由已知,得随机变量η 的所有可能取值为2,

3,4,5,6,

P(η=2)=
1
6×6=

1
36
,

P(η=3)=
2×1×2
6×6 =

1
9
,

P(η=4)=
2×1×3+2×2

6×6 =
5
18
,

P(η=5)=
2×2×3
6×6 =

1
3
,

P(η=6)=
3×3
6×6=

1
4.

故η的分布列为

η 2 3 4 5 6

P 1
36

1
9

5
18

1
3

1
4

(2)由(1)得E(η)=2×
1
36+3×

1
9+4×

5
18+5×

1
3

+6×
1
4=

14
3
,D(η)= 2-

14
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
36+ 3-

14
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×

1
9+ 4-

14
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
5
18+ 5-

14
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
3+ 6-

14
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
4

=
10
9.

求离散型随机变量X 的均值与方差的步骤

(1)理解X 的意义,写出X 的可能取值.
(2)求X 取每个值的概率.
(3)写出X 的分布列.
(4)由均值的定义求E(X).
(5)由方差的定义求D(X).

1.设a>0,若随机变量ξ的分布列如下:

ξ -1 0 2

P a 2a 3a

则下列方差中最大的是 (  )

A.D(ξ) B.D(|ξ|)

C.D(2ξ-1) D.D(2|ξ|+1)

C 解析:由题意a+2a+3a=1,得a=
1
6.

E(ξ)=(-1)×
1
6+0×

1
3+2×

1
2=

5
6
,

E(|ξ|)=1×
1
6+0×

1
3+2×

1
2=

7
6
,

D(ξ)=
1
6× (-1-56 )

2

+
1
3× (0-56 )

2

+
1
2× (2
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-
5
6 )

2

=
53
36
,

D(|ξ|)=
1
6× (1-76 )

2

+
1
3× (0-76 )

2

+
1
2× (2

-
7
6 )

2

=
29
36
,

D(2ξ-1)=4×
53
36=

53
9
,

D(2|ξ|+1)=4×
29
36=

29
9.

综上可知,其中最大的是D(2ξ-1).故选C.

2.为了解学生寒假期间的学习情况,学校对某班男、

女学生每天的学习时间进行了调查,学习时间按整

小时统计,根据调查结果绘制折线图如下:

(1)已知该校有400名学生,试估计全校学生中,每

天的学习时间不足4h的人数;

(2)若从学习时间不少于4h的学生中任选4人,设

选的男生人数为 X,求随机变量 X 的分布列及均

值E(X);

(3)试比较男生学习时间的方差s21 与女生学习时

间的方差s22 的大小.(只需写出结论)

解:(1)由题图可得共抽取了20人,其中男生学习

时间不足4h的有8人,女生学习时间不足4h的

有4人.
故可估计全校学生中每天学习时间不足4h的人数

为400×
12
20=240.

(2)学习时间不少于4h的学生共8人,其中男生4
人,故X 的所有可能取值为0,1,2,3,4.

由题意可得

P(X=0)=
C44
C48
=
1
70
,P(X=1)=

C14C34
C48
=
16
70=

8
35
,

P(X=2)=
C24C24
C48
=
36
70=

18
35
,

P(X=3)=
C34C14
C48
=
16
70=

8
35
,

P(X=4)=
C44
C48
=
1
70.

所以随机变量X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 1
70

8
35

18
35

8
35

1
70

E(X)=0×
1
70+1×

8
35+2×

18
35+3×

8
35+4×

1
70

=2.
(3)s21>s22.

两点分布与二项分布

例4 若离散型随机变量X 的分布列为

X 1 0

P 2a a

则常数 a=    ,X 的 数 学 期 望 E(X)=

    .

1
3 

2
3 

解析:由题得2a+a=1,所以a=
1
3
,所以

E(X)=1×
2
3+0×

1
3=

2
3.
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思考.若随机变量X 的分布列为

X 0 1

P 2
3 m

则D(X)=    .

2
9 

解析:由题得
2
3+m=1,

所以m=
1
3
,所以D(X)=

2
3×

1
3=

2
9.

例5 某市推行“共享汽车”服务,租用该车按行驶里

程加用车时间收费,标准是“1元/km+0.2元/min”.
刚参加工作的小刘拟租用该车上下班,同单位的邻

居老李告诉他,上班往返总路程虽然只有10km,

但偶尔开车上下班总共也需花费大约1h”,并将
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自己近50天往返开车花费的时间(单位:min)情

况统计如表:

时间 [15,25)[25,35)[35,45)[45,55)[55,65)

次数 10 18 12 8 2

将老李统计的各时间段的频率视为相应概率,假定往

返的路程不变,而且每次路上开车花费时间视为用车

时间.

(1)试估计小刘平均每天支付的租车费用(每个时间

段以该时间段中点时间计算);

(2)小刘认为只要上下班开车总用时不超过45min,

租用“共享汽车”为他该日的“最优选择”,小刘拟租用

该车上下班2天,设其中有ξ 天为“最优选择”,求ξ
的分布列和数学期望.

解:(1)由题可得如下租车费用(单位:元)与相应频率

的统计表:

费用 14 16 18 20 22

频率 0.2 0.36 0.24 0.16 0.04

估计小刘平均每天支付的租车费用为14×0.2+16×

0.36+18×0.24+20×0.16+22×0.04=16.96.

(2)ξ 可能的取值为0,1,2,往返开车用时不超过45

min的概率为0.8,由题意知ξ~B(2,0.8),

则P(ξ=0)=C02×0.80×0.22=0.04,

P(ξ=1)=C12×0.81×0.21=0.32,

P(ξ=2)=C22×0.82×0.20=0.64.

故ξ的分布列为

ξ 0 1 2

P 0.04 0.32 0.64

则E(ξ)=2×0.8=1.6.

随机变量X 服从二项分布的三个前提条件

(1)每次试验都是在同一条件下进行的.

(2)每次试验的结果相互独立.

(3)每次试验出现的结果只有两个,即事件A 要么发

生,要么不发生.

只有这三个条件均满足时才能说明随机变量X 服从二

项分布,事件A 在n次独立重复试验中恰好发生k次的

概率可用下面的公式计算.

P(X=k)=Ck
npk(1-p)n-k,k=0,1,2,…,n.

其中p 为每次试验中事件A 发生的概率.

1.若随机变量Y 服从二项分布B(n,p),且E(Y)=

3.6,D(Y)=2.16,则下列结论正确的是 (  )

A.Y~B(4,0.9)

B.Y~B(9,0.4)

C.Y~B(18,0.2)

D.Y~B(36,0.1)

B 解析:因为随机变量Y 服从二项分布B(n,p),

且E(Y)=3.6,D(Y)=2.16,

所以
np=3.6①,

np(1-p)=2.16②.{
得1-p=0.6,即p=0.4.

代入①解得n=9.

所以Y~B(9,0.4).

2.某公司招聘员工,先由两位专家面试,若这两位专

家都同意通过,则通过初审并予以录用;若这两位

专家都未同意通过,则未通过初审并不予录用;当

这两位专家意见不一致时,再由第三位专家进行复

审,若能通过复审则予以录用,否则不予录用.设应

聘人员获得每位初审专家通过的概率均为
1
2
,获得

复审专家通过的概率为
3
10
,各专家评审的结果相互

独立.

(1)求某应聘人员被录用的概率;

(2)若4人应聘,设X 为被录用的人数,试求随机变

量X 的分布列及期望.

解:(1)设“某应聘人员被录用”为事件A,则P(A)

=
1
2×

1
2+C

1
2×
1
2× (1-12 )×310=

2
5.

(2)根据题意,X~B (4,25 ),

则P(X=0)=C04× (35 )
4

=
81
625
,

P(X=1)=C14×
2
5× (35 )

3

=
216
625
,

P(X=2)=C24× (25 )
2

× (35 )
2

=
216
625
,
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P(X=3)=C34× (25 )
3

×
3
5=

96
625
,

P(X=4)=C44× (25 )
4

=
16
625.

故X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 81
625

216
625

216
625

96
625

16
625

E(X)=np=4×
2
5=

8
5.

超几何分布

例6 某从事智能教育技术研发的科技公司开发了

一个软件,并且在甲、乙两个学校的高二学生中做用

户测试.经过一个阶段的试用,为了解该软件对学生

学习的促进情况,该公司从参与测试的学生中随机抽

200名学生,对他们“向量的数量积”这一知识点的掌

握情况进行调查,调查结果如表:

掌握情况

甲校 乙校

使用

软件

不使用

软件

使用

软件

不使用

软件

基本掌握 32 28 50 30

没有掌握 8 14 12 26

用样本频率估计总体概率,并假设每位学生是否掌握

“向量的数量积”这一知识点相互独立.

(1)从两校高二学生中随机抽1人,估计该学生对“向

量的数量积”这一知识点基本掌握的概率;

(2)从样本中没有掌握“向量的数量积”这一知识点的

学生中随机抽2名学生,以ξ表示这2人中使用软件

的人数,求ξ的分布列和数学期望.

解:(1)在两所学校被调查的200名学生中,

对“向量的数量积”这一知识点基本掌握的 学 生 有

140人,

所以估计从两校高二学生中随机抽1人,该学生对

“向量的数量积”这一知识点基本掌握的概率为
140
200=

0.7.

(2)依题意,ξ 的可能取值为0,1,2,且 P(ξ=0)=

C020C240
C260

=
26
59
,

P(ξ=1)=
C120C140
C260

=
80
177
,P(ξ=2)=

C220C040
C260

=
19
177.

所以ξ的分布列为

ξ 0 1 2

P 26
59

80
177

19
177

故E(ξ)=
2×20
60 =

2
3.

1.超几何分布的概率计算方法

首先明确随机变量是否服从超几何分布,把握等可

能、不放回两个特点;其次是明确公式中的参数,即

N,M,n 的值;最后代入公式计算概率.

2.超几何分布与二项分布的联系与区别

区别

超几何分布 二项分布

需 要 知 道 总 体

的容量
不需要知道总体的容量

描 述 的 是 不 放

回抽样问题,总

体在变化

描述的是有放回抽样问题,总

体不改变

各 次 抽 取 不 相

互独立
各次抽取相互独立

联系
当总体容量很大时,超几何分布可近似看作二项

分布

老师要从10篇课文中随机抽3篇让学生背诵,规定

至少要背出其中的2篇才能及格.某同学只能背诵其

中的6篇,试求:

(1)抽到他能背诵的课文的数量X 的分布列;

(2)他能及格的概率.

解:(1)依题意,X 的取值可能为0,1,2,3,X 服从超

几何分布,

则P(X=0)=
C06C34
C310

=
1
30
,

P(X=1)=
C16C24
C310

=
3
10
,

P(X=2)=
C26C14
C310

=
1
2
,
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P(X=3)=
C36C04
C310

=
1
6.

故X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 1
30

3
10

1
2

1
6

(2)他能及格的概率为P(X≥2)=P(X=2)+P(X=

3)=
1
2+

1
6=

2
3.

正态分布

例7 (1)已知某批零件的长度误差 X(单位:mm)

服从正态分布 N(0,32),从中随机取一件,其长度

误差落在区间(3,6]内的概率为 (  )

A.0.0456 B.0.1359

C.0.2718 D.0.3174

B 解析:因为零件的长度误差服从正态分布 N(0,

32),所以正态曲线关于直线x=0对称.故P(3<X

≤6)=
1
2
(P(-6≤X≤6)-P(-3≤X≤3))≈

1
2×

(0.9545-0.6827)=0.1359.

(2)已知随机变量 X 服从正态 分 布 N (3,1),且

P(X>2c-1)=P(X<c+3),则c=    .

4
3 

解析:因为X~N(3,1),所以正态曲线关于直线

x=3对称.又因为P(X>2c-1)=P(X<c+3),所

以2c-1+c+3=3×2,所以c=
4
3.

正态分布下两类常见的概率计算

(1)利用正态密度曲线的对称性研究相关概率问题,涉

及的知识主要是正态曲线关于直线x=μ对称,曲线与x

轴之间的区域的面积为1.

(2)利用3σ原则求概率时,注意把给出的区间或范围

与[μ-σ,μ+σ],[μ-2σ,μ+2σ],[μ-3σ,μ+3σ]建

立联系.

现有1000名学生参加数学测试,已知测试成绩X 近似

服从正态分布N(110,σ2)(σ>0),试卷满分150分.统计

结果显示测试成绩优秀(高于135分)的人数占总人

数的
1
5
,则此次测试成绩在85分到110分之间的人

数约为 (  )

A.200 B.300 C.400 D.500

B 解析:因为P(X<85)=P(X>135)=0.2,所以

P(85≤X ≤135)=1-0.4=0.6.所 以 P(85≤

X≤110)=
1
2P
(85≤X≤135)=0.3.所以此次数学

测试成绩在85分到110分之间的人数约为1000×

0.3=300.
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第七章综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分)

1.抛掷一枚骰子两次,下列各量不是随机变量的是

(  )

               A.1点向上的次数

B.抛掷骰子的次数

C.2点向上的次数

D.1点或2点向上的次数

B 解析:抛掷次数是个确定的值,不是随机变量.

2.甲、乙两颗卫星同时独立地监测台风.在同一时刻,

甲、乙两颗卫星准确预报台风的概率分别为0.8和

0.75,则在同一时刻至少有一颗卫星准确预报的概

率为 (  )

A.0.95 B.0.6

C.0.05 D.0.4

A 解析:方法一:在同一时刻至少有一颗卫星准确

预报可分为:①甲准确预报,乙没有准确预报;②甲

没有准确预报,乙准确预报;③甲准确预报,乙准确

预报.这三个事件彼此互斥,故至少有一颗卫星准确

预报的概率为0.8×(1-0.75)+(1-0.8)×0.75+

0.8×0.75=0.95.

方法二:“在同一时刻至少有一颗卫星准确预报”的

对立事件是“在同一时刻两颗卫星都没有准确预

报”,故至少有一颗卫星准确预报的概率为1-(1-

0.8)×(1-0.75)=0.95.

3.某地的中学生中有60%的同学爱好滑冰,50%的同

学爱好滑雪,70%的同学爱好滑冰或爱好滑雪.在该

地的中学生中随机调查一名同学,若该同学爱好滑

雪,则该同学也爱好滑冰的概率为 (  )

A.0.8 B.0.6

C.0.5 D.0.4

A 解析:记“该同学爱好滑雪”为事件A,“该同学

爱好滑冰”为事件B,

则P(A)=0.5,P(AB)=0.5+0.6-0.7=0.4,

所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

0.4
0.5=0.8.

故选A.

4.已知随机变量X~B 6,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则D(2X+1)等于

(  )

A.6 B.4

C.3 D.9

A 解析:因为D(2X+1)=4D(X),D(X)=6×

1
2× 1-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
3
2
,所以D(2X+1)=4×

3
2=6.

5.箱子中放有3个白球、2个黑球,从中不放回地取球

两次,每次任取一球,用 A1表示“第一次取得白

球”,A2表示“第二次取得白球”,则A1和A2(  )

A.是互斥事件

B.是相互独立事件

C.是对立事件

D.不是相互独立的事件

D 解析:因为P(A1)=
3
5
,若 A1发生了,P(A2)

=
2
4=

1
2
;若A1不发生,P(A2)=

3
4
,所以A1是否

发生对A2发生的概率有影响,所以A1与A2不是相

互独立事件.

6.若随机变量η的概率分布列如下:

η -2 -1 0 1 2 3

P 0.1 0.2 0.2 0.3 0.1 0.1

则当P(η<x)=0.8时,实数x 的取值范围是

(  )

A.x≤1 B.1≤x≤2

C.1<x≤2 D.1≤x<2

C 解析:因为 P(η≤1)=0.1+0.2+0.2+0.3=

0.8,P(η≤2)=0.1+0.2+0.2+0.3+0.1=0.9,所

以当1<x≤2时,P(η<x)=0.8.故选C.

7.设某医院仓库中有10盒同样规格的X光片,已知

其中有5盒、3盒、2盒分别是甲厂、乙厂、丙厂生产

的,且甲、乙、丙三厂生产的该种X光片的次品率分
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别为
1
10
,1
15
,1
20.

现从这10盒中任取1盒,再从这盒

中任取1张X光片,则取得的X光片是次品的概率

为 (  )

A.0.08 B.0.1 C.0.15 D.0.2

A 解析:设事件A1,A2,A3 分别表示取得的这盒

X光片是由甲厂、乙厂、丙厂生产的,B 表示取得的

X光片为次品,

则P(A1)=
5
10
,P(A2)=

3
10
,P(A3)=

2
10
,

P(B|A1)=
1
10
,P(B|A2)=

1
15
,P(B|A3)=

1
20.

由全概率 公 式,得 P(B)=P(A1)P(B|A1)+

P(A2)·P(B|A2)+P(A3)P(B|A3)=
5
10×

1
10+

3
10×

1
15+

2
10×

1
20=0.08.

故选A.

8.某次排球比赛的规则是5局3胜制(无平局),甲队

与乙队进行比赛,甲队在每局比赛中获胜的概率都

为
2
3
,前两局中乙队以2∶0领先,则最后乙队获胜

的概率是 (  )

A.
4
9 B.

8
27

C.
19
27 D.

40
81

C 解析:最后乙队获胜含3种情况:(1)第三局乙

胜;(2)第三局甲胜,第四局乙胜;(3)第三局和第四

局都是甲胜,第五局乙胜.故最后乙队获胜的概率p

=
1
3+

2
3×

1
3+

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
3=
19
27.

故选C.

二、多项选择题(本 题 共3小 题,每 小 题6分,共

18分)

9.设随机变量X~N(μ,σ2)且P(X<1)=
1
2
,P(X

>2)=p,则 (  )

A.正态曲线关于直线x=1对称

B.P(X<0)=P(X>1)

C.σ=1

D.P(0<X<1)=
1
2-p

AD 解析:由正态曲线的对称性及P(X<1)=
1
2
,

知μ=1,即 正 态 曲 线 关 于 直 线x=1对 称,于 是

P(X<0)=P(X>2),所以P(0<X<1)=P(X

<1)-P(X<0)=P(X<1)-P(X>2)=
1
2-p.

10.节日期间,某种鲜花进货价是每束2.5元,销售价

是每束5元;卖不出去的鲜花以每束1.6元处理.

根据前五年的销售情况预测,节日期间这种鲜花

的需求量X 满足如表所示的分布列,则 (  )

X 200 300 400 500

P 0.20 0.35 0.30 0.15

A.P(X>400)=0.45

B.E(X)=340

C.D(X)=754

D.进这种鲜花500束,利润的均值为706元

BD 解析:P(X>400)=P(X=500)=0.15.因为

E(X)=200×0.20+300×0.35+400×0.30+500

×0.15=340,所以D(X)=(200-340)2×0.20+

(300-340)2×0.35+(400-340)2×0.30+(500

-340)2×0.15=9400.

若进这种鲜花500束,则利润的均值为340×(5-

2.5)-(500-340)×(2.5-1.6)=706(元).故

选BD.

11.(2023·新高考全国Ⅱ卷)在信道内传输0,1信

号,信号的传输相互独立.发送0时,收到1的概率

为α(0<α<1),收到0的概率为1-α;发送1时,

收到0的概率为β(0<β<1),收到1的概率为1-

β.考虑两种传输方案:单次传输和三次传输.单次

传输是指每个信号只发送1次,三次传输是指每

个信号重复发送3次.收到的信号需要译码,译码

规则如下:单次传输时,收到的信号即为译码;三

次传输时,收到的信号中出现次数多的即为译码

(例如,若依次收到1,0,1,则译码为1).下列说法

正确的是 (  )

A.采用单次传输方案,若依次发送1,0,1,则依次

收到1,0,1的概率为(1-α)(1-β)2

B.采用三次传输方案,若发送1,则依次收到1,0,1

的概率为β(1-β)2
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C.采用三次传输方案,若发送1,则译码为1的概

率为β(1-β)2+(1-β)3

D.当0<α<0.5时,若发送0,则采用三次传输方

案译码为0的概率大于采用单次传输方案译码

为0的概率

ABD 解析:对于A,依次发送1,0,1,则依次收到

1,0,1的事件是发送1收到1、发送0收到0、发送

1收到1这3个事件的积,它们相互独立,所以所

求概率为(1-β)(1-α)(1-β)=(1-α)(1-β)2,

A正确;

对于B,三次传输,发送1,相当于依次发送1,1,1,

则依次收到1,0,1的事件是发送1收到1、发送1

收到0、发送1收到1这3个事件的积,

它们相互独立,所以所求概率为(1-β)·β·(1-

β)=β(1-β)2,B正确;

对于C,三次传输,发送1,则译码为1的事件是依

次收到1,1,0或1,0,1或0,1,1或1,1,1这4个

事 件 的 和,它 们 互 斥,所 以 所 求 的 概 率 为

C23β(1-β)2+(1-β)3 = (1-β)2 (1+2β),C

错误;

对于D,由选项C知,三次传输,发送0,则译码为

0的概率P=(1-α)2(1+2α),

单次传输发送0,则译码为0的概率P'=1-α.而

0<α<0.5,因此P-P'=(1-α)2(1+2α)-(1-

α)=α(1-α)(1-2α)>0,即P>P',D正确.

故选ABD.

三、填空题(本题共3小题,每小题5分,共15分)

12.设P(A|B)=P(B|A)=
1
2
,P(A)=

1
3
,则

P(B)等于     .

1
3 

解析:因为P(B|A)=
P(AB)
P(A)

,

所以P(AB)=P(B|A)·P(A)=
1
2×

1
3=

1
6
,

所以P(B)=
P(AB)
P(A|B)=

1
6
1
2

=
1
3.

13.袋中有4个红球、3个黑球,从袋中任取4个球,取

到1个红球得1分,取到1个黑球得3分,设得分

为随机变量X,则P(X≤6)=    .

13
35 

解析:P(X≤6)=P(X=4)+P(X=6)

=
C44+C34C13
C47

=
13
35.

14.在等差数列{an}中,a4=2,a7=-4,现从{an}的

前10项中随机取数,每次取出一个数,取后放回,

连续取数3次.假设每次取数互不影响,那么在这

3次取数中,取出的数恰好为两个正数和一个负数

的概率为     .(用数字作答)

6
25 

解析:由a4=2,a7=-4可得等差数列{an}

的通项公式为an=10-2n(n∈N*).{an}的前10

项分别为8,6,4,2,0,-2,-4,-6,-8,-10.由

题意知3次取数相当于3次独立重复试验,在每

次试验中取得正数的概率为
2
5
,取得负数的概率

为
1
2
,在3次取数中,取出的数恰好为两个正数和

一个负数的概率为C23×
2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

=
6
25.

四、解答题(本题共5小题,共77分)

15.(13分)在10件产品中,有3件一等品,4件二等

品,3件三等品.从这10件产品中任取3件.求:

(1)取出的3件产品中一等品件数X 的分布列;

(2)取出的3件产品中一等品件数多于二等品件

数的概率.

解:(1)由题意知 X 的所有可能取值为0,1,2,3,

且X 服从参数为N=10,M=3,n=3的超几何

分布,

因此P(X=k)=
Ck
3C3-k7

C310
(k=0,1,2,3).

所以P(X=0)=
C03C37
C310

=
35
120=

7
24
;

P(X=1)=
C13C27
C310

=
63
120=

21
40
;

P(X=2)=
C23C17
C310

=
21
120=

7
40
;
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P(X=3)=
C33C07
C310

=
1
120.

故 X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 7
24

21
40

7
40

1
120

(2)设“取出的3件产品中一等品件数多于二等品

件数”为事件 A,“恰好取出1件一等品和2件三

等品”为事件 A1,“恰好取出2件一等品”为事件

A2,“恰好取出3件一等品”为事件A3.

由于事件 A1,A2,A3 彼此互斥,且 A=A1+A2

+A3,

而P(A1)=
C13C23
C310

=
3
40
,P(A2)=P(X=2)=

7
40
,

P(A3)=P(X=3)=
1
120
,

所以取出的3件产品中一等品件数多于二等品件

数的概率P(A)=P(A1)+P(A2)+P(A3)=
3
40

+
7
40+

1
120=

31
120.

16.(15分)一名学生每天骑车上学,从他家到学校的

途中有5个路口,假设他在各个路口遇到红灯的事

件是相互独立的,并且概率都是
1
3.

(1)设X 为这名学生在途中遇到红灯的次数,求X

的分布列、期望、方差;

(2)设Y 为这名学生在首次遇到红灯前经过的路口

数,求Y 的分布列;

(3)求这名学生在途中至少遇到一次红灯的概率.

解:(1)由题意可知,X 的值可取0,1,2,3,4,5,且

服从二项分布B 5,
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,则

P(X=0)=C05·
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

· 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

=
32
243
,

P(X=1)=C15·
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

· 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
80
243
,

P(X=2)=C25·
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

· 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
80
243
,

P(X=3)=C35·
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

· 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
40
243
,

P(X=4)=C45·
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

· 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

=
10
243
,

P(X=5)=C55·
1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

· 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

=
1
243.

由此得X 的分布列为

X 0 1 2 3 4 5

P 32
243

80
243

80
243

40
243

10
243

1
243

E(X)=5×
1
3=

5
3
,D(X)=5×

1
3×

2
3=
10
9.

(2)由于Y 为这名学生在首次遇到红灯前经过的路

口数,显然Y 是随机变量,其可能取值为0,1,2,3,

4,5,且

P(Y=0)= 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

×
1
3=

1
3
,

P(Y=1)= 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

×
1
3=

2
9
,

P(Y=2)= 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
3=

4
27
,

P(Y=3)= 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

×
1
3=

8
81
,

P(Y=4)= 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

×
1
3=

16
243
,

P(Y=5)= 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

5

=
32
243.

由此得Y 的分布列为

Y 0 1 2 3 4 5

P 1
3

2
9

4
27

8
81

16
243

32
243

(3)设 这 名 学 生 在 途 中 至 少 遇 到 一 次 红 灯 为 事

件A,

则P(A)=1-P(X=0)=1-
32
243=

211
243.

17.(15分)为研究某种农产品价格变化的规律,收集

得到了该农产品连续40天的价格变化数据,如下
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表所示.在描述价格变化时,用“+”表示“上涨”,即

当天价格比前一天价格高;用“-”表示“下跌”,即

当天价格比前一天价格低;用“0”表示“不变”,即

当天价格与前一天价格相同.

时段 价格变化

第1天到

第20天
- + + 0 - - - + + 0 + 0 - - + - + 0 0 +

第21天到

第40天
0 + + 0 - - - + + 0 + 0 + - - - + 0 - +

(1)试估计该农产品价格“上涨”的概率;

(2)假设该农产品每天的价格变化是相互独立的.

在未来的日子里任取4天,试估计该农产品价格

在这4天中2天“上涨”、1天“下跌”、1天“不变”

的概率;

(3)假设该农产品每天的价格变化只受前一天价

格变化的影响,估计第41天该农产品价格“上涨”

“下跌”和“不变”的概率哪个最大.

解:(1)根据表格中的数据可以看出,40天里有16

个+,即有16天价格是“上涨”的,

根据古典概型的概率计算公式,该农产品价格“上

涨”的概率为
16
40=0.4.

(2)在这40天里,有16天“上涨”,14天“下跌”,10

天“不变”,则价格“上涨”“下跌”“不变”的概率分

别是0.4,0.35,0.25,

所以在未来的日子里任取4天,该农产品价格2

天“上涨”,1天“下跌”,1天“不变”的概率是C24×

0.42×C12×0.35×0.25=0.168.

(3)由于第40天处于“上涨”状态,从前39天的15

次“上涨”进行分析,“上涨”后下一次仍“上涨”的

有4次,“不变”的有9次,“下跌”的有2次,

因此估计第41天价格“不变”的概率最大.

18.(17分)经调查统计,某网民在网上光顾某小店,经

过一番浏览后,对该店铺中的A,B,C三种商品有

购买意向.该小店推出每买一种商品送5元优惠券

的活动.已知该网民购买A,B,C三种商品的概率

分别为
2
3
,p1,p2(p1<p2),至少购买一种商品的

概率为
23
24
,最多购买两种商品的概率为

3
4.假设该

网民是否购买这三种商品相互独立.

(1)求该网民分别购买B,C两种商品的概率;

(2)用随机变量X(单位:元)表示该网民购买商品

所获得的优惠券金额,求X 的分布列和数学期望.

解:(1)由 题 意 可 知 至 少 购 买 一 种 商 品 的 概 率

为
23
24
,

所以一种商品都不买的概率为1-
23
24=

1
24
,

即 1-
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷(1-p1)(1-p2)=

1
24①.

又因为最多购买两种商品的概率为
3
4
,

所以三种都买的概率为1-
3
4=

1
4
,

即
2
3p1p2=

1
4②.

联立①②,解得

p1=
1
2
,

p2=
3
4

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

或

p1=
3
4
,

p2=
1
2.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

因为p1<p2,所以该网民购买B,C两种商品的概

率分别为p1=
1
2
,p2=

3
4.

(2)由题意可得X 的可能取值为0,5,10,15.

且P(X=0)=
1
24
,

P(X=5)=
2
3×

1
2×

1
4+

1
3×

1
2×

1
4+

1
3×

1
2×

3
4=

1
4
,

P(X=10)=
2
3×

1
2×

1
4+

2
3×

1
2×

3
4+

1
3×

1
2

×
3
4=
11
24
,

P(X=15)=
2
3×

1
2×

3
4=

1
4.
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所以X 的分布列为

X 0 5 10 15

P 1
24

1
4

11
24

1
4

则E(X)=0×
1
24+5×

1
4+10×

11
24+15×

1
4

=
115
12.

19.(17分)投掷四枚不同的硬币A,B,C,D,假定A,B

两枚正面向上的概率均为
1
2
,C,D两枚为非均匀

硬币,正面向上的概率均为a(0<a<1),把这四

枚硬币各投掷一次,设X 表示正面向上的枚数.

(1)若A,B出现一枚正面向上、一枚反面向上与

C,D出现两枚正面向上的概率相等,求a 的值;

(2)求X 的分布列及数学期望(用a 表示).

解:(1)由题意,

得2×
1
2× 1-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=a2,0<a<1,

所以a=
2
2.

(2)X 的可能取值为0,1,2,3,4.

P(X=0)=C02·1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

·C02(1-a)2=
1
4
(1-a)2,

P(X=1)=C12·
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

· 1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

·C02(1-a)2+

C02· 1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

·C12a(1-a)=
1
2
(1-a),

P(X=2)=C22·
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

·C02(1-a)2+C12·
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

·

1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

·C12a(1-a)+C02· 1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

·C22a2=

1
4
(1+2a-2a2),

P(X=3)=C22·
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

·C12a(1-a)+C12·
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

·

1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

·C22a2=
a
2
,

P(X=4)=C22·
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

·C22a2=
1
4a

2.

所以X 的分布列为

X 0 1 2 3 4

P 1
4
(1-a)2

1
2
(1-a)

1
4
(1+2a-2a2)

a
2
1
4a

2

X 的数 学 期 望 为E(X)=1×
1
2
(1-a)+2×

1
4
(1+2a-2a2)+3×

a
2+4×

1
4a

2=2a+1.
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8.1　成对数据的统计相关性
学习任务目标

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

  1.理解两个变量的相关关系的概念.
  2.会作散点图,并利用散点图判断两个变量之间是否具有相关关系.
  3.会根据样本相关系数判断两个变量的相关程度.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 变量的相关关系

(1)两个变量有关系,但又没有确切到可由其中的一

个去精确地决定另一个的程度,这种关系称为相关

关系.
(2)散点图:将样本中n个数据点(xi,yi)(i=1,2,…,
n)描在直角坐标系中得到的统计图.
(3)从整体上看,当一个变量的值增加时,另一个变量

的相应值也呈现增加的趋势,我们就称这两个变量正

相关;当一个变量的值增加时,另一个变量的相应值

呈现减少的趋势,则称这两个变量负相关.
(4)一般地,如果两个变量的取值呈现正相关或负相

关,而且散点落在一条直线附近,我们就称这两个变

量线性相关;如果两个变量具有相关性,但不是线性

相关,那么我们就称这两个变量非线性相关或曲线

相关.
               知识点二 样本相关系数

计算

r=
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

=
∑
n

i=1
xiyi-nxy

(∑
n

i=1
x2

i-nx2 ) (∑
n

i=1
y2

i-ny2 )

性质

范围

线性

相关

程度

-1≤r≤1

(1)成对样本数据正相关的充要条件是r>
0,成对样本数据负相关的充要条件是r<0.
(2)当|r|越接近1时,成对样本数据的线性

相关程度越强;
当|r|越接近0时,成对样本数据的线性相关

程度越弱.
(3)|r|=1的充要条件是成对样本数据确定

的点都在一条直线上

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)两个变量之间产生相关关系的原因受许多不确

定的随机因素的影响. (√)
(2)正方体的棱长和体积是相关关系. (×)
(3)两个变量的样本相关系数越大,它们的相关程

度越强. (×)
(4)若样本相关系数r=0,则两变量之间没有关系.

(×)
2.(多选)下列各图中所示的两个变量具有相关关系

的是 (  )

A B

C D
BC 解析:A为函数关系;B,C为相关关系;D中,
因为点分布得比较分散,所以两者之间无相关关系.

3.已知两个变量负相关,且相关程度很强,则它们的

样本相关系数的大小可能是 (  )
A.-0.95 B.-0.13
C.0.15 D.0.96
A 解析:样本相关系数r<0时,成对样本数据负

相关,且|r|越大,成对样本数据间的线性相关程度

越强.
4.请思考并回答下列问题:
(1)相关关系与函数关系有何区别与联系?
提示:区别:
①函数关系中两个变量间是一种确定性关系.函数

值由自变量的值唯一确定.
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②相关关系中两个变量间是一种不确定性关系.例
如,身高与体重之间的关系,两者之间虽然没有确

定的函数关系,但身高高的人往往体重会更重些,
两者之间是一种非确定性关系.
联系:

①两种关系在现实生活中均存在.客观上讲,函数关系

是一种理想中的关系模型,而相关关系是一种更为实

际的情况.

②在一定条件下两种关系可以相互转化.有些相关

关系可以用函数关系进行估计或推断.
(2)散点图有何特点,在数据分析中有何作用?
提示:具有直观、简明的特点,它能形象地体现成对

数据的分布情况,并且可以根据散点图来判断两个

变量之间是否存在相关关系,是正相关还是负相

关,是线性相关还是非线性相关等.
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 变量间相关关系的判断

1.下列各项中的两个变量是相关关系的是 (  )

A.出租车费用与行驶的里程

B.正方形的面积与边长

C.身高与体重

D.铁的体积与质量

C 解析:A,B,D都 是 函 数 关 系,只 有 C是 相 关

关系.

2.下列图形中的两个变量具有相关关系的是 (  )

  A   B   C   D

C 解析:A,B为函数关系,D无相关关系.

3.下列关系是相关关系的是   .(填序号)

①曲线上的点与该点的坐标之间的关系;

②苹果的产量与气候之间的关系;

③森林中同一种树木,其胸径与高度之间的关系;

④学生与其学号之间的关系.
②③ 解析:利用相关关系的概念进行判断.①④
中两个变量之间的关系是一种确定性关系,而②③
中的两个变量之间是不确定性关系,它们具有相关

关系.

具体问题中,可借助积累的生活经验进行分析,判断

两个变量是否具有相关关系.
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 变量正负相关的判断

例1 某校地理学习兴趣小组根据在某座山测得的

海拔、气压和沸点的六组数据绘制了散点图,如图

所示.

(1)气压与海拔呈正相关还是呈负相关?

(2)沸点与气压呈正相关还是呈负相关?

(3)沸点与海拔呈正相关还是呈负相关?

解:(1)由题左图知气压随海拔的增加而减小,所以气

压与海拔呈负相关.
(2)由题右图知沸点随气压的升高而升高,所以沸点

与气压呈正相关.

(3)气压随海拔的增加而减小,沸点随气压的升高而

升高,所以沸点随海拔的增加而降低,所以沸点与海

拔呈负相关.
例2 某种树木树干的体积(单位:m3)与树龄(单位:

年)之间有如下的对应关系:

树龄 2 3 4 5 6 7 8

体积 30 34 40 60 55 62 70

(1)请作出这些数据的散点图;

(2)你能由散点图发现树干体积与树龄呈什么关系吗?

解:(1)以x 轴表示树龄,y 轴表示树干的体积,可得

相应的散点图如图所示.
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(2)由散点图发现树干体积随着树龄的增加呈现增加

的趋势,且散点大致落在一条直线附近,所以树干的

体积与树龄呈线性相关关系,且为正相关.
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思考1.若树干的体积与树龄呈线性相关关系,请画

出一条直线来近似地表示这种线性相关关系.

解:如图所示.

思考2.若该种树木的树干每立方米的价值是80元,

作出树干的价值与树龄之间关系的散点图.

解:树干的价值与树龄之间的关系如表所示.

树龄 2 3 4 5 6 7 8

体积 30 34 40 60 55 62 70

价值 2400272032004800440049605600

以x 轴表示树龄,y 轴表示树干的价值,可得相应的

散点图如图所示.

对于变量x,y,由观测数据(xi,yi)(i=1,2,3,…,
10)得散点图如图1;对于变量u,v,由观测数据(ui,
vi)(i=1,2,3,…,10)得散点图如图2.由这两个散点

图可以推断 (  )

A.x 与y 正相关,u 与v 正相关

B.x 与y 正相关,u 与v 负相关

C.x 与y 负相关,u 与v 正相关

D.x 与y 负相关,u 与v 负相关

C 解析:由题图1可知,点散布在从左上角到右下角

的区域,各点整体呈下降趋势,故x 与y 负相关;由
题图2可知,点散布在从左下角到右上角的区域,各
点整体呈上升趋势,故u 与v 正相关.

1.判断两个变量x 和y 间具有哪种相关关系,最简便

的方法是绘制散点图.变量之间可能是线性相关

的,也可能是非线性相关的,还可能不相关.
2.画散点图时应注意合理选择单位长度,避免图形

偏大或偏小,或者是点的坐 标 在 坐 标 系 中 画 不

准,使图形失真,导致得出错误结论.
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 样本相关系数

例3 直播带货是一种直播和电商相结合的销售手

段,目前已被广大消费者所接受.针对这种现状,某公

司决定逐月加大直播带货的投入,直播带货金额稳步

提升,以下是该公司2024年前5个月的带货金额(单
位:万元)统计表.

月份 1月 2月 3月 4月 5月

月份编号x 1 2 3 4 5

金额y/万元 7 12 13 19 24

(1)求该公司带货金额的平均数y;
(2)求该公司带货金额y 与月份编号x 的样本相关

系数(精确到0.01),并判断它们是否具有线性相关关

系(0.75≤|r|≤1,则认为y 与x 的线性相关性较强;

|r|<0.75,则认为y 与x 的线性相关性较弱).

附:样本相关系数r=
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

,

1740≈41.7,∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)=41,

∑
5

i=1
(xi-x)2= 10, ∑

5

i=1
(yi-y)2= 174.

解:(1)由统计表中数据可得

y=
7+12+13+19+24

5 =15.

(2)由于∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)=41, ∑

5

i=1
(yi-y)2=

174, ∑
5

i=1
(xi-x)2= 10,
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所以样本相关系数r=
41
1740

≈
41
41.7≈0.98>0.75

,

因此,两个变量具有很强的线性相关关系.

1.样本相关系数是从数值上来判断变量间的线性相

关程度,是定量的方法.与散点图相比较,样本相关

系数要精细得多.需要注意的是样本相关系数r 的

绝对值小,只是说明线性相关程度低,但不一定不

相关,可能是非线性相关.
2.利用样本相关系数r 来检验线性相关显著性水平

时,通常与0.75作比较.若|r|≥0.75,则线性相关

较为显著,否则不显著.

                 1.下面的各图中,散点图与样本相关系数r不符合的是

(  )

  A    B    C    D
B 解析:A,B选项中散点全部集中在一条直线上,
且变量之间分别呈负相关、正相关,故样本相关系

数r 的值应分别为 -1,1;C选项变量之间呈负相

关,故-1<r<0;D选项变量之间没有线性相关

性,样本相关系数近似为0.
2.某中学往届高三年级数学学科的复习采用的是“刷

题———讲题———再刷题”的模式,效果不理想,于是

改为采用“记题型———刷题———检测效果”的模式,
并记录了某学生的记题型时间x(单位:h)与检测

效果y 的数据如表所示.

x 1 2 3 4 5 6 7

y 2.9 3.3 3.6 4.4 4.8 5.2 5.9

据统计表明,y 与x 之间具有线性相关关系,请用

样本相关系数r加以说明.(若|r|≥0.75,则认为y
与x 有很强的线性相关关系,否则认为没有很强的

线性相关关系)
参考公式及数据:

样本相关系数r=
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

,

y=4.3,∑
7

i=1
(yi-y)2=7.08,

∑
7

i=1
(xi-x)(yi-y)=14,198.24≈14.08.

解:由题得x=
1+2+3+4+5+6+7

7 =4,

∑
7

i=1
(xi-x)2=9+4+1+0+1+4+9=28,

所 以 r =
∑
7

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
7

i=1
(xi-x)2 ∑

7

i=1
(yi-y)2

=

14
28× 7.08

≈0.99>0.75,

所以y 与x 有很强的线性相关关系.
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课后素养评价(十八)

1.下列语句中的两个变量不具有相关关系的是

(  )

A.瑞雪兆丰年

B.读书破万卷,下笔如有神

C.吸烟有害健康

D.喜鹊叫喜

D 解析:“瑞雪兆丰年”和“读书破万卷,下笔如有

神”是根据经验总结归纳出来的,吸烟有害健康具

有科学根据,所以它们中的两个变量都具有相关关

系;喜鹊发出叫声是它自身的生理反应,与事情的

好坏无关,故它们不具有相关关系.
2.对两个变量x,y 的几对观测数据统计如表,则这两

个变量的关系是 (  )

x 10 9 8 7 6 5

y 2 3 3.5 4 4.8 5

A.负相关

B.正相关

C.非线性相关

D.不具有相关性

A 解析:根据题表知y 随x 的增大而减小,所以

这两个变量负相关.
3.下列关于样本相关系数r的说法错误的是 (  )

A.r的取值范围为[0,1]

B.r为正时,两个变量正相关;r 为负时,两个变量

负相关

C.|r|越接近于1,两个变量的线性相关程度越强;

|r|越接近于0,两个变量的线性相关程度越弱

D.当|r|=1时,所有样本点都在一条直线上

A 解析:r的取值范围为[-1,1].
4.变量x,y 的散点图如图所示,那么x,y 之间的样

本相关系数r最接近的值为 (  )

A.1 B.-0.5 C.0 D.0.5
C 解析:根据变量x,y 的散点图,得x,y 之间的

线性相关关系非常不明显,所以样本相关系数r 最

接近的值应为0.

5.如图,变量x,y 的五对数据中,去掉    后,剩

下的四对数据线性相关程度增强.

(4,10) 解析:去掉点(4,10)后,其余四点大致在

一条直线附近,线性相关程度增强.

6.变量X 与Y 的一组样本数据为(10,1),(11.3,2),

(11.8,3),(12.5,4),(13,5);变量U 与V 的一组样

本数据为(10,5),(11.3,4),(11.8,3),(12.5,2),

(13,1).若r1表示变量Y 与X 之间的样本相关系

数,r2表示变量V 与U 之间的样本相关系数,则

r1,r2,0的大小关系为    .

r2<0<r1 解析:对于变量 X 与Y 而言,Y 随X

的增大而增大,故变量Y 与X 正相关,即r1>0;对

于变量U 与V 而言,V 随U 的增大而减小,故变量

V 与U 负相关,即r2<0.故r2<0<r1.

7.已知两个变量x 和y 的7对数据如表所示.

x 21 23 25 27 29 32 35

y 7 11 21 24 66 115325

试判断y 与x 是否线性相关,并刻画它们的相关

程度.

解:画散点图(图略),观察散点图,可以看出散点都

集中在一条直线附近,由此判断y 与x 线性相关.

又x=
1
7×

(21+23+25+27+29+32+35)≈

27.4,

y=
1
7×

(7+11+21+24+66+115+325)≈81.3,

∑
7

i=1
x2

i=212+232+252+272+292+322+352=

5414,

∑
7

i=1
xiyi=21×7+23×11+25×21+27×24+29×

66+32×115+35×325=18542,
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∑
7

i=1
y2i=72+112+212+242+662+1152+3252=

124393,

所 以 r =
∑
7

i=1
xiyi-7xy

(∑
7

i=1
x2

i-7x2)(∑
7

i=1
y2

i-7y2)
≈

18542-7×27.4×81.3
(5414-7×27.42)×(124393-7×81.32)

≈

2948.66
3520.92≈0.8375.

所以x 与y 具有较强的线性相关关系.
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1.已知x,y 是两个变量,下列四个散点图中,x,y 呈

负相关趋势的是 (  )

     A         B

     C         D

C 解析:对于 A,散点图中的点从左向右是上升

的,且在一条直线附近,x 与y 是正相关关系;对于

B,散点图中的点没有明显的规律,x 与y 不具有相

关关系;对于C,散点图中的点从左向右是下降的,

且在一条直线附近,x 与y 是负相关关系;对于D,

散点图中的点没有明显的规律,x 与y 不具有相关

关系.

2.某统计部门对四组数据进行统计分析后,获得如图

所示的散点图,关于四组数据的样本相关系数的比

较,其中正确的是 (  )

A.r4<r2<0<r1<r3

B.r2<r4<0<r1<r3

C.r2<r4<0<r3<r1

D.r4<r2<0<r3<r1
C 解析:根据散点图的特征,散点从左向右呈上升

趋势的是正相关,呈下降趋势的是负相关;散点越

集中在一条直线附近,说明线性相关性越强.
由题图可知①③为正相关,②④为负相关,

故r1>0,r3>0,r2<0,r4<0;

又①与②中散点更集中在一条直线附近,故r1>

r3,r2<r4,因此r2<r4<0<r3<r1.

3.对于样本相关系数r,下列叙述正确的是 (  )

A.|r|∈(0,+∞),|r|越大,线性相关程度越强,反

之,线性相关程度越弱

B.r∈(-∞,+∞),r 越大,线性相关程度越强,反

之,线性相关程度越弱

C.|r|≤1,且|r|越接近1,线性相关程度越强,|r|
越接近0,线性相关程度越弱

D.以上说法都不对

C 解析:用样本相关系数r 可以衡量两个变量之

间的线性相关程度的强弱,r 的绝对值越接近于1,

表示两个变量的线性相关程度越强,r 的绝对值越

接近于0,表示两个变量之间线性相关性越弱.

4.下列说法中正确的是    .(填序号)

①样本相关系数r的取值范围为[-1,1];

②样本相关系数r 的绝对值越接近0,两个变量间

的线性相关程度越弱;

③样本相关系数越小,两个变量间的线性相关程度

越弱.

①② 解析:根据题意,依次分析.对于①,样本相关

系数r满足|r|≤1,即样本相关系数r 的取值范围

为[-1,1],①正确;

对于②,根据样本相关系数的性质知,|r|越接近1,

变量间的线性相关程度越强;|r|越接近0,变量间

的线性相关程度越弱,②正确;

对于③,当r接近-1时,变量间的线性相关程度比

r接近0时的强,③错误.
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5.(2022·全国乙卷)某地经过多年的环境治理,已将

荒山改造成了绿水青山.为估计一林区某种树木的

总材积量,随机选取了10棵这种树木,测量每棵树

的根部横截面积(单位:m2)和材积量(单位:m3),

得到如下数据:

样本号i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

根部横

截面积x
0.040.060.040.080.080.050.050.070.07 0.06

材积量y 0.250.400.220.540.510.340.360.460.42 0.40

并计算得∑
10

i=1
xi=0.6,∑

10

i=1
yi=3.9,∑

10

i=1
x2

i=0.038,

∑
10

i=1
y2

i=1.6158,∑
10

i=1
xiyi=0.2474.

(1)估计该林区这种树木平均一棵的根部横截面积

与平均一棵的材积量.
(2)求该林区这种树木的根部横截面积与材积量的

样本相关系数(精确到0.01).
(3)现测量了该林区所有这种树木的根部横截面

积,并得到所有这种树木的根部横截面积总和为

186m2.已知树木的材积量与其根部横截面积近似

成正比.利用以上数据求出该林区这种树木的总材

积量的估计值.
附: 样 本 相 关 系 数 r =

∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

,1.896≈1.377.

解:(1)样本中10棵这种树木的根部横截面积的平

均数x=
0.6
10=0.06

,

样本中10棵这种树木的材积量的平均数y=
3.9
10=

0.39,

据此可估计该林区这种树木平均一棵的根部横截

面积为0.06m2,平均一棵的材积量为0.39m3.

(2)由题中数据计算可得

r=
∑
10

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
10

i=1
(xi-x)2 ∑

10

i=1
(yi-y)2

=
∑
10

i=1
xiyi-10xy

(∑
10

i=1
x2

i-10x2)(∑
10

i=1
y2

i-10y2)

=
0.2474-10×0.06×0.39

(0.038-10×0.062)(1.6158-10×0.392)

=
0.0134
0.0001896

≈
0.0134
0.01377≈0.97.

(3)设 该 林 区 这 种 树 木 的 总 材 积 量 的 估 计 值 为

Y m3,

又已知 树 木 的 材 积 量 与 其 根 部 横 截 面 积 近 似 成

正比,

可得
0.06
0.39=

186
Y
,解得Y=1209.

则该林区这种树木的总材积量估计为1209m3.
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8.2　一元线性回归模型及其应用

第1课时 一元线性回归模型

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.结合具体实例,了解一元线性回归模型的含义,了解模型参数的统计意义.
  2.了解最小二乘原理,会用最小二乘法求经验回归方程并进行预测.
  3.会通过分析残差判断一元线性回归模型的拟合效果.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 一元线性回归模型

(1)一元线性回归模型
Y=bx+a+e,

E(e)=0,D(e)=σ2,{ 其中,Y

称为因变量或响应变量,x 称为自变量或解释变量.
(2)a,b为模型的未知参数,a 称为截距参数,b 称为

斜率参数;e是Y 与bx+a 之间的随机误差.
知识点二 最小二乘法与经验回归方程

(1)最小二乘法

我们将ŷ=̂bx+̂a 称为Y 关于x 的经验回归方程,也
称经验回归函数或经验回归公式,其图形称为经验回

归直线.求经验回归方程的方法叫做最小二乘法,求
得的b̂,̂a 叫做b,a 的最小二乘估计.
(2)经验回归方程的参数

b̂=
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2

=
∑
n

i=1
xiyi-nxy

∑
n

i=1
x2

i-nx2
,

â=y-̂bx.
知识点三 残差

对于响应变量Y,通过观测得到的数据称为观测值,
通过经验回归方程得到的ŷ 称为预测值,观测值减

去预测值称为残差.

1.判断(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)设y 关于x 的经验回归方程为ŷ=2-1.5x,则
当变量x 增加一个单位时,y 平均增加1.5个单位.

(×)
(2)y 关于x 的经验回归方程ŷ=̂bx+̂a 表示最接

近y 与x 之间真实关系的一条直线. (√)
(3)若y 关于x 的经验回归方程为ŷ=̂bx+̂a,则当

x=x0 时,y 的值一定是̂bx0+̂a. (×)

2.关于一元线性回归模型
Y=bx+a+e,

E(e)=0,D(e)=σ2,{ 下列

说法正确的是 (  )

A.Y=bx+a+e是一次函数

B.因变量Y 是由自变量x 唯一确定的

C.因变量Y 除了受自变量x 的影响外,可能还受到

其他因素的影响,这些因素会导致随机误差e的

产生

D.随机误差e是由于计算不准确造成的,可通过精

确计算避免随机误差e的产生

C 解析:在一元线性回归模型中,表达式Y=bx+
a+e表示的不是确定性关系,因此不是一次函数,A
错误.选项B中,因变量Y 不是由自变量x 唯一确定

的,B错误.选项D中,随机误差是不能避免的,只能

将误差缩小,但是不可能没有误差,因此D错误.
3.对变量x,y 进行回归分析时,依据得到的4个不同

的线性回归模型画出残差图,则下列模型拟合精度

最高的是 (  )

    A          B

    C          D
A 解析:用残差图判断模型的拟合效果时,残差点

比较均匀地落在以横轴为对称轴的水平带状区域

中,说明这样的模型比较合适.带状区域的宽度越
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窄,说明模型的拟合精度越高.故选A.
4.请思考并回答下列问题:
(1)随机误差e的主要来源是什么?
提示:①用线性回归模型模拟真实模型所引起的误

差.可能存在非线性的回归模型能更好地描述两变量

间的关系,但是却用线性回归模型来表述这种关系,
结果就会产生误差.这种由于模型近似所引起的误差

含在e中.②忽略了某些因素的影响.影响Y 的因素

不只变量x 一个,可能还包含其他许多因素,它们的

影响都体现在e中.③观测误差.由于测量工具、人为

测量误差等原因得到的Y 值一般存在误差.

(2)如何通过散点图或样本相关系数判断两个变量

是否存在相关关系? 是正相关还是负相关?
提示:散点图:如果散点图中表示成对样本数据的

点分布在一条直线(曲线)附近,那么两个变量之间

具有线性(非线性)相关关系.如果散点落在从左下

(上)角到右上(下)角的区域,那么两个变量之间正

(负)相关.
样本相关系数r:|r|越接近于1,两个变量之间的

线性相关程度越强;|r|越接近于0,两个变量之间

的线性相关程度越弱.r>0,两个变量正相关;r<
0,两个变量负相关.
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 一元线性回归模型的理解

1.关于一元线性回归模型
Y=bx+a+e,

E(e)=0,D(e)=σ2,{ 给出

下列说法:

①表达式Y=bx+a+e刻画的是变量Y 与变量x
之间的线性相关关系;

②bx+a 反映了由于x 的变化而引起的Y 的线性

变化;

③误差项e是一个期望值为0的随机变量;

④对于所有的x 值,e的方差σ2都相同.
其中正确的是    (填序号).
①②③④ 解析:根据一元线性回归模型的含义可

知,以上说法均正确.
2.已知某地区每年的财政收入x(单位:亿元)与支出

Y (单 位:亿 元)满 足 一 元 线 性 回 归 模 型

Y=bx+a+e,

E(e)=0,D(e)=σ2,{ 其中b=0.7,a=3,|e|≤0.

5.如果今年该地区财政收入为10亿元,则年支出预

计不会超过 (  )

A.9亿元

B.9.5亿元

C.10亿元

D.10.5亿元

D 解析:因为财政收入x 与支出Y 满足一元线性

回归模型,表达式Y=bx+a+e中b=0.7,a=3,
所以Y=0.7x+3+e.
当x=10时,得Y=0.7×10+3+e=10+e.
又|e|≤0.5,即-0.5≤e≤0.5,
所以9.5≤Y≤10.5,
所以年支出预计不会超过10.5亿元.

明确一元线性回归模型的含义是解题的关键,其中a
和b为模型的未知参数,a 称为截距参数,b称为斜率

参数;e是Y 与bx+a 之间的随机误差.
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 经验回归方程参数的意义

1.(多选)某产品的产量x(单位:千件)与单位成本y
(单位:元)满足经验回归方程̂y=77.36-1.82x,则

以下说法中正确的是 (  )

A.产量与单位成本正相关

B.产量与单位成本负相关

C.产量每增加1000件,单位成本约减少1.82元

D.产量每增加1000件,单位成本约增加1.82元

BC 解析:由经验回归方程的参数b̂ 的意义,可知

产品产量与单位成本负相关,且产量每增加1000
件,单位成本约减少1.82元.

2.已知变量x,y 的一组样本数据为(x1,y1),(x2,

y2),…,(xn,yn)(x1,x2,…,xn 不全相等),若这

组样本数据的样本相关系数为-1,则y 关于x 的

经验回归方程可能是 (  )

A.̂y=-
1
2x+1

B.̂y=x-1
C.̂y=x+1
D.̂y=-x2

A 解析:因为这组样本数据的样本相关系数为-
1,所以x 与y 线性相关,且是负相关,所以经验回
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归方程的系数b̂<0,可排除B,C,D.故选A.

经验回归方程ŷ=̂bx+̂a 中,参数b̂ 的意义可以解释

为观测值x 每增加一个单位,预测值ŷ 平均增加̂b个

单位,且当b̂>0时,变量x 与变量y 正相关,当b̂<0
时,变量x 与变量y 负相关.
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 经验回归方程的求法及应用

例1 某种产品的广告费用支出x(单位:万元)与销

售额y(单位:万元)之间有如下的对应数据:

x 2 4 5 6 8

y 30 40 60 50 70

(1)画出散点图;
(2)求y 关于x 的经验回归方程ŷ=̂bx+̂a;
(3)试预测广告费用支出为10万元时的销售额.
解:(1)散点图如图所示.

(2)由已知数据得

x=
25
5=5

,y=
250
5 =50

,∑
5

i=1
x2

i=145,∑
5

i=1
xiyi=1380.

于是 可 得 b̂=
∑
5

i=1
xiyi-5xy

∑
5

i=1
x2

i-5x2
=
1380-5×5×50
145-5×25 =

6.5,̂a=y-̂bx=50-6.5×5=17.5.所以所求的经验

回归方程为ŷ=6.5x+17.5.
(3)根据(2)中求得的经验回归方程,当x=10时,̂y
=6.5×10+17.5=82.5,即广告费用支出为10万元

时,销售额大约为82.5万元.
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思考1.要使销售额达到180万元,预估需要投入的

广告费用是多少.

解:由例题可得ŷ=6.5x+17.5,令6.5x+17.5=
180,得x=25.所以预估需要投入的广告费用为25
万元.
思考2.由经验回归方程计算出结果,在作答时应注

意什么?
解:由经验回归方程计算的结果是估计值,所以在作

答时结果(数据)前要有“估计”“大约”等限定词语.

利用经验回归方程解决实际问题的步骤

(1)根据变量x,y 的样本数据画出散点图,从直观上

判断x 与y 之间是否存在线性相关关系,只有在散

点图大致呈直线状时,求出的经验回归方程才有实际

意义,否则求出的回归方程毫无意义.

(2)若变量x,y 线性相关,则计算x,y,∑
n

i=1
x2

i,∑
n

i=1
xiyi

的值.
(3)将(2)中求出的值代入公式求出ŷ=̂bx+̂a 中参

数̂b,̂a 的值.
(4)写出经验回归方程并根据方程解决实际问题.

1.观察变量x,y(存在线性相关关系)的数据:

x -10 -6.99-5.01-2.983.98 5 7.998.01

y -9 -7 -5 -3 4.014.99 7 8

则y 关于x 的经验回归方程为 (  )

A.̂y=
1
2x+1 B.̂y=x

C.̂y=2x+
1
3 D.̂y=x+1

B 解析:由于经验回归直线一定经过样本点的中

心(x,y),由表中数据可得,x=0,y=0,只有B项

中的方程对应的直线过点(0,0).故选B.
2.某研究机构对高三学生的记忆力x 和判断力y 进

行统计分析,得下表数据.

x 6 8 10 12

y 2 3 5 6

(1)根据上表数据画出散点图,判断两个变量是否

线性相关;
(2)请根据上表提供的数据,用最小二乘法求出y
关于x 的经验回归方程ŷ=̂bx+̂a,并预测记忆力

为9的同学的判断力.
(1)画 出 散 点 图(如 下 图),可 判 断 两 个 变 量 线 性

相关.

(2)由题可得x=
6+8+10+12

4 =9,

y=
2+3+5+6

4 =4,
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∑
4

i=1
x2

i=62+82+102+122=344,

∑
4

i=1
xiyi=6×2+8×3+10×5+12×6=158,

b̂=
158-4×9×4
344-4×92 =

14
20=0.7

,

â=y-̂bx=4-0.7×9=-2.3,
故经验回归方程为ŷ=0.7x-2.3.
当x=9时,̂y=0.7×9-2.3=4,
即预测记忆力为9的同学的判断力约为4.
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 残差计算

                 例2 耐盐碱水稻俗称海水稻,是一种可以长在滩涂

和盐碱地的水稻.海水稻的灌溉方式是将海水稀释后

进行灌溉.某试验基地为了研究海水浓度x(‰)对海

水稻亩产量y(单位:t)的影响,通过在试验田的种植

试验,测得了某种海水稻的亩产量与海水浓度的数据

如下表:

x 3 4 5 6 7

y 0.62 0.58 0.49 0.4 0.31

绘制散点图发现,可用线性回归模型拟合亩产量y
与海水浓度x 之间的相关关系,用最小二乘法计算得

y 关于x 的经验回归方程为ŷ=̂bx+0.88.
(1)求出b̂ 的值,并估算当海水浓度为8‰时该品种

海水稻的亩产量;
(2)完 成 下 列 残 差 表,并 计 算 残 差 平 方 和

∑
n

i=1
(yi-̂yi)2.

x 3 4 5 6 7

y 0.62 0.58 0.49 0.4 0.31

ŷ

y-̂y

解:(1)经计算得x=5,y=0.48.
由0.48=5̂b+0.88可得b̂=-0.08.
所以ŷ=-0.08x+0.88.
当x=8时,̂y=-0.08×8+0.88=0.24.
所以当海水浓度为8‰时,该品种海水稻的亩产量约

为0.24t.
(2)由(1)知ŷ=-0.08x+0.88,从而有残差表如下:

x 3 4 5 6 7

y 0.62 0.58 0.49 0.4 0.31

ŷ 0.64 0.56 0.48 0.4 0.32

y-̂y -0.02 0.02 0.01 0 -0.01

残差平方和∑
5

i=1
(yi-̂yi)2=(-0.02)2+0.022+0.012

+02+(-0.01)2=0.001.

1.利用残差分析可以判断回归模型刻画数据的效

果,以及判断数据中是否存在可疑数据.
2.当残差比较均匀地分布在以取值为0的横轴为对

称轴的水平带状区域内时,说明模型的拟合效果

较好.

关于残差图的描述错误的是 (  )

A.残差图的横坐标可以是样本编号

B.残差图的横坐标可以是解释变量或响应变量

C.残差点分布的带状区域的宽度越窄残差平方和

越大

D.残差点分布的带状区域的宽度越窄残差平方和

越小

C 解析:残差点分布的带状区域的宽度越窄,说明

模型拟合精度越高,则残差平方和越小.
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课后素养评价(十九)

1.已知某产品每吨的生产成本y(单位:元)关于生产

量x(单位:t)的经验回归方程为ŷ=256+3x(x≥1),
下列说法正确的是 (  )

A.生产量每增加1t,每吨的生产成本增加259元

B.生产量每增加1t,每吨的生产成本增加3元

C.生产量每增加1t,每吨的生产成本平均增加3元

D.生产量不变,每吨的生产成本为256元

C 解析:经验回归方程的系数b̂ 表示x 每增加一

个单位,̂y 平均增加̂b.故当生产量增加1t时,每吨

的生产成本平均增加3元.
2.已知x 与y 之间的一组数据:

x 0 1 2 3

y m 3 5.5 7

已求得y 关于x 的经验回归方程为̂y=2.2x+0.7,
则m 的值为 (  )

A.1 B.0.85 C.0.7 D.0.5

D  解 析:x =
0+1+2+3

4 = 1.5,y =

m+3+5.5+7
4

,将(x,y)代入ŷ=2.2x+0.7,解得

m=0.5.
3.根据如下样本数据得到的经验回归方程为ŷ=̂bx
+̂a,则 (  )

x 3 4 5 6 7 8

y 4.0 2.5 -0.5 0.5 -2.0 -3.0

A.̂a>0,̂b>0 B.̂a>0,̂b<0
C.̂a<0,̂b>0 D.̂a<0,̂b<0
B 解析:画出散点图如图所示.

由图知,̂a>0,̂b<0.
4.已知x 与y 之间的一组数据如下表:

x 0 1 2 3

y 1 3 5 7

则y 关于x 的经验回归直线ŷ=̂bx+̂a 必过点

(  )

A.(2,2) B.(1.5,0)

C.(1,2) D.(1.5,4)

D 解析:x=
0+1+2+3

4 =1.5,y=
1+3+5+7

4 =

4,则y 关于x 的经验回归直线必过样本点的中心

(1.5,4).

5.根据变量x,y 的8对观测值,计算得∑
8

i=1
xi=52,

∑
8

i=1
yi=228,∑

8

i=1
x2i=478,∑

8

i=1
xiyi=1849,则y 关于x

的经验回归方程是 (  )

A.̂y=11.47+2.62x
B.̂y=-11.47+2.62x
C.̂y=2.61x+11.47
D.̂y=11.47-2.62x
A 解析:由 题 意 可 得x=6.5,y=28.5,则b̂=

∑
8

i=1
xiyi-8x y

∑
8

i=1
x2

i-8x2
≈2.62,可得â=y-̂bx=11.47.故

y 关于x 的经验回归方程是ŷ=11.47+2.62x.故
选A.

6.(多选)根据x,y 的一组样本数据(x1,y1),(x2,

y2),…,(xn,yn),求得y 关于x 的经验回归方程

为ŷ=1.5x+0.5,且x=3.其中有两对样本数据

(1.2,2.2)和(4.8,7.8)误差较大,移除后重新求得的

经验回归直线斜率为1.2,则 (  )

A.变量x 与y 具有正相关关系

B.移除两对误差较大的样本数据后重新求得的经

验回归方程为ŷ=1.2x+1.6
C.移除两对误差较大的样本数据后,y 的估计值增

加速度变快

D.移除两对误差较大的样本数据后,y 的估计值增

加速度变慢

AD 解析:因为经验回归方程为ŷ=1.5x+0.5,

1.5>0,所以变量x 与y 具有正相关关系,故A正

确;当x=3时,y=1.5×3+0.5=5,样本点中心为

(3,5).去掉(1.2,2.2)和(4.8,7.8)后,样本点中心还

是(3,5).又因为移除两对误差较大的样本数据后重

新求得的经验回归直线的斜率为1.2,所以5=1.2×
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3+̂a,解得̂a=1.4,故移除两对误差较大的样本数

据后的经验回归方程为ŷ=1.2x+1.4,故B错误;
因为1.5>1.2,所以移除两对误差较大的样本数据

后y 的估计值增加速度变慢,故C错误,D正确.
7.某种产品的广告支出x(单位:万元)与销售额y(单

位:万元)之间有下表关系:

x 2 4 5 6 8

y 30 40 60 50 70

y关于x的经验回归方程为ŷ=6.5x+17.5,当广告支

出为5万元时,残差为 (  )

A.-10 B.-20 C.20 D.10

D 解析:当广告支出为5万元时,观测值为60,预
测值为ŷ=6.5×5+17.5=50,则残差为60-50=
10.故选D.

8.已知y 关于x 的经验回归方程为ŷ=2x+a.若方

程在样本点(r,1)与(1,s)处的残差相同,则有

(  )

A.r=s B.s=2r
C.s=-2r+3 D.s=2r+1
C 解析:样本点(r,1)处的残差为1-(2r+a),样
本点(1,s)处的残差为s-(2+a),依题意1-(2r
+a)=s-(2+a),故s=-2r+3.故选C.
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1.某药厂为了了解某新药的销售情况,将2024年2
月至6月的销售额整理如下:

月份 2 3 4 5 6

销售额/万元 19 25 35 37 42

根据表中数据,可求得每月的销售额y 关于月份x
的经验回归方程为 (  )

参考数据:∑
5

i=1
xiyi=690,∑

5

i=1
x2

i=90.

A.̂y=5.8x+8.4

B.̂y=8.4x+5.8

C.̂y=6x-9

D.̂y=4x+31.6

A 解析:由题表中的数据得x=
2+3+4+5+6

5

=4,

y=
19+25+35+37+42

5 =31.6,

所以b̂=
∑
5

i=1
xiyi-5xy

∑
5

i=1
x2

i-5x2
=
690-5×4×31.6
90-5×42 =5.8,

â=31.6-5.8×4=8.4.
因此,y 关于x 的经验回归方程为ŷ=5.8x+8.4.故

选A.

2.某工厂对某产品的产量与成本的资料分析后得到

如下数据:

产量x/千件 2 3 5 6

成本y/万元 7 8 9 12

由表中数据得到的经验回归方程为ŷ=̂bx+̂a,且b̂

=1.1,预测当产量为9千件时,成本约为    

万元.

14.5 解析:由题表中数据得x=4,y=9,代入经验

回归方程得â=4.6.所以ŷ=1.1x+4.6,当x=9

时,̂y=1.1×9+4.6=14.5.

3.已知ŷ=0.85x-85.7是根据女大学生的身高预报

体重的经验回归方程(其中x,̂y 的单位分别是cm,

kg),则 该 方 程 在 样 本 点 (165,57)处 的 残

差是    .

2.45 解析:当x=165时,̂y=0.85×165-85.7=

54.55,所以方程在样本点(165,57)处的残差是57

-54.55=2.45.

4.某中学物理兴趣小组通过试验对其中一道竞赛题

的两个物理量u,v 进行测量,得到10对数据:(u1,

v1),(u2,v2),…,(u10,v10),通过散点图发现u,v

具有较强的线性相关关系,并且利用最小二乘法求

得经验回归方程为v̂=1.5u+1.由于数据保存失误

导致∑
10

i=1
vi 的值丢失,已知∑

10

i=1
ui=50,通过所学知识

可以求得∑
10

i=1
vi=    .

85 解析:由∑
10

i=1
ui=50,得u=50×

1
10=5.

又经验回

归直线恒过样本点的中心,所以v=1.5u+1=8.5.

所以∑
10

i=1
vi=10v=85.

5.某药企计划种植A,B两种药材,已知药材A的亩产

量约为300kg,其收购价格处于上涨趋势,最近五

年的收购价格如下表:
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年份 20202021202220232024

年份

编号x
1 2 3 4 5

单价y/

(元/kg)
18 20 23 25 29

药材B的收购价格始终为20元/kg,其亩产量的频

率分布直方图如下:

(1)已知药材A的单价y(单位:元/kg)与年份编号

x 之间具有线性相关关系,请求出y 关于x 的经验

回归方程ŷ =̂bx +̂a,并估计2026年药材 A 的

单价.

(2)利用上述频率分布直方图估计药材B的平均亩

产量.(同一组数据用该组区间中点值为代表)

(3)若不考虑其他因素影响,为使收益最大,试判断

2026年该药企应当种植药材A还是药材B,并说明

理由.

附:经 验 回 归 方 程 ŷ = b̂x + â 中,̂b =

∑
n

i=1
xiyi-nxy

∑
n

i=1
x2

i-nx2
,̂a=y-̂bx.

解:(1)由题表中数据可得x=
1+2+3+4+5

5 =3,

y=
18+20+23+25+29

5 =23,

∑
5

i=1
xiyi=1×18+2×20+3×23+4×25+5×29=

372,∑
5

i=1
x2

i=12+22+32+42+52=55,

则b̂=
∑
5

i=1
xiyi-5xy

∑
5

i=1
x2

i-5x2
=
372-5×3×23
55-5×32 =2.7,

â=y-̂bx=14.9,

故经验回归方程为ŷ=2.7x+14.9.
当x=7时,̂y=33.8,
即2026年药材A的单价预计为33.8元/kg.
(2)由题图可得组距为20,自左向右各组的频率依

次为0.1,0.2,0.35,0.25,0.1,
故药材B的平均亩产量为360×0.1+380×0.2+
400×0.35+420×0.25+440×0.1=401(kg).
(3)预计2026年药材 A每亩产值为300×33.8=
10140(元),
药材B每亩产值为401×20=8020(元).
因为10140>8020,所以药材A的每亩产值更高,
应该种植药材A.
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第2课时 一元线性回归模型的应用

学习任务目标
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  1.会求决定系数R2,并能用R2 来比较两个模型的拟合效果.
  2.会利用线性回归模型解决非线性回归问题,并能用非线性回归模型解决相关问题.
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知识点一 比较两个模型拟合效果的方法

(1)直接比较两个模型的残差;
(2)直接比较两个模型的残差平方和;

(3)用决定系数R2=1-
∑
n

i=1
(yi-̂yi)2

∑
n

i=1
(yi-y)2

来比较两个模

型的拟合效果,R2 越大,模型的拟合效果越好;R2

越小,模型的拟合效果越差.
               知识点二 非线性回归分析问题

对不具有线性相关关系的两个变量做统计分析时,可
通过变量代换,将非线性回归模型转化为线性回归

模型.
(1)模型y=axb 可以通过c=lna,v=lnx,u=lny
进行变换,转化为线性回归模型û=̂c+̂bv.
(2)模型y=aebx可以通过c=lna,u=lny 进行变

换,转化为线性回归模型û=̂c+̂bx.
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(3)模型y=a+blnx 可以通过v=lnx,u=y 进行变

换,转化为线性回归模型û=̂a+̂bv.

1.在对两个变量y 与x 进行回归分析时,分别选择了

四个不同的模型,且它们的R2 的值的大小关系为

R2
模型3<R2

模型4<R2
模型1<R2

模型2,则拟合效果最好的是

(  )
A.模型1 B.模型2
C.模型3 D.模型4
B 解析:R2 越大,则残差平方和越小,表示拟合效

果越好.所以拟合效果最好的是模型2.故选B.
2.以模型y=cekx(c>0)去拟合一组数据时,通过z

=lny 将其变换后得到经验回归方程ẑ=2x-1,
则k,c的值分别是 (  )

A.-2,e B.2,
1
e

C.-2,
1
e D.2,e

B 解析:由题意得lny=ln(cekx)=lnc+kx.设

z=lny,可得z=lnc+kx.又经验回归方程为ẑ=

2x-1,所以k=2,lnc=-1,即k=2,c=
1
e.故

选B.
3.请思考并回答下列问题:
(1)非线性相关问题中怎样构造模型对应的曲线

方程?
提示:①画出散点图,确定曲线的大致形状;
②根据曲线的大致形状,确定基本初等函数特征;
③构造曲线方程.
(2)如何理解R2?

提示:在R2 的表达式中,∑
n

i=1
(yi-y)2 与经验回归

方程无关,残差平方和∑
n

i=1
(yi-̂yi)2 与经验回归方

程有关,因此R2 越大,表示残差平方和越小,即模

型的拟合效果越好;R2 越小,表示残差平方和越

大,即模型的拟合效果越差.
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 线性回归分析

例1 为研究悬挂物体的质量x(单位:g)对弹簧长度

y(单位:cm)的影响,对6个不同质量的物体进行测

量,数据如表所示.

x 5 10 15 20 25 30

y 7.25 8.12 8.95 9.9 10.9 11.8

(1)作出散点图并求y 关于x 的经验回归方程ŷ=̂bx
+̂a;(̂a,̂b的值精确到0.001)
(2)求出R2;
(3)进行残差分析.
解:(1)作出散点图如图所示.

x=
1
6×

(5+10+15+20+25+30)=17.5,

y=
1
6×

(7.25+8.12+8.95+9.9+10.9+11.8)≈

9.487,∑
6

i=1
x2

i=2275,∑
6

i=1
xiyi=1076.2,

计算得b̂=
1076.2-6×17.5×9.487
2275-6×17.52 ≈0.183,

â=9.487-0.183×17.5≈6.285,

所求经验回归方程为ŷ=6.285+0.183x.

(2)列表如下:

x 5 10 15 20 25 30

y-̂y 0.05 0.005 -0.08 -0.045 0.04 0.025

y-y -2.237-1.367-0.537 0.413 1.413 2.313

所以 ∑
6

i=1
(yi-ŷi)2=0.013175,∑

6

i=1
(yi-y)2=

14.678334.所以R2=1-
0.013175
14.678334≈0.9991.

所以线性回归模型的拟合效果较好.
(3)由残差表中的数值可以看出第3个样本点的残差

绝对值比较大,需要确认在采集这个数据的时候是否

有人为的错误,如果有的话,需要纠正数据,重新建立

线性回归模型;由表中数据作出残差图(图略),观察表

中数据及残差图,可得所有残差比较均匀地分布在以

横轴为对称轴、宽度小于0.1的狭窄的水平带状区域

中,说明选用的线性回归模型的精度较高.由以上分析

可知,弹簧长度与悬挂物体的质量具有线性关系.
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思考.进行残差分析时,一般从哪些方面分析?
解:利用残差分析研究两个变量间的关系时,首先要

根据散点图来粗略判断它们是否线性相关,是否可

以用线性回归模型来拟合数据.然后通过残差图来

分析残差特性,用残差来判断原始数据中是否存在

可疑数据,用R2来刻画模型拟合的效果.
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刻画回归效果的三种方法

(1)残差图法:残差点比较均匀地落在以横轴为对称

轴的水平带状区域内,说明选用的模型比较合适.

(2)残差平方和法:残差平方和∑
n

i=1
(yi-̂yi)2越小,模

型的拟合效果越好.

(3)决定系数法:R2=1-
∑
n

i=1
(yi-̂yi)2

∑
n

i=1
(yi-y)2

越大,表示模

型的拟合效果越好.

1.某运动员训练次数x 与成绩y 的数据如表:

x 30 33 35 37 39 44 46 50

y 30 34 37 39 42 46 48 51

(1)作出散点图,求出y 关于x 的经验回归方程.

(2)作出残差图,计算R2.

解:(1)作出该运动员训练次数x 与成绩y 的散点

图,如图所示.由散点图可知,它们之间具有线性相

关关系.

由题表中数据可得x=39.25,y=40.875,∑
8

i=1
x2

i=

12656,∑
8

i=1
xiyi=13180,

所以b̂=
∑
8

i=1
xiyi-8xy

∑
8

i=1
x2

i-8x2
≈1.0415,

â=y-̂bx≈-0.0039.

所以经验回归方程为ŷ=1.0415x-0.0039.

(2)残差分析:下面的表格列出了该运动员训练次

数x 和成绩y 的原始数据以及相应的残差数据.

x 30 33 35 37

y 30 34 37 39

ê -1.2411 -0.3656 0.5514 0.4684

x 39 44 46 50

y 42 46 48 51

ê 1.3854 0.1779 0.0949 -1.0711

作残差图如图所示.

由图可知,残差点比较均匀地分布在以横轴为对称

轴的水平带状区域内,说明选择的模型比较合适.
计算可得R2≈0.9855.

2.已知x 与y 的有关数据如下:

x 2 3 4 5 6

y 2.2 3.8 5.5 6.5 7

(1)求y 关于x 的经验回归方程ŷ=̂bx+̂a;
(2)完成下面的残差表并判断(1)中经验回归方程

的拟合效果是否良好.(若R2>0.9,则认为拟合效

果良好)

x 2 3 4 5 6

y-̂y

解:(1)由题表可知x=4,y=5,∑
5

i=1
x2

i=90,

∑
5

i=1
xiyi=112.3,

则b̂=
112.3-5×4×5
90-5×42 =1.23,̂a=y-̂bx=0.08,

故ŷ=1.23x+0.08.
(2)因为êi=yi-̂yi,

所以ê1=-0.34,̂e2=0.03,̂e3=0.5,̂e4=0.27,̂e5
=-0.46,
则残差表为

x 2 3 4 5 6

y-̂y -0.34 0.03 0.5 0.27 -0.46

因为∑
5

i=1
(yi-y)2=(2.2-5)2+(3.8-5)2+(5.5-

5)2+(6.5-5)2+(7-5)2=15.78,∑
5

i=1
(yi-̂yi)2=

0.651,

所以R2=1-
0.651
15.78≈0.96>0.9.

所以该经验回归方程的拟合效果良好.
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 非线性回归分析

例2 某企业为了提升行业竞争力,加大了科技投入.
该企业连续6年来的科技投入x(单位:百万元)与收

益y(单位:百万元)的数据统计如下:

x 2 4 6 8 10 12

y 5.6 6.5 12 27.5 80 129.2

并根据数据绘制散点图如图所示.

根据散点图的特点,甲认为样本点分布在指数曲线y
=c·2bx的附近,据此他对数据进行了初步处理,如
下表:

y z
∑
6

i=1
(xi-x)∙

(yi-y)

∑
6

i=1
(xi-x)∙

(zi-z)
∑
6

i=1
(yi-y)2 ∑

6

i=1
(xi-x)2

43.5 4.5 854 34.7 12730.4 70

其中zi=log2yi,z=
1
6∑

6

i=1
zi.

(1)①请根据表中数据,建立y 关于x 的经验回归方

程;(x 的系数精确到0.1)

②根据①中所建立的经验回归方程,若该企业想使下

一年收益不低于2亿元,则科技投入的费用至少为多

少? (log25≈2.3)

(2)乙认为样本点分布在二次曲线y=mx2+n 的附

近,并计算得经验回归方程为ŷ=0.92x2-12,以及

该模型的决定系数R2=0.94,试比较甲、乙两人所建

立的模型,谁的拟合效果更好?

附:对于一组数据(u1,v1),(u2,v2),(u3,v3),…,

(un,vn),其经验回归直线v̂=̂α+̂βu 的斜率和截距

的最小二乘估计分别为

β̂=
∑
n

i=1
(ui-u)(vi-v)

∑
n

i=1
(ui-u)2

,̂α=v-̂βu.

决定系数R2=1-
∑
n

i=1
(vi-̂vi)2

∑
n

i=1
(vi-􀭵v)2

.

解:(1)①由题表可得x=
2+4+6+8+10+12

6 =7,

令z=log2y=bx+log2c,a=log2c,则z=bx+a.

可知̂b=
∑
6

i=1
(xi-x)(zi-z)

∑
6

i=1
(xi-x)2

=
34.7
70≈0.5

,

从而â=z-̂bx=4.5-0.5×7=1.
故经验回归方程为ẑ=0.5x+1,即ŷ=20.5x+1.

②令20.5x+1≥200,得0.5x+1≥log2200,解得x≥4+

4log25≈13.2.
故科技投入的费用至少为13.2百万元时,下一年的

收益才能不低于2亿元.
(2)甲建立的回归模型的残差如下:

x 2 4 6 8 10 12

y 5.6 6.5 12 27.5 80 129.2

ŷ 4 8 16 32 64 128

y-̂y 1.6 -1.5 -4 -4.5 16 1.2

则∑
6

i=1
(yi-̂yi)2=298.5.

从而R2=1-
298.5
12730.4≈1-0.02=0.98>0.94.

所以甲建立的模型拟合效果更好.

非线性回归问题的处理方法

一般地,有些非线性回归模型通过变换可以转化为线

性回归模型,即借助于线性回归模型研究呈非线性关

系的两个变量之间的关系.
(1)如果散点图中的点分布在一个直线形带状区域,

可以选用线性回归模型来建模.
(2)如果散点图中的点分布在一个曲线形带状区域,要

先对变量作适当的变换,再利用线性回归模型来建模.
(3)非线性经验回归方程的求法:

①根据原始数据作出散点图;

②根据散点图,选择恰当的拟合函数;

③作恰当的变换,将其转化成线性函数,求线性经验

回归方程.

某公司对某产品做市场调查,获得了该产品的定价x
(单位:万元/t)和每天的销量y(单位:t)的一组数据,
根据这组数据制作了如下散点图和统计表.
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x y t ∑
10

i=1
x2

i ∑
10

i=1
t2i ∑

10

i=1
xiyi ∑

10

i=1
tiyi

0.33 10 3 0.164 100 68 350

表中t=
1
x.

(1)根据散点图判断ŷ=̂bx+̂a 与ŷ=̂cx-1+̂d 哪一

个更适合作为y 关于x 的经验回归方程;(给出判断

即可,不必说明理由)
(2)根据(1)的判断结果,建立y 关于x 的经验回归

方程;
(3)若生产1t该产品的成本为0.25万元,依据(2)的
经验回归方程,定价为多少时,该产品每天的销售利

润最大? 最大利润是多少?
解:(1)根据散点图可知,̂y=̂cx-1+̂d 更适合作为y

关于x 的经验回归方程.

(2)由t=
1
x
,得ŷ=̂ct+̂d,

所以ĉ=
∑
10

i=1
tiyi-10ty

∑
10

i=1
t2i-10t

2
=
350-10×3×10
100-10×32 =5,

所以d̂=y-̂ct=10-5×3=-5,
所以y 关于t的经验回归方程为ŷ=5t-5,

故y 关于x 的经验回归方程为ŷ=
5
x-5.

(3)设每天的利润为 W 万元,则 W=y(x-0.25)=
5
x-5

æ

è
ç

ö

ø
÷(x-0.25)=6.25-5x+

0.25
x

æ

è
ç

ö

ø
÷≤6.25-5×

2 x×
0.25
x =6.25-5×2×0.5=1.25,

当且仅当x=
0.25
x
,即x=0.5时等号成立,

所以预计定价为0.5万元/t时,该产品每天的销售利

润最大,最大利润是1.25万元.
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 回归分析的综合应用

例3 某商场销售一批进价是30元/台的小商品,在
试销中发现,此商品的销售单价x(x 取整数,单位:
元)与日销售量y(单位:台)之间有如下关系:

x 35 40 45 50

y 56 41 28 11

(1)画出散点图,并判断y 与x 之间是否具有线性相

关关系;
(2)求日销售量y 关于销售单价x 的经验回归方程ŷ
=̂bx+̂a;(̂b的值保留一位有效数字)

(3)设经营此商品的日销售利润为P(单位:元),根据

(2)写出P 关于x 的函数解析式,并预测当销售单价

为多少元时,才能获得最大日销售利润.
解:(1)散点图如图所示,从图中可以看出这些点大致

分布在一条直线附近,因此两个变量具有线性相关

关系.

(2)因为x=
1
4×

(35+40+45+50)=42.5,

y=
1
4×

(56+41+28+11)=34,

∑
4

i=1
xiyi=35×56+40×41+45×28+50×11=

5410,

∑
4

i=1
x2

i=352+402+452+502=7350,

所以̂b=
∑
4

i=1
xiyi-4xy

∑
4

i=1
x2i-4x2

=
5410-4×42.5×34
7350-4×42.52 =

-370
125 ≈

-3.

所以â=y-̂bx=34-(-3)×42.5=161.5.
所以ŷ=-3x+161.5.
(3)依题意有P=(-3x+161.5)(x-30)

=-3x2+251.5x-4845,

所以当x=
251.5
6 ≈42时,P 有最大值,约为426.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—831—



所以当销售单价为42元时,能获得最大日销售利润.

回归分析是对具有相关关系的两个变量进行统计分

析的一种常用方法.其基本步骤为通过散点图和经验

选择经验回归方程的类型,然后通过一定的规则确定

出相应的经验回归方程,通过一定的方法进行检验,

最后应用于实际,如对预报变量进行预测等.

党的二十大报告指出,坚持把发展经济的着力点放在

实体经济上,推进新型工业化,加快建设制造强国、质

量强国、航天强国、交通强国、网络强国、数字中国.某

企业为响应国家号召,汇聚科研力量,加强科技创新,

准备增加研发资金的投入.现该企业为了了解年研发

资金投入额x(单位:亿元)对年盈利额y(单位:亿

元)的影响,研究了近10年年研发资金投入额和年盈

利额的数据,通过对比分析,建立了两个函数模型:

①y=α+βx2,②y=eλx+t,其中α,β,λ,t均为常数,e
为自然对数的底数.令ui=x2

i,vi=lnyi,i=1,2,…,

10,经计算得到如下数据:

x y ∑
10

i=1
(xi-x)2 ∑

10

i=1
(yi-y)2 u v

26 215 65 2 680 5.36

∑
10

i=1
(ui-u)2

∑
10

i=1
(ui-u)∙

(yi-y)
∑
10

i=1
(vi-v)2

∑
10

i=1
(xi-x)∙

(vi-v)

11250 130 2.6 12

(1)请从样本相关系数的角度,分析哪一个模型拟合

效果更好.
(2)①根据(1)的选择及表中数据,建立y 关于x 的

经验回归方程(相关参数的值精确到0.01);

②若希望明年盈利额为250亿元,请预测明年的研发

资金投入额为多少亿元(结果精确到0.01).

附:样本相关系数:

r=
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

.

ln2≈0.693,ln5≈1.609.

解:(1)设u 和y 的样本相关系数为r1,x 和v 的样本

相关系数为r2,由题意,

r1=
∑
10

i=1
(ui-u)(yi-y)

∑
10

i=1
(ui-u)2 ∑

10

i=1
(yi-y)2

=
130

11250×2
=
13
15≈

0.87,

r2=
∑
10

i=1
(xi-x)(vi-v)

∑
10

i=1
(xi-x)2 ∑

10

i=1
(vi-v)2

=
12
65×2.6

=
12
13≈

0.92,

则 r1 < r2 ,因此从样本相关系数的角度,模型y
=eλx+t的拟合效果更好.
(2)①先建立v 关于x 的经验回归方程,

由y=eλx+t,得lny=t+λx,即v=t+λx.

λ̂=
∑
10

i=1
(xi-x)(vi-v)

∑
10

i=1
(xi-x)2

=
12
65≈0.18

,

t̂=v-̂λx=5.36-
12
65×26=0.56

,

所以v 关于x 的经验回归方程为v̂=0.18x+0.56,

所以ln̂y=0.18x+0.56,则ŷ=e0.18x+0.56.
②若明年盈利额为250亿元,

则250=e0.18x+0.56,即0.18x+0.56=ln250.
因为ln250=3ln5+ln2≈3×1.609+0.693=5.52,

所以x≈
5.52-0.56
0.18 ≈27.56.

所以预测明年的研发资金投入额约为27.56亿元.
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课后素养评价(二十)

1.根据给定的样本点建立 A和B两个回归模型,若

A,B的残差平方和分别是a1,a2,R2的值分别为

b1,b2,下列说法正确的是 (C)

A.若a1<a2,则b1<b2,A的拟合效果更好

B.若a1<a2,则b1<b2,B的拟合效果更好

C.若a1<a2,则b1>b2,A的拟合效果更好

D.若a1<a2,则b1>b2,B的拟合效果更好

2.(多选)某同学根据x,y 的六组数据(xi,yi)(i=1,

2,…,6)绘制了如下散点图,在这六个点中去掉点

B 后重新进行回归分析,则下列说法正确的是

(  )

A.决定系数R2 变小

B.样本相关系数r的绝对值更趋近于1

C.残差平方和变小

D.解释变量x 与响应变量y 的相关性变弱

BC 解析:从题图中可以看出,点B 较其他点偏离

直线较远,故去掉点B 后,回归效果更好,决定系数

R2 更接近于1,所以去掉点 B 后,R2 变大,故 A
错误;

去掉点B 后,变量间的线性相关性越强,

所以 r 更趋近于1,故B正确;

去掉点B 后,残差平方和变小,故C正确;

去掉点B 后,解释变量x 与响应变量y 的相关性增

强,故D错误.
故选BC.

3.关于x 与y,有如下数据:

x 2 4 5 6 8

y 30 40 60 50 70

给出如下的两个回归模型:①̂y=6.5x+17.5;②̂y
=7x+17.通过残差分析,发现模型①比模型②的

拟合效果更好,则R2
1    R2

2,Q1    Q2.

(用“>”或“<”填空,R2,Q 分别是决定系数和残差平

方和)

> < 解析:由R2的性质可得,R2越大模型的拟

合效果越好,所以R2
1>R2

2.
由残差的性质可得,残差平方和越小模型的拟合效

果越好,所以Q1<Q2.

4.在研究两个变量x,y 的相关关系时,观察散点图发

现样本点集中于某一条指数曲线y=ebx+a的附近,

令z=lny,求得经验回归方程为ẑ=0.25x-2.58,

则y 关于x 的经验回归方程为    .

ŷ=e0.25x-2.58 解析:由z=lny,̂z=0.25x-2.58,

得ln̂y=0.25x-2.58,

所以ŷ=e0.25x-2.58.
故y 关于x 的经验回归方程为ŷ=e0.25x-2.58.

5.某公司为研究员工日均支出与日均收入的相关关

系,随机抽取10名员工进行调查,其结果如下:

编号 日均收入x/元 日均支出y/元

1 300 255

2 390 324

3 420 335

4 520 360

5 570 450

6 700 520

7 760 580

8 800 600

9 850 630

10 1080 750

试预测该公司日人均收入为1100元和日均收入为

1200元的两名员工的日均支出.
解:根据题表中的数据画出散点图,如图所示.

由图可知,日均支出与日均收入之间具有线性相关

关系.
通过计算可知x=639,y=480.4,
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由公式计算得b̂≈0.6599,̂a=y-̂bx≈58.7239,

故y 关 于x 的 经 验 回 归 方 程 为 ŷ=0.6599x

+58.7239.
将x=1100代入经验回归方程得ŷ=784.6139≈

784.61;将 x=1200代 入 经 验 回 归 方 程 得 ŷ=

850.6039≈850.60.

故预测日均收入分别为1100元和1200元的两名

员工的日均支出分别为784.61元和850.60元.
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1.在回归分析中,R2的值越小,说明残差平方和

(  )

               A.越小

B.越大

C.可能大也可能小

D.以上都不对

B 解析:由R2 的表达式可知,R2 越大,表示残差

平方和越小,即模型的拟合效果越好,R2 越小,表

示残 差 平 方 和 越 大,即 模 型 的 拟 合 效 果 越 差.故

选B.

2.已知变量y 关于x 的经验回归方程为̂y=ebx-0.5,其

一组数据如下表:

x 1 2 3 4

y e e3 e4 e6

若x=5,则预测y 的值可能为 (  )

A.e5 B.e5.5 C.e7 D.e7.5

D 解析:由ŷ=ebx-0.5,得ln̂y=bx-0.5.
令z=lny,则ẑ=bx-0.5.
可得下表:

x 1 2 3 4
z 1 3 4 6

由表可得x=
1+2+3+4

4 =2.5,z=
1+3+4+6

4 =

3.5,

所以3.5=b×2.5-0.5,解得b=1.6.
所以ẑ=1.6x-0.5,所以ŷ=e1.6x-0.5.
当x=5时,̂y=e1.6×5-0.5=e7.5.故选D.

3.已知对于某组数据采用了四个不同的回归模型进

行回归分析,R2的值分别为0.97,0.83,0.32,0.17,

则拟合效果最好的回归模型对应的R2的值是

(  )

A.0.97 B.0.83

C.0.31 D.0.17

A 解析:两个变量的回归模型中,R2越大,说明模

型的拟合效果越好.在所给的四个选项中,0.97是最

大的值,所以选项 A对应的回归模型拟合效果最

好.故选A.

4.非线性经验回归方程ŷ=aebx进行变换后得到的线

性经验回归方程为û=1-0.6x,则函数y=x2+

bx+a的单调递增区间为 (  )

A.(0,+∞) B.310
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.12
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.(1,+∞)

B 解析:对于y=aebx,两边取自然对数,作线性变

换得lny=ln(aebx)=lna+lnebx=lna+bx.又因

为对ŷ=aebx进行线性变换后得到的经验回归方程

为û=1-0.6x,所以u=lny,lna=1,b=-0.6,所

以a=e.由于函数y=x2+bx+a=x2-0.6x+e为

二次函数,图象开口向上,对称轴为直线x=
3
10
,所

以函 数 y=x2 +bx +a 的 单 调 递 增 区 间 为

3
10
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.故选B.

5.近年来,云南省保山市龙陵县紧紧围绕打造“中国

石斛之乡”的发展定位,大力发展石斛产业.在政府

的大力扶持下,龙陵紫皮石斛产量逐年增长,根据

2017年到2022年龙陵县紫皮石斛产量得到如下统

计表.

年份 201720182019202020212022

年份

代码x
1 2 3 4 5 6

紫皮石

斛产量

y/t

320034003600420075009000

(1)判断y=ax+b与y=cedx(a,b,c,d 均为常数)

哪一个更适合作为龙陵县紫皮石斛产量y 关于年

份代码x 的经验回归方程类型.(给出判断即可,不

必说明理由)

(2)经计算得下表中数据,根据(1)中结论,求出y
关于x 的经验回归方程,其中u=lny,ui=lnyi(i=
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1,2,3,4,5,6).

x y u
∑
6

i=1
(xi

-x)2

∑
6

i=1
(xi-x)·

(yi-y)

∑
6

i=1
(xi-x)·

(ui-u)

3.5 5150 8.46 17.5 20950 3.85

(3)龙陵县计划2025年实现紫皮石斛年产量达15

000t,根据(2)中所求得的经验回归方程,预测该目

标是否能完成.
附:e9.45 ≈ 12 708,e9.67 ≈ 15 835,b̂ =

∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2

,̂a=y-̂bx.

解:(1)y=cedx 更适合作为龙陵县紫皮石斛产量y
关于年份代码x 的经验回归方程类型.
(2)对y=cedx两边取自然对数,得lny=lnc+dx.

令u=lny,v=lnc,则u=v+dx.

因为x=3.5,u=8.46,∑
6

i=1
(xi-x)2=17.5,

∑
6

i=1
(xi-x)(ui-u)=3.85,

所以d̂=
∑
6

i=1
(xi-x)(ui-u)

∑
6

i=1
(xi-x)2

=
3.85
17.5=0.22

,

所以v̂=u-̂dx=8.46-0.22×3.5=7.69,

所以û=0.22x+7.69.
所以龙陵县紫皮石斛产量y 关于年份代码x 的经

验回归方程为ŷ=e0.22x+7.69.
(3)当 x=9时,̂y=e0.22×9+7.69=e9.67≈15835>

15000,

故预测该目标可以完成.
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8.3　列联表与独立性检验

8.3.1 分类变量与列联表

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.掌握分类变量的含义.
  2.通过实例,理解2×2列联表的统计意义.
  3.能通过等高堆积条形图分析两个分类变量之间的关系.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点一 分类变量和列联表

(1)为了表述方便,我们经常会使用一种特殊的随机变

量,以区别不同的现象或性质,这类随机变量称为分类

变量.
(2)一般地,假设有两个成对分类变量 X 和Y,它们

的取值分别为x1,x2 和y1,y2,将数据分类统计并制

作成如下表格,我们将这种形式的数据统计表称为2
×2列联表.

X
Y

Y=y1 Y=y2

合计

X=x1 a b a+b

X=x2 c d c+d

合计 a+c b+d n=a+b+c+d

其中,a,b,c,d 分别为事件{X=x1,Y=y1},{X=
x1,Y=y2},{X=x2,Y=y1},{X=x2,Y=y2}的
频数.
               知识点二 等高堆积条形图

与列联表相比,等高堆积条形图能更直观地反映出两

个分类变量间是否相互影响,常用等高堆积条形图展

示列联表数据的频率特征.

1.已知一个如下的2×2列联表,则表中m,n 的值分

别为 (  )

X
Y

y1 y2

合计

x1 a 35 45

x2 7 b n

合计 m 73 s

A.10,38 B.17,45
C.10,45 D.17,38
B 解析:根据题表可知a+35=45,解得a=10.则

m=10+7=17.
又由35+b=73,解得b=38.则n=7+38=45.故
选B.

2.在统计中,研究两个分类变量是否存在关联性时,
常用的图表有 (  )

A.散点图和残差图

B.残差图和列联表

C.散点图和等高堆积条形图

D.等高堆积条形图和列联表

D 解析:散点图是研究两个变量间的关系,列联表

是研究两个分类变量是否有关联,残差图体现预测

值与观测值间的差距,等高堆积条形图能直观地反

映两个分类变量间是否有关系.故选D.
3.观察下列各图,其中两个分类变量X,Y 之间关系

最强的是 (  )

    A        B

    C        D
D 解析:在四幅图中,选项D的图中两个深色条

的高度差最明显,说明两个分类变量之间的关系

最强.
4.请思考并回答下列问题:
(1)如何利用等高堆积条形图判断两个分类变量是
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否具有关联性?

提示:等高堆积条形图中有两个高度相同的矩形,

每一个矩形中都有两种颜色,观察下方颜色区域的

高度,如果两个高度相差比较明显,就判断两个分

类变量之间具有关联性.

(2)教材例1中的随机抽样数据是否能够确定与X

和Y 有关的所有概率? 为什么?

提示:不能.因为随机抽样得到的样本具有随机性,

根据样本数据计算出来的频率也具有随机性.在统

计推断中,依据频率稳定于概率,可以用频率推断

与X 和Y 有关的概率,但由于频率具有随机性,这

种推断可能犯错误,因此,随机抽样数据不能够确

定与 X 和Y 有关的所有概率.
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 2×2列联表及其应用

例1 某大学一学院甲、乙两个专业的报考和录取情

况如表:

性别

甲专业

报考人

数

乙专业

报考人

数

甲专业

录取率

乙专业

录取率

男 100 400 25% 45%

女 300 100 30% 50%

根据表格中的数据分析,哪个专业录取率高?
解:由题表可得,甲专业录取了男生25人,女生90
人,乙专业录取了男生180人,女生50人,得到2×2
列联表如下:

单位:人   

性别

专业

甲 乙

合计

男 25 180 205

女 90 50 140

合计 115 230 345

甲专业的录取率为
25+90
100+300=28.75%

,

乙专业的录取率为
180+50
400+100=46%

,

所以乙专业比甲专业的录取率高.
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.女生的录取率是多少?

解:女生的录取率为
90+50
300+100=35%.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋思考2.男生的录取率比女生的录取率高吗?

解:男生的录取率为
25+180
100+400=41%

,

又由思考1知女生的录取率为35%,
所以男生的录取率比女生的录取率高.

(1)列2×2列联表时,关键是对涉及的变量分清类

别,计算时要准确无误.
(2)利用2×2列联表分析两个分类变量间的关系时,
首先要根据题中数据列出2×2列联表,然后根据频

率特征,即将
a

a+b
与

c
c+d

的值相比较,直接判断出两

个分类变量间是否相互影响,但方法较粗劣.

在下列关于吸烟与肺癌的2×2列联表中,d 的值为

(  )
单位:人

吸烟
肺癌

非肺癌患者 肺癌患者
合计

非吸烟者 7775 42 7817

吸烟者 d

合计 9874 9965

A.48 B.49
C.50 D.51
B 解析:由题表中数据可得,总计患肺癌的人数为

9965-9874=91,则吸烟且患肺癌的人数d=91-
42=49.
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 利用等高堆积条形图判断两个分类变量是否相关

例2 为了了解网络对中学生学习成绩的影响,某地

区教育主管部门从辖区内的初中生中随机抽取了

1000人进行调查,发现其中经常上网的有200人,这

200人中有80人期末考试不及格,而另外800人中

􀪋
􀪋
􀪋
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有120人期末考试不及格.
(1)根据所给数据作出2×2列联表和等高堆积条

形图;
(2)利用(1)中的等高堆积条形图,判断学生经常上网

对学习成绩的好坏是否有影响.
解:(1)根据题中所给的数据得到如下2×2列联表:

单位:人

学习

成绩

上网情况

经常上网 不经常上网
合计

不及格 80 120 200

及格 120 680 800

合计 200 800 1000

得出等高堆积条形图如图所示.

(2)比较(1)中等高堆积条形图中深色条的高,可以发

现经常上网不及格的频率明显高于经常上网及格的

频率,因此可以认为经常上网对学习成绩的好坏有

影响.

1.利用等高堆积条形图判断两个分类变量是否相关

的步骤:

2.等高堆积条形图能形象直观地反映两个分类变量

之间的差异,进而反映它们之间是否有关联.

1.某地高考采用“3+1+2”模式,其中“1”为首选科

目,即物理与历史二选一.某校为了解学生的首选

意愿,对部分高一学生进行了抽样调查,制作出如

下两个等高堆积条形图,根据条形图信息,下列结

论正确的是 (  )

A.样本中选择物理的男生人数少于选择历史的女

生人数

B.样本中选择历史的女生人数多于选择历史的男

生人数

C.样本中选择物理的人数多于选择历史的人数

D.样本中男生人数少于女生人数

C 解析:根据题图1可知样本中选择物理的人数

多于选择历史的人数,故C正确;
根据题图2可知样本中男生人数多于女生人数,故

D错误;
由题图可知样本中选择物理的人数多于选择历史

的人数,而选择物理的男生比例高,选择历史的女

生比例低,所以样本中选择物理的男生人数多于选

择历史的女生人数,故A错误;
样本中选择历史的女生人数不一定多于选择历史

的男生人数,故B错误.
故选C.

2.(多选)为了了解户籍与性别对生育二胎选择倾向

的影响,某地从育龄人群中随机抽取了容量为100
的调查样本,其中城镇户籍与农村户籍各50人;男
性60人,女性40人.绘制不同群体中倾向选择生育

二胎与倾向选择不生育二胎的人数比例图(如图所

示),其中阴影部分表示倾向选择生育二胎,则下列

叙述中正确的是 (  )

A.是否倾向选择生育二胎与户籍有关

B.是否倾向选择生育二胎与性别有关

C.倾向选择生育二胎的人员中,男性人数与女性人

数相同

D.倾向选择不生育二胎的人员中,农村户籍人数少

于城镇户籍人数

AD 解析:对于A,城镇户籍倾向选择生育二胎的

比例为40%,农村户籍倾向选择生育二胎的比例为

80%,两者相差较大,所以是否倾向选择生育二胎
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与户籍有关,故A正确.对于B,男性倾向选择生育

二胎的比例为60%,女性倾向选择生育二胎的比例

为60%,所以是否倾向选择生育二胎与性别无关,
故B错误.对于C,男性倾向选择生育二胎的比例为

60%,人数为60×60%=36;女性倾向选择生育二

胎的比例为60%,人数为40×60%=24.所以倾向

选择生育二胎的人员中,男性人数比女性人数多,
故C错误.对于D,倾向选择不生育二胎的人员中,
农村户籍人数为50×(1-80%)=10,城镇户籍人

数为50×(1-40%)=30,所以倾向选择不生育二

胎的人员中,农村户籍人数少于城镇户籍人数,故

D正确.
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课后素养评价(二十一)

1.下面是X 与Y 的2×2列联表:

               
X

Y

y1 y2

合计

x1 a 21 73

x2 22 25 47

合计 b 46 120

则表中a,b的值分别为 (  )

A.94,72 B.52,50
C.52,74 D.74,52

C 解析:根据列联表的特点,可知
a+21=73,

a+22=b,{ 解

得
a=52,

b=74.{
2.在2×2列联表中,两个比值相差越大,两个分类变

量有关系的可能性就越大,那么这两个比值为

(  )

A.
a

a+b
与

c
c+d

B.
a

c+d
与

c
a+b

C.
a

a+d
与

c
b+c

D.
a

b+d
与

c
a+c

A  解 析: 由 题 意, 得 a
a+b-

c
c+d =

ac+ad-ac-bc
(a+b)(c+d) = ad-bc

(a+b)(c+d)
,

当
a

a+b
与

c
c+d

相差越大,|ad-bc|的值越大,两个

分类变量有关系的可能性就越大.故选A.
3.下面的等高堆积条形图可以说明的问题是 (  )

A.“心脏搭桥”手术和“血管清障”手术对“诱发心脏

病”的影响是绝对不同的

B.“心脏搭桥”手术和“血管清障”手术对“诱发心脏

病”的影响没有什么不同

C.无法判断两种手术对“诱发心脏病”的影响有没

有不同的地方

D.“心脏搭桥”手术和“血管清障”手术对“诱发心脏

病”的影响在某种程度上是不同的,但是没有

100%的把握

D 解析:由题图可知“心脏搭桥”手术和“血管清

障”手术对“诱发心脏病”的频率不同,所以“心脏搭

桥”手术和“血管清障”手术对“诱发心脏病”的影响

在某种程度上是不同的,但是没有100%的把握,所
以选项D正确.故选D.

4.某艺术馆为了研究学生性别和是否喜欢国画之间

的联系,随机抽取80名学生(其中男生50名,女生

30名)进行调查,并绘制等高堆积条形图如图所示,
则这80名学生中喜欢国画的人数为 (  )
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A.24 B.32 C.48 D.58
D 解析:由题图可知,男生中喜欢国画的占80%,
女生中喜欢国画的占60%,则这80名学生中喜欢

国画的人数为50×80%+30×60%=58.故选D.
5.如图是调查某学校高一年级男、女学生是否喜欢徒

步运动而得到的等高堆积条形图.已知该年级有男

生500人、女生400人(假设所有学生都参加了调

查),现从所有喜欢徒步的学生中按分层随机抽样

的 方 法 抽 取 23 人,则 抽 取 的 男 生 人 数 约 为

    .

15 解析:根据题图可知,喜欢徒步的男生人数为

0.6×500=300,喜欢徒步的女生人数为0.4×400
=160,
所以喜欢徒步的总人数为300+160=460.
按分层随机抽样的方法抽取23人,则抽取的男生

人数约为
300
460×23=15.

6.当某矿石粉厂生产一种矿石粉时,在数天内就有部

分工人患职业性皮肤炎.在生产期间,随机抽取车间

工人抽血化验,75名穿新防护服的车间工人中有5
例阳性、70例阴性,28名穿旧防护服的车间工人中

有10例阳性、18例阴性,请用等高堆积条形图判断

这种新防护服对预防工人职业性皮肤炎是否有效.
(注:显阴性即未患皮肤炎)
解:由题中所给的数据得如下2×2列联表:

单位:例

防护服
皮肤炎

阳性 阴性
合计

新防护服 5 70 75

旧防护服 10 18 28

合计 15 88 103

相应的等高堆积条形图如图所示.

图中两个深色条的高分别表示穿新、旧防护服样本

中呈阳性的频率,从图中可以看出,穿旧防护服呈

阳性的频率高于穿新防护服呈阳性的频率.因此,可

以认为新防护服对预防这种皮肤炎有效.

7.某学校对高三学生做了一项调查,发现在平时的模

拟考试中,性格内向的426名学生中有332人在考

前心情紧张,性格外向的594名学生中有213人在考

前心情紧张.

(1)根据以上数据,作出考前心情与性格的列联表,

并估计性格外向的学生中考前心情紧张的概率;

(2)作出等高堆积条形图,利用图形判断性格对考

前心情是否有影响.

解:(1)作列联表如下:

单位:人

考前心情
性格

内向 外向
合计

紧张 332 213 545

不紧张 94 381 475

合计 426 594 1020

由列联表中数据,估计性格外向的学生中考前心情

紧张的概率为
213
594=

71
198.

(2)等高堆积条形图如图所示.

图中阴影部分表示考前心情紧张与考前心情不紧

张的学生中性格内向的学生所占的比例,从图中可

以看出,考前心情紧张的学生中性格内向的学生占

的比例比考前心情不紧张的学生中性格内向的学

生占的比例高,所以可以认为性格类型对考前心情

有影响.
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1.分类变量X 和Y 的列联表如下:

X
Y

Y=y1 Y=y2

合计

X=x1 200 800 1000

X=x2 180 a 180+a

合计 380 800+a 1180+a

若两个分类变量之间无关联,则a 的值可能是

(  )

               A.200 B.720 C.100 D.180
B 解析:由于X 和Y 没有关联,则根据列联表,可

知
200
1000

和
180
180+a

基本相等,检验可知,B满足条件.

2.下表是一个2×2列联表,则表中m=    ,n
=    .

X
Y

y1 y2

合计

x1 a 35 45

x2 7 b n

合计 m 73 s

17 45 解析:由 题 意,可 知a+35=45,解 得a
=10.
则m=a+7=10+7=17.
又由35+b=73,解得b=38.则n=7+38=45.

3.某电视台在一次对收看文艺节目和新闻节目观众

的抽样调查中,随机抽取了100名电视观众,相关

的数据如表所示:
单位:名

年龄
电视节目

文艺节目 新闻节目
合计

20至40岁 40 18 58

大于40岁 15 27 42

合计 55 45 100

由表中数据直观分析,观众收看新闻节目与年龄 
   关.(填“有”或“无”)
有 解析:因为在20至40岁的58名观众中收看新

闻节目的频率为
18
58
,而大于40岁的42名观众中收

看新闻节目的频率为
27
42
,两者相差较大,所以经直

观分析,观众收看新闻节目与年龄是有关的.
4.在对人们的休闲方式的一次调查中,共调查了110

人,其中女性50人,男性60人.女性中有30人主要

的休闲方式是看电视,另外20人主要的休闲方式

是运动;男性中有20人主要的休闲方式是看电视,
另外40人主要的休闲方式是运动.
(1)根据以上数据建立一个2×2列联表;
(2)由列联表判断性别对休闲方式是否有影响.
解:(1)2×2列联表如下:

单位:人

性别
休闲方式

看电视 运动
合计

女 30 20 50

男 20 40 60

合计 50 60 110

(2)根据(1)中列联表的数据,可得女性中休闲方式

为看电视的频率为
30
50=0.6

,男性中休闲方式为看

电视的频率为
20
60≈0.333

,二者差别较大,所以性别

对休闲方式有影响.
5.为了解铅的毒素对人的尿棕色素呈阴性或阳性是

否有影响,分别对病人组和对照组的尿液作尿棕色

素定性检查,结果如下:
单位:人

组别
尿棕色素

阳性 阴性
合计

病人组 29 7 36

对照组 9 28 37

合计 38 35 73

试根据列联表画出等高堆积条形图,分析病人组和

对照组的尿棕色素阳性数有无差别,铅的毒素对人

的尿棕色素呈阴性或阳性是否有影响.
解:等高堆积条形图如图所示.

其中两个浅色条的高分别代表病人组和对照组中

尿棕色素为阳性的频率.由图可以直观地看出,病人

组与对照组尿棕色素为阳性的频率有明显差异,因
此可以认为铅的毒素对人的尿棕色素呈阴性或阳

性有影响.
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8.3.2 独立性检验

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

  1.了解随机变量χ2的意义.
  2.通过实例,了解χ2独立性检验及其应用.
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􀪋
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

知识点 独立性检验的基本思想

(1)定义:利用χ2 的取值推断分类变量X 和Y 是否

独立的方法称为χ2 独立性检验,读作“卡方独立性检

验”,简称独立性检验.

(2)公式:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
,其中n

=a+b+c+d.

(3)应用独立性检验解决实际问题大致应包括以下几

个主要环节:

①提出零假设 H0:X 和Y 相互独立,并给出在问题

中的解释.

②根据抽样数据整理出2×2列联表,计算χ2 的值,

并与临界值xα 比较.

③根据检验规则得出推断结论.

④在X 和Y 不独立的情况下,根据需要,通过比较相

应的频率,分析X 和Y 间的影响规律.

注意,上述几个环节的内容可以根据不同情况进行调

整.例如,在有些时候,分类变量的抽样数据列联表是

问题中给定的.

1.下列关于χ2 的说法中正确的是 (  )

A.χ2 越大,“两个变量有关联”的可信度越小

B.χ2 越大,“两个变量无关”的可信度越大

C.χ2 越小,“两个变量有关联”的可信度越小

D.χ2 越小,“两个变量无关”的可信度越小

C 解析:χ2 越大,“两个变量有关联”的可信度越

大,“两个变量无关”的可信度越小;相反,χ2 越小,

“两个变量有关联”的可信度越小,“两个变量无关”

的可信度越大.

2.对于变量A,B 的独立性检验,根据下列条件可依

据小概率值α=0.05的独立性检验,推断“A 与B

有关系且犯错误的概率不超过0.05”的是 (D)

A.χ2=2.700

B.χ2=2.710

C.χ2=3.765

D.χ2=5.014

3.请思考并回答下列问题:

如何理解临界值?

提示:(1)小概率值α的临界值xα是一个正实数.

(2)P(χ2≥xα)=α 时,xα称为α 的临界值,即对于

不同的小概率值α,有不同的临界值xα.

(3)基于小概率值α 的检验规则:当χ2≥xα 时,我

们就推断 H0 不成立,即此时小概率事件不大可能

发生,认为两变量之间不独立,该推断犯错误的概

率不超过α;当χ2<xα时,我们没有充分证据推断

H0 不成立,可以认为两变量之间独立.
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 独立性检验的基本思想

例1 在某医院,因为患心脏病而住院的600名男性

病人中,有200人秃顶,而另外750名不是因为患心

脏病而住院的男性病人中有150人秃顶.
(1)填写下列2×2列联表:
                   单位:人

秃顶情况
患病情况

患心脏病 患其他病
合计

秃顶

不秃顶

合计

(2)根据表中数据估计秃顶病患中患心脏病的概率

P1和不秃顶病患中患心脏病的概率P2,并用两个估

计概率判断秃顶与患心脏病是否有关.
解:(1)列联表如下:

单位:人

秃顶情况
患病情况

患心脏病 患其他病
合计

秃顶 200 150 350

不秃顶 400 600 1000

合计 600 750 1350

(2)P1=
200
350=

4
7
,P2=

400
1000=

2
5.

由于P1与 P2相差较大,所以判断秃顶与患心脏病

有关.
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􀪋[一题多思]

思考1.依据α=0.001的独立性检验,能否认为秃顶

与患心脏病有关? 请说明理由.
参考数据:

α 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001

xα 2.706 3.841 5.024 6.635 7.87910.828

解:零假设为 H0:秃顶与患心脏病无关.
由 例 1 (1) 中 列 联 表 可 知 χ2 =
1350×(200×600-150×400)2

350×1000×600×750 =
216
7 ≈30.86>

10.828=x0.001,
所以依据小概率值α=0.001的独立性检验,我们推

断 H0不成立,即认为秃顶与患心脏病有关,此推断

犯错误的概率不大于0.001.
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􀪋思考2.例1与思考1根据不同的分析方法得出了相

同的结论,哪种方法更科学合理些?

解:根据χ2独立性检验得到的结果更理性、更全面,

理论依据也更充分.

用独立性检验解决实际问题的基本步骤

(1)认真读题,根据相关数据列出2×2列联表.
(2)提出零假设 H0:X 和Y 相互独立.

(3)计算:将2×2列联表中的数据代入公式求出χ2

的值,并与临界值xα 比较.

(4)根据检验规则得出结论:如果χ2≥xα,则“X 与Y

有关(或不独立)”;如果χ2<xα,则“X 与Y 无关(或

独立)”.

为考察棉花种子是否经过处理跟是否生病之间的关

系,进行试验后得到下表数据:

单位:粒

生病情况
处理情况

处理 未处理
合计

生病 32 101 133

不生病 61 213 274

合计 93 314 407

依据小概率值α=0.1的独立性检验,可得出 (  )

A.种子是否经过处理跟是否生病有关

B.种子是否经过处理跟是否生病无关

C.种子是否经过处理决定是否生病

D.以上结论都是错误的

B  解 析: 由 题 表 中 数 据 可 得 χ2 =

407×(32×213-101×61)2

133×274×93×314 ≈0.164<2.706=x0.1,

即没有充分证据认为种子是否经过处理跟是否生病

有关.
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 独立性检验的综合应用

例2 甲、乙两机床加工同一种零件,抽检得到它们

加工后的零件尺寸x(单位:cm)及个数y,如下表:

零件

尺寸x/cm
1.01 1.02 1.03 1.04 1.05

零件

个数y

甲 3 7 8 9 3

乙 7 4 4 4 a

由表中数据得y 关于x 的经验回归方程为̂y=-91
+100x(1.01≤x≤1.05).已知合格零件的尺寸为

(1.03±0.01)cm.
(1)根据已知数据完成下面的列联表:

单位:个

加工机床
零件的质量

合格 不合格
合计

甲

乙

合计

(2)依据小概率值α=0.01的独立性检验,分析零件

的质量与加工机床是否有关.

解:(1)由题表可得x=1.03,y=
a+49
5 .

由ŷ=-91+100x,知
a+49
5 =-91+100×1.03.

所以a=11.
由于合格零件的尺寸为(1.03±0.01)cm,

故列联表为

单位:个

加工机床
零件的质量

合格 不合格
合计

甲 24 6 30

乙 12 18 30

合计 36 24 60

(2)零假设为 H0:零件的质量与加工机床无关.
由 (1) 中 列 联 表 数 据 计 算 得 χ2 =

60×(24×18-6×12)2

30×30×36×24 =10>6.635=x0.01.

根据小概率值α=0.01的独立性检验,我们推断 H0

不成立,即认为零件的质量与加工机床有关,此推断

犯错误的概率不大于0.01.

1.解答独立性检验问题的关键在于正确利用χ2=

n(ad-bc)2
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

计算χ2的值,再将它

与临界值xα 的大小作比较来判断零假设是否成

立,从而使问题得到解决.
2.独立性检验问题规律性强,解题方法比较格式化,

要熟悉解题流程,不难理解掌握.

1.书籍是文化的重要载体,读书是传承文化的重要方

式.某地区为了解学生课余时间的读书情况,随机

抽取了n 名学生进行调查,根据调查得到的学生日

均课余读书时间绘制了如图所示的频率分布直方

图,将日均课余读书时间不低于40min的学生称

为“读书之星”,日均课余读书时间低于40min的

学生称为“非读书之星”.已知抽取的样本中日均课

余读书时间低于10min的有10人.

(1)求n,p 的值.
(2)根据已知条件完成下面的2×2列联表.

单位:人

性别
读书之星

不是 是
合计

男

女 10 55

合计

依据α=0.05的独立性检验,能否认为“读书之星”

与性别有关联?
(3)将上述调查所得到的频率视为概率,现从该地

区的学生中随机抽取3名学生,记其中“读书之星”

的人 数 为 随 机 变 量 X,求 X 的 分 布 列 和 均

值E(X).

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
,其中n=a

+b+c+d.
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α 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001

xα 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828

解:(1)因为(0.005+p+0.018+0.020+0.022+

0.025)×10=1,所以p=0.010.

所以n=
10
0.1=100.

(2)因为n=100,所以“读书之星”有100×0.25=

25(人).
从而2×2列联表如下:

单位:人

性别
读书之星

不是 是
合计

男 30 15 45

女 45 10 55

合计 75 25 100

零假设为 H0:“读书之星”与性别无关联.
将列联表中的数据代入公式计算得

χ2=
100×(30×10-15×45)2

45×55×75×25 =
100
33 ≈3.030<

3.841=x0.05.
依据α=0.05的独立性检验,没有充分证据推断

H0不成立,因此可以认为 H0成立,即认为“读书之

星”与性别无关联.
(3)将频率视为概率,即从该地区学生中随机抽取

一名学生是“读书之星”的概率为
1
4.

由题意可知X~B 3,
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以P(X=0)=C03×
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

0

× 1-
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
27
64
;

P(X=1)=C13×
1
4× 1-

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
27
64
;

P(X=2)=C23×
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 1-
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
9
64
;

P(X=3)=C33×
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
1
64.

所以X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 27
64

27
64

9
64

1
64

所以E(X)=3×
1
4=

3
4.

2.羽毛球正式比赛的规则是:若发球方胜,则发球方

得1分,且继续在下一回合发球;若接球方胜,则接

球方得1分,且成为下一回合发球方.在训练中可以

不遵循胜方发球的规则.已知甲、乙共进行了60回

合的羽毛球比赛,得到如下待完善的2×2列联表:
单位:分

发球方
得分情况

甲得分 乙得分
合计

甲 18

乙 24

合计 24 60

(1)完成2×2列联表,依据小概率值α=0.01的独

立性检验,能否认为获胜与接、发球有关?
(2)以上述2×2列联表中甲、乙各自接、发球的得

分频率分别作为正式比赛中每一回合甲、乙各自

接、发球的得分概率.
①若在正式比赛中,第1回合是甲先发球,设第i

回合是甲发球的概率为pi,证明:pi-
1
3{ } 是等比

数列.
②已知:若 X,Y 是随机变量,则有 E(X+Y)=
E(X)+E(Y).若在正式比赛中,第1回合是甲先

发球,求甲、乙连续进行60回合比赛后甲的总得分

X 的期望,并据此判断列联表中的数据是正式比赛

数据还是训练数据.

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
,其中n=a

+b+c+d.

α 0.15 0.1 0.05 0.01 0.001

xα 2.072 2.706 3.841 6.63510.828

(1)解:完善2×2列联表如表所示.
单位:分

发球方
得分情况

甲得分 乙得分
合计

甲 18 12 30

乙 6 24 30

合计 24 36 60

零假设为 H0:获胜与接、发球无关.
由 列 联 表 中 数 据 计 算 得 χ2 =
60×(18×24-12×6)2

30×30×24×36 =10>6.635=χ0.01,根据小

概率值α=0.01的独立性检验,我们推断 H0 不成
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立,即认为获胜与接、发球有关,此推断犯错误的概

率不超过0.01.

(2)①证明:在甲发球的情况下,甲得分的概率为
18
30

=
3
5
,乙得分的概率为1-

3
5=

2
5
;

在乙发球的情况下,甲得分的概率为
6
30=

1
5
,乙得

分的概率为1-
1
5=

4
5.

若第i(i≥2)回合是甲发球,则要分两种情况讨论:

第(i-1)回合是甲发球且甲得分,或第(i-1)回合

是乙发球且甲得分,

所以pi=pi-1×
3
5+

(1-pi-1)×
1
5
,

即pi=
2
5pi-1+

1
5
,

故pi-
1
3=

2
5pi-1-

2
15=

2
5 pi-1-

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷(i≥2).

又p1=1,所以p1-
1
3=

2
3≠0

,

故 pi-
1
3{ } 是以

2
3

为首项,2
5

为公比的等比数列.

②解:由①可得pi-
1
3=

2
3×

2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

i-1

,

故pi=
1
3+

2
3×

2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

i-1

.

设第i回合甲得分为Xi,显然Xi 服从两点分布,

且事件“Xi=1”等价于“第(i+1)回合是甲发球”,

故E(Xi)=pi+1.

又甲、乙连续进行60回合比赛后,甲的总得分X=
X1+X2+…+X60,

故E(X)=∑
60

i=1
E(Xi)=∑

60

i=1
pi+1

=∑
60

i=1

1
3+

2
3×

2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

ié

ë
êê

ù

û
úú

=
1
3×60+

2
3×

2
5× 1-

2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

60
é

ë
êê

ù

û
úú

1-
2
5

=20+
4
9

· 1- 2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

60
é

ë
êê

ù

û
úú=
184
9 -

4
9×

2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

60

.

因为E(X)≈
184
9 ≠24

,故列联表中的数据是训练

数据.
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课后素养评价(二十二)

1.对于分类变量X 与Y 的随机变量χ2的值,下列说

法正确的是 (  )

               A.χ2越大,“X 与Y 有关系”的可信程度越小

B.χ2越小,“X 与Y 有关系”的可信程度越小

C.χ2越接近于0,“X 与Y 没有关系”的可信程度

越小

D.χ2越大,“X 与Y 没有关系”的可信程度越大

B 解析:χ2越大,“X 与Y 没有关系”的可信程度

越小,则“X 与Y 有关系”的可信程度越大;χ2越小,

“X 与Y 有关系”的可信程度越小.

2.为了检验某种血清预防感冒的作用,把500名使用

血清的人与另外500名未使用血清的人一年中的

感冒次数作比较,提出零假设 H0:这种血清不能起

到预防感冒的作用.若利用2×2列联表计算出χ2

的值,根据小概率值α=0.01的独立性检验,推断

H0不成立,则χ2的一个可能取值为 (  )

A.7.879 B.5.024

C.3.841 D.2.706

A 解析:由题意知χ2≥6.635,结合选项知A选项

符合题意.

3.某班主任对全班50名学生进行了作业量的评价调

查,所得数据如下表所示:
单位:名

性别
学生对作业量的评价

认为作业量大 认为作业量不大
合计

男 18 9 27

女 8 15 23

合计 26 24 50

已知x0.05=3.841,x0.025=5.024,则认为“对作业量

的评价与学生的性别有关”犯错误的概率 (  )

A.不超过0.01 B.不超过0.025

C.不超过0.10 D.无法判断

B  解 析:由 题 表 中 数 据 可 得 χ2 =

50×(18×15-9×8)2

27×23×26×24 ≈5.059>5.024=x0.025,

所以认为“对作业量的评价与学生的性别有关”犯

错误的概率不超过0.025.

故选B.

4.(多选)千百年来,我国劳动人民在生产实践中根据

云的形状、走向、速度、厚度、颜色等的变化,总结了

丰富的“看云识天气”的经验,并将这些经验编成谚

语,如“天上钩钩云,地上雨淋淋”“日落云里走,雨

在半夜后”……小波同学为了验证“日落云里走,雨

在半夜后”,随机观察了他所在地区的100天日落

情况和后半夜天气,得到如下2×2列联表:

单位:天

日落云里走
后半夜天气

下雨 未下雨
合计

出现 25 5 30

未出现 25 45 70

合计 50 50 100

并计算得到χ2≈19.05,下列小波对该地区天气的

判断正确的是 (  )

A.后半夜下雨的概率约为
1
2

B.未出现“日落云里走”时,后半夜下雨的概率约

为
5
9

C.根据α=0.001的独立性检验,可以推断“日落云

里走”是否出现与当晚后半夜是否下雨有关

D.根据小概率值α=0.001的独立性检验,若出现

“日落云里走”,则后半夜有99.9%的可能会下雨

AC 解析:由题意,把频率看作概率,可得后半夜

下雨的概率约为
50
100=

1
2
,故 A判断正确;未出现

“日落云里走”时,后半夜下雨的概率约为
25

25+45=

5
14
,故B判断错误;由χ2≈19.05>10.828=x0.001,

根据小概率值α=0.001的独立性检验,认为“日落

云里走”是否出现与当晚后半夜是否下雨有关,故C

判断正确,D判断错误.故选AC.

5.“3+1+2”新高考模式中,“1”表示考生从物理、历

史两门首选科目中选择一门,“2”表示考生从思想
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政治、地理、化学、生物学四门再选科目中选择两门.

某中学为调查高一年级学生的选科倾向,随机抽取

了300人,其中首选物理的有220人,首选历史的

有80人,统计各选科人数如表所示,则下列说法中

正确的是 (  )

单位:人

首选科目
再选科目

思想政治 地理 化学 生物学

物理 80 100 145 115

历史 50 45 30 35

A.首选物理的学生中选择思想政治的比例比首选

历史的学生中选择思想政治的比例高

B.首选物理的学生中选择地理的比例比首选历史

的学生中选择地理的比例高

C.根据小概率值α=0.1的独立性检验,我们认为是

否选择生物学与首选科目无关

D.根据小概率值α=0.1的独立性检验,我们认为是

否选择生物学与首选科目有关

C 解析:对于 A项,80
220=

4
11<

50
80=

5
8
,故 A 项

错误.

对于B项,100
220=

5
11<

45
80=

9
16
,故B项错误.

对于C,D项,根据已知,可列出如下2×2列联表:

单位:人

首选科目
生物学

选择 不选择
合计

物理 115 105 220

历史 35 45 80

合计 150 150 300

零假设为 H0:是否选择生物学与首选科目无关.

由表中数据得χ2=
300×(115×45-105×35)2

220×80×150×150 =

75
44≈1.705<2.706=x0.1,

所以根据小概率值α=0.1的独立性检验,没有充分

证据推断 H0 不成立,因此可以认为 H0 成立,即认

为是否选择生物学与首选科目无关,故C项正确,D

项错误.故选C.

6.下表是某校对随机选取的304名新入校的学生进

行调查后所得的2×2列联表:

单位:人

性别
想学专业

知道 不知道
合计

男 63 117 180

女 42 82 124

合计 105 199 304

根据α=0.1的独立性检验,下列说法正确的是  

  .(填序号)

①性别与是否知道想学专业有关;

②性别与是否知道想学专业无关;

③女生知道想学专业的概率比男生大.

②  解 析:由 题 表 中 数 据 计 算 可 得 χ2 =

304×(63×82-42×117)2

180×124×105×199 ≈0.041<2.706=x0.1,

所以根据α=0.1的独立性检验,认为性别与是否知

道想学专业无关.

7.现给出某零售店在某日上午购买两种颜色玩偶的

人数统计表(假定每人限购一个玩偶):

单位:人

顾客性别
玩偶颜色

蓝色 粉色
合计

男 5
6a

1
6a a

女 2
3a

4
3a 2a

合计 3a
2

3
2a 3a

(1)若认为“顾客购买的玩偶颜色与顾客性别有关”

犯错误的概率不超过0.01,求a 的最小值;

(2)在(1)中a 取得最小值的条件下,现从所有顾客

中选出9人,记选到的人中女顾客人数为 X,求 X
的分布列及数学期望.

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d).

α 0.05 0.01 0.001

xα 3.841 6.635 10.828

解:(1)不妨给出零假设 H0:顾客购买的玩偶颜色

与顾客性别无关.

由题意知该假设成立的概率小于等于0.01,
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又P(χ2≥6.635)=0.01,

所以χ2=
3a 5a

6×
4a
3-

a
6×
2a
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

a×2a×
3a
2×

3a
2

=
2a
3≥6.635

,解

得a≥9.9525.

又a∈Z,
a
6∈Z,所以a 的最小值为12.

(2)由(1)知a 的最小值为12,

此时女顾客一共有24人,男顾客一共有12人.

从所有顾客中选出9人,所以X 的所有可能取值是

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,

则X 服从超几何分布,且 N=36,M=24,n=9.

所以X 的分布列为P(X=i)=
Ci
24C9-i12

C936
,i=0,1,2,

3,4,5,6,7,8,9,

所以E(X)=
nM
N =

216
36=6.

8.某电视台推出了一个游戏节目:选手从1~8号8

扇大门中选择一扇,按响门上的门铃,门铃会播放

一首歌的主旋律,选手需正确回答出这首歌的名

称,方可获得该扇门对应的奖金.该电视台经过调

查,发现选手可分为两个年龄段:20岁到30岁,30

岁到40岁,这些选手猜对歌曲名称与否的人数如

图所示.

(1)列出2×2列联表.

(2)依据小概率值α=0.1的独立性检验,能否认为

是否猜对歌曲名称与年龄有关系? 说明理由.

解:(1)根据题图得到2×2列联表如下:

单位:人

年龄段
歌曲名称

正确 错误
合计

20岁到30岁 10 30 40

30岁到40岁 10 70 80

合计 20 100 120

(2)有关系.理由如下:

零假设为 H0:是否猜对歌曲名称与年龄无关.

根 据 (1)中 列 联 表 的 数 据 计 算 得 χ2 =

120×(10×70-30×10)2

40×80×20×100 =3>2.706=x0.1.

依据α=0.1的独立性检验,推断 H0 不成立,即认

为是否猜对歌曲名称与年龄有关系,此推断犯错误

的概率不超过0.1.
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1.利用独立性检验判断是否喜欢参加体育活动是不

是与性别有关,零假设为 (  )

A.H0:男性喜欢参加体育活动

B.H0:女性不喜欢参加体育活动

C.H0:是否喜欢参加体育活动与性别有关

D.H0:是否喜欢参加体育活动与性别无关

D 解析:独立性检验应先假设两个分类变量无关.

2.某校对甲、乙两个班级学生的数学考试成绩按照优

秀和不优秀统计人数后,得到如下2×2列联表,则

随机变量χ2的值约为 (  )

单位:人

班级
考试成绩

优秀 不优秀
合计

甲班 11 34 45

乙班 8 37 45

合计 19 71 90

A.0.600 B.0.828

C.2.712 D.6.004

A 解析:随机变量χ2=
90×(11×37-34×8)2

45×45×19×71 ≈

0.600.
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3.某校在两个班进行教学方式对比试验,两个月后进

行了一次检测,试验班与对照班成绩统计如下表

所示:
单位:人

班级

成绩

80分及以上 80分以下

合计

试验班 35 15 50

对照班 20 m 50

合计 55 45 n

(1)m=    ,n=    ;

(2)依据小概率值α=0.005的独立性检验,可以认

为教学方式与成绩    (填“有关系”或“没关

系”).
(1)30 100 (2)有关系  解析:(1)m=45-15

=30,n=50+50=100.
(2 ) 由 题 表 中 的 数 据 得 χ2 =

100×(35×30-15×20)2

50×50×55×45 ≈9.091>7.879=x0.005,

依据小概率值α=0.005的独立性检验,我们推断

H0 不成立,即认为教学方式与成绩有关系,此推断

犯错误的概率不超过0.005.

4.现调查了某市500名居民的工作场所和呼吸系统

健康情况,得到2×2列联表如下:
单位:人

呼吸系统

疾病

工作场所

室外 室内
合计

有呼吸系统疾病 150

无呼吸系统疾病 100

合计 200

(1)补全2×2列联表.

(2)依据小概率值α=0.05的独立性检验,能否认为

呼吸系统疾病与工作场所有关?

(3)现采用分层随机抽样从室内工作的居民中抽取

一个容量为6的样本,将该样本看成一个总体,从

中随机地抽取2人,求2人都有呼吸系统疾病的

概率.

解:(1)补全2×2列联表如下:

单位:人

呼吸系统

疾病

工作场所

室外 室内
合计

有呼吸系统疾病 150 200 350

无呼吸系统疾病 50 100 150

合计 200 300 500

(2)零假设为 H0:呼吸系统疾病与工作场所无关.

由 (1)中 列 联 表 的 数 据 计 算 得 χ2 =

500×(150×100-200×50)2

350×150×200×300 ≈ 3.968 > 3.841

=x0.05.

依据小概率值α=0.05的独立性检验,推断 H0 不

成立,即认为呼吸系统疾病与工作场所有关,此推

断犯错误的概率不超过0.05.

(3)采用分层随机抽样从室内工作的居民中抽取6

人,其中有呼吸系统疾病的抽4人,无呼吸系统疾

病的抽2人.设事件 A 为“从中随机地抽取2人,2

人都有呼吸系统疾病”,则P(A)=
C24
C26
=
2
5.
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变量的相关关系

例1 某市管理部门以周为单位,记录的每周查处的

酒驾人数与该周内出现的交通事故数如下:

酒驾

人数
80 87 96 100 104 121 147

交通事

故数
19 20 25 23 24 30 31

通过表中数据可知,酒驾人数与交通事故数之间是

(  )

A.正相关

B.负相关

C.不相关

D.函数关系

A 解析:由表格中的数据,在直角坐标系中绘出散

点图,如图所示.由图可知,散点从左向右呈上升趋

势,并集中在一条直线附近,所以酒驾人数与交通事

故数具有线性相关关系,且是正相关.

可根据样本数据作出散点图来确定两个变量之间

是否具有相关关系,也可通过计算样本相关系数r
进行判断.

1.下列四个图各反映了两个变量的某种关系,其中可

以看作具有线性相关关系的是 (  )

A.①③ B.①④
C.②③ D.①②
B 解析:对于两个变量的散点图,若样本点成直线

形带状分布,则两个变量具有线性相关关系,所以

两个变量具有线性相关关系的图是①和④.故选B.
2.已知变量x 和y 满足关系y=-2x+1,变量y 与

z正相关,下列结论中正确的是 (  )

A.x 与y 正相关,x 与z负相关

B.x 与y 正相关,x 与z正相关

C.x 与y 负相关,x 与z负相关

D.x 与y 负相关,x 与z正相关

C 解析:根据题意,变量x 和y 满足关系y=-2x
+1,其中系数-2<0,所以x 与y 负相关.又由变

量y 与z 正相关,所以x 与z 负相关.故选C.
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一元线性回归模型

例2 如图是某采矿厂的污水年排放量y(单位:t)与
矿产品年产量x(单位:t)的折线图.

(1)依据折线图计算样本相关系数r(精确到0.01),并
据此判断是否可用一元线性回归模型拟合y 与x 的

关系? (若|r|>0.75,则线性相关程度很高,可用一

元线性回归模型拟合)
(2)若可用一元线性回归模型拟合y 与x 的关系,请
建立y 关于x 的经验回归方程ŷ=̂bx+̂a,并预测矿

产品年产量为10t时的污水年排放量.

附:r=
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

,0.3≈0.55,

0.9≈0.95.
经 验 回 归 方 程 ŷ = b̂x + â 中,b̂ =

∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2

,̂a=y-̂bx.

解:(1)由题图中样本数据计算得,

x=5,y=4,∑
5

i=1
(xi-x)(yi-y)=6,

∑
5

i=1
(xi-x)2=20,∑

5

i=1
(yi-y)2=2,

所以样本相关系数r=
6

20× 2
= 0.9≈0.95.

因为0.95>0.75,所以可用一元线性回归模型拟合y
与x 的关系.

(2)由(1)中数据可得b̂=
6
20=0.3

,

â=y-̂bx=4-0.3×5=2.5,
所以经验回归方程为ŷ=0.3x+2.5.
当x=10时,̂y=5.5.
所以预测年产量为10t时的污水年排放量约为5.5t.
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根据经验回归方程,预测污水年排放量为10t时的

矿产品年产量.

解:将ŷ=10代入经验回归方程ŷ=0.3x+2.5,可
得x=25,所以预测污水年排放量为10t时的矿产

品年产量为25t.

1.若两个变量具有线性相关关系,则可通过经验回归

方程估计和预测变量的值.

2.正确运用计算b̂,̂a 的公式和准确的计算是求经验

回归方程的关键.要充分利用经验回归直线ŷ=̂bx

+̂a 过样本点的中心(􀭺x,􀭵y)进行求值.

3.残差平方和越小,决定系数R2 越大,所选模型拟合

效果就越好.

1.(多选)关于变量x,y 的n 个样本点(x1,y1),(x2,

y2),…,(xn,yn)及其经验回归方程ŷ=̂bx+̂a,下

列说法正确的有 (  )

A.样本相关系数r的绝对值越接近0,表示x,y 的

线性相关程度越强

B.决定系数R2 的值越接近1,表示模型拟合效果

越好

C.残差平方和越大,表示模型拟合效果越好

D.若x=
1
n∑

n

i=1
xi,y=

1
n∑

n

i=1
yi,则点(x,y)一定在经

验回归直线ŷ=̂bx+̂a 上

BD 解析:根据样本相关系数的意义可知,当r 的

绝对值越接近于0时,两变量的线性相关程度越

弱,则 A错误;用决定系数R2 来刻画模型拟合效

果时,R2 越大,说明模型的拟合效果越好,则B正

确;模型拟合效果的好坏可由残差平方和来体现,

残差平方和越大,模型拟合效果越差,则C错误;样

本点中心 一 定 在 经 验 回 归 直 线 上,则 D 正 确.故

选BD.

2.某高中高三年级对各科考试的评价指标中,有“难

度系数”和“区分度”两个指标:

① 难 度 系 数 =
年级平均分

满分
,② 区 分 度 =

实验班的平均分-普通班的平均分
满分 .

(1)某次数学考试(满分为150分),学校从实验班

和普通班各随机抽取3人,实验班3人的成绩(单

位:分)分别为147,142,137;普通班3人的成绩分

别为97,102,113.通过样本估计本次考试的区分

度.(精确到0.01)

(2)如下表格是该校高三年级6次数学考试的统计

数据.
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难度

系数x
0.64 0.71 0.74 0.76 0.77 0.82

区分

度y
0.18 0.23 0.24 0.24 0.22 0.15

①计算样本相关系数r(精确到0.01),当|r|<0.75
时,可认为两个变量线性相关性弱;当|r|≥0.75
时,可认为两个变量线性相关性强.通过r的值判断,

能否利用一元线性回归模型描述y与x的关系?

②若ti=|xi-0.74|(i=1,2,…,6),求出y 关于t

的经验回归方程ŷ=̂bt+̂a,并预测当x=0.75时ŷ
的值(精确到0.01).

附:∑
6

i=1
xiyi=0.9309,

∑
6

i=1
(xi-x)2 ∑

6

i=1
(yi-y)2≈0.0112,

∑
6

i=1
tiyi=0.0483,∑

6

i=1
(ti-t)2≈0.0073.

样本相关系数

r=
∑
n

i=1
xiyi-nxy

∑
n

i=1
(xi-x)2 ∑

n

i=1
(yi-y)2

.

经验回归直线ŷ=̂bt+̂a 的斜率和截距的最小二乘估

计分别为̂b=
∑
n

i=1
tiyi-nty

∑
n

i=1
(ti-t)2

,̂a=y-̂bt.

解:(1)实验班3人 成 绩 的 均 值 为
147+142+137

3

=142,

普通班3人成绩的均值为
97+102+113

3 =104,

故估计本次考试的区分度为
142-104
150 ≈0.25.

(2)①由题中的表格可知

x=
1
6×

(0.64+0.71+0.74+0.76+0.77+0.82)=

0.74,

y=
1
6×

(0.18+0.23+0.24+0.24+0.22+0.15)=

0.21,

故r=
∑
6

i=1
xiyi-6xy

∑
6

i=1
(xi-x)2 ∑

6

i=1
(yi-y)2

≈
0.9309-6×0.74×0.21

0.0112 ≈-0.13.

因为|r|<0.75,所以线性相关性弱.

故不能利用一元线性回归模型描述y 与x 的关系.
②y 与t的值如下表:

t 0.10 0.03 0 0.02 0.03 0.08

y 0.18 0.23 0.24 0.24 0.22 0.15

因为b̂=
∑
6

i=1
tiyi-6ty

∑
6

i=1
(ti-t)2

≈-0.86,

所以â=y-̂bt≈0.25.
所以所求经验回归方程为ŷ=-0.86t+0.25.
当x=0.75时,t=0.01,则ŷ≈0.24.

列联表与独立性检验

例3 某通信公司为了更好地满足消费者对流量的

需求,推出了不同定价的流量包,经过一个月的统计,

获取了一个容量为80万的样本.同时为了进一步了

解年龄是否对所选流量包的价格有影响,统计了小于

40岁和大于等于40岁两个年龄段人群购买不同定

价的流量包的人数,收集数据整理如表所示.

定价/

(元/月)
20 30 50 60

<40岁/

万人
10 15 7 8

≥40岁/

万人
20 12 6 2

若把50元/月以下(不包括50元/月)的流量包称为

低价流量包,50元/月以上(包括50元/月)的流量包

称为高价流量包,根据以上数据完成下面的列联表;

依据α=0.05的独立性检验,判断年龄段和所选流量

包的价格是否有关联.
单位:万人

年龄段
流量包价格

<50元/月 ≥50元/月
合计

<40岁

≥40岁

合计

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
,n=a+b+c

+d.

α 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001

xα 2.706 3.841 6.635 7.87910.828

解:由题中数据完善2×2列联表如下表所示.
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单位:万人

年龄段
流量包价格

<50元/月 ≥50元/月
合计

<40岁 25 15 40

≥40岁 32 8 40

合计 57 23 80

零假设为 H0:年龄段和所选流量包的价格无关联.

由表中 数 据 计 算 得 χ2=
80×(25×8-32×15)2

40×40×57×23 ≈

2.990<3.841=x0.05,
根据小概率值α=0.05的独立性检验,没有充分证据

推断 H0 不成立,因此可以认为 H0 成立,
即认为年龄段和所选流量包的价格没有关联.
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试建立购买流量包的总人数y(单位:万人)关于定

价x(单位:元/月)的经验回归方程ŷ=̂bx+̂a,并估

计定价为10元/月的流量包的购买人数.

解:由例题表格中的数据可得x=
20+30+50+60

4

=40,y=
30+27+13+10

4 =20,

则b̂=
∑
4

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
4

i=1
(xi-x)2

=-0.54,

â=y-̂bx=20+0.54×40=41.6,

所以y 关于x 的经验回归方程为ŷ=-0.54x+
41.6.

当x=10时,̂y=-5.4+41.6=36.2.
因此,估计定价为10元/月的流量包的购买人数为

36.2万人.

独立性检验的基本思想类似于数学中的反证法.先假

设“两个分类变量无关”成立,计算随机变量χ2的值.
如果χ2的值大于或等于临界值,说明假设不成立.χ2

越大,两个分类变量有关的可能性越大.

1.一项试验旨在研究臭氧效应,试验方案如下:选

40只小白鼠,随机地将其中20只分配到试验组,
另外20只分配到对照组,试验组的小白鼠饲养在高

浓度臭氧环境中,对照组的小白鼠饲养在正常环境

中,一段时间后统计每只小白鼠体重的增加量(单
位:g).
试验结果如下:

对照组的小白鼠体重的增加量从小到大排列为

15.2 18.8 20.2 21.3 22.5 23.2 25.8
26.5 27.5 30.1 32.6 34.3 34.8 35.6
35.6 35.8 36.2 37.3 40.5 43.2
试验组的小白鼠体重的增加量从小到大排列为

7.8 9.2 11.4 12.4 13.2 15.5 16.5
18.0 18.8 19.2 19.8 20.2 21.6 22.8
23.6 23.9 25.1 28.2 32.3 36.5
(1)求40只小白鼠体重的增加量的中位数m,再分

别统计两组数据中小于m 与不小于m 的数据的个

数,完成如下列联表:
单位:只

组别
体重增加量

<m ≥m
合计

对照组

试验组

合计

(2)根据(1)中的列联表,依据小概率值α=0.05的

独立性检验,能否推断小白鼠在高浓度臭氧环境中

与正常环境中体重的增加量有差异?

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
,n=a+b+

c+d.

α 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001

xα 2.706 3.841 6.635 7.879 10.828

解:(1)依题意,可知这40只小白鼠体重增加量的

中位数是将两组数据合在一起,从小到大排列后第

20个数据与第21个数据的平均数,观察数据可得

第20个数据为23.2,第21个数据为23.6,

所以m=
23.2+23.6

2 =23.4.

故列联表为

单位:只

组别
体重增加量

<m ≥m
合计

对照组 6 14 20

试验组 14 6 20

合计 20 20 40

(2)零假设为 H0:小白鼠在高浓度臭氧环境中与正

常环境中体重的增加量无差异.由(1)中列联表中

的数 据 可 得,χ2=
40×(6×6-14×14)2

20×20×20×20 =6.4>
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3.841=x0.05,

依据小概率值α=0.05的独立性检验,我们推断

H0 不成立,即认为小白鼠在高浓度臭氧环境中与

正常环境中体重的增加量有差异,此推断犯错误的

概率不大于0.05.
2.党的二十大报告指出:必须牢固树立和践行绿水青

山就是金山银山的理念,站在人与自然和谐共生的

高度谋划发展.推进垃圾分类处理是落实绿色发展

理念的必然选择.为调查居民对垃圾的处理情况,

某社区居委会随机抽取400名社区居民参与问卷

调查.经统计,有60%的居民对垃圾分类处理,其中

女性占
2
3
;有40%的居民不对垃圾分类处理,其中

男性和女性各占
1
2.

(1)请根据以上信息完成2×2列联表,并根据小概

率值α=0.005的独立性检验,判断能否认为垃圾

处理方式与性别有关.
单位:人

性别
垃圾处理方式

不分类 分类
合计

男

女

合计

(2)为了提高社区居民对垃圾分类处理的意识,该
社区成立了垃圾分类宣传小组,利用周末的时间在

社区进行垃圾分类宣传活动,并在每周宣传活动结

束后,随机抽取400名社区居民统计其中不对垃圾

分类处理的居民人数,统计数据如下:

周次 1 2 3 4 5

不对垃圾分类处理

的人数
120 105 100 95 80

请根据所给的数据,建立不对垃圾分类处理的人数

y 关于周次x 的经验回归方程,并预测第10周不

对垃圾分类处理的人数.
解:(1)由题意得,对垃圾分类处理的居民人数为

400×0.6=240,其中女性人数为240×
2
3=160

,不

对垃圾分类处理的居民人数为400×0.4=160,其

中男性和女性的人数均为160×
1
2=80.

则列联表为

单位:人

性别
垃圾处理方式

不分类 分类
合计

男 80 80 160

女 80 160 240

合计 160 240 400

零假设为 H0:垃圾处理方式与性别无关.
根据列联表中的数据,经计算得到

χ2=
400×(80×160-80×80)2

160×240×160×240 ≈11.1> 7.879

=x0.005.
根据小概率值α=0.005的独立性检验,我们推断

H0 不成立,即认为垃圾处理方式与性别有关,该推

断犯错误的概率不大于0.005.

(2)由 题 可 得 x =
1+2+3+4+5

5 =3,y =

120+105+100+95+80
5 =100,

∑
5

i=1
xiyi=1410,∑

5

i=1
x2

i=55,

则b̂=
∑
5

i=1
xiyi-5x y

∑
5

i=1
x2

i-5x2
=
1410-1500
55-45 =-9,

所以â=y-̂bx=100-(-9)×3=127.
即所求的经验回归方程为ŷ=-9x+127.
令x=10,
得ŷ=-9×10+127=37.
所以预测第10周不对垃圾分类处理的人数为37.
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第八章综合检测

(时间:120分钟,分值:150分)

一、单项选择题(本 题 共8小 题,每 小 题5分,共

40分)

1.对两个变量y 和x 进行回归分析,得到一组样本数

据:(x1,y1),(x2,y2),…,(xn,yn),则下列说法中

不正确的是 (  )

               A.用决定系数R2 来刻画回归效果,R2 的值越小,

说明模型的拟合效果越好

B.由样本数据得到的经验回归直线ŷ=̂bx+̂a 必过

样本点的中心(x,y)

C.残差平方和越小的模型,拟合的效果越好

D.若样本相关系数r=-0.9362,则变量y 与x 之

间具有较强的线性相关关系

A 解析:对于A,用决定系数R2 来刻画回归效果,

R2 的值越接近1,说明模型的拟合效果越好,错误.

对于B,由样本数据得到的经验回归直线ŷ=̂bx+

â 必过样本点的中心(x,y),正确.对于C,残差平方

和越小的模型,拟合效果越好,正确.对于D,r 越

接近1,变量y 与x 之间的线性相关关系越强,正

确.故选A.

2.已知呈线性相关关系的变量x,y 之间的一组数据

如下表所示,则y 关于x 的经验回归直线一定过点

(  )

x 0.1 0.2 0.3 0.5

y 2.11 2.85 4.08 10.15

A.(0.1,2.11) B.(0.2,2.85)

C.(0.3,4.08) D.(0.275,4.7975)

D 解析:经验回归直线一定过点(x,y),通过题表

中的数据计算得x=0.275,y=4.7975,易知选D.

3.观察下列的等高堆积条形图,其中最有把握认为两

个分类变量x,y 之间没有关系的是 (  )

    

    A         B

    

    C         D

B 解析:在等高堆积条形图中,当x1,x2 所占比例

相差越大时,越有把握认为两个分类变量x,y 之间

有关系.

B选项中,x1,x2 所占比例相差无几,所以最有把握

认为两个分类变量x,y 之间没有关系.故选B.

4.若y 关于x 的经验回归方程为ŷ=2-3.5x,则变

量x 增加1个单位,变量y 平均 (  )

A.减少3.5个单位

B.增加2个单位

C.增加3.5个单位

D.减少2个单位

A 解析:由经验回归方程可知̂b=-3.5,则变量x 增

加1个单位,变量y平均减少3.5个单位.

5.下表是某厂1~4月份用水量(单位:百吨)的一组

数据:

月份x 1 2 3 4

用水量y 4.5 4 3 2.5

由散点图可知用水量y 与月份x 之间有较强的线

性相关关系,其经验回归方程是ŷ=-0.7x+̂a,则

â 等于 (  )

A.10.5 B.5.15

C.5.2 D.5.25

D 解 析:因 为 x =
1+2+3+4

4 =2.5,y =

4.5+4+3+2.5
4 =3.5,所以3.5=-0.7×2.5+̂a,解

得â=5.25.

6.某校团委针对学生性别和中学生追星是否有关做

了一次抽样调查,样本中女生人数是男生人数的

1
2
,男生喜欢追星的人数占男生人数的

1
6
,女生喜

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—361—



欢追星的人数占女生人数的
2
3.若在犯错误的概率

不超过0.05的前提下认为是否喜欢追星和性别有

关,则样本中男生至少有 (  )

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d).

A.12人 B.11人 C.10人 D.18人

A 解析:设 男 生 人 数 为 x,依 题 意 可 得 如 下 列

联表:

单位:人

性别
是否追星

是 否
合计

男
x
6

5x
6 x

女
x
3

x
6

x
2

合计
x
2 x 3x

2

若在犯错误的概率不超过0.05的前提下认为是否

追 星 和 性 别 有 关,则 χ2 ≥3.841.由 χ2 =

3x
2

x2

36-
5x2

18
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

x·x
2

·x
2

·x
=
3
8x≥3.841

及
x
2
,x
6

为整数,可知

若在犯错误的概率不超过0.05的前提下认为是否追

星和性别有关,则男生至少有12人.故选A.

7.某种微生物的繁殖速度y 与生长环境中的营养物

质浓度x 相关,在一定条件下可用回归模型y=

2lgx进行拟合.在这个条件下,要使y 增加2个单

位,则应该 (  )

A.使x 增加1个单位

B.使x 增加2个单位

C.使x 增加到原来的2倍

D.使x 增加到原来的10倍

D 解析:设y 的增加量为Δy=y1-y2,x 的增加

量为Δx=x1-x2,

故可得Δy=2lgx1-2lgx2=2lg
x1

x2
=2,

解得
x1

x2
=10.

故要使得y 增加2个单位,x 应增加到原来的10

倍.故选D.

8.关于变量x 与y,下列说法中正确的是 (  )

①若r>0,则x 增大时,y 也相应增大;

②若r<0,则x 增大时,y 也相应增大;

③若r=1或r=-1,则x 与y 的关系为函数关系,

散点图中的各点均在一条直线上.

A.①②

B.②③

C.①③

D.①②③

C 解析:若r>0,表示两个变量正相关,x 增大时,

y 也相应增大,故①正确.若r<0,表示两个变量负

相关,x 增大时,y 相应减小,故②错误.|r|越接近

1,表示两个变量相关性越强,|r|=1表示两个变量

有确定的关系(即函数关系),故③正确.

二、多项选择题(本题共3小题,每小题6分,共18分)

9.已知在最小二乘法原理下,具有相关关系的变量

x,y 之间的经验回归方程为ŷ=-0.7x+10.3,且

变量x,y 之间的相关数据如表所示,则下列说法错

误的是 (  )

x 6 8 10 12

y 6 m 3 2

A.变量x,y 之间呈正相关关系

B.可以预测,当x=20时,y=3.7

C.m=4.7

D.经验回归直线ŷ=-0.7x+10.3必过点(9,4)

ABC 解析:对于A,由x 与y 的经验回归方程,可

知b̂=-0.7<0,

所以变量x,y 之间呈负相关关系,故A错误;

对于B,当x=20时,̂y=-0.7×20+10.3=-3.7,

故B错误;

对于C,由表中数据可知x=9,y=
6+m+3+2

4 =

11+m
4

,由点(x,y)必在经验回归直线上,得11+m
4

=-0.7×9+10.3,解得m=5,故C错误;

对于D,因为 m=5,所以y=
11+m
4 =4,所以经验

回归直线必过点(9,4),故D正确.故选ABC.
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10.如图是某小区2023年8月至2024年8月各月在

售二手房均价(单位:万元/m2)的散点图.(图中月

份代码1~13分别对应2023年8月~2024年8

月)

根据散点图选择y=a+b x和y=c+dlnx 两

个模型进行拟合,经过数据处理得到的两个经验

回归方程分别为ŷ=0.9369+0.0285 x和ŷ=

0.9554+0.0306lnx,并得到以下一些统计量

的值:

经验回

归方程

ŷ=0.9369+

0.0285 x

ŷ=0.9554+

0.0306lnx

R2 0.923 0.973

则下列说法正确的是 (  )

A.当月在售二手房均价y 与月份代码x 呈负相关

关系

B.由ŷ=0.9369+0.0285x预测该小区2025年8月

在售二手房均价约为1.0794万元/m2

C.曲线ŷ=0.9369+0.0285 x与ŷ=0.9554+

0.0306lnx都经过点(x,y)

D.模型ŷ=0.9554+0.0306lnx的拟合效果比模型̂y

=0.9369+0.0285x的拟合效果好

BD 解析:对于A,由题图可知散点从左下到右上分

布,所以当月在售二手房均价y 与月份代码x 呈正

相关关系,故 A不正确;对于B,令x=25,得ŷ=

0.9369+0.0285× 25=1.0794,所以可以预测2025

年8月在售二手房均价约为1.0794万元/m2,故B正

确;对于C,非线性回归曲线不一定经过点(x,y),故

C错误;对于D,R2 越大,模型拟合效果越好,0.923<

0.973,故D正确.

11.某市通过随机询问100名 居 民 用 餐 能 否 做 到

“光盘”,得到如下的2×2列联表,则 (  )

单位:名

性别
光盘

不能做到 能做到
合计

男 45 b 55

女 c 15

合计 100

A.c=30

B.进行独立性检验时,零假设为 H0:能否做到“光

盘”与性别有关

C.χ2>3.841

D.在犯错误的概率不超过0.1的前提下,可以认为

该市居民能否做到“光盘”与性别有关

AD 解析:由2×2列联表得到a=45,b=10,c=

30,d=15,则a+b=55,c+d=45,a+c=75,b+

d=25,ad=675,bc=300,n=100,

零假设为 H0:能否做到“光盘”与性别无关.

χ2=
100×(675-300)2

55×45×75×25 ≈3.030.

因为2.706<3.030<3.841,

所以在犯错误的概率不超过0.1的前提下,可以认

为该市居民能否做到“光盘”与性别有关.

三、填空题(本题共3小题,每小题5分,共15分)

12.已知y 关于x 的经验回归方程为ŷ=̂bx+̂a,当x

=3时,y 的估计值是17,当x=8时,y 的估计值

是22.y 关于x 的经验回归方程为     ;当

x=    时,y 的估计值是38.

ŷ=x+14 24 解析:把(3,17),(8,22)代入经验

回归方程得
3̂b+̂a=17,

8̂b+̂a=22,{ 解得
b̂=1,

â=14.{
所以经验回归方程为ŷ=x+14.

令x+14=38,得x=24.

13.某旅行社为调查市民对人文景观的态度(喜欢或

不喜欢)是否与年龄有关,随机调查了55名市民,

所得数据如下表所示.
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单位:名

年龄
态度

喜欢 不喜欢
合计

大于40岁 20 5 25

20岁至40岁 10 20 30

合计 30 25 55

根据小概率值α=0.005的独立性检验,    

推断出市民对人文景观的态度与年龄有关.(填

“能”或“不能”)

能 解析:零假设为 H0:市民对人文景观的态度

与年 龄 无 关.由 题 表 中 数 据 计 算 可 得 χ2 =

55×(20×20-5×10)2

25×30×30×25 ≈11.978>7.879=x0.005,

根据小概率值α=0.005的独立性检验,我们推断

H0不成立,即认为市民对人文景观的态度与年龄

有关,此推断犯错误的概率不大于0.005.

14.一般来说,一个人脚越长,他的身高就越高.现对

10名成年人的脚长x(单位:cm)与身高y(单位:

cm)进行测量,得到数据作出散点图后,发现各点

集中在一条直线附近.经计算得到一些数据:

x=24.5,y=171.5,∑
10

i=1
(xi-x)(yi-y)=577.5,

∑
10

i=1
(xi-x)2=82.5.某刑侦人员在某案发现场发现

一对裸脚印,量得每个脚印长26.5cm,则估计嫌

疑人的身高为    cm.

185.5 解析:由已知得b̂=
∑
10

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
10

i=1
(xi-x)2

=

577.5
82.5=7

,̂a=y-̂bx=0,故经验回归方程为ŷ

=7x.

当x=26.5时,̂y=185.5.
故答案为185.5.

四、解答题(本题共5小题,共77分)

15.(13分)已知某设备的使用年限x(单位:年)和所

需的维修费用y(单元:万元)有如下的统计资料:

x 2 3 4 5 6

y 2.2 3.8 5.5 6.5 7.0

(1)y 与x 之间是否具有线性相关关系? 若有,求

出经验回归方程.

(2)估计使用年限为10年时,维修费用是多少.

解:(1)作出散点图,如图所示.

由散点图可知,y 与x 呈线性相关关系.

由题可得x=4,y=5,∑
5

i=1
xiyi=112.3,∑

5

i=1
x2

i=90,

所以b̂=
∑
5

i=1
xiyi-5xy

∑
5

i=1
x2

i-5x2
=1.23,

â=y-̂bx=5-1.23×4=0.08.

所以经验回归方程为ŷ=1.23x+0.08.
(2)当x=10时,

ŷ=1.23×10+0.08=12.3+0.08=12.38.

所以估计使用年限为10年时,维修费用是12.38

万元.

16.(15分)长跑对于培养人们克服困难、磨炼刻苦耐

劳的顽强意志具有良好的作用.某校开展冬季长跑

活动,为了解学生对冬季长跑活动是否感兴趣与

性别是否有关,某调查小组随机抽取该校100名

学生进行问卷调查,根据所得数据制成如下2×2

列联表:

单位:人

性别

对冬季长跑活动

是否感兴趣

是 否

合计

男 8

女 32

合计 80 100

(1)完成上面的2×2列联表,依据小概率值α=0.

1的独立性检验,能否认为学生对冬季长跑活动是

否感兴趣与性别有关联?

(2)若不感兴趣的男生中恰有3名高三学生,现从

不感兴趣的男生中随机选出3名学生进行二次调

查,记选出的学生中高三学生的人数为 X,求 X
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的分布列与数学期望.

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
,其中n=a

+b+c+d.

解:(1)根据已知数据可补全2×2列联表如下:

单位:人

性别

对冬季长跑活动

是否感兴趣

是 否

合计

男 48 8 56

女 32 12 44

合计 80 20 100

零假设为 H0:学生对冬季长跑活动是否感兴趣与

性别无关.

由表中数据计算得χ2=
100×(48×12-8×32)2

56×44×80×20

≈2.597<2.706=x0.1,

所以依据小概率值α=0.1的独立性检验,没有充

分证据推断 H0 不成立,即可以认为学生对“冬季

长跑活动”是否感兴趣与性别无关.

(2)由题知X 的所有可能取值为0,1,2,3,

因为P(X=0)=
C35
C38
=
10
56=

5
28
,

P(X=1)=
C25C13
C38
=
30
56=

15
28
,

P(X=2)=
C15C23
C38
=
15
56
,

P(X=3)=
C33
C38
=
1
56
,

所以X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 5
28

15
28

15
56

1
56

E(X)=0×
5
28+1×

15
28+2×

15
56+3×

1
56=

9
8.

17.(15分)(2022·新高考全国Ⅰ卷)一医疗团队为研

究某地的一种地方性疾病与当地居民的卫生习惯

(卫生习惯分为良好和不够良好两类)的关系,在

已患该疾病的病例中随机调查了100例(称为病

例组),同时在未患该疾病的人群中随机调查了

100人(称为对照组),得到如下数据:

单位:人

组别
卫生习惯

不够良好 良好

病例组 40 60

对照组 10 90

(1)能否有99%的把握认为患该疾病群体与未患

该疾病群体的卫生习惯有差异?

(2)从该地的人群中任选一人,事件A 表示“选到

的人卫生习惯不够良好”,事件B 表示“选到的人

患有该疾病”.
P(B|A)

P(􀭺B|A)
与
P(B|􀭿A)

P(􀭺B|􀭿A)
的比值是卫生

习惯不够良好对患该疾病风险程度的一项度量指

标,记该指标为R.

①证明:R=
P(A|B)

P(􀭿A|B)
·P(􀭿A|􀭺B)

P(A|􀭺B)
;

②利用调查数据,给出P(A|B),P(A|􀭺B)的估计

值,并利用①中的结果给出R 的估计值.

(1)解:由 已 知 得χ2=
200×(40×90-60×10)2

100×100×50×150

=24.

又因为P(χ2≥6.635)=0.01,24>6.635,

所以有99%的把握认为患该疾病群体与未患该疾

病群体的卫生习惯有差异.

(2)① 证明:因 为 R =
P(B|A)

P(􀭺B|A)
·P(􀭺B|􀭿A)

P(B|􀭿A)
=

P(AB)
P(A)

· P(A)

P(A􀭺B)
·P(􀭿A􀭺B)

P(􀭿A)
· P(􀭿A)

P(􀭿AB)
,

所以R=
P(AB)
P(B)

· P(B)

P(􀭿AB)
·P(􀭿A􀭺B)

P(􀭺B)
· P(􀭺B)

P(A􀭺B)
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=
P(A|B)

P(􀭿A|B)
·P(􀭿A|􀭺B)

P(A|􀭺B)
.

②解:由已知得P(A|B)=
40
100
,P(A|􀭺B)=

10
100
,

P(􀭿A|B)=
60
100
,P(􀭿A|􀭺B)=

90
100
,

所以R=
P(A|B)

P(􀭿A|B)
·P(􀭿A|􀭺B)

P(A|􀭺B)
=6.

18.(17分)某农科所对冬季昼夜温差与某反季节大豆

新品种发芽数之间的关系进行分析研究,他们分

别记录了12月1日至12月5日每天的昼夜温差

与每100颗种子中的发芽数,得到如下资料:

日期
12月

1日

12月

2日

12月

3日

12月

4日

12月

5日

温差x/℃ 10 11 13 12 8

发芽数y/颗 23 25 30 26 16

该农科所确定的研究方案是先从这5组数据中任

选2组,用剩下的3组数据求经验回归方程,再对

被选取的2组数据进行检验.

(1)求选取的2组数据恰好是不相邻2天数据的

概率;

(2)若选取的是12月1日与12月5日的2组数

据,请根据12月2日至12月4日的数据,求出y

关于x 的经验回归方程ŷ=̂bx+̂a;

(3)若由经验回归方程得到的估计数据与所选出

的检验数据的误差均不超过2,则认为得到的经验

回归方程是可靠的,试问(2)中所得到的经验回归

方程是否可靠.

解:(1)设“抽到不相邻的两组数据”为事件 A,因

为从5组数据中选取2组数据共有10种情况:(1,

2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,

4),(3,5),(4,5),其中数据为12月份的日期数.

每种情况都是等可能出现的,事件A 包含的样本

点有6个,所以P(A)=
6
10=

3
5.

所以选取的2组数据恰好是不相邻2天数据的概

率是
3
5.

(2)由题表中数据,求得x=12,y=27,∑
3

i=1
xiyi=

977,∑
3

i=1
x2

i=434,

所以b̂=
977-3×12×27
434-3×122 =2.5,̂a=27-2.5×12

=-3.

所以y 关于x 的经验回归方程为ŷ=2.5x-3.

(3)当x=10时,̂y=2.5×10-3=22,|22-23|

<2;

当x=8时,̂y=2.5×8-3=17,|17-16|<2;

所以该农科所得到的经验回归方程是可靠的.

19.(17分)某工厂有25周岁以上(含25周岁)工人

300名,25周岁以下工人200名.为研究工人的日

平均生产量是否与年龄有关,现采用分层随机抽

样的方法,从中抽取了100名工人,先统计了他们

某月的日平均生产件数,然后按工人年龄分为25

周岁以上(含25周岁)和25周岁以下两组,再将

两组工人的日平均生产件数分为5组:[50,60),

[60,70),[70,80),[80,90),[90,100]分别加以统

计,得到如图所示的频率分布直方图.

(1)从样本中日平均生产件数小于60的工人中随

机抽取2名,求至少抽到1名25周岁以下组工人

的概率;

(2)规定日平均生产件数不小于80者为生产能

手,请你根据已知条件列出2×2列联表,并依据

小概率值α=0.1的独立性检验,分析生产能手与

工人所在的年龄组是否有关.
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解:(1)由已知得,样本中有25周岁以上(含25周

岁)组工人60名,25周岁以下组工人40名,

所以样本中日平均生产件数不足60的工人中,

25周岁以上(含25周岁)组工人有60×0.05=3

(名),

记为A1,A2,A3;

25周岁以下组工人有40×0.05=2(名),

记为B1,B2.

从中 随 机 抽 取2名 工 人,所 有 的 可 能 结 果 共 有

10种:

(A1,A2),(A1,A3),(A2,A3),(A1,B1),(A1,

B2),(A2,B1),(A2,B2),(A3,B1),(A3,B2),(B1,

B2).

其中,至少有1名25周岁以下组工人的可能结果

共有7种:(A1,B1),(A1,B2),(A2,B1),(A2,B2),

(A3,B1),(A3,B2),(B1,B2).

故所求的概率p=
7
10.

(2)由题图可知,在抽取的100名工人中,

25周岁以上(含25周岁)组中的生产能手有60×

0.25=15(名),

25周 岁 以 下 组 中 的 生 产 能 手 有40×0.375=

15(名).

据此可得2×2列联表如下:

单位:名

组别
生产能手

是 不是
合计

25周岁以上

(含25周岁)组
15 45 60

25周岁以下组 15 25 40

合计 30 70 100

零假 设 为 H0:生 产 能 手 与 工 人 所 在 的 年 龄 组

无关.

由数 据 得χ2=
100×(15×25-45×15)2

60×40×30×70 =
25
14≈

1.79<2.706=x0.1.

依据小概率值α=0.1的独立性检验,没有充分证

据推断 H0 不成立,因此可以认为 H0 成立,即生

产能手与工人所在的年龄组无关.
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模块综合检测(一)

(时间:120分钟,分值:150分)
一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分)

1.若3C32n=5A3n,则正整数n= (  )

               A.7 B.8

C.9 D.10

B 解析:因为3C32n=5A3n,

所以3×
2n(2n-1)(2n-2)

3×2×1 =5n(n-1)(n-2),

解得n=8(n=1不合题意,舍去).

2.在吸烟与患肺病是否有关的研究中,下列属于两个

分类变量的是 (  )

A.吸烟,不吸烟

B.患病,不患病

C.是否吸烟,是否患病

D.以上都不对

C 解析:“是否吸烟”是分类变量,它的两个不同取

值:吸烟和不吸烟;“是否患病”是分类变量,它的两

个不同取值:患病和不患病.可知 A,B都是一个分

类变量所取的两个不同值.故选C.

3.某种种子每粒发芽的概率都为0.9,现播种了1000

粒,对于没有发芽的种子,每粒需补种2粒,补种的

种子数记为X,则X 的数学期望为 (  )

A.100 B.200

C.300 D.400

B 解析:记不发芽的种子数为ξ,则ξ~B(1000,

0.1),

所以E(ξ)=1000×0.1=100.

又因为X=2ξ,所以E(X)=E(2ξ)=2E(ξ)=200.

4.某商品销售量y(单位:件)与销售价格x(单位:

元/件)负相关,则其经验回归方程可能是 (  )

A.̂y=-10x+200

B.̂y=10x+200

C.̂y=-10x-200

D.̂y=10x-200

A 解析:由x 与y 负相关,可排除B,D两项,而C

项中的ŷ=-10x-200<0恒成立,不符合题意.故

选A.

5.若实数a=2- 2,则a10-2C110a9+22C210a8-…+

210等于 (  )

A.32 B.-32

C.1024 D.512

A 解析:由二项式定理,得a10-2C110a9+22C210a8-

…+210 =C010 (-2)0a10 +C110 (-2)1a9 +

C210(-2)2a8+ … +C1010(-2)10 = (a-2)10 =

(- 2)10=25=32.

6.4个高尔夫球中有3个合格、1个不合格,每次任取

1个,不放回地取两次.若第一次取到合格的高尔夫

球,则第二次取到合格高尔夫球的概率为 (  )

A.
1
2 B.

2
3

C.
3
4 D.

4
5

B 解析:(方法一)记事件A=“第一次取到的是合

格高尔夫球”,事件B=“第二次取到的是合格高尔

夫球”.

由题意可得

P(A∩B)=
3×2
4×3=

1
2
,P(A)=

3
4
,

所以P(B|A)=
P(A∩B)
P(A) =

1
2
3
4

=
2
3.

(方法二)记事件A=“第一次取到的是合格高尔夫

球”,事件B=“第二次取到的是合格高尔夫球”.

由题 意 可 得,事 件 A ∩B 所 包 含 的 样 本 点 数

n(A∩B)=3×2=6,事 件 A 所 包 含 的 样 本 点 数

n(A)=3×3=9,所以 P(B|A)=
n(A∩B)
n(A) =

6
9

=
2
3.
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7.对于变量Y 和变量x 的成对样本观测数据,利用一

元线性回归模型
Y=bx+a+e,

E(e)=0,D(e)=σ2{ 得到经验回

归方程ŷ=̂bx+̂a,对应的残差如图所示,模型中的

随机误差 (  )

A.满足一元线性回归模型的所有假设

B.不满足一元线性回归模型的E(e)=0的假设

C.不满足一元线性回归模型的D(e)=σ2 的假设

D.不满足一元线性回归模型的E(e)=0和D(e)=

σ2 的假设

C  解 析: 利 用 一 元 线 性 回 归 模 型

Y=bx+a+e,

E(e)=0,D(e)=σ2{ 得到经验回归方程ŷ=̂bx+

â,根据题图,易知残差的方差不是一个常数,随变

量x 变 大 而 变 大,不 满 足 一 元 线 性 回 归 模 型 的

D(e)=σ2 的假设.故选C.

8.在篮球比赛颁奖仪式上,某队队员12人(其中1人

为队长)、教练组3人站成一排照相,要求队长必须

站中间,教练组3人相邻并站在边上,满足要求的

站法共有 (  )

A.A33A1111 种

B.2A33A1111 种

C.A33A44A77 种

D.2A33A44A77 种

B 解析:选择左、右两边其中一边将教练组3人捆

绑看作一个整体安排,共有2A33 种站法,

将剩余的11名队员全排列,共有A1111种站法,

由分步乘法计数原理可得总的站法有2A33A1111种.

故选B.

二、多项选择题(本题共3小题,每小题6分,共18分)

9.已知在
3
x-

1
2
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中,第6项为常数

项,则 (  )

A.n=11

B.第4项为-15x
4
3

C.展开式中所有的有理项共有3项

D.第5项的二项式系数最大

BC 解析:由 题 可 知,通 项 为 Tk+1=Ck
nx

n-k
3 ·

(- 1
2
3
x

)
k

=Ck
n (-12 )

k
·x

n-2k
3 .由第6项为常数

项,得当k=5时,n-2k
3 =0,得n=10.令

10-2k
3 =

m∈Z,则10-2k=3m,即k=5-
3
2m,故m 应为偶

数.又0≤k≤10,故m 可取2,0,-2,即k 可取2,5,

8.故第3项、第6项与第9项为有理项.又n=10,故

第6项 的 二 项 式 系 数 最 大.将n=10,k=3代 入

Tk+1可得第4项为-15x
4
3.

10.盒中有10个小球,其中有3个红球、7个白球,

现从盒中随机地抽取4个小球,则 (  )

A.恰有1个红球的概率为
1
30

B.4个全是白球的概率为
1
6

C.恰有2个白球的概率为
3
10

D.至多有2个红球的概率为
1
3

BC 解析:设X=k 表示取出的小球恰有k 个为

白球,则P(X=k)=
Ck
7C4-k3

C410
(k=1,2,3,4).

所以P(X=1)=
1
30
,P(X=2)=

3
10
,P(X=3)=

1
2
,P(X=4)=

1
6.

恰有1个红球的概率为P(X=3)=
1
2
,

至多有2个红球的概率为P(X=4)+P(X=3)

+P(X=2)=
29
30.

11.已知随机变量ξ服从正态分布N(2,σ2),且P(ξ<

4)=0.8,则 (  )

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—171—



A.正态曲线关于直线x=2对称

B.σ=2

C.P(ξ>4)=P(ξ<0)

D.P(0<ξ<2)=0.2

AC 解析:正态曲线关于直线x=2对称,根据其

对称性求解概率.由P(ξ<4)=0.8,知P(ξ>4)=

P(ξ<0)=0.2,故P(0<ξ<2)=0.3.故选AC.

三、填空题(本题共3小题,每小题5分,共15分)

12.随着现代科技的不断发展,使用手机支付越来越

普遍,其中某群体的每位成员使用手机支付的概

率都为p,各成员的支付方式相互独立.设X 为该

群体的10位成员中使用手机支付的人数,已知

D(X)=2.4且P(X=4)>P(X=6),则E(X)=

     .

4 解析:由题易知,X~B(10,p).

因为D(X)=2.4,P(X=4)>P(X=6),

所以
10p(1-p)=2.4,

C410p4(1-p)6>C610p6(1-p)4,{ 解 得 p=

0.4.

所以E(X)=10p=4.

13.某考察团对全国十个城市进行职工人均工资水平

x(单位:千元)与居民人均消费水平y(单位:千

元)统计调查,得到y 与x 具有相关关系,经验回

归方程为ŷ=0.66x+1.562.当人均工资增加1千

元时,人均消费水平平均增加    千元.若某

城市居民人均消费水平为7.675千元,估计该城市

人均 消 费 额 占 人 均 工 资 收 入 的 百 分 比 约

为    .

0.66 83% 解析:由题可知b̂=0.66,故x 增加1

时,y 平 均 增 加0.66.当 ŷ =7.675 时,x =

7.675-1.562
0.66 ≈9.262,所以

7.675
9.262≈0.829≈83%.

14.一袋中有大小相同的4个红球和2个白球,给出

下列结论:

①从中任取3球,恰有1个白球的概率是
3
5
;

②从中有放回地取球6次,每次任取1球,则取到

红球次数的方差为
4
3
;

③从中不放回地取球2次,每次任取1球,则在第

一次取到红球后,第二次再次取到红球的概率

为
2
5
;

④从中有放回地取球3次,每次任取1球,则至少

有1次取到红球的概率为
26
27.

其中所有正确结论的序号是    .

①②④ 解析:①恰有1个白球的概率

p=
C12C24
C36
=
3
5
,故①正确;

②每次任取1球,设取到红球的次数为X,则X~

B 6,
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,其方 差 为6×

2
3× 1-

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=
4
3
,故②

正确;

③设A=“第一次取到红球”,B=“第二次取到红

球”,

则P(A)=
2
3
,P(AB)=

4×3
6×5=

2
5
,

所以P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

3
5
,故③错误;

④每次取到红球的概率都为
2
3
,

所以至少有1次取到红球的概率为1- 1-
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
26
27
,故④正确.

四、解答题(本题共5小题,共77分)

15.(13分)某校高中部,高一年级有6个班,高二年级

有7个班,高三年级有8个班,学校利用星期六组

织学生到某厂参加社会实践活动.
(1)任选1个班的学生参加社会实践,有多少种不

同的选法?
(2)三个年级各选1个班的学生参加社会实践,有
多少种不同的选法?
(3)选2个班的学生参加社会实践,要求这2个班

不同年级,有多少种不同的选法?
解:(1)分三类:第1类,从高一年级选1个班,有

6种不同的选法;第2类,从高二年级选1个班,有

7种不同的选法;第3类,从高三年级选1个班,有
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8种不同的选法.由分类加法计数原理,得共有6+
7+8=21(种)不同的选法.
(2)分三步:第1步,从高一年级选1个班,有6种

不同的选法;第2步,从高二年级选1个班,有7种

不同的选法;第3步,从高三年级选1个班,有8种

不同的选法.由分步乘法计数原理,得共有6×7×
8=336(种)不同的选法.
(3)分三类,每类又分两步.第1类,从高一、高二两

个年级各选1个班,有6×7种不同的选法;第2
类,从高一、高三两个年级各选1个班,有6×8种

不同的选法;第3类,从高二、高三年级各选1个

班,有7×8种不同的选法.故共有6×7+6×8+7
×8=146(种)不同的选法.

16.(15分)某市开展“寻找身边的好老师”活动,通过

市民投票评选“身边的好老师”,并对选出的五位

“身边的好老师”的工作年限和得票数进行了统

计,得到如下数据:

“身边的好

老师”编号
1 2 3 4 5

工作年

限x/年
4 6 8 10 12

得票数

y/百张
10 20 40 60 50

(1)若得票数y 与工作年限x 满足线性相关关系,
试求经验回归方程ŷ=̂bx+̂a,并就此估计身边的

“好老师”的工作年限为15年时的得票数;

(2)若用
yi

xi
(i=1,2,3,4,5)表示统计数据时得票

数的“即时均值”(四舍五入到整数),从5个“即时

均值”中任选2个,求这2个数据之和小于8的

概率.
解:(1)由题可得x=8,y=36,

则b̂=
40+120+320+600+600-5×8×36
16+36+64+100+144-5×64 =6,

â=36-48=-12.所以ŷ=6x-12.
当x=15时,̂y=6×15-12=78.
(2)5个“即时均值”分别为3,3,5,6,4.
从5个“即时均值”中任选2个,共有C25=10(种)
情况,其中2个数据之和小于8的有(3,3),(3,

4),(3,4),共3种情况,所以这2个数据之和小于

8的概率为
3
10.

17.(15分)生物学家认为,睡眠中的恒温动物依然会

消耗体内能量,主要是为了保持体温.脉搏率f 是

单位时间心跳的次数,医学研究发现,动物的体重

W(单位:g)与脉搏率f 存在着一定的关系.表中

给出一些动物体重与脉搏率对应的数据,图1是

体重W 与脉搏率f 的散点图,图2是lgW 与lgf
的散点图.

动物名 体重 脉搏率

小鼠 25 670

大鼠 200 420

豚鼠 300 300

兔 2000 200

小狗 5000 120

大狗 30000 85

羊 50000 70

图1

图2

为了较好地描述体重和脉搏率的关系,现有以下

两种模型供选择:

①f=kW+b;

②lgf=klgW+b.
其中,k,b∈R.
(1)选出你认为更符合实际的函数模型,并说明

理由;
(2)不妨取表中豚鼠和兔的体重、脉搏率数据代入

所选函数模型,求出f 关于W 的函数解析式;
(3)若马的体重是兔的256倍,根据(2)的结论,预
测马的脉搏率.
附:lg2≈0.3,lg3≈0.5.
解:(1)模型②lgf=klgW+b 更符合实际.理由

如下:根据散点图的特征,题图2中的散点基本集

中在一条直线附近,所以可以选择一次函数来刻
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画lgW和lgf 的关系.

(2)由题意可得
lg300=klg300+b,

lg200=klg2000+b,{
又lg200=lg2+2≈2.3,lg2000=lg2+3≈3.3,

lg300=lg3+2≈2.5.

故解得
k=-

1
4
,

b=
25
8
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以lgf=-
lgW
4 +

25
8
,

所以f 关于W 的函数解析式为f=10
25
8·W -14.

(3)设马的体重和脉搏率为W1,f1,兔的体重和脉

搏率为 W2,f2,由 题 意 可 知
W1

W2
=256,则

f1

f2
=

W1

W2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-14
=(256)-

1
4=(28)-

1
4=
1
4.

又因为f2=200,所以f1=50.
即马的脉搏率为50.

18.(17分)某种可能遭受污染的海产品在进入市场前

必须对每件海产品进行两轮检测,只有两轮都合格

才能进行销售,否则不能销售.已知该海产品第一

轮检测不合格的概率为
1
6
,第二轮检测不合格的概

率为
1
10
,两轮检测是否合格相互没有影响.

(1)求该海产品不能销售的概率.
(2)如果该海产品可以销售,则每件产品可获利40
元;如果该海产品不能销售,则每件产品亏损80元

(即获利-80元).已知一箱该海产品有4件,记一

箱该海产品获利ξ元,求ξ的分布列,并求出均值

E(ξ).
解:(1)设“该海产品不能销售”为事件A,

则P(A)=1- 1-
1
6

æ

è
ç

ö

ø
÷× 1-

1
10

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
4.

所以该海产品不能销售的概率为
1
4.

(2)由已知得ξ 的所有可能取值为-320,-200,

-80,40,160.

P(ξ=-320)=
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
1
256
,

P(ξ=-200)=C14×
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

×
3
4=

3
64
,

P(ξ=-80)=C24×
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
27
128
,

P(ξ=40)=C34×
1
4×

3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
27
64
,

P(ξ=160)=
3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=
81
256.

所以ξ的分布列为

ξ -320 -200 -80 40 160

P 1
256

3
64

27
128

27
64

81
256

E(ξ)=(-320)×
1
256-200×

3
64-80×

27
128+40×

27
64+160×

81
256=40.

19.(17分)根据以往大量的测量统计,某企业生产的

钢管 内 径 尺 寸 X (单 位:mm)服 从 正 态 分 布

N(μ,σ2),并把钢管内径在(μ-σ,μ+σ)内的产品

称为一等品,钢管内径在[μ+σ,μ+2σ)内的产品

称为二等品,一等品与二等品统称为正品,其余范

围内的产品作为废品回收.现从该企业生产的产品

中随机抽取1000件,测得钢管内径的样本数据的

频率分布直方图如图所示.

(1)通过检测得到样本数据的标准差s=0.3,用样

本平均数x作为μ 的近似值,用样本标准差s作为

σ的估计值,根据所给数据求该企业生产的产品为

正品的钢管内径尺寸范围.(同一组中的数据用该

组区间的中点值代表)

(2)假如企业包装时要求把2件一等品和n(n≥2,

n∈N)件二等品装在同一个箱子中,质检员从某箱

子中摸出2件产品进行检验,若抽取到的2件产

品等级相同,则该箱产品记为A,否则该箱产品记

为B.

①试用含n 的代数式表示某箱产品抽检被记为B

的概率p;
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②设抽检5箱产品恰有3箱被记为B 的概率为

f(p),求当n 为何值时,f(p)取得最大值,并求出

最大值.

附:36.2×0.2+36.4×0.25+36.6×0.7+36.8×

0.8+37×1.1+37.2×0.8+37.4×0.65+37.6×

0.4+37.8×0.1≈185.

解:(1)由题意,得样本平均数x≈185×0.2=37,

所以估计μ=x=37,σ=s=0.3,

则μ-σ=37-0.3=36.7,μ+σ=37+0.3=37.3,μ

+2σ=37+0.6=37.6,

则一 等 品 钢 管 内 径 在(μ-σ,μ+σ),即(36.7,

37.3)内,

二等品 钢 管 内 径 在[μ+σ,μ+2σ),即[37.3,

37.6)内,

所以该企业生产的产品为正品的钢管内径尺寸范

围为(36.7,37.6).

(2)①从(n+2)件正品中任选2件,有C2n+2种选

法,其中等级相同的有C2n+C22 种选法,

所以某箱产品抽检被记为B 的概率为

p=1-
C2n+C22
C2n+2

=1-
n2-n+2
n2+3n+2=

4n
n2+3n+2

(n≥

2,n∈N).

②由题意,一箱产品抽检被记为B 的概率为p,

则抽检5箱产品恰有3箱被记为B 的概率为

f(p)=C35p3 (1-p)2=10p3(1-2p+p2)=

10(p3-2p4+p5),

f'(p)=10(3p2-8p3+5p4)=10p2(3-8p+

5p2)=10p2(p-1)(5p-3),

所以当p∈ 0,
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(p)>0,函数f(p)单调

递增;

当p∈
3
5
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,f'(p)<0,函数f(p)单调递减.

所以当p=
3
5

时,f(p)取得最大值f
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷=C35×

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

× 1-
3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
216
625.

此时,p=
4n

n2+3n+2=
3
5
,

解得n=3或n=
2
3
(舍去).

所以当n=3时,f(p)取得最大值
216
625.
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模块综合检测(二)

(时间:120分钟,分值:150分)
一、单项选择题(本题共8小题,每小题5分,共40分)

1.已知y 关于x 的经验回归方程ŷ=5x+1,则该方

程在样本点(1,4)处的残差为 (A)

               A.-2 B.1 C.2 D.5

2.一个礼堂有4个门,若从任一门进,从任一门出,则

不同的进出方法共有 (C)

A.8种 B.12种

C.16种 D.24种

3.已知随机变量X 服从正态分布N(4,3),且P(X<

a-5)=P(X>a+1),则实数a 等于 (  )

A.7 B.6

C.5 D.4

B 解析:因为随机变量X 服从正态分布N(4,3),

μ=4,所以其正态曲线的对称轴是直线x=4.

所以
a-5+a+1

2 =4,解得a=6.

4.在一批型号相同的产品中,有2件次品、5件正品,

每次随机抽取1件测试,直到将2件次品全部区分

出来为止.假定抽取后不放回,则第5次测试后停止

的概率是 (  )

A.
1
21 B.

5
21

C.
10
21 D.

20
21

B 解析:由题意知,前4次抽取的有3件正品、1件

次品,或前5次抽取的都是正品,故第5次测试后

停止的概率为
C12C35A44
A57

+
A55
A57
=
5
21.

5.若 x-
2
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中只有第6项的二项式系

数最大,则展开式中的常数项是 (  )

A.210 B.180

C.160 D.175

B 解析:因为 x-
2
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的展开式中只有第6项

的二项式系数最大,所以展开式中共有11项,则n

=10.

所以展 开 式 的 通 项 为 Tk+1=Ck
10·(x)

10-k ·

-
2
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=Ck
10(-2)k·x5-5k2.令5-

5k
2=0

,得k=

2.所以常数项是T3=22×C210=180.故选B.

6.某商家开展促销活动,促销 方 案 是 顾 客 每 消 费

1000元,便可以获得奖券1张,每张奖券中奖的概

率为
1
5.若中奖,则商家返还中奖的顾客1000元.小

王购买一套价格为2400元的西服,只能得到2张

奖券,于是小王补偿50元让一同事购买一件价格

为600元的便服,这样小王就得到了3张奖券.设小

王这次消费的实际支出为ξ,则E(ξ)= (  )

A.1850 B.1720

C.1560 D.1480

A 解析:根 据 题 意 知,ξ 的 可 能 取 值 为2450,

1450,450,-550,且P(ξ=2450)=
4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
64
125
,

P(ξ=1450)=C13×
1
5×

4
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
48
125
,P(ξ=450)

=C23×
1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
4
5=

12
125
,P(ξ=-550)=

1
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

=
1
125
,

故E(ξ)=2450×
64
125+1450×

48
125+450×

12
125+

(-550)×
1
125=1850.

7.先后掷两次质地均匀的骰子,落在水平桌面后,记

正面朝上的点数分别为x,y,设事件A=“x+y 为

奇数”,事件B=“x,y 满足x+y<6”,则P(B|A)=

(  )

A.
1
2 B.

1
3

C.
2
5 D.

3
5

B 解析:掷两次骰子,总的样本点的个数为6×6

=36.

因为事件A=“x+y 为奇数”,事件B=“x,y 满足

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—671—



x+y<6”,所以事件A 包含的样本点的个数为3×

3×2=18,事件AB 包含的样本点的个数为6.

由古典概型概率公式,

得P(A)=
1
2
,P(AB)=

1
6.

由条件概率公式,得P(B|A)=
P(AB)
P(A)=

1
6
1
2

=
1
3.

故选B.

8.为了研究男性的年龄与吸烟的关系,抽查了100名

男性,按年龄超过40岁和不超过40岁,吸烟量每

天多于20支和不多于20支进行分组,得到如下

2×2列联表:

吸烟量

年龄

不超过

40岁

超过

40岁

合计

不多于

20支/天
50 15 65

多于20

支/天
10 25 35

合计 60 40 100

则认为吸烟量与年龄有关犯错误的概率不超过

(  )

A.0.001 B.0.01 C.0.05 D.0.005

A 解析:利用题中列联表,代入公式计算可得

χ2=
100×(50×25-15×10)2

65×35×60×40 ≈22.16>10.828

=x0.001.

所以在犯错误的概率不超过0.001的前提下认为吸

烟量与年龄有关.

二、多项选择题(本 题 共3小 题,每 小 题6分,共

18分)

9.若随机变量X 服从两点分布,P(X=0)=
1
3
,E(X),

D(X)分别为随机变量X 的均值与方差,则 (  )

A.P(X=1)=E(X)

B.E(3X+2)=4

C.D(3X+2)=4

D.D(X)=
4
9

AB 解 析:因 为 随 机 变 量 X 服 从 两 点 分 布,

P(X=0)=
1
3
,所以P(X=1)=

2
3
,E(X)=0×

1
3

+1×
2
3=

2
3
,D(X)= 0-

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
3+ 1-

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×

2
3=

2
9.

在A中,P(X=1)=E(X),故A正确;

在B中,E(3X+2)=3E(X)+2=3×
2
3+2=4

,

故B正确;

在C中,D(3X+2)=9D(X)=9×
2
9=2

,故 C

错误;

D显然错误.故选AB.

10.设X~N(μ1,σ21),Y~N(μ2,σ22),且两个正态分

布密度曲线如图所示.下列结论中错误的是(  )

A.P(Y≥μ2)≥P(Y≥μ1)

B.P(X≤σ2)≤P(X≤σ1)

C.对任意正数t,P(X≤t)>P(Y≤t)

D.对任意正数t,P(X>t)>P(Y>t)

ABD 解析:由题图可知μ1<0<μ2,σ21<σ22,

所以P(Y≥μ2)<P(Y≥μ1),

P(X≤σ2)>P(X≤σ1),故A,B错误;

当t为任意正数时,由题图可知P(X≤t)>P(Y

≤t),

而P(X≤t)=1-P(X>t),P(Y≤t)=1-P(Y

>t),

所以P(X>t)<P(Y>t),故C正确,D错误.

故选ABD.

11.甲罐中有5个红球、2个白球和3个黑球,乙罐中

有4个红球、3个白球和3个黑球.先从甲罐中随

机取出一球放入乙罐,分别以事件A1,A2 和A3

表示由甲罐取出的球是红球、白球和黑球;再从乙
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罐中随机取出一球,以事件B 表示由乙罐取出的

球是红球.下列结论中正确的是 (  )

A.P(B)=
2
5

B.P(B|A1)=
5
11

C.事件B 与事件A1 相互独立

D.A1,A2,A3 是两两互斥的事件

BD 解析:由题意知P(A1)=
5
10=

1
2
,P(A2)=

2
10=

1
5
,P(A3)=

3
10
,P(B|A1)=

5
11
,故B正确;

P(B)=P(A1)P(B|A1)+P(A2)P(B|A2)+

P(A3)P(B|A3)=
5
10×

5
11+

2
10×

4
11+

3
10×

4
11=

9
22
,故A,C不正确;A1,A2,A3 是两两互斥的事

件,故D正确.故选BD.

三、填空题(本题共3小题,每小题5分,共15分)

12.甲、乙两名选手进行围棋比赛,每局比赛,甲选手

获胜的概率为
3
4
,乙选手获胜的概率为

1
4.有如下

两种方案:方案一,三局两胜;方案二,五局三胜.对

于乙选手,获胜概率更大的方案是    .

方案一 解析:(方案一)设“乙获胜”为事件A,则

事件A 应包括以下两种情况:

①乙2∶0获胜(设为事件A1);②乙2∶1获胜(设

为事件A2).

这两种情况彼此互斥,根据互斥事件的概率计算公

式得

P(A)=P(A1)+P(A2)=
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+C12×
1
4×

3
4×

1
4=

5
32.

(方案二)设乙获胜为事件B,则事件B 应包括以

下三种情况:

①乙3∶0获胜(设为事件B1);②乙3∶1获胜(设

为事件B2);③乙3∶2获胜(设为事件B3).

这三种情况两两互斥,根据互斥事件的概率计算公

式得

P(B)=P(B1)+P(B2)+P(B3)=
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

+C23×

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
3
4×

1
4+C

2
4×

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
1
4=

53
512.

因为
5
32>

53
512
,

所以乙获胜概率更大的方案是方案一.

13.在(1+3x)(2x-1)5 的展开式中,若按x 的升幂进行

排列,则第3项为    .

-10x2 解析:由(1+3x)(2x-1)5=(2x-1)5

+3x·(2x-1)5,可得展开式中按x 的升幂进行

排列依次为常数项、含x 的项、含x2 的项,…,故

第3项为含x2 的项.

所以第3项为C35(2x)2(-1)3+3x·C45(2x)1(-1)4

=-40x2+30x2=-10x2.

14.用0,1,2,3,4这五个数字组成无重复数字的自

然数.

(1)在组成的三位数中,若十位上的数字比百位上

的数字及个位上的数字都大,则称这个数为“凸

数”,如231,243等 都 是“凸 数”,则“凸 数”有

    个;

(2)在组成的五位数中,各数位上恰有一个偶数夹

在两个奇数之间的有    个.

(1)14 (2)28 解析:(1)将这些“凸数”分为三

类,且百位不能为0:

若十位数字为2,则只有120这1个“凸数”;

若十位数字为3,则共有C12·C12=4(个)“凸数”;

若十位数字为4,则共有C13·C13=9(个)“凸数”.

所以共有14个符合题意的“凸数”.

(2)将符合题意的五位数分为三类:

若两个奇数在万位和百位上,则共有A22·A33=12

(个);

若两个奇数在千位和十位上,则共有A22·C12·A22

=8(个);

若两个奇数在百位和个位上,则共有A22·C12·A22
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=8(个).

所以共有28个符合题意的五位数.

四、解答题(本题共5小题,共77分)

15.(13分)已知f(x)=(1-x)2020=a0+a1x+a2x2

+…+a2020x2020.

(1)求a1+a2+a3+…+a2020的值;

(2)求a1+2a2+3a3+…+2020a2020的值.

解:(1)因为f(0)=1=a0,

f(1)=0=a0+a1+a2+…+a2020,

所以a1+a2+a3+…+a2020=f(1)-f(0)=

-1.

(2)f'(x)=-2020(1-x)2019=a1+2a2x+

3a3x2+…+2020a2020x2019,

所以a1+2a2+3a3+…+2020a2020=f'(1)=0.

16.(15分)(2022·全国甲卷(理))甲、乙两个学校进

行体育比赛,比赛共设三个项目,每个项目胜方得

10分,负方得0分,没有平局.三个项目比赛结束

后,总得分高的学校获得冠军.已知甲学校在三个

项目中获胜的概率分别为0.5,0.4,0.8,各项目的

比赛结果相互独立.

(1)求甲学校获得冠军的概率;

(2)用X 表示乙学校的总得分,求X 的分布列与

期望.

解:(1)设甲学校在三个项目中获胜的事件依次为

A,B,C,

所以甲学校获得冠军的概率为

P=P(ABC)+P(􀭿ABC)+P(A􀭺BC)+P(AB􀭺C)

=0.5×0.4×0.8+0.5×0.4×0.8+0.5×0.6×0.8

+0.5×0.4×0.2=0.16+0.16+0.24+0.04=0.6.

(2)依题可知,X 的可能取值为0,10,20,30,

且P(X=0)=0.5×0.4×0.8=0.16,

P(X=10)=0.5×0.4×0.8+0.5×0.6×0.8+

0.5×0.4×0.2=0.44,

P(X=20)=0.5×0.6×0.8+0.5×0.4×0.2+

0.5×0.6×0.2=0.34,

P(X=30)=0.5×0.6×0.2=0.06.

所以X 的分布列为

X 0 10 20 30

P 0.16 0.44 0.34 0.06

期望E(X)=0×0.16+10×0.44+20×0.34+

30×0.06=13.

17.(15分)一种药用昆虫的产卵数y(单位:个)在一

定范围内与温度x(单位:℃)有关,现收集了该种

药用昆虫的6对观测数据如下表:

x 21 23 24 27 29 32

y 6 11 20 27 57 77

(1)若用线性回归模型来拟合x 与y 的关系,求y

关于x 的经验回归方程ŷ=̂bx+̂a(̂b,̂a 的值精确

到0.1).

(2)若用非线性回归模型来拟合x 与y 的关系,得

到y 关于x 的经验回归方程为ŷ=0.06e0.2303x,且

决定系数R2=0.9522.

①试与(1)中的线性回归模型相比,用R2说明哪

种模型的拟合效果更好.

②用拟合效果更好的模型预测温度为35℃ 时该

种药用昆虫的产卵数(结果取整数).

附:经验回归直线ŷ=̂bx+̂a 的斜率和截距的最小

二乘估计分别为b̂=
∑
n

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
n

i=1
(xi-x)2

,̂a=y-

b̂x,决定系数R2=1-
∑
n

i=1
(yi-̂yi)2

∑
n

i=1
(yi-y)2

,∑
6

i=1
(xi-x)

·(yi-y)=557,∑
6

i=1
(yi-y)2=3930,e8.0605≈

3167.

解:(1)由 题 意 得x=
21+23+24+27+29+32

6

=26,

y=
6+11+20+27+57+77

6 =33,
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∑
6

i=1
(xi-x)(yi-y)=557,∑

6

i=1
(xi-x)2=84,

所以b̂=
∑
6

i=1
(xi-x)(yi-y)

∑
6

i=1
(xi-x)2

=
557
84≈6.6

,

â=33-6.6×26=-138.6.

所以y 关 于x 的 经 验 回 归 方 程 为ŷ=6.6x-

138.6.

(2)①对于线性回归模型ŷ=6.6x-138.6,

易得∑
6

i=1
(yi-y)2=3930,

故其决定系数R2=1-
∑
6

i=1
(yi-̂yi)2

∑
6

i=1
(yi-y)2

=1-
236.64
3930≈1

-0.0602=0.9398.

因为0.9398<0.9522,所以非线性回归模型ŷ=

0.06e0.2303x比线性回归模型ŷ=6.6x-138.6拟合

效果更好.

②由 ① 得,当 x=35 时,̂y=0.06e0.2303×35 =

0.06e8.0605≈0.06×3167≈190.

所以当温度为35℃时,预测该种药用昆虫的产卵

数约为190个.

18.(17分)为了检测某种抗病毒疫苗的效果,需要进

行动物与人体试验.研究人员将疫苗注射到200只

小白鼠体内,一段时间后测量小白鼠的某项指标

值,按[0,20),[20,40),[40,60),[60,80),[80,

100)分组,绘制频率分布直方图如图所示.试验发

现小白鼠体内产生抗体的共有160只,其中该项

指标值不小于60的有110只.假设每只小白鼠注

射疫苗后是否产生抗体相互独立.

(1)填写下面的2×2列联表,并根据α=0.05的独

立性检验,判断能否认为注射疫苗后小白鼠是否

产生抗体与指标值大小有关.

单位:只

抗体
指标值

小于60 不小于60
合计

有抗体

没有抗体

合计

(2)对第一次注射疫苗后没有产生抗体的40只小

白鼠进行第二次注射,结果又有20只小白鼠产生

抗体.

①用频率估计概率,求一只小白鼠注射两次疫苗

后产生抗体的概率p.

②以①中确定的概率p 作为人体注射两次疫苗后

产生抗体的概率,进行人体接种试验,记n 个人注

射两次疫苗后产生抗体的人数为随机变量X.试验

后统计数据显示,当k=90时,P(X=k)(k=0,

1,2,…)取最大值,求参加人体接种试验的人数n

及E(X).

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
,其中n=

a+b+c+d.

α 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001

xα 2.706 3.841 6.635 7.879 10.828

解:(1)由 题 图 可 知,200只 小 白 鼠 按 指 标 值 分

布为:

在[0,20)内有0.0025×20×200=10(只);

在[20,40)内有0.00625×20×200=25(只);

在[40,60)内有0.00875×20×200=35(只);

在[60,80)内有0.025×20×200=100(只);

在[80,100)内有0.0075×20×200=30(只).

由题意,有抗体且指标值小于60的有50只;而指

标值小于60的小白鼠共有10+25+35=70(只),

所以指标值小于60且没有抗体的小白鼠有20只.

同理,指标值不小于60且没有抗体的小白鼠有
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20只,

故2×2列联表如下:

单位:只

抗体
指标值

小于60 不小于60
合计

有抗体 50 110 160

没有抗体 20 20 40

合计 70 130 200

零假设为 H0:注射疫苗后小白鼠是否产生抗体与

指标值大小无关联.

根据列联表中数据,得

χ2=
200×(50×20-110×20)2

160×40×70×130 ≈4.945>3.841

=x0.05.

根据小概率值α=0.05的独立性检验,推断 H0 不

成立,即认为注射疫苗后小白鼠是否产生抗体与

指标 值 大 小 有 关,此 推 断 犯 错 误 的 概 率 不 大 于

0.05.

(2)①设事件A=“小白鼠第一次注射疫苗产生抗

体”,事件 B=“小 白 鼠 第 二 次 注 射 疫 苗 产 生 抗

体”,事件C=“小白鼠注射两次疫苗后产生抗体”.

则P(A)=
160
200=0.8

,P(B)=
20
40=0.5

,P(C)=1

-P(A)P(B)=1-0.2×0.5=0.9.

所以一只小白鼠注射两次疫苗后产生抗体的概率p

=0.9.

②由题意知随机变量X~B(n,0.9),

P(X=k)=Ck
n×0.9k×0.1n-k(k=0,1,2,…,n).

因为P(X=90)最大,

所以
C90n ×0.990×0.1n-90≥C91n ×0.991×0.1n-91,

C90n ×0.990×0.1n-90≥C89n ×0.989×0.1n-89,{
解得99≤n≤

901
9 .

因为n 是整数,所以n=99或n=100,

所以参加接种试验的人数为99或100.

当接种 人 数 为99时,E(X)=np=99×0.9=

89.1;

当接 种 人 数 为100时,E(X)=np=100×0.9

=90.

19.(17分)第五届中国国际进口博览会(以下简称进

博会)于2022年11月5日至10日在国家会展中

心(上海)举办.本届进博会共有284家世界500强

和行业龙头企业参展,数量超过上届,其中至少参

展过两届及以上进博会的企业占比约为90%.本

届进博会首次运用虚拟现实、三维建模等新技术

手段,引入了全新的线上展示技术,为观展者带来

了不同以往的观展体验.活动结束后,进博会组委

会从观展者中随机抽取100人(其中年龄在50周

岁及以下的有60人)了解他们对全新的线上展示

活动的满意度,并按年龄分类统计得到如下不完

整的2×2列联表:

单位:人

年龄
满意度

不满意 满意
合计

50周岁及以下 55

50周岁以上 15

合计 100

(1)根据统计数据完成以上2×2列联表,根据小

概率值α=0.001的独立性检验,能否认为对全新

的线上展示活动是否满意与年龄有关联?

(2)从本届参展的284家世界500强和行业龙头

企业中随机抽取3家了解他们对组委会的组织工

作的满意度,设其中至少参展过两届及以上进博

会的企业的个数为X.以本届参展的世界500强和

行业龙头企业中至少参展过两届及以上进博会的

企业的频率为概率.

①求X 的分布列和数学期望;

②求P(X-1 ≤1)的值.

附:χ2=
n(ad-bc)2

(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
,其中n=a

+b+c+d.
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α 0.1 0.05 0.01 0.001

xα 2.706 3.841 6.635 10.828

解:(1)由题意知,抽取的100名观展者中年龄在

50周岁及以下的有60人,

则年龄在50周岁以上的有40人,所以50周岁及

以下不满意的有5人,50周岁以上满意的有25

人,补全的2×2列联表如下:

单位:人

年龄
满意度

不满意 满意
合计

50周岁及以下 5 55 60

50周岁以上 15 25 40

合计 20 80 100

零假设为 H0:对全新的线上展示活动是否满意与

年龄无关.

根 据 列 联 表 中 数 据 计 算 得 χ2 =

100×(5×25-55×15)2

60×40×20×80 ≈12.76>10.828=x0.001.

根据小概率值α=0.001的独立性检验,推断 H0

不成立,即认为对全新的线上展示活动是否满意

与年龄有关联,此推断犯错误的概率不超过0.001.

(2)①由题意可得,一家参展企业至少参展过两届

及以上进博会的概率为0.9,

则X~B(3,0.9),X 的所有可能取值为0,1,2,3,

且P(X=0)=C03×0.13=0.001,

P(X=1)=C13×0.9×0.12=0.027,

P(X=2)=C23×0.92×0.1=0.243,

P(X=3)=C33×0.93=0.729,

所以X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 0.001 0.027 0.243 0.729

所以E(X)=0×0.001+1×0.027+2×0.243+3

×0.729=2.7.

②P(X-1 ≤1)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=

2)=1-P(X=3)=1-0.729=0.271.
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