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本章属于课程标准中“几何与代数”主线的内容,在“平面向量”和“立体几何初步”的基础上学习空间向量

及其运算、空间向量基本定理,并利用空间向量解决立体几何问题.因此可以借助类比思想,将平面向量推广到

空间向量:实际背景-空间向量及其相关概念-空间向量的运算-空间向量基本定理-空间向量及其运算的

坐标表示-空间向量的应用.

1.了解空间向量的概念,空间向量的基本定理及其意义,掌握空间向量的正交分解、线性运算、数量积及其坐标

表示.

2.运用向量的坐标判断向量的共线与垂直,理解直线的方向向量与平面的法向量.

3.能用向量方法证明有关线、面位置关系的判定定理.

4.能用向量方法解决线线、线面、面面的夹角的计算问题及一些简单的距离问题.

5.经历向量有关概念及其运算等内容由平面推广到空间的过程,体会类比思想;经历向量语言与几何语言之间

的转化过程,掌握用向量方法解决几何问题的思想方法.

  类比平面向量理解空间向量的概念和运算,用空间向量的运算(基向量法、坐标法)解决立体几何问题(长

度、夹角、位置关系).

  立足于平面向量,理解空间向量知识,体会类比思想,发展数学抽象和逻辑推理素养;利用空间向量及其运

算的几何意义和坐标表示实现形与数的统一,体会数形结合思想,培养直观想象素养;通过对线线、线面、面面

的夹角和距离的研究,体现数形结合、转化化归思想,培养逻辑推理和数学运算素养.

1.注意利用类比的方法理解空间向量的概念、运算、基本定理及其坐标表示,在此过程中体会平面向量与空间向

量的共性和差异.

2.在运用向量的方法研究空间基本图形的位置关系和数量关系的过程中,体会向量方法与综合几何方法的共性

和差异.
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3.关注数学语言:一是注意语言表述的规范化;二是在用向量法解决立体几何问题时,重视向量语言与几何语言

之间的转化.

  无人机是利用无线电遥控设备和自备的程序控制装置操纵的不载人飞机,在农业、经济、社会、军事等各领

域有着越来越重要的应用.无人机表演是近年来非常受欢迎的一种表演形式,它能够通过高科技的手段,在空中

展现出各种精彩的图案和动作,给观众带来全新的视觉体验.

(1)如何描述一架无人机的位置及速度?

(2)在表演过程中为了避免无人机相撞,如何计算无人机之间的距离?

—2—



1.1 空间向量及其运算

1.1.1 空间向量及其线性运算

第1课时 空间向量及其线性运算

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.了解空间向量的概念,掌握空间向量的几何表示法和字母表示法.
2.会用图形表示空间向量的加法、减法以及它们的运算律.
3.培养数学运算、数形结合的能力.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 空间向量的有关概念

(1)定义:在空间,我们把具有大小和方向的量叫做空

间向量.
(2)空间向量的长度:空间向量的大小叫做空间向量

的长度或模.
(3)表示法

①几何表示法:空间向量用有向线段表示.
②字母表示法:若向量a 的起点是A,终点是B,则向

量a 也可以记作AB→,其模记为|a|或|AB→|.
知识点二 几类特殊向量

特殊向量 定义 表示法

零向量 长度为0的向量 0

单位向量 模为1的向量
|a|=1或

|AB→|=1

相反向量
与向量a 长度 相 等 而方

向相反的向量
-a

相等向量 方向相同且模相等的向量
a=b或AB→

=CD→

共线向量

表示若干空间向量的有

向线段所在的直线互相

平行或重合

a∥b

知识点三 空间向量的线性运算

(1)空间向量的加法、减法以及数乘运算

①如图1,a+b=OA
→
+AB
→
=OB
→

.

②如图1,a-b=OA
→
-OC
→
=CA
→

.

③如图2,当λ>0时,λa=λOA
→
=PQ
→;

当λ<0时,λa=λOA
→
=MN

→;
当λ=0时,λa=0.

(2)空间向量的线性运算满足的运算律(其中λ,μ∈R)
交换律:a+b=b+a;
结合律:(a+b)+c=a+(b+c),λ(μa)=(λμ)a;
分配律:(λ+μ)a=λa+μa,λ(a+b)=λa+λb.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)相等向量一定是共线向量. ( √ )
(2)三个空间向量一定是共面向量. ( × )
(3)零向量没有方向. ( × )

2.化简:AB→+CD→-CB→=    .
AD→ 解析:AB→+CD→-CB→=AB→-CB→+CD→=
(AB→+BC→)+CD→=AC→+CD→=AD→.

3.请思考并回答下列问题:
(1)向量运算的结果与向量起点的选择有关系吗?
提示:没有关系.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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(2)进行空间向量的加减运算时,两个向量必须共

起点吗?
提示:求向量的和时,可以首尾相接(三角形法则),
也可以共起点(平行四边形法则);求向量的差时,
必须共起点(三角形法则:共起点,指被减).
(3)向量λa 与向量a 是什么关系?

提示:向量λa 与向量a 一定是共线向量.
(4)λ的正负和绝对值的大小对向量λa 分别有什么

影响?

提示:λ 的正负影响着向量λa 的方向,λ 的绝对值

的大小影响着向量λa 的长度.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

空间向量的有关概念

1.下列关于空间向量的说法中正确的是 (  )
A.若向量a,b平行,则a,b所在的直线未必平行

B.若|a|=|b|,则a,b 的长度相等而方向相同或

相反

C.若向量AB
→,CD

→
满足|AB

→
|>|CD

→
|,则AB

→
>CD
→

D.相等向量的方向未必相同

A 解析:A中,向量a,b 平行,则a,b 所在的直线

平行或重合,故 A正确;B中,|a|=|b|只能说明

a,b 的长度相等而方向不确定,故B错误;C中,向
量作为矢量不能比较大小,故C错误;D中,相等向

量指的是两个向量长度相等且方向相同,故 D错

误.故选A.
2.如图,在长方体ABCD-A'B'C'D'中,AB=3,AD
=2,AA'=1,以长方体的顶点为向量的起点和

终点.
(1)单位向量共有多少个?

(2)试写出模为 5的向量.

(3)试写出与向量AB
→

相等的向量.

(4)试写出向量AA'
→

的相反向量.

解:(1)因为长方体的高为1,所以长方体的四条高

所对 应 的 向 量AA'
→,A'A

→,BB'
→,B'B

→,CC'
→,C'C

→,

DD'
→,D'D

→
都是单位向量,而其他向量的模均不为

1,故单位向量共有8个.
(2)由于长方体的左、右两侧面的对角线长均为 5,

故模 为 5的 向 量 有AD'
→,D'A

→,A'D
→,DA'

→,BC'
→,

C'B
→,B'C

→,CB'
→

.

(3)与向量AB
→

相等的向量(除它自身之外)有A'B'
→,

DC
→,D'C'

→
.

(4)向量AA'
→

的相反向量有A'A
→,B'B

→,C'C
→,D'D

→
.

【探究总结】
解决空间向量问题的方法

(1)在空间中,向量、向量的模、相等向量的概念和平

面中向量的相关概念完全一致.因此可以类比平面向

量的有关方法解题.
(2)判断有关向量的命题时,要抓住向量的两个主要

元素:大小与方向.两者缺一不可,相互制约.
空间向量的线性运算

例1 已知四边形 ABCD 为正方形,P 是四边形

ABCD 所在平面外的一点,P 在平面ABCD 上的射

影恰好是正方形ABCD 的中心O,Q 是CD 的中点,
求下列各式中x,y 的值:
(1)OQ→=PQ→+xPC→+yPA→;
(2)PA→=xPO→+yPQ→+PD→.
解:(1)如图,OQ→=OP→+PQ→,由向量加法的平行四边

形法则可得PO→=
1
2
(PC→+PA→),故OP→=-

1
2PC→-

1
2PA→.

所以OQ→=OP→+PQ→=-
1
2PC
→-

1
2PA→+PQ→.

所以x=-
1
2
,y=-

1
2.

(2)因为PA→=PD→+DA→=PD→+2QO→

=PD→+2(PO→-PQ→)=PD→+2PO→-2PQ→,
所以x=2,y=-2.
例2 如图,在平行六面体ABCD-A1B1C1D1 中,设

AA1
→=a,AB→=b,AD→=c,M,N,P 分别是AA1,

BC,C1D1 的中点,试用a,b,c表示以下各向量:
(1)AP→;(2)A1N→;(3)MP→.

解:(1)因为P 是C1D1 的中点,

所以AP→=AA1
→+A1D1

→+D1P→=a+AD→+
1
2D1C1

→

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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=a+c+
1
2AB→=a+

1
2b+c.

(2)因为 N 是BC 的中点,

所以A1N→=A1A→+AB→+BN→=-a+b+
1
2BC
→=-a

+b+
1
2AD→=-a+b+

1
2c.

(3)因为 M 是AA1 的中点,

所以MP→=MA→+AP→=
1
2A1A→+AP→=-

1
2a+

a+
1
2b+c

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2a+

1
2b+c.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.本例涉及线段的中点,若△ABC 的边BC 的

中点为G,如何用向量AB→,AC→表示向量AG→?

解:AG→=
1
2
(AB→+AC→).

思考2.若把本例中“P 是C1D1 的中点”改为“P 在

线段C1D1 上,且C1P
PD1

=
1
2
”,其他条件不变,如何表

示AP→?

解:AP→=AA1
→+A1D1

→+
2
3D1C1

→=AA1
→+AD→+

2
3AB→=a+c+

2
3b.

【探究总结】
空间向量加减运算的方法

(1)空间向量的运算仍然遵循三角形法则和平行四边

形法则,在进行加法、减法的运算时,要注意找准向量

所在的三角形或平行四边形.
(2)向量的加法和减法是互逆运算,在进行减法运算

时,可以将减去一个向量转化为加上这个向量的相反

向量.
            

1.如图,已知空间四边形ABCD 中,AB→=a-2c,CD→

=5a+6b-8c,对角线AC,BD 的中点分别为E,

F,则EF→=3a+3b-5c(用a,b,c表示).

2.如图,已知平行六面体 ABCD-A1B1C1D1 中,M
为A1C1 与B1D1 的交点,化简下列向量表达式:
(1)AA1

→+A1B1
→;

(2)AA1
→+MC1

→-D1M→;
(3)AB→+BC→+CC1

→+C1A1
→+A1A→.

解:(1)AA1
→+A1B1

→=AB1
→.

(2)AA1
→+MC1

→-D1M→=AD1
→.

(3)AB→+BC→+CC1
→+C1A1

→+A1A→=0.
3.如图,已知正方体ABCD-A'B'C'D',点E 是上底

面A'B'C'D'的中心,求下列各式中x,y,z的值.
(1)BD'

→
=xAD

→
+yAB

→
+zAA'

→;

(2)AE
→
=xAD

→
+yAB

→
+zAA'

→
.

解:(1)因为BD'
→
=BD
→
+DD'

→

=BA
→
+AD
→
+DD'

→
=AD
→
-AB
→
+AA'

→,

且BD'
→
=xAD

→
+yAB

→
+zAA'

→,
所以x=1,y=-1,z=1.

(2)因为AE
→
=AA'

→
+A'E

→
=AA'

→
+
1
2A'C'

→

=AA'
→
+
1
2
(A'B'
→
+A'D'

→)

=AA'
→
+
1
2A'B'

→
+
1
2A'D'

→

=
1
2AD
→
+
1
2AB
→
+AA'

→,

且AE
→
=xAD

→
+yAB

→
+zAA'

→,

所以x=
1
2
,y=

1
2
,z=1.
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            1.(多选)下列命题中为假命题的是 (  )
A.任意两个空间向量的模能比较大小

B.将空间中所有的单位向量移到同一个起点,则它

们的终点构成一个圆

C.空间向量就是空间中的一条有向线段

D.不相等的两个空间向量的模必不相等

BCD 解析:对于选项A,向量的模即向量的长度,
是一个数量,所以任意两个空间向量的模可以比较

大小;对于选项B,其终点构成一个球面;对于选项

C,零向量不能用有向线段表示;对于选项D,向量a
与向量b 不相等,它们的模可以相等.

2.如 图,在 长 方 体 ABCD-

A1B1C1D1 中,BA→+BC→+

DD1
→= (  )

A.D1B1
→ B.D1B→

C.DB1
→ D.BD1

→

D 解析:在长方体 ABCD-A1B1C1D1 中,BA→+

BC→+DD1
→=(BA→+AD→)+DD1

→=BD→+DD1
→

=BD1
→.

3.如图,在四棱锥A-OBCD 中,E 为△ACD 的重心.
若AB→=a,AC→=b,AD→=c,则BE→= (  )

A.-a+
1
2b+

1
2c B.-a+

1
3b+

1
3c

C.a+
2
3b+

2
3c D.-a+

1
3b-

1
3c

B 解析:如图,连接AE 并延长交CD 于点F.

因为E 为△ACD 的重心,则 F 为CD 的中点,且

AE→=
2
3AF→,

所以BE→=AE→-AB→=
2
3AF→-AB→=

2
3×

1
2
(AC→+

AD→)-AB→=
1
3AC→+

1
3AD→-AB→=-a+

1
3b+

1
3c.

4.已知平行六面体ABCD-A'B'C'D',则下列结论错

误的是 (  )

A.AB→-CB→=AC→

B.AC'→=AB→+B'C'→+CC'→

C.AA'→=CC'→

D.AB→+BB'→+BC→+C'C→=AC'→

D 解析:如 图,对 于 A,AB→-CB→=AB→+BC→=

AC→,故A正确;

对于B,因为B'C'→=BC→,所以AB→+B'C'→+CC'→=

AB→+BC→+CC'→=AC'→,故B正确;

对于C,AA'→=CC'→,故C正确;

对于D,因 为BB'→=CC'→,所 以AB→+BB'→+BC→+

C'C→=(AB→+BC→)+(BB'→-CC'→)=AC→,故D错误.
故选D.

1.(多选)已知正方体 ABCD􀆼A1B1C1D1 的中心为

O,则下列结论中,正确的是 (  )

A.OA→+OD→与OB1
→+OC1

→是一对相反向量

B.OB→-OC→与OA1
→-OD1

→是一对相反向量

C.OA→+OB→+OC→+OD→与OA1
→+OB1

→+OC1
→+OD1

→

是一对相反向量

D.OA1
→-OA→与OC→-OC1

→是一对相反向量

ACD 解析:利用图形及向量的运算可知,B是相

等向量,A,C,D是相反向量.
2.(多选)在正方体 ABCD-A1B1C1D1中,下列各式

运算结果为AC1
→的有 (  )

A.AB→+BC→+CD→

B.AA1
→+B1C1

→+D1C1
→

C.AB→-C1C→+B1C1
→

D.AA1
→+DC→+B1C1

→

BCD 解析:AB→+BC→+CD→=AD→≠AC1
→,故 A错
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误;AA1
→+B1C1

→+D1C1
→=AA1

→+A1D1
→+D1C1

→=

AC1
→,故B正确;AB→-C1C→+B1C1

→=AB→+CC1
→+

B1C1
→=AB→+BB1

→+B1C1
→=AC1

→,故C正确;AA1
→

+DC→+B1C1
→=AA1

→+A1B1
→+B1C1

→=AC1
→,故 D

正确.故选BCD.
3.在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,若点O 是底面正

方形A1B1C1D1 的中心,且AO→=xAB→+yAD→+

zAA1
→,则x+y+z=    .

2 解析:由题意可知x=y=
1
2
,z=1,故x+y+z

=2.
4.在空间四边形ABCD 中,G 为△BCD 的重心,E,
F,H 分别为边CD,AD 和BC 的中点,化简下列

各式.

(1)AG→+
1
3BE→+

1
2CA
→;

(2)
1
2
(AB→+AC→-AD→).

解:(1)根据空间向量的运算法则,可得AG→+
1
3BE→

+
1
2CA
→=AB→+BG→+

1
3BE→+

1
2CA→=AB→+

2
3BE→

+
1
3BE→+

1
2CA→=AB→+BE→+

1
2CA
→=AE→+

1
2CA→

=
1
2AC→+

1
2AD→+

1
2CA
→=

1
2AD→=AF→.

(2)如图,分别取AB,AC 的中点P,Q,连接PH,

QH,则四边形APHQ 为平行四边形,且有
1
2AB→=

AP→,
1
2AC→=AQ→,AP→+AQ→=AH→,

1
2AD→=AF→.

根据空 间 向 量 的 运 算 法 则,可 得
1
2
(AB→+AC→-

AD→)=AH→-
1
2AD→=AH→-AF→=FH→.
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第2课时 共线向量与共面向量

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.经历由平面向量的线性运算及其法则推广到空间向量的过程,掌握空间向量的数乘运算及其运算律.
2.了解空间向量共线、共面的概念,掌握它们的表示方法,能判断空间向量是否共线、共面.
3.了解空间直线的方向向量.
4.通过用向量的方法解决共线、共面问题,培养数形结合的能力.
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【知识清单】
知识点一 向量共线的充要条件

(1)对任意两个空间向量a,b(b≠0),a∥b 的充要条

件是存在实数λ,使a=λb.
(2)如图,O 是直线l上一点,在直

线l上取非零向量a,则对于直线

l上任意一点P,由数乘向量的定

义及向量共线的充要条件可知,存在实数λ,使得OP
→

=λa.我们把与向量a 平行的非零向量称为直线l的方

向向量.这样,直线l上任意一点都可以由直线l上的

一点和它的方向向量表示,也就是说,直线可以由其

上一点和它的方向向量确定.
知识点二 向量共面的充要条件

(1)如图,如果表示向量a 的有向线段OA
→

所在的直线

OA 与直线l平行或重合,那么称向量a 平行于直线

l.如果直线OA 平行于平面α 或在平面α 内,那么称

向量a 平行于平面α.平行于同一个平面的向量,叫做

共面向量.

(2)如果两个向量a,b 不共线,那么向量p 与向量a,
b共面的充要条件是存在唯一的有序实数对(x,y),
使p=xa+yb.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若A,B,C 三点共线,则AB→与AC→共线.

( √ )

(2)若向量AB→与向量CD→是共线向量,则点A,B,
C,D 必在同一条直线上. ( × )
(3)若向量a,b,c共面,则表示这三个向量的有向

线段所在的直线共面. ( × )
(4)空间中任意三个向量一定是共面向量.

( × )
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2.若a,b是平面α内的两个向量,则下列命题中是真

命题的是 (  )
A.α内任一向量p=λa+μb(λ,μ∈R)
B.若存在λ,μ∈R,使λa+μb=0,则λ=μ=0
C.若a,b不共线,则空间任一向量p=λa+μb(λ,μ
∈R)

D.若a,b不共线,则平面α内任一向量p=λa+μb
(λ,μ∈R)

D 解析:当a 与b 共线时,A项不正确;当a 与b
是相反向量,λ=μ≠0时,λa+μb=0仍成立,故B
项不正确;若a 与b 不共线,则与a,b 共面的任意

向量可以用a,b 表示,对空间向量则不一定,故C
项不正确,D项正确.

3.请思考并回答下列问题:
(1)对于空间向量a,b,c,若a∥b 且b∥c,是否可

以得到a∥c?
提示:不能.若b=0,则对任意向量a,c 都有a∥b
且b∥c.
(2)怎样利用向量共线证明A,B,C 三点共线?

提示:只需证明向量AB→与BC→(或AB→与AC→,或AC→与

BC→)共线即可.
(3)空间中任意两个向量一定是共面向量吗?
提示:空间中任意两个向量都可以平移到同一个平

面内,成为同一个平面内的两个向量,因此一定是

共面向量.
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向量共线的充要条件

例1 如图,已知四边形ABCD 是空间四边形,E,H
分别是边AB,AD 的中点,F,G 分别是边CB,CD 上

的点,且CF
→
=
2
3CB
→,CG

→
=
2
3CD
→

.求 证:四 边 形

EFGH 是梯形.

证明:因为E,H 分别是AB,AD 的中点,

所以AE
→
=
1
2AB
→,AH

→
=
1
2AD
→,

所以EH
→
=AH

→
-AE
→
=
1
2AD
→
-
1
2AB
→
=
1
2BD
→
=

1
2
(CD
→
-CB
→)=

1
2 (32CG

→
-
3
2CF
→

)=34(CG
→
-CF
→)

=
3
4FG
→,

所以EH
→
∥FG
→,且|EH

→
|=
3
4|FG

→
|≠|FG

→
|.

又点F,G 不在直线EH 上,
所以四边形EFGH 是梯形.
【探究总结】

1.利用向量共线的充要条件可以证明三点共线或两

直线平行,解题时应注意向量共线与两直线平行的

区别.
2.判断或证明两向量a,b(b≠0)共线,就是寻找实数

λ,使a=λb成立,为此常结合已知图形,运用空间

向量的线性运算法则将目标向量化简或用同一组

向量表示.

已知非零向量a,b,且AB
→
=a+2b,BC

→
=-5a+6b,

CD
→
=7a-2b,则A,B,C,D 四点中,一定共线的三点是

(  )
A.A,B,D B.A,B,C
C.B,C,D D.A,C,D

A 解析:因为AD
→
=AB
→
+BC
→
+CD
→
=3a+6b=3(a

+2b)=3AB
→,所以AD

→
∥AB
→

.因为AD
→

与AB
→

有公共

点A,所以A,B,D 三点共线.
向量共面的充要条件

例2 如图,已知矩形 ABCD 所在的平面和矩形

ADEF 所在的平面互相垂直,点M,N 分别在对角线

BD,AE 上,且BM=
1
3BD,AN=

1
3AE.求证:向量

MN
→,CD

→,DE
→

共面.

证明:因为点 M 在BD 上,且BM=
1
3BD,

所以MB
→
=
1
3DB
→
=
1
3DA
→
+
1
3AB
→

.

同理AN
→
=
1
3AD
→
+
1
3DE
→

.

所以MN
→
=MB
→
+BA
→
+AN
→
= (13DA

→
+
1
3AB
→

)+BA
→

+ ( 13AD
→
+
1
3DE
→

) =23BA
→
+
1
3DE
→
=
2
3CD
→
+

1
3DE
→

.

又CD
→

与DE
→

不共线,根据向量共面的充要条件可知

MN
→,CD

→,DE
→

共面.
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【探究总结】
对于空间四点P,M,A,B,可通过证明下列结论成立

来证明四点共面:(其中x,y,z∈R)

(1)MP→=xMA→+yMB→;

(2)对空间任一点O,OP→=OM→+xMA→+yMB→;

(3)对空间任一点O,OP→=xOA→+yOB→+zOM→(x
+y+z=1);

(4)PM→∥AB→(或PA→∥MB→,或PB→∥AM→).

(多选)已知O 为空间任意一点,在下列条件中,使点

M,A,B,C 一定共面的是 (  )

A.OM
→
=OA
→
+OB
→
-OC
→

B.OM
→
=
1
5OA
→
+
1
3OB
→
+
1
2OC
→

C.MA
→
+MB
→
+MC
→
=0

D.OM
→
+OA
→
+OB
→
+OC
→
=0

AC 解析:空间的四点 M,A,B,C 共面,只需满足

OM
→
=xOA

→
+yOB

→
+zOC

→,且x+y+z=1.C项可

表示为OM
→
=
1
3OA
→
+
1
3OB
→
+
1
3OC
→,A,C项满足.故

选AC.
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1.对于空间中的三个向量a,b,2a-b,它们一定是

(  )
                A.共面向量

B.共线向量

C.不共面向量

D.既不共线也不共面向量

A 解析:由共面向量定理易得答案选A.

2.设空间四点O,A,B,P 满足OP→=mOA→+nOB→,其中

m+n=1,则 (  )
A.点P 一定在直线AB 上

B.点P 一定不在直线AB 上

C.点P 不一定在直线AB 上

D.以上都不对

A 解析:由m+n=1可得m=1-n.
结合 题 意 可 知OP→=(1-n)OA→+nOB→=OA→+

n(OB→-OA→),即OP→-OA→=n(OB→-OA→),所以AP→

=nAB→.据此可知A,P,B 三点共线,点P 一定在

直线AB 上.
3.下列条件中,能说明空间不重合的三点A,B,C 共

线的是 (  )

A.AB→+BC→=AC→ B.AB→-BC→=AC→

C.AB→=BC→ D.|AB→|=|BC→|

C 解析:对于空间中的任意向量,都有AB→+BC→=

AC→,选项 A不满足题意.若AB→-BC→=AC→,则AC→

+BC→=AB→,而AC→+CB→=AB→.据此可知BC→=CB→,
即B,C 两点重合,选项B不满足题意.AB→=BC→,则

A,B,C 三 点 共 线,选 项 C 满 足 题 意.|AB→|=
|BC→|,则线段AB 的长度与线段BC 的长度相等,
不一定有A,B,C 三点共线,选项D不满足题意.故
选C.

4.若a=-i+2j-k,b=-3i+6j-3k,c=-2i+
4j-2k,则a,b,c (  )

A.可构成锐角三角形

B.可构成直角三角形

C.可构成钝角三角形

D.不可以构成三角形

D 解析:由题意知,b=3a,c=2a,所以a,b,c 共

线,所以a,b,c不可以构成三角形.
5.下列结论中,正确的是    .(填序号)

①若a,b,c 共面,则存在实数x,y,使得a=xb
+yc;

②若a,b,c 不共面,则不存在实数x,y,使得a=
xb+yc;

③若a,b,c共面,b,c不共线,则存在实数x,y,使
得a=xb+yc;

④若存在实数x,y 使a=xb+yc,则a,b,c共面.
②③④ 解析:对 于①,若b,c 共 线,且a,b 不

共线,
则不存在实数x,y,使a=xb+yc,故①错误;
由共面向量的基本定理可知②,③,④均正确.

6.已知e1,e2,e3 不共面,若AB→=e1+e2+e3,BC→=e1+
λe2+μe3,且A,B,C 三点共线,则λ+μ=    .

2 解析:因为A,B,C 三点共线,所以AB→=xBC→.
因为e1,e2,e3 不共面,所以有e1+e2+e3=x(e1+
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λe2+μe3)=xe1+xλe2+xμe3,故
x=1,
xλ=1,
xμ=1,

ì

î

í

ïï

ïï
解 得

λ=1,

μ=1,{ 所以λ+μ=1+1=2.

1.已知正方体ABCD-A1B1C1D1,P,M 为空间任意两

点,如果有PM→=PB1
→+7BA→+6AA1

→-4A1D1
→,那么

点M (  )
A.在平面BAD1 内

B.在平面BA1D 内

C.在平面BA1D1 内

D.在平面AB1C1 内

C 解析:由PM→=PB1
→+7BA→+6AA1

→-4A1D1
→

=PB1
→+BA→+6BA1

→-4A1D1
→=PB1

→+B1A1
→+

6BA1
→-4A1D1

→=PA1
→+6(PA1

→-PB→)-4(PD1
→-

PA1
→)=11PA1

→-6PB→-4PD1
→,易知 M,B,A1,

D1四点共面.故选C.
2.已知在四面体OABC,空间的一点 M 满足OM→=
1
4OA→+

1
6OB
→+λOC→.若 M,A,B,C 四点共面,则

λ等于 (  )

A.
7
12 B.

1
3 C.

5
12 D.

1
2

A 解析:因为 M,A,B,C 四点共面,所以
1
4+

1
6

+λ=1,解得λ=
7
12.

故选A.

3.若AB→=λCD→+μCE
→(λ,μ∈R),则直线AB 与平面

CDE 的位置关系为        .
AB⊂平面CDE 或AB∥平面CDE 解析:由AB→

=λCD→+μCE→(λ,μ∈R)及共面向量定理可知向量

AB→与向量CD→,CE→共面,
即直线 AB 可 能 在 平 面CDE 内,也 可 能 与 平 面

CDE 平行.
4.如 图,在 四 棱 柱 ABCD-A1B1C1D1 中,D1E→ =
kD1A→,D1F→=kD1B→,D1G→=kD1C→,D1H→=kD1D→.

(1)当k=
3
4

时,试用AB→,AD→,AA1
→表示AF→;

(2)求证:E,F,G,H 四点共面.

(1)解:在 四 棱 柱 ABCD-A1B1C1D1 中,AD1
→=

AA1
→+AD→.因为k=

3
4
,

所以AF→=AE→+EF→=
1
4AD1

→+D1F→-D1E→=

1
4AD1

→+
3
4D1B→-

3
4D1A→=

1
4AD1

→+
3
4AB→

=
1
4AA1

→+
1
4AD→+

3
4AB→.

(2)证明:设AC→=λAB→+μAD→(λ,μ 不为0),

则EG→=D1G→-D1E→=kD1C→-kD1A→=kAC→=
k(λAB→+μAD→)=kλAB→+kμAD→

=kλ(D1B→-D1A→)+μk(D1D→-D1A→)=λ(D1F→-
DE→)+μ(D1H→-D1E→)=λEF→+μEH→,
所以EF→,EG→,EH→共面,所以E,F,G,H 四点共面.
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1.1.2 空间向量的数量积运算

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.了解空间向量的夹角、模的概念及其表示.
2.掌握空间向量的数量积及其运算律,了解空间向量投影的概念及投影向量的意义.
3.能运用向量的数量积解决立体几何中简单的垂直、长度等问题.
4.培养利用向量的方法解决立体几何问题的能力.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 空间向量的夹角

(1)定义

如图,已知两个非零向量a,b,在空间任取一点O,作

OA
→
=a,OB

→
=b,则∠AOB 叫做向量a,b 的夹角,记

作<a,b>.
(2)夹角的范围

通常规定,0≤<a,b>≤π.这样,两个向量的夹角是唯

一确定的,且<a,b>=<b,a>.如果<a,b>=
π
2
,那么向
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量a,b 互相垂直,记作a⊥b.
知识点二 空间向量的数量积、运算律

(1)定义

已知两个非零向量a,b,则|a||b|cos<a,b>叫做a,b
的数量积,记作a·b.即a·b=|a||b|cos<a,b>.其

中,|a|cos<a,b>
b
|b|

称为向量a 在向量b 上的投影

向量.特别地,零向量与任意向量的数量积为0.
(2)线面角

如图,向量a 向平面β投影,就是分别由向量a的起点

A 和终点B 作平面β的垂线,垂足分别为A',B',得到

向量A'B'
→,向量A'B'

→
称为向量a 在平面β上的投影向

量.这时,向量a,A'B'
→

的夹角就是向量a 所在直线与

平面β所成的角.

(3)空间两个向量的数量积的性质

向量数量

积的性质

垂直 若a,b是非零向量,则a⊥b⇔a·b=0

共线
同向:a·b=|a||b|,
反向:a·b=-|a||b|

模

a·a=|a||a|cos<a,a>=|a|2,

|a|= a·a,

|a·b|≤|a||b|

夹角 若θ为a,b的夹角,则cosθ=
a·b
|a||b|

(4)空间向量的数量积满足的运算律

①(λa)·b=λ(a·b),λ∈R;
②a·b=b·a(交换律);
③(a+b)·c=a·c+b·c(分配律).

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)对于非零向量a,b,<a,b>与<a,-b>相等.

( × )
(2)对 于 任 意 向 量a,b,c,都 有(a·b)·c=
a·(b·c). ( × )
(3)若a·b=b·c,且b≠0,则a=c. ( × )
(4)(3a+2b)·(3a-2b)=9|a|2-4|b|2.

( √ )
2.已知向量a 和b的夹角为120°,且|a|=2,|b|=5,

则(2a-b)·a= (  )

A.12 B.8+ 13
C.4 D.13
D 解析:(2a-b)·a=2a2-b·a=2|a|2-|a|·

|b|cos120°=2×4-2×5× -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=13.

3.请思考并回答下列问题:
(1)若a·b=0,则一定有a⊥b吗?
提示:不一定,也可能a=0或b=0.
(2)若a·b>0,则<a,b>一定是锐角吗?
提示:不一定,当<a,b>=0时,也有a·b>0,故当

a·b>0时,<a,b>不一定是锐角.
(3)a·b=a·c⇒b=c成立吗?
提示:不成立.
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空间向量数量积的运算

            1.已知空间四边形ABCD 的每条边和对角线的长都

等于a,点E,F 分别是BC,AD 的中点,则AE
→·

AF
→
=    .

1
4a

2 解析:AE
→·AF

→
= ( 12AB

→
+
1
2AC
→

) ·

1
2AD
→
=
1
4AB
→·AD

→
+
1
4AC
→·AD

→
=2×

1
4a2·

cos60°=
1
4a

2.

2.在正三棱锥P-ABC 中,O 是△ABC 的中心,PA=
AB=2,则PO→·PA→=    .
8
3 

解析:如图所示,

因为P-ABC 为正三棱锥且PA=AB=2,
取BC 的中点 M,连接 AM,因为 O 是△ABC 的

中心,

所以A,O,M 三点共线且AO=
2
3AM,

所以PO→=PA→+AO→=PA→+
2
3AM→=PA→+

2
3×

1
2
(AB→+AC→)=PA→+

1
3AB→+

1
3AC→,

所 以PO→·PA→= PA→+
1
3AB→+

1
3AC→æ

è
ç

ö

ø
÷ ·PA→=

PA→2-
1
3PA→·BA→-

1
3PA→·CA→

=4-
1
3×2×2×

1
2-

1
3×2×2×

1
2=

8
3.

3.如图,已知长方 体 ABCD-A1B1C1D1 中,AB=
AA1=2,AD=4,E 为AB1 的中点,F 为A1D1 的

中点,试计算:
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(1)BC→·ED1
→;

(2)BF→·AB1
→;

(3)EF→·FC1
→.

解:设AB→=a,AD→=b,AA1
→=c,则|a|=|c|=2,

|b|=4,a·b=b·c=c·a=0.
(1)BC→ · ED1

→ = BC→ · (A1D1
→ - A1E→)=

BC→· A1D1
→-

1
2
(A1A→+AB→)é

ë
êê

ù

û
úú

=b· 1
2
(c-a)+bé

ë
êê

ù

û
úú=|b|2=16.

(2)BF→·AB1
→=(BA1

→+A1F→)·(AB→+AA1
→)=

(AA1
→-AB→+A1F→)·(AB→+AA1

→)

=c-a+
1
2b

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·(a+c)=|c|2-|a|2=0.

(3)EF→·FC1
→=(EA1

→+A1F→)·(FD1
→+D1C1

→)=
1
2
(AA1
→-AB→)+A1F→

é

ë
êê

ù

û
úú ·(FD1

→+D1C1
→)

= 1
2
(c-a)+

1
2b

é

ë
êê

ù

û
úú ·

1
2b+a

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2
(-a+b+

c)· 1
2b+a

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

1
2|a|

2+
1
4|b|

2=2.

【探究总结】

1.只有两个非零空间向量才有夹角,当两个非零空间

向量共线同向时,夹角为0,共线反向时,夹角为π.
2.对空间任意两个非零向量a,b有:①<a,b>=<b,a>;
②<-a,b>=<a,-b>=π-<a,b>;③<-a,-b>=
<a,b>.

利用数量积证明空间中的垂直

关系

例1 如图,在空间四边形OABC 中,已知∠AOB=
∠BOC=∠AOC,且OA=OB=OC,M,N 分别是

OA,BC 的中点,G 是MN 的中点.求证:OG⊥BC.

例1 证明:如图,连接 ON,设∠AOB=∠BOC=

∠AOC=θ,OA
→
=a,OB

→
=b,OC

→
=c,则|a|=|b|

=|c|.

又OG
→
=
1
2
(OM
→
+ON
→)=

1
2
1
2OA
→
+
1
2
(OB
→
+OC
→)é

ë
êê

ù

û
úú

=
1
4
(a+b+c),BC

→
=OC
→
-OB
→
=c-b,所以OG

→·

BC
→
=
1
4
(a+b+c)·(c-b)=

1
4
(a·c-a·b+b·

c-b2+c2-b·c)=
1
4
(|a|2·cosθ-|a|2·cosθ

-|a|2+|a|2)=0.

所以OG
→
⊥BC
→,即OG⊥BC.

【探究总结】
用向量法证明空间中垂直关系的步骤

(1)把几何问题转化为向量问题;
(2)用已知向量表示关键向量;
(3)结合向量的数量积公式和运算律证明数量积

为0;
(4)从向量问题返回到几何问题.

如图,在正方体 ABCD-A1B1C1D1 中,O 为AC 与

BD 的 交 点,G 为 CC1 的 中 点.求 证:A1O ⊥ 平

面GBD.

证明:设A1B1
→
=a,A1D1

→
=b,A1A

→
=c,

则a·b=0,b·c=0,a·c=0,|a|=|b|=|c|.

因为A1O
→
=A1A

→
+AO
→
=A1A

→
+
1
2
(AB
→
+AD
→)=c+

1
2a+

1
2b
,

BD
→
=AD
→
-AB
→
=b-a,

OG
→
=OC
→
+CG
→
=
1
2
(AB
→
+AD
→)+

1
2CC1
→
=
1
2a+

1
2b

-
1
2c
,

所以A1O
→·BD

→
= (c+12a+

1
2b) ·(b-a)=c·b

-c·a+
1
2a

·b-
1
2a

2+
1
2b

2-
1
2b

·a=
1
2
(b2-

a2)=
1
2
(|b|2-|a|2)=0,
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所以A1O
→
⊥BD
→,即A1O⊥BD.

同理可证A1O
→
⊥OG
→,即A1O⊥OG.

又因为OG∩BD=O,OG⊂平面GBD,BD⊂平面

GBD,所以A1O⊥平面GBD.

利用向量的数量积求夹角和模长

例2 如图,正四面体ABCD 的棱长为a,M,N 分别

是棱AB,CD 上的点,且 MB=2AM,CN=
1
2ND,

求|MN
→
|的值.

解:因为MN
→
=MB
→
+BC
→
+CN
→
=
2
3AB
→
+(AC

→
-AB
→)

+
1
3
(AD
→
-AC
→)=-

1
3AB
→
+
1
3AD
→
+
2
3AC
→,

所以MN
→·MN

→
= (-13AB

→
+
1
3AD
→
+
2
3AC
→

)
2

=

1
9AB
→2
+
1
9AD
→2
+
4
9AC
→2
-
2
9AD
→·AB

→
-
4
9AB
→·

AC
→
+
4
9AC
→·AD

→
=
1
9a

2+
1
9a

2+
4
9a

2-
1
9a

2-
2
9a

2

+
2
9a

2=
5
9a

2.故|MN
→
|=

5
3a.
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􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.本例的条件不变,求异面直线AC 与MN 所

成角的余弦值.

解:因为MN→=-
1
3AB→+

2
3AC→+

1
3AD→,

所以MN→·AC→= -
1
3AB→+

2
3AC→+

1
3AD→æ

è
ç

ö

ø
÷ ·AC→

=-
1
3AB→·AC→+

2
3AC→2+

1
3AD→·AC→=-

1
6a

2+

2
3a

2+
1
6a

2=
2
3a

2,

所以cos<MN→,AC→>=

2
3a

2

5
3a

·a
=
25
5
,即异面直线

AC 与MN 所成角的余弦值为
25
5 .
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思考2.把本例中的条件“MB=2AM,CN=
1
2ND”

改 为 “M,N 分 别 是 AB,CD 的 中 点”,求

MN→ 的值.

解:MN→=MA→+AN→=-
1
2AB→+

1
2AC→+

1
2AD→.

因为AC→,AB→,AD→两两的夹角均 为
π
3
,且 AB→ =

AC→ = AD→ =a,

所以|MN→|2= -
1
2AB
→+

1
2AC
→+

1
2AD
→ 2

=
1
4
(AB→2+

AC→2+AD→2-2AB→·AC→-2AB→·AD→+2AD→·AC→)=
1
4( AB→ 2+ AC→ 2+ AD→ 2-2AB→ · AC→ cos

π
3-

2AB→ · AD→ cos
π
3+2AD→ · AC→ cos

π
3)=12a

2,

故 MN→ =
2
2a.

【探究总结】

1.利用数量积求异面直线所成角θ的余弦值的步骤:
(1)分别在两条异面直线上取向量a,b;
(2)求向量夹角的余弦值cos<a,b>;
(3)得结果,即cosθ=|cos<a,b>|.

2.用数量积求两点间距离的步骤:
(1)用向量a 的长度表示此距离;
(2)用其他已知向量表示向量a;
(3)用公式a·a=|a|2,求|a|.

如图,三 棱 柱 ABC-A1B1C1 的 所 有 棱 长 都 为 a,

∠BAA1=∠CAA1=60°.

(1)求|AB1
→|,|BC1

→|;

(2)求向量AB1
→与BC1

→夹角的余弦值.

解:(1)因为AB1
→
=AB
→
+AA1

→,

所以|AB1
→
|2=(AB

→
+AA1

→)2

=AB
→2
+2AB

→·AA1
→
+AA1

→2

=a2+2·a·acos60°+a2

=3a2,

所以|AB1
→
|= 3a.

因为BC1
→
=BB1

→
+BC
→
=AA1

→
+(AC

→
-AB
→)=AC

→
+

AA1
→
-AB
→,
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所以|BC1
→
|2=(AC

→
+AA1

→
-AB
→)2

=AC
→2
+AA1

→2
+AB
→2
+2AC

→·AA1
→
-2AC

→·AB
→
-

2AB
→·AA1

→
=a2+a2+a2+a2-a2-a2=2a2,

所以|BC1
→
|= 2a.

(2)因为AB1
→·BC1

→
=(AB

→
+AA1

→)·(AC
→
+AA1

→
-

AB
→)

=(AB
→
+AA1

→)·AC
→
+(AA1

→
+AB
→)·(AA1

→
-AB
→)

=AB
→·AC

→
+AA1

→·AC
→
+AA1

→2
-AB
→2

=a·acos60°+a·acos60°+a2-a2=a2,

所以cos<AB1
→,BC1

→>=
AB1
→·BC1

→

|AB1
→
||BC1

→
|
=

a2

3a× 2a

=
6
6.

故向量AB1
→

与BC1
→

夹角的余弦值为
6
6.
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1.(多选)设a,b,c是任意的非零向量,且它们相互不

共线,则下列结论正确的是 (  )
A.(a·b)c-(c·a)b=0

B.|a|= a·a
C.a2b=b2a
D.(3a+2b)·(3a-2b)=9|a|2-4|b|2

BD 解析:因为数量积不满足结合律,故A不一定

成立;由数量积的性质可知B正确,C中结论不一

定成立,D运算正确.
               2.在棱长为1的正方体ABCD-A1B1C1D1 中,设AB→

=a,AD→=b,AA1
→=c,则a·(b+c)的值为(  )

A.1 B.0 C.-1 D.-2
B 解析:由题意可得AB⊥AD,AB⊥AA1,
所以a⊥b,a⊥c,所以a·b=0,a·c=0,
所以a·(b+c)=a·b+a·c=0.故选B.

3.已知a,b 均为单位向量,它们的夹角为60°,那么

|a+3b|等于 (  )

A.7 B.10 C.13 D.4
C 解析:因为|a+3b|2=(a+3b)2=a2+9b2+
6a·b=1+9+6|a||b|cos60°=13,

所以|a+3b|= 13.

4.已知|a|=2,|b|= 2,且a 与2b-a 互相垂直,则
向量a 与b的夹角为    .
45° 解析:由于a 与2b-a 互相垂直,
所以a·(2b-a)=0,
即2a·b-|a|2=0,
所以2|a||b|cos<a,b>=4,

所以cos<a,b>=
4

2×2× 2
=
2
2
,

所以a 与b 的夹角为45°.
5.已知|a|=2,|b|=1,<a,b>=60°,则使向量a+λb

与λa-2b 的夹角为钝角的实数λ 的取值范围是 
   .

(- 1 - 3,- 1 + 3) 解 析:由 题 意

知
(a+λb)·(λa-2b)<0,

cos<a+λb,λa-2b>≠-1,{
即
(a+λb)·(λa-2b)<0,
(a+λb)·(λa-2b)≠-|a+λb||λa-2b|,{

得λ2+2λ-2<0,解得-1- 3<λ<-1+ 3.

故实数λ的取值范围是(-1- 3,-1+ 3).

6.如图,在平行六面体ABCD-A1B1C1D1 中,以顶点

A 为端点的三条棱的长都为1,且两两夹角为60°,
求AC1 的长.

解:因 为AC1
→=AB→+BC→+CC1

→,所 以|AC1
→|2=

(AB→+BC→+CC1
→)2=AB→2+BC→2+CC1

→2+2AB→·

BC→+2BC→·CC1
→+2AB→·CC1

→=1+1+1+

2|AB→||BC→|cos60°+2|BC→||CC1
→|cos60°+2|AB→|·

|CC1
→|·cos60°=6.所以|AC1

→|= 6,故 AC1 的长

为 6.
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1.已知空间四边形 ABCD,∠ACD=∠BDC=90°,
且AB=2,CD=1,则AB 与CD 所成的角是

(  )

            A.30° B.45°
C.60° D.90°
C 解析:根据∠ACD=∠BDC=90°,得AC→·CD→=
DB→·CD→=0,所以AB→·CD→=(AC→+CD→+DB→)·

CD→=AC→·CD→+|CD→|2+DB→·CD→=|CD→|2=1,

所以cos<AB→,CD→>=
AB→·CD→

|AB→||CD→|
=
1
2
,

所以AB 与CD 所成的角是60°.
2.(多选)在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,下列结论

正确的有 (  )

A.(A1A→+AD→+AB→)2=3AB→2

B.A1C→·(A1B1
→-A1A→)=0

C.AD1
→与A1B→的夹角为60°

D.正方体的体积为|AB→·A1A→·AD→|

AB 解析:如图,(A1A→+AD→+AB→)2=(A1A→+

AD→+DC→)2=A1C→2=3AB→2,故A正确;

由正方体的性质易证AB1⊥平面A1BC,因为A1C

⊂平面A1BC,所以AB1⊥A1C,所以A1C→·(A1B1
→

-A1A→)=A1C→·AB1
→=0,故B正确;

AD1
→与A1B→的夹角是D1C→与D1A→夹 角 的 补 角,而

D1C→与D1A→的夹角为60°,故AD1
→与A1B→的夹角为

120°,故C错误;
正方体的体积为|AB→||A1A→||AD→|,故D错误.

3.如图,四个棱长为1的正方体组成一个正四棱柱,

AB 是一条侧棱,Pi(i=1,2,…,8)是上底面上的八

个点,xi=AB→·APi
→(i=1,2,…,8),用列举法表示

xi 组成的集合    .

{1} 解析:由题意得xi=AB→·APi
→=AB→(AB→+

BPi
→)=AB→2+AB→·BPi

→(i=1,2,…,8).又因为

AB⊥平面BP2P8P6,AB→⊥BPi
→,则AB→·BPi

→=0.

所以xi=AB→2+AB→·BPi
→=|AB→|2=1,则xi=

AB·APi
→(i=1,2,…,8)=1.

4.如图,在四棱锥P-ABCD 中,底面ABCD 为直角梯

形,AD∥BC,∠BAD=90°,PA⊥底面ABCD,且

PA=AD=AB=2BC,M,N 分别为PC,PB 的

中点.
(1)求证:PB⊥DM;
(2)求AC 与PD 所成角的余弦值.

(1)证明:因为∠BAD=90°,所以AB⊥AD.因为PA
⊥平面 ABCD,AB,AD⊂平面 ABCD,所以 AP⊥
AB,AP⊥AD.故AB→·AD→=AP→·AB→=AP→·AD→=

0.由题意知,PB→=AB→-AP→,DM→=
1
2
(DP→+DC→)

=
1
2
(AP→-AD→+AB→-

1
2AD→)=

1
2AP→+

1
2AB→-

3
4 AD→,则 PB→ · DM→ = (AB→ - AP→ )·

1
2AP→+

1
2AB→-

3
4AD→æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2|AB→|2-

1
2|AP→|2

=0,

所以PB→⊥DM→,即PB⊥DM.
(2)解:设PA=AD=AB=2BC=2,

由于PD→=AD→-AP→,AC→=AB→+
1
2AD→,

则|PD→|2=|AD→-AP→|2=AD→2-2AD→·AP→+

AP→2=8,故|PD→|=22;

|AC→|2= AB→+
1
2AD→

2

=|AB→|2+2AB→·1
2AD→

+
1
4|AD→|2=5,故|AC→|= 5.

因为PD→·AC→=(AD→-AP→)· AB→+
1
2AD→æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
2|AD→|2=2,

所以cos<PD→,AC→>=
2

22× 5
=
10
10 .

故AC 与PD 所成角的余弦值为
10
10 .
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1.2 空间向量基本定理

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.了解空间向量的基本定理及其意义.
2.掌握空间向量的正交分解.
3.会在简单问题中选用空间三个不共面向量作为基向量表示其他向量.
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􀪋
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【知识清单】
知识点一 空间向量基本定理

(1)分向量

如果i,j,k 是空间三个两两垂直的向量,那么对任意

一个空间向量p,存在唯一的有序实数组(x,y,z),
使得p=xi+yj+zk .我们称xi,yj,zk 分别为向

量p 在i,j,k 上的分向量.
(2)空间向量基本定理

如果三个向量a,b,c 不共面,那么对任意一个空间

向量p,存在唯一的有序实数组(x,y,z),使得p=
xa+yb+zc.
知识点二 基底

如果三个向量a,b,c 不共面,那么所有空间向量组

成的集合就是{p|p=xa+yb+zc,x,y,z∈R}.这个

集合可看作由向量a,b,c生成的,我们把{a,b,c}叫做

空间的一个基底,a,b,c都叫做基向量.空间任意三个

不共面的向量都可以构成空间的一个基底.
知识点三 正交分解

特别地,如果空间的一个基底中的三个基向量两两垂

直,且长度都为1,那么这个基底叫做单位正交基底,
常用{i,j,k}表示.由空间向量基本定理可知,对空间

中的任意向量a,均可以分解为三个向量xi,yj,zk,
使a=xi+yj+zk.像这样,把一个空间向量分解为

三个两两垂直的向量,叫做把空间向量进行 正 交

分解.
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若{OA→,OB→,OC→}不能作为空间的一个基底,则

O,A,B,C 四点共面. ( √ )

(2)空间的任何一个向量都可用三个给定向量表示.
( × )

(3)若向量a,b与任何向量都不能构成空间的一个

基底,则一定有a 与b共线. ( √ )

(4)任何三个不共线的向量都可构成空间的一个基

底. ( × )

2.在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,可以作为空间的

一个基底的是 (  )

A.{AB→,AC→,AD→}

B.{AB→,AA1
→,AB1

→}

C.{D1A1
→,D1C1

→,D1D→}

D.{AC1
→,A1C→,CC1

→}

C 解析:由题意知,D1A1
→,D1C1

→,D1D→不共面,故

{D1A1
→,D1C1

→,D1D→}可以作为空间的一个基底.

3.请思考并回答下列问题:

(1)零向量能不能作为一个基向量?

提示:不能.因为0与任意一个非零向量共线,与任

意两个非零向量共面.
(2)当基底确定后,空间向量基本定理中的实数组

(x,y,z)是否唯一?

提示:唯一.
(3)不同基底下,同一向量的表达式相同吗?

提示:不同基底下,同一向量的表达式一般不同.
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基底的判断

            1.以下四个命题中是真命题的是 (  )
A.空间中任何一个向量都可用其他三个向量表示

B.若{a,b,c}为空间的一个基底,则a,b,c 都不是

零向量

C.△ABC 为直角三角形的充要条件是AB→·AC→=0
D.任何三个不共线的向量都可构成空间的一个

基底

B 解析:由空间基底的概念可知,构成基底的三个

基向量一定不共面,因此一定不共线,且都是非零

向量,故A错误,B正确,D错误;△ABC 为直角三

角形时,∠A 不一定为直角,故C错误.

2.已知{e1,e2,e3}是空间的一个基底,且OA
→
=e1+

2e2-e3,OB
→
=-3e1+e2+2e3,OC

→
=e1+e2-e3.

试判断{OA
→,OB

→,OC
→}能否作为空间的一个基底.

解:假设OA
→,OB

→,OC
→

共面,

则存在实数λ,μ 使得OA
→
=λOB

→
+μOC

→,
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所以e1+2e2-e3=λ(-3e1+e2+2e3)+μ(e1+e2
-e3)=(-3λ+μ)e1+(λ+μ)e2+(2λ-μ)e3.
因为e1,e2,e3 不共面,

所以

-3λ+μ=1,
λ+μ=2,
2λ-μ=-1,

ì

î

í

ïï

ïï

此方程组无解,

所以OA
→,OB

→,OC
→

不共面,

所以{OA
→,OB

→,OC
→}可以作为空间的一个基底.

【探究总结】
判断基底的基本思路及方法

(1)基本思路:判断三个空间向量是否共面,若共面,
则不能构成基底;若不共面,则能构成基底.
(2)方法:①如果向量中存在零向量,那么不能构成基

底;如果其中某个向量可以用另外的向量线性表示,
那么不能构成基底.
②假设a=λb+μc,运用空间向量基本定理,建立关

于λ,μ 的方程组.若方程组有解,则a,b,c共面,不能

构成基底;若方程组无解,则a,b,c 不共面,能构成

基底.
用基底表示空间向量

例1 点P 是矩形ABCD 所在平面外一点,且PA⊥
平面ABCD,M,N 分别是PC,PD 上的点,且PM=
2
3PC

,PN=ND,试求满足MN
→
=xAB

→
+yAD

→
+

zAP
→

的实数x,y,z的值.

解:如图,取PC 的中点E,连接 NE,则MN
→
=EN
→
-

EM
→
=
1
2CD
→
-(PM

→
-PE
→)=

1
2CD
→
- (23PC

→
-

1
2PC
→

)=12CD
→
-
1
6PC
→
=-

1
2AB
→
-
1
6
(-AP

→
+AB
→

+AD
→)=-

2
3AB
→
-
1
6AD
→
+
1
6AP
→

.

因为MN
→
=xAB

→
+yAD

→
+zAP

→,

所以x=-
2
3
,y=-

1
6
,z=

1
6.
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􀪋[一题多思]

思考1.用基底表示向量需要注意哪些问题?
提示:(1)若基底确定,要充分利用向量运算的三角

形法则和平行四边形法则,以及向量数乘运算的运

算律;
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􀪋(2)若没给定基底,首先选择基底,选择时,要尽量使

所选的基向量能方便地表示其他向量,还要注意基

向量的模及其夹角是否已知或易求.

思考2.把本例中的“PM=
2
3PC,PN=ND”改为

“PM→=MC→,PN→=2ND→”,试 用 基 底{AB→,AD→,

AP→}表示向量NM→.
解:因为PM→=MC→,PN→=2ND→,

所以NM→=NP→+PM→=
2
3DP→+

1
2PC→=

2
3
(AP→-

AD→)+
1
2
(AC→-AP→).

又AC→=AB→+AD→,所 以NM→=
2
3
(AP→-AD→)+

1
2
(AB→+AD→-AP→)=

1
2AB→-

1
6AD→+

1
6AP→.

【探究总结】
基向量的选择和使用方法

(1)尽可能选择具有垂直关系的,起点相同的三个不

共面的向量作为基向量.
(2)用基向量表示一个向量时,若此向量的起点与基

向量的起点相同,一般考虑向量的加法,否则考虑向

量的减法;若此向量与一个易求的向量共线,可用数

乘运算.

1.如图,在平行六面体ABCD-A'B'C'D'中,AB→=a,

AD→=b,AA'→=c,P 是CA'的中点,M 是CD'的中

点,N 是C'D'的中点,Q 是CA'上的点,且CQ∶
QA'=4∶1,用基底{a,b,c}表示以下向量:

(1)AP→;(2)AM→;(3)AN→;(4)AQ→.

解:如图,连接AC,AD',AC'.

(1)AP→=
1
2
(AC→+AA'→)

=
1
2
(AB→+AD→+AA'→)=

1
2
(a+b+c).

(2)AM→=
1
2
(AC→+AD'→)
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=
1
2
(AB→+2AD→+AA'→)

=
1
2a+b+

1
2c.

(3)AN→=
1
2
(AC'→+AD'→)

=
1
2
[(AB→+AD→+AA'→)+(AD→+AA'→)]

=
1
2
(AB→+2AD→+2AA'→)

=
1
2a+b+c.

(4)AQ→=AC→+CQ→

=AC→+
4
5
(AA'→-AC→)

=
1
5AC→+

4
5AA'→

=
1
5AB→+

1
5AD→+

4
5AA'→

=
1
5a+

1
5b+

4
5c.

2.已知四棱锥 P-OABC 的底面为矩形,PO⊥平面

OABC.设OA
→
=a,OC

→
=b,OP

→
=c,E,F 分别是PC

和PB 的中点.
(1)判断{a,b,c}能否作为空间的一个基底;
(2)若{a,b,c}可以作为空间的一个基底,用a,b,c

表示BF
→,BE

→,AE
→,EF

→
.

解:(1)因为OA
→,OC

→,OP
→

不共面,所以{a,b,c}能作

为空间的一个基底.
(2)如图所示,连接BO,

则BF
→
=
1
2BP
→
=
1
2
(BO
→
+OP
→)=

1
2
(BA
→
+AO
→
+

OP
→)=

1
2
(-b-a+c)=-

1
2a-

1
2b+

1
2c
,

BE
→
=BC
→
+CE
→
=-a+

1
2CP
→
=-a+

1
2
(CO
→
+

OP
→)=-a-

1
2b+

1
2c
,

AE
→
=AP
→
+PE
→
=AO
→
+OP
→
+
1
2
(PO
→
+OC
→)=-a

+c+
1
2
(-c+b)=-a+

1
2b+

1
2c
,

EF
→
=
1
2CB
→
=
1
2OA
→
=
1
2a.

空间向量基本定理的应用

例2 如图,在平行六面体ABCD-A1B1C1D1 中,底

面ABCD 是边长为1的正方形,AA1=2,∠A1AB=
∠A1AD=120°.

(1)若选取{AB
→,AD

→,AA1
→}作为一个基底,试表示向

量AC1
→;

(2)求向量AC1
→

的模;

(3)求直线AC1 与A1D 所成角的余弦值.

解:(1)AC1
→
=AB
→
+BC
→
+CC1
→
=AB
→
+AD
→
+AA1

→
.

(2)因为|AC1
→
|2=AC1

→2=(AB
→
+AD
→
+AA1

→)2=AB
→2

+AD
→2+AA1

→2+2AB
→·AD

→
+2AD

→·AA1
→
+

2AB
→·AA1

→
=1+1+4+0+2×1×2× (-12 )+2×

1×2× (-12 )=2,所以向量AC1
→

的模为 2.

(3)因为A1D
→
=A1A

→
+AD
→
=-AA1

→
+AD
→,

所以|A1D
→
|
2
=(-AA1

→
+AD
→)2

=AA1
→2+AD

→2-2AA1
→·AD

→

=4+1-2×2×1× (-12 )

=7,所以|A1D
→
|= 7.

又因为AC1
→·A1D

→
=(AB

→
+AD
→
+AA1

→)·(-AA1
→
+

AD
→)=-AB

→·AA1
→
+AB
→·AD

→
-AD
→·AA1

→
+AD
→2

-AA1
→2+AD

→·AA1
→
=-1×2× (-12 )+0-1×2

× (-12 )+1-4+1×2× (-12 )=-2,

所以cos<AC1
→,A1D

→>=
AC1
→·A1D

→

|AC1
→
|·|A1D

→
|
=

-2
2× 7

=

-
14
7 .

所以直线AC1 与A1D 所成角的余弦值为|cos<AC1
→,

A1D
→>|=

14
7 .
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【探究总结】
利用空间向量证明两直线垂直或平行的方法

(1)要证两直线垂直,只需选取三个不共线的已知向

量(通常是已知它们的模及两两的夹角)为基向量,将
两直线的方向向量表示出来,随后证明两方向向量的

数量积为0.
(2)要证明两直线平行,只需选取三个不共线的已知

向量(通常已知它们的模及两两的夹角)为基向量,将
两直线的方向向量表示出来,而后作相应的运算证明

它们共线即可.

如图,在直三棱柱ABC-A'B'C'中,已知AC=BC=
AA',∠ACB=90°,D,E 分别为AB,BB'的中点.
(1)求证:CE⊥A'D;
(2)求异面直线CE 与AC'所成角的余弦值.

(1)证明:设CA
→
=a,CB

→
=b,CC'

→
=c,

则|a|=|b|=|c|,且a·b=b·c=c·a=0.

因为CE
→
=CB
→
+
1
2BB'

→
=b+

1
2c,A'D

→
=A'A

→
+

1
2AB
→
=A'A

→
+
1
2
(CB
→
-CA
→)=-c+

1
2b-

1
2a
,

所以CE
→·A'D

→
=-

1
2c

2+
1
2b

2=0.

所以CE
→
⊥A'D

→,即CE⊥A'D.

(2)解:因为AC'
→
=AC
→
+CC'
→
=-a+c,

所以|AC'
→
|= 2|a|,|CE

→
|=

5
2|a|.

因为AC'
→·CE

→
=(-a+c)· (b+12c)

=
1
2c

2=
1
2|a|

2,

所以 cos<AC'
→,CE

→>=

1
2|a|

2

2×
5
2|a|

2

=
10
10 .

所以异面直线CE 与AC'所成角的余弦值为
10
10 .
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               1.已知{a,b,c}是空间向量的一个基底,则可以与向

量p=a+b,q=a-b构成基底的向量是 (  )
A.a B.b
C.a+2b D.a+2c
D 解析:因为a,p=a+b,q=a-b 为共面向量,
所以不能作为基底,故A错误;因为b,p=a+b,q
=a-b 为共面向量,所以不能作为基底,故B错

误;因为a+2b,p=a+b,q=a-b 为共面向量,
所以不能作为基底,故C错误;因为a+2c,p=a+
b,q=a-b 为不共面向量,所以能作为基底,故D
正确.故选D.

2.设{i,j,k}为空间的一个单位正交基底,m=8i+
3k,n=-i+5j-4k,则m·n 等于 (  )
A.7 B.-20
C.23 D.11
B 解析:因为{i,j,k}为空间的一个单位正交基

底,所以i·j=i·k=j·k=0,i·i=k·k=j·

j=1.
所以m·n=(8i+3k)·(-i+5j-4k)=-8i·i
+40i·j-32i·k-3i·k+15j·k-12k·k=
-20.故选B.

3.已知{e1,e2,e3}是空间的一个基底.若λe1+μe2+ve3
=0(λ,μ,v∈R),则λ2+μ2+v2=    .
0 解析:因为{e1,e2,e3}是空间的一个基底,所以

e1,e2,e3为不共面向量.
又因为λe1+μe2+ve3=0,所以λ=μ=v=0,所以

λ2+μ2+v2=0.
4.已知正方体ABCD-A1B1C1D1 中,点O 为AC1 与

BD1 的交点,AO→=xAB→+yBC→+zCC1
→,则x+y

+z=    .
3
2 

解:因为AO→=
1
2AC1

→=
1
2
(AB→+BC→+CC1

→),

则x=y=z=
1
2
,所以x+y+z=

3
2.
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5.如图,三棱锥O-ABC 各棱长都是1,点D 是棱AB
的中点,点E 在棱OC 上,且OE=λOC,记OA→=a,

OB→=b,OC→=c.
(1)用向量a,b,c表示向量DE→;

(2)求|DE→|的最小值.

解:(1)DE→=DA→+AE→=
1
2BA→+OE→-OA→

=
1
2
(OA→-OB→)+λOC→-OA→=-

1
2a-

1
2b+λc.

(2)因为三棱锥的各棱长都为1,则a2=b2=c2=1,

a·b=a·c=b·c=
1
2
,

所以|DE→|2= -
1
2a-

1
2b+λc

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
1
4+

1
4+λ

2+
1
2a

·b-λa·c-λb·c

=
3
4+λ

2-λ=λ-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
1
2
,

故当λ=
1
2

时,|DE→|取 得 最 小 值,且|DE→|min=

1
2=

2
2.

1.有以下命题:

①已知A,B,C,D 是空间任意四点,则AB→+BC→+

CD→+DA→=0;

②|a|-|b|=|a+b|是a,b共线的充要条件;

③若a,b共线,则a,b所在的直线平行;

④对空间任意一点O 和不共线的三点A,B,C,若

OP→=xOA→+yOB→+zOC→(其中x,y,z∈R),则

P,A,B,C 四点共面.
其中是假命题的有 (  )

A.1个 B.2个

C.3个 D.4个

C 解析:AB→+BC→+CD→+DA→=AC→+CD→+DA→=

AD→+DA→=0,①正确;

若a,b 同向共线,则|a|-|b|<|a+b|,故②不

正确;

由向量平行知③不正确;

由空间向量共面知④不正确.
故共有3个命题不正确.故选C.

2.如图,在空间四边形 ABCD 中,G 为△ABC 的重

心,E 是BD 上一点,BE=3ED.若以{AB→,AC→,

AD→}为基底,则GE→=         .

-
1
12AB→-

1
3AC→+

3
4AD→ 解析:由题意,连接AE

(图略),则GE→=AE→-AG→=AB→+
3
4BD→-

2
3AM→

=AB→+
3
4
(AD→-AB→)-

2
3×

1
2
(AB→+AC→)

=-
1
12AB→-

1
3AC→+

3
4AD→.

3.已知空间四边形OABC 中,M 为BC 的中点,N 为

AC 的中点,P 为OA 的中点,Q 为OB 的中点.若

AB=OC,求证:PM⊥QN.
证明:如图,取{OA→,OB→,OC→}为空间的一个基底,

由题意 得OM→=
1
2
(OB→+OC→),ON→=

1
2
(OA→+

OC→).

所以PM→=OM→-OP→=
1
2
(OB→+OC→)-

1
2OA→=

1
2
(OB→+OC→-OA→)=

1
2
(AB→+OC→),

QN→=ON→-OQ→=
1
2
(OA→+OC→)-

1
2OB→=

1
2
(OA→

+OC→-OB→)=
1
2
(OC→-AB→).

所以PM→·QN→=
1
2
(AB→+OC→)·

1
2
(OC→-AB→)=

1
4
(|OC→|2-|AB→|2).

又因为AB=OC,则|AB→|=|OC→|,所以PM→·QN→

=0,即PM⊥QN.
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1.3 空间向量及其运算的坐标表示

1.3.1 空间直角坐标系

学习任务目标
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􀪋

􀪋
􀪋

1.类比平面直角坐标系学习空间直角坐标系.
2.掌握空间中点和向量的坐标表示.
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【知识清单】
知识点一 空间直角坐标系

(1)在空间选定一点O 和一个单位正交基底{i,j,
k}.以点O 为原点,分别以i,j,k 的方向为正方向、
以它们的长为单位长度建立三条数轴:x 轴、y 轴、z
轴,它们都叫做坐标轴.这时我们就建立了一个空间

直角坐标系Oxyz,O 叫做原点,i,j,k 都叫做坐标向

量,通过每两条坐标轴的平面叫做坐标平面,分别称

为Oxy 平面,Oyz平面,Ozx 平面.
(2)在空间直角坐标系中,让右手拇指指向x 轴的正

方向,食指指向y 轴的正方向,如果中指指向z 轴的

正方向,则称这个坐标系为右手直角坐标系.
知识点二 空间直角坐标系中的坐标表示

(1)在空间直角坐标系Oxyz 中,i,j,k 为坐标向量,

对空间任意一点A,对应一个向量OA
→,且点A 的位

置由向量OA
→

唯一确定,由空间向量基本定理,存在唯

一的有序实数组(x,y,z),使OA
→
=xi+yj+zk.在单

位正交基底{i,j,k}下与向量OA
→

对应的有序实数组

(x,y,z),叫做点A 在空间直角坐标系中的坐标,记
作A(x,y,z),其中x 叫做点A 的横坐标,y 叫做点A
的纵坐标,z叫做点A 的竖坐标.
(2)在空间直角坐标系Oxyz 中,给定向量a.由空间

向量基本定理,存在唯一的有序实数组(x,y,z),使
a=xi+yj+zk.有序实数组(x,y,z)叫做a 在空间

直角坐标系Oxyz中的坐标,可简记作a=(x,y,z).
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若向量a=xe1+ye2+ze3,则a 的坐标是(x,

y,z). ( × )

(2)若向量AB→=(x,y,z),则点B 的坐标是(x,y,
z). ( × )

(3)若四边形ABCD 是平行四边形,则向量AB→与

DC→的坐标相同. ( √ )
2.点A(-2,3,-4)关于坐标平面Ozx 的对称点A'

的坐标为 (  )
A.(-2,-3,-4) B.(2,-3,4)
C.(-2,-3,4) D.(2,3,-4)
A 解析:点A 的坐标中横、竖坐标不变,纵坐标变

为原 来 的 相 反 数,即 得 点 A'的 坐 标 为 (-2,
-3,-4).

3.请思考并回答下列问题:
(1)空间向量的坐标和点的坐标有什么关系?
提示:如果以O 为坐标原点,点A 在空间直角坐标

系中的坐标为(x,y,z),那么向量OA→的坐标也为

(x,y,z).
(2)在空间直角坐标系中,坐标轴上的点的坐标有

何特征?
提示:x 轴上的点的纵坐标、竖坐标都为0,即(x,
0,0);

y 轴上的点的横坐标、竖坐标都为0,即(0,y,0);
z 轴上的点的横坐标、纵坐标都为0,即(0,0,z).
(3)如何求空间直角坐标系中某点的坐标?
提示:求某点的坐标时,一般先找这一点在某一坐

标平面内的射影,确定其两个坐标,再找出它在另

一坐标轴上的射影(或者利用它到这个坐标平面的

距离)进而确定第三个坐标.
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空间中点的坐标

1.已知点A 在基底{a,b,c}下的坐标为(8,6,4),其
中a=i+j,b=j+k,c=k+i,则点A 在基底{i,

j,k}下的坐标是 (  )

               A.(12,14,10) B.(10,12,14)

C.(14,12,10) D.(4,3,2)

A 解析:设点A 在基底{a,b,c}下对应的向量为

p,则p=8a+6b+4c=8i+8j+6j+6k+4k+4i
=12i+14j+10k,故点 A 在基底{i,j,k}下的坐

标是(12,14,10).
2.如图,在长方体OBCD-O1B1C1D1 中,OB=4,OD
=3,OO1=5,N 为棱CC1 的中点.以O 为原点,以
OB,OD,OO1 所在的直线分别为x 轴、y 轴、z 轴,
建立空间直角坐标系.
(1)求点O,B,C,D,O1,B1,C1,D1 的坐标;
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(2)求点N 的坐标.

解:(1)由已知,得O(0,0,0).

因为点 B 在x 轴 上,OB=4,所 以OB
→
=4i+0j

+0k.
所以点B 的坐标为(4,0,0).
同理D(0,3,0),O1(0,0,5).
又点C 在x 轴、y 轴、z 轴上的射影分别为B,D,
O,它们在坐标轴上的坐标分别为4,3,0,
所以点C 的坐标为(4,3,0).
同理B1(4,0,5),D1(0,3,5).
又点C1 在x 轴、y 轴、z 轴上的射影分别为B,D,
O1,它们在坐标轴上的坐标分别为4,3,5,
所以点C1 的坐标为(4,3,5).
综上所述,点 O(0,0,0),B(4,0,0),C(4,3,0),
D(0,3,0),O1(0,0,5),B1(4,0,5),C1(4,3,5),
D1(0,3,5).
(2)由(1),知C(4,3,0),C1(4,3,5),

则C1C 的中点坐标为 (4+42 ,3+3
2
,0+5
2 ),

即点 N 的坐标为 (4,3,52 ) .
【探究总结】

确定空间直角坐标系中某点的坐标的方法

设该点为P,点P 在x 轴、y 轴、z轴上的射影分别为

A,B,C,则OP
→
=OA
→
+OB
→
+OC
→

.若点A,B,C 在x
轴、y 轴、z轴上的坐标分别为x,y,z,则点P 的坐标

为(x,y,z),且OP
→
=(x,y,z).

空间中的对称问题

例1 (多选)关于空间直角坐标系Oxyz 中的一点

P(1,2,3),下列说法正确的是 (  )

A.OP 的中点坐标为 (12,1,
3
2 )

B.点P 关于x轴对称的点的坐标为(-1,2,3)
C.点P 关于原点对称的点的坐标为(-1,-2,-3)
D.点P 关于Oxy 平面对称的点的坐标为(1,2,-3)
ACD 解析:利用中点坐标公式可得OP 的中点坐标

为 (12,1,
3
2 ),故A正确;点P 关于x 轴对称的点的

坐标为(1,-2,-3),故B错误;点P 关于原点对称

的点的坐标为(-1,-2,-3),故C正确;点P 关于

Oxy 平面对称的点的坐标为(1,2,-3),故D正确.故
选ACD.
【探究总结】
在空间直角坐标系中,任一点P(a,b,c)的几种特殊

的对称点的坐标如下:

已知点 对称轴或对称中心 对称点坐标

P(a,b,c)

x 轴 (a,-b,-c)

y 轴 (-a,b,-c)

z轴 (-a,-b,c)

Oxy 平面 (a,b,-c)

Oyz平面 (-a,b,c)

Ozx 平面 (a,-b,c)

原点 (-a,-b,-c)

在空间直角坐标系Oxyz 中,点(2,3,2)关于Oxy 平

面对称的点的坐标为 (  )
A.(2,3,-2) B.(-2,-3,-2)
C.(-2,-3,2) D.(2,-3,-2)
A 解析:因为点关于Oxy 平面的对称点,横坐标、
纵坐标不变,而竖坐标互为相反数,所以点(2,3,2)关
于Oxy 平面的对称的点的坐标为(2,3,-2).故选A.

空间中向量的坐标

例2 如图,在棱长为1的正方体ABCD-A1B1C1D1

中,E 是AB 的中点,F 是BB1 的中点,G 是AB1 的

中点.试建立适当的空间直角坐标系,并确定E,F,G

三点的坐标及向量EF
→,FG

→
的坐标.

解:如图,以DA,DC,DD1 所在直线分别为x 轴、y
轴、z 轴,建立空间直角坐标系Dxyz.

由于正方体的棱长为1,则D(0,0,0),

E (1,12,0),F (1,1,12 ),G (1,12,
1
2 ),

所以EF
→
=DF
→
-DE
→
= (0,12,

1
2 ),FG

→
=DG
→
-DF
→
=

(0,-12,0) .
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思考1.如何求向量的坐标?
提示:(1)起点在原点的向量,点 A 的坐标和向量

OA→的坐标形式完全相同,其中O 为坐标原点;
(2)起点不在原点的向量,其坐标可以通过向量的运

算求得.
思考2.本例的条件不变,求向量A1F→的坐标.
解:由 题 图 和 例 2 的 解 析,知 A1 (1,0,1),

F 1,1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则A1F→=DF→-DA1

→= 0,1,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

【探究总结】
1.空间中向量的坐标:在空间直角坐标系中,由空间

向量基本定理知,存在唯一的有序实数组(x,y,z)
使得空间向量a=xi+yj+zk.当{i,j,k}为单位

正交基底时,(x,y,z)即为向量a 的坐标.也可先求

出向量两个端点的坐标,进而求出向量的坐标.
2.在空间直角坐标系中,若点 A,B 的坐标分别为

(x1,y1,z1),(x2,y2,z2),则线段AB 的中点坐标

为 (
x1+x2

2
,y1+y2

2
,z1+z2
2 ) .

在四面体OABC 中,OA,OB,OC 两两互相垂直,OA
=OB=2,OC=1,E 是AB 的中点.试建立适当的空

间直角坐标系,写出向量AO
→,BC

→,CE
→

的坐标.
解:建立如图所示的空间直角坐标系Oxyz,根据条

件可得A(2,0,0),B(0,2,0),C(0,0,1),E(1,1,0),

所以AO
→
=-OA

→
=(-2,0,0);

BC
→
=OC
→
-OB
→
=(0,-2,1);

CE
→
=OE
→
-OC
→
=(1,1,-1).
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1.在空间直角坐标系中,已知点A(4,-3,5),B(-2,
1,-7),则线段AB 的中点坐标是 (  )
            A.(2,-2,-2) B.(1,-1,-1)
C.(1,1,1) D.(2,2,2)
B 解析:在空间直角坐标系中,点 A(4,-3,5),
B(-2,1,-7),则 线 段 AB 的 中 点 坐 标 是

4-2
2
,-3+1
2

,5-7
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,即(1,-1,-1).故选B.

2.在空间直角坐标系中,点P(x,2024,2025)(x∈
R)的集合表示 (  )
A.一条直线

B.一个平行于Oxy 平面的平面

C.一个平行于Ozx 平面的平面

D.两条直线

A 解析:点P 的纵坐标与竖坐标不变,只有横坐

标发生变化,在空间中表示一条直线.故选A.
3.在如图所示的空间直角坐

标 系 中,单 位 正 方 体

ABCD-A1B1C1D1 的 顶
点A 关于y 轴对称的点
的坐标是 (  )
A.(-1,-1,1)
B.(1,-1,1)

C.(1,-1,-1)
D.(-1,-1,-1)
A 解析:由题图可知,点A(1,-1,-1),所以点A
关于y 轴对称的点的坐标为(-1,-1,1).故选A.

4.已知{i,j,k}是空间的一个单位正交基底,向量b=
-5i+2k 用坐标形式可表示为    .
(-5,0,2) 解析:因为{i,j,k}是空间的一个单位

正交基底,则有b=-5i+2k=(-5,0,2).
所以向量b=-5i+2k 用坐标形式表示为(-5,0,

2).
5.已知空间直角坐标系Oxyz.
(1)哪个坐标平面与x 轴垂直? 哪个坐标平面与y
轴垂直? 哪个坐标平面与z轴垂直?
(2)写出点P(3,1,5)在三个坐标平面内的射影的

坐标.
解:(1)由于三条坐标轴两两互相垂直,所以Oyz 平

面与x 轴垂直,Ozx 平面与y 轴垂直,Oxy 平面与

z 轴垂直.
(2)过点 P 作PP1⊥Oxy 平面(图略),则射影为

(3,1,0),即点P 在Oxy 平面内的射影为(3,1,0).
同理,点P 在Oyz 平面内的射影为(0,1,5),点P
在Ozx 平面内的射影为(3,0,5).
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1.已知i,j,k 是空间直角坐标系Oxyz 中分别与x
轴、y 轴、z轴方向相同的单位向量,且OA→=3i,AB→

=i+j+k,则点B 的坐标为 (  )

               A.(1,-1,1) B.(4,1,1)

C.(1,4,2) D.(4,1,2)

B 解析:由题知点A(3,0,0),设B(x,y,z),所以

AB→=(x-3,y,z)=(1,1,1),

所以x-3=1,y=1,z=1,所以x=4,y=1,z=1,

所以点B 的坐标为(4,1,1).故选B.

2.在空间直角坐标系中,已知点A(1,3,-4)关于原

点对称的点为B,而点B 关于x 轴对称的点为C,

则AC→= (  )

A.(-2,0,0) B.(-2,3,0)

C.(-2,0,-4) D.(1,0,-4)

A 解析:点A(1,3,-4)关于原点中心对称的点为

B(-1,-3,4),则点B 关于x 轴对称的点为C(-1,

3,-4),故AC→=(-2,0,0).故选A.

3.(多选)如图,在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,AB

=5,AD=4,AA1=3,以直线DA,DC,DD1 分别

为x 轴、y 轴、z轴,建立空间直角坐标系Dxyz,以

下结论正确的是 (  )

A.点B1 的坐标为(4,5,3)

B.点C1 关于点B 对称的点为(5,8,-3)

C.点A 关于直线BD1 对称的点为(0,5,3)

D.点C 关于平面ABB1A1 对称的点为(8,5,0)

ACD 解析:因为在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,

AB=5,AD=4,AA1=3,

所以点B1 的坐标为(4,5,3),故A正确.
易知C1(0,5,3),B(4,5,0),

设点C1 关于点B 对称的点为(x0,y0,z0),

则
x0

2=4
,y0+5
2 =5,

z0+3
2 =0,

解得x0=8,y0=5,z0=-3.
则点C1 关 于 点 B 对 称 的 点 为(8,5,-3),故 B
错误.
由立体几何的特征知,点A 关于直线BD1 对称的

点为C1=(0,5,3),故C正确.
由立体几何的特征知,点C 关于平面ABB1A1 对

称的点为(8,5,0),故D正确.
故选ACD.

4.在三棱锥 P-ABC 中,PA,PB,PC 两两垂直,且

PA=a,PB=b,PC=c.以1为单位长度,建立如

图所示的空间直角坐标系,则△ABC 的重心G 的

坐标是    .

a
3
,b
3
,c
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:由题意知A(a,0,0),B(0,b,

0),C(0,0,c).

由重心坐标公式得点G 的坐标为 a
3
,b
3
,c
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

5.在空间直角坐标系中,已知点P(5,1,a)与Q(5,b,

4)关于坐标平面Oxy 对称,则a+b=    .

-3 解析:在空间直角坐标系中,两点P(5,1,a)

与Q(5,b,4)关于坐标平面Oxy 对称,

则b=1,a=-4,所以a+b=-3.
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1.3.2 空间向量运算的坐标表示

学习任务目标
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􀪋

􀪋
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1.掌握空间向量及其线性运算的坐标表示.
2.掌握空间向量的数量积的坐标表示.
3.会根据向量的坐标判断两个向量是否共线或垂直.
4.掌握向量的长度公式、两向量的夹角公式.
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【知识清单】
知识点一 空间向量的坐标运算

设a=(a1,a2,a3),b=(b1,b2,b3).

向量运算 坐标表示

加法 a+b=(a1+b1,a2+b2,a3+b3)

减法 a-b=(a1-b1,a2-b2,a3 -b3)

数乘 λa=(λa1,λa2,λa3),λ∈R

数量积 a·b=a1b1+a2b2+a3b3

知识点二 空间向量的平行、垂直及模、夹角

设a=(a1,a2,a3),b=(b1,b2,b3)(b≠0).

名称 向量表示 坐标表示

平行
a∥b⇔a=λb
(λ∈R)

a1=λb1,a2=λb2,a3=λb3
(λ∈R)

垂直 a⊥b⇔a·b=0a·b=a1b1+a2b2+a3b3=0

模 |a|= a·a |a|= a2
1+a2

2+a2
3

夹角
cos<a,b>=

a·b
|a||b|

cos<a,b>=
a1b1+a2b2+a3b3

a21+a22+a23 b21+b22+b23

知识点三 空间两点间的距离公式

设P1(x1,y1,z1),P2(x2,y2,z2)是空间中任意两

点,则P1P2=|P1P2
→
|=

(x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-z1)2.
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)若a=(a1,a2,a3),b=(b1,b2,b3),a∥b,则
a1

b1

=
a2

b2=
a3

b3.
( × )

(2)若a=(a1,a2,a3),b=(b1,b2,b3),则a⊥b⇔
a1b1+a2b2+a3b3=0. ( √ )

2.已知向量a=(1,1,0),b=(-1,0,2),且ka+b 与

2a-b互相垂直,则k的值是 (  )

A.1 B.
1
5 C.

3
5 D.

7
5

D 解析:由题意得(ka+b)·(2a-b)=0,所以2k
|a|2-ka·b+2a·b-|b|2=0.
又|a|2=2,|b|2=5,a·b=-1,所以4k+k-2-

5=0,解得k=
7
5.

3.请思考并回答下列问题:
(1)空间向量运算的坐标表示与平面向量运算的坐

标表示有何联系?
提示:空间向量运算的坐标表示与平面向量运算的

坐标表示完全一致,如一个空间向量的坐标等于表

示此向量的有向线段的终点坐标减去起点坐标.
(2)已知点 A(x,y,z),则点 A 到原点的距离是

多少?

提示:设原点为O,则OA=|OA→|= x2+y2+z2.
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空间向量运算的坐标表示

1.已知a=(1,0,1),b=(-2,-1,1),c=(3,1,0),
则|a-b+2c|= (  )

A.3 10 B.2 10

C.10 D.5
A 解析:因为a-b+2c=(1,0,1)-(-2,-1,1)
+2(3,1,0)=(1+2+6,0+1+2,1-1+0)=(9,

3,0),所以|a-b+2c|= 92+32=3 10.
2.已知空间向量a=(1,0,2),b=(-2,1,3),则a-
2b=    .
(5,-2,-4) 解析:因为a=(1,0,2),b=(-2,
1,3),所以a-2b=(1,0,2)-2(-2,1,3)=(5,
-2,-4).

3.已知空间向量a=(-2,1,5),b=(1,3,-4),则a·b
=    .

-19 解析:因为a=(-2,1,5),b=(1,3,-4),
所以a·b=-2×1+1×3+5×(-4)=-19.
【探究总结】
1.一个向量的坐标等于表示这个向量的有向线段的

终点坐标减去起点坐标.
2.在确定了向量的坐标后,可应用空间向量的加减、

数乘、数量积的坐标运算公式进行计算,且要熟练

应用下列公式:
(1)(a+b)2=a2+2a·b+b2;
(2)(a+b)·(a-b)=a2-b2.

空间向量平行、垂直及两向量夹

角的坐标表示

例1 已知向量a=(λ+1,1,2λ),b=(6,2m-1,2).
(1)若a∥b,分别求λ与m 的值;
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(2)若|a|= 5,且a 与c=(2,-2λ,-λ)垂直,求a.
解:(1)由a∥b,得(λ+1,1,2λ)=k(6,2m-1,2),

所以

λ+1=6k,
1=k(2m-1),
2λ=2k,

ì

î

í

ïï

ïï

解得
λ=k=

1
5
,

m=3.

ì

î

í
ïï

ïï

所以λ=
1
5
,m=3.

(2)因为|a|= 5,且a⊥c,

所以
(λ+1)2+12+(2λ)2=5,
(λ+1,1,2λ)·(2,-2λ,-λ)=0,{

化简,得 5λ2+2λ=3,
2-2λ2=0,{

解得λ=-1.
所以a=(0,1,-2).
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思考1.如何根据两向量平行或垂直求参数?
提示:已知两向量平行或垂直求参数值,可利用向量

平行、垂直的充要条件,将位置关系转化为坐标关

系,列方程(组)求解.
思考2.在本例中,若向量a 与向量d=(0,1,1)的夹

角为
π
4
,求实数λ的值.

解:由 题 意 得 cos <a,d>=
a·d
|a||d =

1+2λ
5λ2+2λ+2· 2

=
2
2
,解得λ=1.

【探究总结】
1.向量平行与垂直问题主要有两种题型:
(1)平行与垂直的判断;
(2)利用平行与垂直求参数的值或解决其他问题,
即平行与垂直的应用.
解题时要注意:
(1)适当引入参数(比如向量a,b(b≠0)平行,可设

a=λb),建立关于参数的方程组;
(2)最好选择坐标形式,以达到简化运算的目的.

2.向量夹角的坐标表示比较复杂,可以熟记公式

cos<a,b>=
a·b
|a||b|

,再将坐标代入计算即可.

1.已知向量a=(1,x,3),b=(-2,4,y).
(1)若a∥b,则x-y=    ;
(2)若a⊥b,则4x+3y=    .
(1)4 (2)2 解析:(1)因为a∥b,所以b=λa.

所以

λ=-2,
xλ=4,
3λ=y,

ì

î

í

ïï

ïï

解得

λ=-2,
x=-2,
y=-6.

ì

î

í

ïï

ïï

所以x-y=4.
(2)因为a⊥b,所以a·b=-2+4x+3y=0,即
4x+3y=2.

2.已知向量a=(1,2,3),b=(-2,-4,-6),|c|=

14.若(a+b)·c=7,求a 与c的夹角.
解:因为a=(1,2,3),b=(-2,-4,-6),所以a+

b=(-1,-2,-3),所以|a+b|= 14.因为(a+

b)·c=7,所以cos<a+b,c>=
(a+b)·c
|a+b||c|=

1
2
,即

a+b 与c的夹角为60°.因为a=(1,2,3)与a+b=
(-1,-2,-3)的 方 向 相 反,所 以a 与c 的 夹 角

为120°.
空间向量坐标运算的应用

例2 在棱长为1的正方体ABCD-A1B1C1D1 中,P
为DD1 的中点,O1,O2,O3 分别是平面A1B1C1D1,
平面BB1C1C,平面ABCD 的中心.
(1)求证:B1O3⊥PA;
(2)求异面直线PO3 与O1O2 所成角的余弦值;
(3)求PO2 的长.

(1)证明:以D 为坐标原点,DA,DC,DD1 所在直线

分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直角坐

标系Dxyz.

则B1(1,1,1),O3
1
2
,1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,P 0,0,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,A(1,0,0),

所以B1O3
→= -

1
2
,-
1
2
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷,PA→= 1,0,-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以B1O3
→·PA→=-

1
2+0+

1
2=0

,

即B1O3
→⊥PA→.

所以B1O3⊥PA.

(2)解:因为O1
1
2
,1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,O2

1
2
,1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以O1O2
→= 0,

1
2
,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又因为PO3
→= 1

2
,1
2
,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以cos<PO3
→,O1O2

→>=
PO3
→·O1O2

→

|PO3
→||O1O2

→|
=
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0+ 1
2

æ
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ø
÷

2

+ -
1
2
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ö

ø
÷

2

1
2

æ

è
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ö

ø
÷

2

+ 1
2

æ

è
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ö

ø
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2

+ -
1
2

æ
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ö

ø
÷

2

× 02+ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
6
3.

所以异面直线PO3 与O1O2 所成角的余弦值为
6
3.

(3)解:因为P 0,0,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,O2

1
2
,1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所 以 | PO2 | = | PO2
→ | =

1
2-0

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+(1-0)2+ 1
2-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
5
2.

【探究总结】
1.空间向量的数量积应用很广泛,其主要用途有:

(1)求向量的模:|a|= a·a;

(2)求向量夹角:cos<a,b>=
a·b
|a||b|

;

(3)证明向量垂直:a·b=0⇔a⊥b.
2.利用向量数量积的坐标公式求异面直线所成角的

步骤:
(1)根据几何图形的特点建立适当的空间直角坐

标系;
(2)利用已知条件写出有关点的坐标,进而获得相

关向量的坐标;
(3)利用向量数量积的坐标运算求得异面直线上有

关向量的夹角,并将它转化为异面直线所成的角.

在直三棱柱ABC-A1B1C1 的底面△ABC 中,CA =
CB=1,∠BCA =90°,AA1=2,N 是AA1 的中点.
(1)求BN 的长;
(2)求异面直线BA1,B1C 所成角的余弦值.

解:以C 为原点,CA→,CB→,CC1
→的方向分别为x 轴、y

轴、z 轴的正方向,建立如图所示的空间直角坐标系.

(1)由题意,得B(0,1,0),N(1,0,1),所以BN→=(1,

-1,1),所以|BN→|= 3,即BN 的长为 3.
(2)由题意,得A1(1,0,2),B(0,1,0),B1(0,1,2),

所以BA1
→=(1,-1,2),CB1

→=(0,1,2),

所 以 cos<BA1
→,CB1

→>=
BA1
→·CB1

→

|BA1
→||CB1

→|
=
0-1+4
6× 5

=
30
10 .

所以异面直线BA1,B1C 所成角的余弦值为
30
10 .
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1.已知向量a=(1,3,-2),b=(2,1,0),则a-2b=
(  )

            A.(-3,1,-2) B.(5,5,-2)
C.(3,-1,2) D.(-5,-5,2)
A 解析:因为2b=(4,2,0),所以a-2b=(-3,
1,-2).故选A.

2.已知向量a=(1,n,2),b=(-2,1,2),若2a-b 与

b垂直,则 a 等于 (  )

A.
53
2   B.

35
2   C.

37
2   D.

21
2

B 解析:因为a=(1,n,2),b=(-2,1,2),所以2a

-b=(4,2n-1,2).
因为2a-b 与b 垂直,所以(2a-b)·b=0,所以

-8+2n-1+4=0,解 得 n=
5
2
,所 以 a=

1,
5
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以 a = 1+

25
4+4=

35
2 .故选B.

3.已知a=(cosα,1,sinα),b=(sinα,1,cosα),则向

量a+b与a-b的夹角是 (  )
A.90° B.60° C.45° D.30°
A 解析:a+b=(cosα+sinα,2,sinα+cosα),
a-b=(cosα-sinα,0,sinα-cosα),
所以(a+b)·(a-b)=0,
所以(a+b)⊥(a-b).故选A.
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4.向量a=(0,1,-1)在b=(1,2,3)上的投影向量为

(  )

A.-
1
14b B.-

14
14b

C.-
1
14 D.-

14
14

A 解析:与b 方向相同的单位向量为
b
|b|=

1
14

b,

由a=(0,1,-1),b=(1,2,3),得a·b=0+2-3

=-1,b = 12+22+32= 14,

所以向量a 在向量b 上的投影向量为
a·b
b

· b
b

=
-1
14

· 1
14

b=-
1
14b.故选A.

5.(多选)已知向量a=(1,2,-y),b=(x,1,2),且
(a+2b)∥(2a-b),则 (  )

A.x=
1
3 B.x=

1
2

C.y=-
1
4 D.y=-4

BD 解析:因为a+2b=(1+2x,4,4-y),2a-b
=(2-x,3,-2y-2),且(a+2b)∥(2a-b),所以

3(1+2x)=4(2-x)且3(4-y)=4(-2y-2),所

以x=
1
2
,y=-4.故选BD.

6.若AB→=(-4,6,-1),AC→=(4,3,-2),|a|=1,且

a⊥AB→,a⊥AC→,则a=       .
3
13
,4
13
,12
13

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或 -

3
13
,-
4
13
,-
12
13

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:设a=

(x,y,z),由题意有

a·AB→=0,

a·AC→=0,
|a|=1,

ì

î

í

ï
ï

ïï

代入坐标可解得

x=
3
13
,

y=
4
13
,

z=
12
13

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

或

x=-
3
13
,

y=-
4
13
,

z=-
12
13.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

7.已知向量a=(-1,0,1),b=(1,-2,0).
(1)求a 与a-b的夹角;
(2)若2a+b与a-tb垂直,求实数t的值.
解:(1)因为a=(-1,0,1),b=(1,-2,0),

所以 a-b=(-2,2,1),a = 2,a-b =

4+4+1=3.

设a 与a-b 的夹角为θ,则cosθ=
a·(a-b)
a a-b =

2+0+1
2×3

=
2
2
,

所以a 与a-b 的夹角为
π
4.

(2)因为2a+b=(-1,-2,2),a-tb=(-1-t,
2t,1),
又2a+b 与a-tb 垂直,所以(2a+b)(a-tb)=0,
即-1×(-1-t)+2t×(-2)+1×2=0,解得t
=1.

1.(多选)已知向量a=(1,-1,m),b=(-2,m-1,2),
下列结论中正确的是 (  )

A.若|a|=2,则m=± 2
B.若a⊥b,则m=-1
C.不存在实数λ,使得a=λb
D.若a·b=-1,则a+b=(-1,-2,-2)
AC 解 析:对 于 A 中,由|a|=2,可 得

12+(-1)2+m2=2,解得m=± 2,故A选项正

确;对于B中,由a⊥b,可得-2-m+1+2m=0,
解得m=1,故B选项错误;对于C中,若存在实数

λ,使得a=λb,则
1=-2λ,
-1=λ(m-1),
m=2λ,

ì

î

í

ïï

ïï

显然λ 无解,即

不存在实数λ,使得a=λb,故C选项正确;对于D
中,若a·b=-1,则-2-m+1+2m=-1,解得

m=0,于是a+b=(-1,-2,2),故D选项错误.故
选AC.

2.已知PA→=(2,1,-3),PB→=(-1,2,3),PC→=(λ,6,
-9),若P,A,B,C 四点共面,则λ= (  )
A.3 B.-3
C.7 D.-7

C 解析:由 P,A,B,C 四点共面,可得PA→,PB→,

PC→共面,

设PC→=xPA→+yPB→=(2x-y,x+2y,-3x+
3y)=(λ,6,-9),

则

2x-y=λ,
x+2y=6,
-3x+3y=-9,

ì

î

í

ïï

ïï

解得

x=4,

y=1,
λ=7.

ì

î

í

ïï

ïï

故选C.

3.已知A(4,1,3),B(2,3,1),C(3,7,-5),点P(x,
-1,3)在平面ABC 内,则x=    .
11 解析:因为点P 在平面ABC 内,
所以存在实数k1,k2,

使AP→=k1AB→+k2AC→,
即(x-4,-2,0)=k1(-2,2,-2)+k2(-1,
6,-8),

所以
2k1+6k2=-2,

k1+4k2=0,{ 解得
k1=-4,

k2=1.{
所以x-4=-2k1-k2=8-1=7,即x=11.
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4.已知正三棱柱ABC-A1B1C1 所有的棱长都是2,M
是BC 的中点,则在棱CC1 上是否存在点 N,使得

异面直线AB1 和MN 所成的角等于45°?
解:以A 为原点,建立如图所示的空间直角坐标系

Axyz.由题意知 A(0,0,0),C(0,2,0),B(3,1,

0),B1(3,1,2),M 3
2
,3
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又点 N 在CC1上,可设 N(0,2,m)(0≤m≤2),

则AB1
→=(3,1,2),MN→= -

3
2
,1
2
,m

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以|AB1
→|=22,|MN→|= m2+1,AB1

→·MN→

=2m-1.
如果异面直线AB1和 MN 所成的角等于45°,那么

向量AB1
→和MN→的夹角等于45°或135°.

又 cos <AB1
→, MN→ > =

AB1
→·MN→

|AB1
→||MN→|

=
2m-1

22× m2+1
,

所以
2m-1

22× m2+1
=±

2
2
,解得m=-

3
4
,这与0

≤m≤2矛盾.
所以在CC1上不存在点 N,使得异面直线 AB1和

MN 所成的角等于45°.
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1.4 空间向量的应用

1.4.1 用空间向量研究直线、平面的位置关系

第1课时 空间中点、直线和平面的向量表示

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.能用向量语言表示空间中的点、直线与平面.
2.能用自己的语言解释直线的方向向量、平面的法向量的含义.
3.能说出求直线的方向向量与平面的法向量的一般步骤,会求直线的方向向量与平面的法向量.
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 空间中点的向量表示

在空间中,我们取一定点O 作为基点,那么空间中

任意一点P 就可以用向量OP
→

来表示.我们把向量

OP
→

称为点P 的位置向量.
知识点二 空间中直线的向量表示

条件
已 知 直 线l上 一 点 A 表 示 直 线l方 向 的 向 量a
(即直线l的方向向量)

形式

在直线l上取AB→=a,设 P 是直线l上的任意一

点,由向量共线的条件可知,点 P 在 直 线l上 的

充要条 件 是 存 在 实 数t,使 得AP→=ta,即AP→=
tAB→

取定空间中的任意一点O,可以得到点 P 在直线

AB 上的 充 要 条 件 是 存 在 实 数t,使OP
→
=OA
→
+

tAB
→

.

知识点三 空间中平面的向量表示

(1)通过平面α内的一个定点O 和两个向量a 和b
来确定:

条件
已知平面α 内 两 条 相 交 直 线 的 方 向 向 量 分 别 为

a,b,交点为O

形式
对于平面α内任意一点 P,存在唯一的有序实数

对(x,y),使得OP→=xa+yb

取定空间任意一点O,可以得到,空间一点P 位于

平面ABC 内的充要条件是存在实数x,y,使OP
→

=OA
→
+xAB

→
+yAC

→
.

(2)通过平面α内的一个定点A 和平面的法向量来确定:

平面的法向量
直线l⊥α,直线l的方向向量a 叫做平面

α的法向量

确定平面位置

给定一个点A 和一个向量a,那么过点A,
且以向量a 为法向量的平面完全确定,可

以表示为集合{P|a·AP→=0}
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【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)零向量不能作为直线的方向向量. ( √ )
(2)若向量v是直线l的方向向量,则λv(λ≠0)也
是直线l的方向向量. ( √ )
(3)直线l的方向向量都平行,且方向相同.

( × )
(4)平面α的所有法向量都平行,且同向.( × )
(5)若n 是平面α的一个法向量,则λn(λ∈R)也是

平面α的一个法向量. ( × )
(6)向量i=(1,0,0)是坐标平面Oyz的一个法向量.

( √ )
2.若A(3,6,-5),B(5,10,1)在直线l上,则直线l

的一个方向向量为 (  )

A.(1,2,3) B.(1,3,2)
C.(2,1,3) D.(3,2,1)

A 解析:因为AB→=(2,4,6),所以(1,2,3)是直线

l的一个方向向量.
3.请思考并回答下列问题:
(1)如何确定直线的方向向量?
提示:设l是空间中的一条直线,A,B 是直线l上

任意两点,则AB→及与AB→平行的非零向量均为直线

l的方向向量.
(2)如何确定平面的法向量?
提示:设a,b 是平面α 内两个不共线的向量,n 为

平 面 α 的 法 向 量,则 求 法 向 量 的 方 程 组

为
n·a=0,
n·b=0.{
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空间中直线的方向向量

1.若点A (-12,0,
1
2 ),B (12,2,

7
2 ) 在直线l上,则

直线l的一个方向向量为 (  )
            
A.(13,

2
3
,1) B.(13,1,

2
3 )

C.(23,
1
3
,1) D.(1,23,

1
3 )

A 解析:因为A (-12,0,
1
2 ),B (12,2,

7
2 ),所以

AB
→
=(1,2,3)为直线l的一个方向向量,故所有与

AB
→

共线的非零向量都可以是直线l的方向向量.故
选A.

2.已知直线l的一个方向向量m=(2,-1,3),且直

线l过A(0,y,3)和B(-1,2,z)两点,则y-z=
(  )

A.0 B.1 C.
3
2 D.3

A 解析:已知A(0,y,3)和B(-1,2,z),则AB
→
=

(-1,2-y,z-3).
因为直线l的一个方向向量为m=(2,-1,3),所

以可设AB
→
=km.

所以-1=2k,2-y=-k,z-3=3k,

解得k=-
1
2
,y=z=

3
2.

所以y-z=0.故选A.
【探究总结】

1.已知直线上A,B 两点,则与向量AB
→

共线的非零向

量均是直线AB 的方向向量.
2.已知直线的方向向量和直线上的两点求参数,只需

利用向量共线的坐标表示即可得解.

平面的法向量

例 如图,在四棱锥 P-ABCD 中,
已知PA⊥平面 ABCD,PA=AB
=3,底面ABCD 为正方形.试建立

适当的空间直角坐标系,分别求下

列平面的一个法向量.
(1)平面ABCD;
(2)平面PAB;
(3)平面PBC;
(4)平面PCD.
解:如图所示,建立空间直角坐标系Axyz.

(1)因为PA⊥平面ABCD,所以平面ABCD 的一个

法向量为(0,0,1).
(2)因为PA⊥平面ABCD,AD⊂平面ABCD,所以

AD⊥PA.因为AD⊥AB,PA,AB⊂平面PAB,PA
∩AB=A,所以AD⊥平面PAB,
所以平面PAB 的一个法向量为(0,1,0).
(3)因为B(3,0,0),C(3,3,0),P(0,0,3),
所以PB→=(3,0,-3),PC→=(3,3,-3).
设平面PBC 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·PB→=0,

n·PC→=0,{ 所以
3x-3z=0,
3x+3y-3z=0.{

取x=1,则y=0,z=1,于是n=(1,0,1)为平面

PBC 的一个法向量.
(4)由(3)同理可求得平面PCD 的一个法向量为m
=(0,1,1).
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􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.一个平面的法向量唯一吗?
提示:一个平面的法向量不唯一,有无数个,它们互

相平行.
思考2.在本例中,若点 M 是线段AD 上一点,平面

PBM 的一 个 法 向 量 是a=(1,2,1),求 线 段 AM
的长.
解:由本例的解析,设 M(0,y,0),0≤y≤3,则PM→

=(0,y,-3),则
PB→·a=0,

PM→·a=0,{ 解得y=
3
2
,

所以线段AM 的长为
3
2.

【探究总结】
求平面法向量的步骤

1.如图,在四棱锥 P-ABCD 中,PA⊥底面 ABCD,
AC,BD 为 正 方 形 ABCD 的 对 角 线,给 出 下 列

命题:

①BC
→

为平面PAD 的一个法向量;

②BD
→

为平面PAC 的一个法向量;

③CD
→

为直线AB 的一个方向向量;
④直线BC 的方向向量一定是平面PAB 的法向量.
其中真命题的序号是    .
②③④ 解析:①因为底面ABCD 是正方形,
所以BC∥AD.

由AD⊂平面PAD,知BC
→

不是平面PAD 的一个

法向量,①错误.
②由底面ABCD 是正方形,知BD⊥AC.
因为PA⊥底面ABCD,BD⊂平面ABCD,

所以PA⊥BD.
又 PA ∩AC =A,PA ⊂ 平 面 PAC,AC ⊂ 平

面PAC,

所以BD⊥平面PAC,所以BD
→

为平面PAC 的一个

法向量,②正确.
③因为底面ABCD 是正方形,所以CD∥AB.

所以CD
→

为直线AB 的方向向量,③正确.
④由底面ABCD 是正方形,知BC⊥AB.
因为PA⊥底面ABCD,BC⊂平面ABCD,
所以PA⊥BC.
又 PA ∩AB =A,PA ⊂ 平 面 PAB,AB ⊂ 平

面PAB.
所以BC⊥平面PAB.
所以直线BC 的方向向量一定是平面PAB 的法向

量,④正确.
故正确命题的序号是②③④.

2.如图,放置于空间直角坐标系中的棱长为2的正四

面体 ABCD 中,H 是 底 面 的 中 心,DH ⊥平 面

ABC,则平面BHD 的一个法向量是    .

(1,3,0)(答案不唯一) 解析:由题意可知CH=

2
3OC=

2
3 4-1=

23
3
,DH= 4-

4
3=

26
3
,

则 H 0,
3
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,B(1,0,0),D 0,

3
3
,26
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以HD→= 0,0,
26
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,BH→= -1,

3
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设n=(x,y,z)为平面BHD 的法向量,

则
n·HD→=

26
3z=0,

n·BH→=-x+
3
3y=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

不妨设x=1,则n=

(1,3,0),所以平面BHD 的一个法向量为(1,3,
0).
故答案为(1,3,0)(答案不唯一).
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             1.已知直线l的一个方向向量m=(3,-2,1),且直线

l经过A(a,2,-1)和B(-2,3,b)两点,则a+b=
(  )

A.-2 B.-1 C.1 D.2

A 解析:因为AB→=(-2-a,1,b+1),直线l的一

个方向向量为m=(3,-2,1),所以有向量AB→与向

量m 共 线,所 以
-2-a
3 =

1
-2=

b+1
1
,解 得a=

-
1
2
,b=-

3
2.所以a+b=-2.故选A.

2.若a=(1,2,-2),b=(-2,3,2)分别为直线l1,l2
的方向向量,则l1 与l2 的位置关系是 (  )
A.l1⊥l2
B.l1∥l2
C.l1,l2 相交但不垂直

D.不能确定

A 解析:由题意,a=(1,2,-2),b=(-2,3,2)分
别为直线l1,l2 的方向向量.因为a·b=-2+6-4
=0,所以l1 与l2 的位置关系是l1⊥l2.故选A.

3.已知a=(1,0,-1),b=(1,-1,0)分别为直线a,b
的方向向量,且直线a,b均平行于平面α,则平面α
的单位法向量为 (  )

A.3
3
,3
3
,3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.-
3
3
,-
3
3
,-
3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.(1,1,1)

D.3
3
,3
3
,3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或 -

3
3
,-
3
3
,-
3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

D 解析:设平面α的单位法向量为m=(x,y,z),

x2+y2+z2=1①,
因 为 直 线 a,b 均 平 行 于 平 面 α,所 以 有

m·a=0,
m·b=0{ ⇒

x-z=0②,
x-y=0③.{

由①②③可得x=y=z=
3
3

或x=y=z=-
3
3.

故选D
4.已知A(0,2,3),B(-2,1,6),C(1,-1,5),则平面

ABC 的一个法向量是    .
(1,1,1)(答案不唯一)

解析:由题意,得AB→=(-2,-1,3),AC→=(1,-3,
2).设 平 面 ABC 的 法 向 量 为n=(x,y,z),则

n·AB→=-2x-y+3z=0,

n·AC→=x-3y+2z=0.{ 取y=1,得x=1,z=

1,所以n=(1,1,1)是平面ABC 的一个法向量.
5.《九章算术》中,将四个面都为直角

三角形的四面体称为“鳖臑”.如
图,在“鳖臑”A-BCD 中,AB⊥平

面BCD,∠BDC=90°,BD=AB
=CD.若建立如图所示的空间直

角坐标系,则平面ACD 的一个法

向量为    .
(0,1,1)(答案不唯一) 解析:根据题意,设BD=
AB=CD=1,则D(0,1,0),C(1,1,0),A(0,0,1),

所以DC→=(1,0,0),AD→=(0,1,-1).
设平面ACD 的法向量为m=(x,y,z),

则有
DC→·m=x=0,

AD→·m=y-z=0.{ 令y=1,可得z=1,x=

0,所以m=(0,1,1)为平面ACD 的一个法向量.

            1.已知向量OA→=(1,2,3),OB→=(2,m,3),OC→=(4,

2,k),若OA→是平面ABC 的法向量,则mk的值是

(  )
A.3 B.2 C.6 D.4

A 解析:由题可得AB→=OB→-OA→=(1,m-2,0),

AC→=OC→-OA→=(3,0,k-3),

又OA→为平面ABC 的法向量,

所以OA→·AB→=1×1+2×(m-2)+3×0=2m-3

=0,解得m=
3
2
,

OA→·AC→=1×3+2×0+3(k-3)=3k-6=0,解
得k=2,所以mk=3.故选A.

2.已知平面α内有一个点A(2,-1,2),平面α 的一

个法向量为n=(3,1,2),则下列各点中,在平面α
内的是 (  )

A.(1,-1,1) B.1,3,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.1,-3,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.11,3,-

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

B 解析:对于B,AP→= -1,4,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则n·AP→

=(3,1,2)· -1,4,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,所以n⊥AP→.

故点P 1,3,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在平面α内.故选B.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—23—



3.如图,在正三棱锥S-ABC 中,点O 是△ABC 的中

心,点D 是棱BC 的中点,则平面ABC 的一个法向

量可以是   ,平面SAD 的一个法向量可以是

    .

OS→ BC→(答案不唯一) 解析:在正三棱锥S-ABC
中,点O 是△ABC 的中心,点 D 是棱BC 的中点,

所以SO⊥平面ABC,BC⊥平面SAD,所以OS→是

平面ABC 的一个法向量,BC→是平面SAD 的一个

法向量.
4.如图,在四棱锥 P-ABCD 中,平面 PAB⊥平面

ABCD,△PAB 是边长为1的正三角形,四边形

ABCD 是菱形,∠ABC=60°.E 是PC 的中点,F
是AB 的中点,试建立适当的空间直角坐标系,求
平面DEF 的一个法向量.

解:连接PF,CF,因为△PAB 是边长为1的正三

角形,PA=PB,F 是AB 的中点,
所以PF⊥AB.又因为平面PAB⊥平面ABCD,平
面PAB∩平面ABCD=AB,PF⊂平面PAB,
所以PF⊥平面ABCD.

连接 AC,因 为 AB =BC,∠ABC =60°,所 以

△ABC 是等 边 三 角 形.又 F 是AB 的 中 点,所 以

CF⊥AB.
综上可知,直线FB,FC,FP 两两垂直,
所以建立以F 为原点,FB,FC,FP 所在直线分别

为x 轴、y 轴、z 轴的空间直角坐标系,如图所示.

由题意,在正三角形PAB 和正三角形ABC 中,FP

=FC=
3
2
,

则F(0,0,0),D -1,
3
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,E 0,

3
4
,3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以FE→= 0,
3
4
,3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,FD→= -1,

3
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设平面DEF 的法向量为n=(x,y,z),则

n·FE→=0,

n·FD→=0,{ 即

3
4y+

3
4z=0

,

-x+
3
2y=0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

化 简 得

y=-z,

x=
3
2y.

ì

î

í

ïï

ïï

令y=2,则x= 3,z=-2,即n=(3,

2,-2),

所以平面 DEF 的一个法向量为n=(3,2,-2).
(答案不唯一)
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第2课时 空间中直线、平面的平行

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.能用向量语言表述直线与直线、直线与平面、平面与平面的平行关系.
2.能用向量方法证明直线与平面、平面与平面平行的有关判定定理.
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【知识清单】
知识点一 直线与直线平行

如图,设u1,u2分别是直线l1,l2 的方向向量,则l1∥
l2⇔u1∥u2⇔∃λ∈R,使得u1=λu2.

知识点二 直线与平面平行

如图,设u 是直线l的方向向量,n 是平面α 的法向

量,l⊄α,则l∥α⇔u⊥n⇔u·n=0.

知识点三 平面与平面平行

如图,设n1,n2分别是平面α,β的法向量,则α∥β⇔
n1∥n2⇔∃λ∈R,使得n1=λn2.
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【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)直线的方向向量一定是单位向量. ( × )
(2)若直线l的一个方向向量为a=(-1,2,1),平
面α的一个法向量为n=(-1,-1,1),l⊄α,则l
∥α. ( √ )
(3)若n1,n2 分别是平面α,β的法向量,则n1∥n2

⇔α∥β. ( √ )
(4)已知点A(-1,0,1),B(1,4,7)在直线l上,若

点P 在直线l上,则AP→=tAB→,t∈R. ( √ )
2.已知向量a=(2,3,5),b=(3,x,y)分别是直线l1,
l2 的方向向量,若l1∥l2,则 (  )

A.x=
9
2
,y=15 B.x=3,y=

15
2

C.x=3,y=15 D.x=
9
2
,y=

15
2

D 解析:由l1∥l2,得a∥b,即
3
2=

x
3=

y
5
,解得

x=
9
2
,y=

15
2.故选D.

3.请思考并回答下列问题:
(1)直线的方向向量(平面的法向量)是否唯一?

提示:不唯一,直线的方向向量(平面的法向量)有
无数个,它们是共线向量.
(2)证明直线与平面平行的关键是什么?

提示:证明直线与平面平行的关键是证明直线的方

向向量与平面的法向量垂直.
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利用空间向量判断线线、线面平行

(1)设a,b 分别是直线l1,l2 的方向向量,根据条件

判断l1,l2 的位置关系:
①a=(2,3,-1),b=(-6,-9,3);
②a=(5,0,2),b=(0,4,0).
(2)设u,v分别是平面α,β 的法向量,根据条件判断

α,β的位置关系:

①u=(1,-1,2),v= 3,2,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷;

②u=(0,3,0),v=(0,-5,0).
(3)设a 是直线l的方向向量,u 是平面α 的法向量,
根据条件判断l,α的位置关系:
①a=(-3,4,2),u=(2,2,-1);
②a=(0,-8,12),u=(0,2,-3).
解:(1)①因为a=(2,3,-1),b=(-6,-9,3),所

以a=-
1
3b.

所以a∥b.所以l1∥l2.
②因为a=(5,0,2),b=(0,4,0),所以a·b=0.
所以a⊥b.所以l1⊥l2.

(2)①因为u=(1,-1,2),v= 3,2,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

u·v=0,所以u⊥v.所以α⊥β.
②因为u=(0,3,0),v=(0,-5,0),

所以u=-
3
5v.

所以u∥v.所以α∥β.
(3)①因为u=(2,2,-1),a=(-3,4,2),u·a=0,
所以u⊥a.所以l∥α或l⊂α.

②因为u=(0,2,-3),a=(0,-8,12),u=-
1
4a
,所

以u∥a.所以l⊥α.

【探究总结】
(1)若证线线平行,则证直线的方向向量共线,即设

μ1,μ2 分别是直线l1,l2 的方向向量,则l1∥l2⇔μ1

∥μ2⇔∃λ∈R,使得μ1=λμ2.
(2)若证线面平行,则证直线的方向向量与平面的法

向量垂直,即设μ 是直线l的方向向量,n 是平面α
的法向量,l⊄α,则l∥α⇔μ⊥n⇔μ·n=0.

利用空间向量证明线线、线面平行

例1 如图,在三棱锥P-ABC 中,PA⊥底面ABC,
∠BAC=90°,点D,E,N 分别为棱PA,PC,BC 的

中点,M 是线段AD 的中点,PA=AC=4,AB=2.试
证明:MN∥平面BDE.

证明:如图,以A 为原点,AB,AC,AP 所在直线分别

为x 轴、y 轴、z 轴,建立空间直角坐标系.

依题意可得A(0,0,0),B(2,0,0),C(0,4,0),P(0,
0,4),D(0,0,2),E(0,2,2),M(0,0,1),N(1,2,0),

所以DE
→
=(0,2,0),DB

→
=(2,0,-2).

设n=(x,y,z)为平面BDE 的法向量,
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则
n·DE

→
=0,

n·DB
→
=0,{ 所以

2y=0,
2x-2z=0.{

不妨取z=1,可得n=(1,0,1)为平面BDE 的一个

法向量.

又MN
→
=(1,2,-1),所以MN

→·n=0.
因为 MN⊄平面BDE,所以 MN∥平面BDE.
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思考 在本例中,你还能用其他方法证明 MN∥平

面BDE 吗?
证明:因为 PA⊥底面 ABC,∠BAC=90°,建立如

图所示的空间直角坐标系,

则A(0,0,0),B(2,0,0),C(0,4,0),D(0,0,2),
E(0,2,2),M(0,0,1),N(1,2,0),P(0,0,4),

所以DE→=(0,2,0),DB→=(2,0,-2).又MN→=(1,
2,-1),

设MN→=λDE→+μDB→,即(1,2,-1)=λ(0,2,0)+

μ(2,0,-2),解得λ=1,μ=
1
2
,

所以MN→=DE→+
1
2DB→,故MN→,DE→,DB→共面.

又因为 MN⊄平面BDE,所以 MN∥平面BDE.
【探究总结】
证明直线与平面平行,可以证明直线的方向向量与平

面的法向量的数量积为零,或证直线的方向向量与平

面内的两个不共线的向量共面,或证直线的方向向量

与平面内某直线的方向向量平行,然后说明直线不在

平面内即可.这样就把几何证明问题转化为向量运算

问题.

1.在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,AB=4,AD=3,
AA1=2,P,Q,R,S 分别是AA1,D1C1,AB,CC1

的中点.求证:PQ∥RS.
证明:(方法一)以D 为原点,DA,DC,DD1 所在直

线分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直

角坐标系,

则P(3,0,1),Q(0,2,2),R(3,2,0),S(0,4,1),

所以PQ→=(-3,2,1),RS→=(-3,2,1),

所以PQ→=RS→,

所以PQ→∥RS→,即PQ∥RS.

(方 法 二)因 为RS→=RC→+CS→=
1
2DC→-DA→+

1
2DD1

→,

PQ→=PA1
→+A1Q→=

1
2DD1+

1
2DC→-DA→,

所以PQ→=RS→,

所以PQ→∥RS→,即PQ∥RS.
2.如图,在直三棱柱ABC-A1B1C1 中,AC=3,BC=
4,AB=5,AA1=4.在线段AB 上是否存在点D,使
得AC1∥平面CDB1?

解:因为AC=3,BC=4,AB=5,所以 AC2+BC2

=AB2,所以AC⊥BC.
在直三棱柱 ABC-A1B1C1 中,AC,BC,CC1 两 两 垂

直,以C 为原点,CA,CB,CC1 所在直线分别为x
轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直角坐标系.

则C(0,0,0),A(3,0,0),B(0,4,0),B1(0,4,4),

C1(0,0,4),所以CB1
→
=(0,4,4),AC1

→
=(-3,0,4).

设点D 的坐标为(x,y,0)(0≤x≤3,0≤y≤4),

则CD
→
=(x,y,0).

设平面CDB1 的法向量为m=(a,b,c),

则
m·CD

→
=0,

m·CB1
→
=0,{ 即

ax+by=0,
4b+4c=0.{

令b=-x,于是 m=(y,-x,x)为平面CDB1 的

一个法向量.
若AC1∥平面CDB1,

则AC1
→·m=0,即-3y+4x=0.①

由点D 在AB 上,得x-3
-3=

y
4
,即4x+3y=12.②

由①②可得x=
3
2
,y=2,即D 为AB 的中点.故在
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线段AB 上存在点D,使得 AC1∥平面CDB1,此
时D 是线段AB 的中点.

利用空间向量证明面面平行

例2 如图所示,四边形ABCD 为矩形,PA⊥平面

ABCD,PA=AD,M,N,Q 分别是PC,AB,CD 的

中点.
(1)求证:MN∥平面PAD;
(2)求证:平面MNQ∥平面PAD.

证明:(1)因为 PA⊥平面 ABCD,AB,AD⊂平 面

ABCD,
所以PA⊥AB,PA⊥AD.
因为四边形ABCD 为矩形,所以AB⊥AD,
所以AB,AD,AP 两两垂直,
所以以 A 为原点,AB,AD,AP 所在直线分别为x
轴、y 轴、z 轴,建立空间直角坐标系,如图所示.

设B(b,0,0),D(0,d,0),P(0,0,d),
则C(b,d,0).
因为 M,N,Q 分别是PC,AB,CD 的中点,

所以 M b
2
,d
2
,d
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,N b

2
,0,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,Q b

2
,d,0æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以MN→= 0,-
d
2
,-

d
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为平面PAD 的一个法向量为m=(1,0,0),所以

MN→·m=0,即MN→⊥m.
又因为 MN⊄平面PAD,所以 MN∥平面PAD.
(2)因为QN→=(0,-d,0),所以QN→·m=0,所以QN→

⊥m.
又QN⊄平面PAD,所以QN∥平面PAD.
又因为 MN∩QN=N,MN,QN⊂平面 MNQ,
所以平面 MNQ∥平面PAD.
【探究总结】

证明面面平行的方法

(1)转化为相应的线线平行或线面平行;
(2)分别求出这两个平面的法向量,然后证明这两个

法向量平行.

如图,在 正 方 体 ABCD-A1B1C1D1 中,O 为 底 面

ABCD 的中心,P 是DD1 的中点.设Q 是CC1 上的

点,问:是否存在点Q,使得平面D1BQ∥平面PAO?

解:以D 为原点,DA,DC,DD1 所在直线分别为x
轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直角坐标系.

在CC1 上任取一点Q,连接BQ,D1Q.

设正方体的棱长为1,则O (12,
1
2
,0),P (0,0,12 ),

A(1,0,0),B(1,1,0),D1(0,0,1),设Q(0,1,m)(0
≤m≤1).

(方法一)AP
→
= (-1,0,12 ),BQ

→
=(-1,0,m),OP

→
=

(-12,-
1
2
,1
2 ),BD1

→
=(-1,-1,1),

所以OP
→
∥BD1

→,即OP∥BD1.
所以OP∥平面D1BQ.

当m=
1
2

时,AP
→
=BQ
→,即AP∥BQ,所以AP∥平面

D1BQ.又 OP ∩AP =P,所 以 平 面 PAO ∥ 平

面D1BQ.
故当Q 为CC1 的中点时,平面D1BQ∥平面PAO.

(方法二)OA
→
= (12,-

1
2
,0),

OP
→
= (-12,-

1
2
,1
2 ) .

设平面PAO 的法向量为n1=(x1,y1,z1),

则有n1⊥OA
→,n1⊥OP

→,

所以

1
2x1-

1
2y1=0,

-
1
2x1-

1
2y1+

1
2z1=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

取x1=1,则n1=(1,1,2)为平面PAO 的一个法向量.

易知BD1
→
=(-1,-1,1),QD1

→
=(0,-1,1-m).

设平面D1BQ 的法向量为n2=(x2,y2,z2),则有n2

⊥BD1
→,n2⊥QD1

→,

所以
-x2-y2+z2=0,
-y2+(1-m)z2=0.{ 取z2=1,则n2=(m,1-
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m,1)为平面D1BQ 的一个法向量.
要使平面D1BQ∥平面PAO,需满足n1∥n2.

因此
1
m=

1
1-m=

2
1
,解得m=

1
2
,这时点Q 的坐标为

(0,1,12 ) .
故当Q 为CC1 的中点时,平面D1BQ∥平面PAO.
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               1.若平面α外的直线l的一个方向向量为a=(1,0,
-2),平面α的一个法向量为m=(8,-1,4),则

(  )
A.l⊥α B.l∥α
C.a∥m D.l与α相交但不垂直

B 解析:根据题意,直线l的一个方向向量为a=
(1,0,-2),平面α 的一个法向量为m=(8,-1,
4),易得a·m=1×8-2×4=0,
又直线l在平面α外,则有l∥α.故选B.

2.已知直线l上有两点A(1,2,3),B(2,1,1),平面α
的一个法向量为n=(-3,2,m),若l∥α,则m=

(  )
A.2 B.1

C.-
1
2 D.-

5
2

D 解析:因为直线l上有两点A(1,2,3),B(2,1,

1),所以直线的一个方向向量为AB→=(1,-1,-2).
又因为l∥α,平面α 的一个法向量为n=(-3,2,
m),

所以n⊥AB→,即n·AB→=(-3)×1+2×(-1)-

2m=0,解得m=-
5
2.故选D.

3.已知平面α的一个法向量是(2,-1,1),α∥β,则下

列向量可作为平面β的一个法向量的是 (  )
A.(4,2,-2) B.(2,0,4)
C.(2,-1,-5) D.(4,-2,2)
D 解析:平面α的一个法向量是(2,-1,1),α∥β.
设平面β 的 法 向 量 为(x,y,z),则(2,-1,1)=
λ(x,y,z),λ≠0.
对比四个选项可知,只有D符合要求.故选D.

4.已知平面α 的一个法向量是(2,3,-1),平面β 的

一个法向量是(4,λ,-2).若α∥β,则λ的值是

(  )

A.-
3
10 B.-6

C.6 D.
10
3

C 解析:因为α∥β,所以平面α 的法向量(2,3,
-1)与平面β的法向量(4,λ,-2)共线.

所以
2
4=

3
λ=

-1
-2
,解得λ=6.故选C.

5.若平面β 外的一条直线l的一个方向向量是u=
(-1,2,-3),平面β 的一个法向量为n=(4,-1,
-2),则l与β的位置关系是    .
平行 解析:因为直线l的方向向量是u=(-1,2,
-3),平面β的一个法向量为n=(4,-1,-2),
所以u·n=(-1,2,-3)·(4,-1,-2)=-4-2
+6=0.所以u⊥n,所以直线与平面平行,即l∥β.

6.已知直线l的一个方向向量为(2,m,1),平面α 的

一个法向量为 1,
1
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,且l∥α,则m=    .

-8 解析:因为l∥α,所以l的方向向量与α 的法

向量垂直.

所以(2,m,1)· 1,
1
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷=2+

1
2m+2=0,

解得m=-8.
7.如图,已知正方体 ABCD-A'B'C'D',求证:平面

AB'D'∥平面BDC'.

证明:设正方体的棱长为1,建立如图所示的空间直

角坐标系Dxyz,
则A(1,0,0),B'(1,1,1),D'(0,0,1),B(1,1,0),
D(0,0,0),C'(0,1,1),

所以AB'→=(0,1,1),D'B'→=(1,1,0),DB→=(1,1,

0),DC'→=(0,1,1).
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设平面AB'D'的法向量为n1=(x1,y1,z1),

则 n1 ⊥ AB'→, n1 ⊥ D'B'→,

即
n1·AB'→=y1+z1=0,

n1·D'B'→=x1+y1=0.{
令y1=1,则x1=-1,z1=-1,可得平面AB'D'的

一个法向量为n1=(-1,1,-1).
设平面BDC'的法向量为n2=(x2,y2,z2),

则n2⊥DB→,n2⊥DC'→,即
n2·DB→=x2+y2=0,

n2·DC'→=y2+z2=0.{
令y2=1,则x2=-1,z2=-1,可得平面BDC'的

一个法向量为n2=(-1,1,-1).
所以n1=n2,即n1∥n2.
故平面AB'D'∥平面BDC'.

1.(多选)已知直线l过点P(2,-2,-3),且直线l
的一个方向向量为a=(4,2,2),若直线l与点

M(2,0,1)在平面α内,则下列向量为平面α的法

向量的是 (  )
            A.(-1,4,-2) B.14

,-1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.-
1
2
,2,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.(0,-1,1)

ABC 解析:由题意可知,所研究平面的法向量垂

直于向量a=(4,2,2)和向量PM→.
而PM→=(2,0,1)-(2,-2,-3)=(0,2,4).
选项A,(4,2,2)·(-1,4,-2)=0,(0,2,4)·
(-1,4,-2)=0满足垂直,故正确;同理可得B,C
也满足题意.故选ABC.

2.(数学文化)《九章算术》是我

国古代数学名著,书中将底面

为矩形,且有一条侧棱垂直于

底面的四棱锥称为“阳马”.如
图,在“阳马”P-ABCD 中,PA
⊥平面ABCD,底面ABCD 是正方形,PA=AB,

E,F 分别为PD,PB 的中点,AH→=λHP→,CG→=

GP→.若GH∥平面EFC,则λ= (  )
A.3 B.4 C.5 D.6
C 解析:以A 为坐标原点,AB,AD,AP 所在直线

分别为x,y,z 轴,建 立 如 图 所 示 的 空 间 直 角 坐

标系,

设AD=a(a>0),则A(0,0,0),P(0,0,a),C(a,

a,0),E 0,
a
2
,a
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,F a

2
,0,

a
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以EF→= a
2
,-

a
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,AP→=(0,0,a),PC→=(a,

a,-a),EC→= a,
a
2
,-

a
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设平面EFC 的法向量为n=(x,y,z),

则

EF→·n=
a
2x-

a
2y=0

,

EC→·n=ax+
a
2y-

a
2z=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

令x=1,得y=1,

z=3,所以n=(1,1,3)为平面EFC 的一个法向量.
由 CG→ = GP→,得 G 是 PC 的 中 点,所 以

G a
2
,a
2
,a
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

由AH→ =λ HP→,得 H 0,0,
λa
1+λ

æ

è
ç

ö

ø
÷,所 以 GH→

= -
a
2
,-

a
2
,λa
1+λ-

a
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为GH∥平面EFC,所以GH→·n=-
a
2-

a
2+

3λa
1+λ-

3a
2=0

,解得λ=5.故选C

3.已知A(0,0,1),B(1,0,0),C(0,1,0),直线l∥平

面ABC,且l的一个方向向量为a=(2,m,1),则实

数m 的值是    .
-3 解析:设平面ABC 的法向量为n=(x,y,z),

AB→=(1,0,-1),AC→=(0,1,-1),

则有
n·AB→=x-z=0,

n·AC→=y-z=0.{
令z=1,则x=1,y=1,所以n=(1,1,1)为平面

ABC 的一个法向量.
因为直线l∥平面ABC,所以有n·a=0,
即n·a=(1,1,1)·(2,m,1)=2+m+1=0,解得

m=-3.
4.直线l的一个方向向量为a=(2,0,4),平面α的一

个法向量为n= 1,-2,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则直线l与平面α

的位置关系为    .
l⊂α或l∥α 解析:因为直线l的方向向量为a=

(2,0,4),平面α的法向量为n= 1,-2,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

而a·n=2×1+0×(-2)+4× -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=0,所以a

⊥n,则l⊂α或l∥α.
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5.如图,在直角梯形ABCP 中,AP∥BC,AP⊥AB,

AB=BC=
1
2AP=2,D 是AP 的中点,E,F,G 分

别为PC,PD,CB 的中点,将△PCD 沿CD 折起,
使得PD⊥平面 ABCD,得到四棱锥P-ABCD.试
用向量方法证明AP∥平面EFG.

证明:由题意可知底面ABCD 为正方形,
因为PD⊥平面ABCD,DA,DC⊂平面ABCD,所
以DA,DC,DP 两两垂直.
如图,以D 为原点,DA→,DC→,DP→的方向为x 轴、y
轴、z 轴的正方向,建立空间直角坐标系Dxyz,

则P(0,0,2),C(0,2,0),G(1,2,0),E(0,1,1),

F(0,0,1),A(2,0,0),
所以AP→=(-2,0,2),EF→=(0,-1,0),EG→=(1,

1,-1).
设平面EFG 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·EF→=-y=0,

n·EG→=x+y-z=0.{ 取x=1,则z=1,y=0,

所以n=(1,0,1)为平面EFG 的一个法向量.
因为n·AP→=-2+0+2=0,又 AP 在 平 面

EFG 外,
所以AP∥平面EFG.

6.如图,在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,AB=4,BC
=3,CC1=2.
(1)求证:平面A1C1B∥平面ACD1.
(2)线段B1C 上是否存在点 P,使得 A1P∥平面

ACD1? 若存在,求出点P 的位置;若不存在,请说

明理由.

(1)证明:以 D 为原点,DA,DC,DD1 所在直线分

别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直角坐

标系,

则A(3,0,0),B(3,4,0),C(0,4,0),A1(3,0,2),

B1(3,4,2),C1(0,4,2),D1(0,0,2),

所以A1C1
→=(-3,4,0),A1B→=(0,4,-2),AC→=

(-3,4,0),AD1
→=(-3,0,2).

设平面A1C1B 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·A1C1

→=-3x+4y=0,

n·A1B→=4y-2z=0.{
取x=4,则y=3,z=6,所以n=(4,3,6)为平面

A1C1B 的一个法向量.

设平面ACD1 的法向量为m=(a,b,c),

则
m·AC→=-3a+4b=0,

m·AD1
→=-3a+2c=0.{

取a=4,则b=3,c=6,所以 m=(4,3,6)为平面

ACD1 的一个法向量.

因为 m =n,即 m ∥n,所 以 平 面 A1C1B ∥ 平

面ACD1.

(2)解:设线段B1C 上存在点P 使得A1P∥平面

ACD1,B1P→=tB1C→(0≤t≤1).

由(1)得A1B1
→=(0,4,0),B1C→=(-3,0,-2),平面

ACD1 的一个法向量为m=(4,3,6),

所以A1P→=A1B1
→+B1P→=A1B1

→+tB1C→=(-3t,

4,-2t).

所以m·A1P→=-3t×4+4×3+(-2t)×6=0,

解得t=
1
2.

所 以 当 P 为 线 段 B1C 的 中 点 时,A1P ∥ 平

面ACD1.
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第3课时 空间中直线、平面的垂直

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.能用向量语言表述直线与直线、直线与平面、平面与平面的垂直关系.
2.能用向量方法证明直线与平面、平面与平面垂直的有关判定定理.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 线线垂直

如图,设直线l1,l2 的方向向量分别为u1,u2,则l1⊥
l2⇔u1⊥u2⇔u1·u2=0.

知识点二 线面垂直

如图,设直线l的方向向量为u,平面α 的法向量为

n,则l⊥α⇔u∥n⇔∃λ∈R,使得u=λn.

知识点三 面面垂直

如图,设平面α,β的法向量分别为n1,n2,则α⊥β⇔
n1⊥n2⇔n1·n2=0.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)同一个平面的法向量均为共线向量. ( √ )

(2)若a,b是平面α内的向量,且n·a=0,n·b=
0,则n 可以作为平面α的一个法向量. ( × )
(3)若点A,B 是平面α 内的任意两点,n 是平面α
的法向量,则AB→·n=0. ( √ )

2.设直线l的一个方向向量u=(-2,2,t),平面α的

一个法向量v=(6,-6,12),若直线l⊥平面α,则
实数t等于 (  )

A.4 B.-4 C.2 D.-2

B 解析:因为直线l⊥平面α,所以u∥v,则
-2
6 =

2
-6=

t
12
,解得t=-4.故选B.

3.请思考并回答下列问题:
(1)若一个平面内一条直线的方向向量与另一个平

面的法向量共线,则这两个平面是否垂直?
提示:垂直.
(2)怎样利用直线的方向向量与平面的法向量证明

垂直关系.
提示:①若 证 线 线 垂 直,则 证 两 直 线 的 方 向 向 量

垂直;

②若证线面垂直,则证直线的方向向量与平面的法

向量平行;

③若证面面垂直,则证两平面的法向量垂直.
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利用空间向量判断位置关系

1.若d=(4,2,3)是直线l的方向向量,n=(-1,3,
0)是平面α的法向量,则直线l与平面α 的位置关

系是 (  )
A.垂直 B.平行

C.直线l在平面α内 D.相交但不垂直

D 解析:显然d 与n 不平行,因此直线l与平面α
不垂直.又d·n=4×(-1)+2×3+3×0=2,即d
与n 不垂直,从而直线l与平面α 不平行且直线l
不在平面α内,故直线l与平面α 相交但不垂直.故
选D.

2.在四棱锥P-ABCD 中,底面ABCD 是平行四边形,AB
→

=(2,-1,-4),AD
→
=(4,2,0),AP

→
=(-1,2,-1),则

直线PA 与平面ABCD 的位置关系是 (  )

            A.平行 B.垂直

C.在平面内 D.相交但不垂直

B 解析:依题意得PA
→
=-AP

→
=(1,-2,1),而PA

→·

AB
→
=2+2-4=0,PA

→·AD
→
=4-4+0=0,所以

PA⊥AB,PA⊥AD.又 AB∩AD=A,AB,AD⊂

平面ABCD,所以PA⊥平面ABCD.故选B.

【探究总结】

(1)若两条直线的方向向量垂直,则这两条直线垂直;

(2)若直线的方向向量与平面的法向量平行,则直线

与平面垂直;

(3)若两平面的法向量垂直,则这两个平面垂直.
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利用空间向量证明线线、线面

垂直

例1 如图,正三棱柱ABC-A1B1C1 的所有棱长都

为2,D 为CC1 的中点.试证明:AB1⊥平面A1BD.

证明:(方 法 一)取 BC 的 中 点 O,连 接 AO.因 为

△ABC 为正三角形,所以AO⊥BC.
因为在正三棱柱ABC-A1B1C1 中,平面ABC⊥平面

BCC1B1,所以AO⊥平面BCC1B1.
如图,取B1C1 的中点O1,连接OO1,以O 为原点,

OB,OO1,OA 所在直线分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立

空间直角坐标系,

则B(1,0,0),D(-1,1,0),A1(0,2,3),A(0,0,

3),B1(1,2,0),

所以AB1
→
=(1,2,- 3),BA1

→
=(-1,2,3),BD

→
=

(-2,1,0).

因为AB1
→·BA1

→
=1×(-1)+2×2+(- 3)× 3

=0,

AB1
→·BD

→
=1×(-2)+2×1+(- 3)×0=0,

所以AB1
→
⊥BA1

→,AB1
→
⊥BD
→,

即AB1⊥BA1,AB1⊥BD.
又因为BA1∩BD=B,BA1⊂平面A1BD,BD⊂平

面A1BD,
所以AB1⊥平面A1BD.
(方法二)建系同方法一.
设平面A1BD 的法向量为n=(x,y,z),

则
n⊥BA1

→,

n⊥BD
→,{ 即

n·BA1
→
=-x+2y+ 3z=0,

n·BD
→
=-2x+y=0.{

令x=1,得n=(1,2,-3)为平面 A1BD 的一个法

向量.

又AB1
→
=(1,2,- 3),所以n=AB1

→,即AB1
→
∥n.

所以AB1⊥平面A1BD.
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思考1.在本例中,你还能用其他方法证明AB1⊥平

面A1BD 吗?

证明:设AB→=a,AC→=b,AA1
→=c,

由题意得|a|=|b|=|c|=2,a·b=2,a·c=0,
b·c=0,

则AB1
→=a+c,A1B→=a-c,BD→=CD→-CB→=

1
2c

-a+b,

所以AB1
→·A1B→=(a+c)·(a-c)=a2-c2=0,所

以AB1
→⊥A1B→,即AB1⊥A1B,

AB1
→·BD→=(a+c)· 1

2c-a+b
æ

è
ç

ö

ø
÷=0-4+2+2

-0+0=0,所以AB1
→⊥BD→,即AB1⊥BD.

又A1B∩BD=B,所以AB1⊥平面A1BD.
思考2.在 本 例 中,设 M 是 A1B1 的 中 点,在 线 段

CC1 上是否存在一点 N,使得 MN⊥平面A1BD?
解:假设存在点 N(-1,y0,0),0≤y0≤2,由例1的

解 析 可 知 M 1
2
,2,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷, 所 以 MN→ =

-
3
2
,y0-2,-

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.因为 MN⊥平面A1BD,

所以MN→∥n,即
-
3
2
1 =

y0-2
2 =

-
3
2

- 3
,解得y0=

-1,不符合题意.
所以在线段CC1 上不存在一点 N,使得 MN⊥平

面A1BD.

【探究总结】
用向量证明线线、线面垂直的方法

(1)线线垂直:证明两直线的方向向量互相垂直,即证

它们的数量积为零.
(2)线面垂直:证明直线的方向向量与平面的法向量

共线,或将线面垂直的判定定理用向量表示.

如图,在平行六面体 ABCD-A1B1C1D1 中,AA1=
2,AB =AD =1,∠DAB =90°,∠A1AD =45°,

∠A1AB=60°.求证:AB⊥平面BCD1.

证明:(方法一)
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以A 为坐标原点,AB→方向为x 轴正方向,AD→方向为

y 轴正方向,建立空间直角坐标系,
则A(0,0,0),B(1,0,0),D(0,1,0),C(1,1,0),
设A1(x,y,z),AA1

→=(x,y,z),AD→=(0,1,0),AB→

=(1,0,0).
由AA1

→·AD→= AA1
→ · AD→ ·cos∠A1AD=2×

1×cos45°= 2=y,得y= 2,
由AA1

→·AB→= AA1
→ · AB→ ·cos∠A1AB=2×1

×cos60°=1=x,得x=1,

由 AA1 = 12+(2)2+z2=2,得z=1,即A1(1,

2,1).
又AD→=A1D1

→,则D1(1,2+1,1),

所以CD1
→=(0,2,1),AB→=(1,0,0),所以AB→·CD1

→

=0,即AB⊥CD1.
又AB⊥BC,BC∩CD1=C,BC,CD1⊂平面BCD1,
所以AB⊥平面BCD1.
(方法二)
因为AB→·BD1

→=AB→·(BA→+AA1
→+A1D1

→)

=AB→·BA→+AB→·AA1
→+AB→·A1D1

→

=- AB→ 2+ AB→ · AA1
→ ·cos∠A1AB+0

=-1+1×2×
1
2+0=0

,

所以AB⊥BD1.
又AB⊥BC,BC∩BD1=B,BC,BD1⊂平面BCD1,
所以AB⊥平面BCD1.

利用空间向量证明面面垂直

例2 如图,已知四棱锥P-ABCD 的底面是直角梯

形,∠ABC=∠BCD=90°,AB=BC=PB=PC=
2CD,侧面PBC⊥底面ABCD.
求证:(1)PA⊥BD;
(2)平面PAD⊥平面PAB.

证明:如图,取BC 的中点O,连接PO.
因为侧面 PBC⊥底面 ABCD,△PBC 为等边三角

形,所以PO⊥底面ABCD.
以BC 的中点O 为坐标原点,以 BC 所在直线为x
轴,过点O 与AB 平行的直线为y 轴,OP 所在直线

为z 轴,建立空间直角坐标系.
(1)不妨设CD=1,则AB=BC=PB=PC=2,所以

PO= 3.
所以A(1,-2,0),B(1,0,0),D(-1,-1,0),P(0,

0,3),

所以BD
→
=(-2,-1,0),PA

→
=(1,-2,- 3).

因为BD
→·PA

→
=(-2)×1+(-1)×(-2)+0×

(- 3)=0,

所以PA
→
⊥BD
→,

所以PA⊥BD.
(2)如图,取PA 的中点M,
连接DM,

则 M (12,-1,
3
2 ) .

因为DM
→
= (32,0,

3
2 ),PB

→

=(1,0,- 3),

所以DM
→·PB

→
=
3
2×1+0×0+

3
2×

(- 3)=0,

所以DM
→
⊥PB
→,即DM⊥PB.

因为DM
→·PA

→
=
3
2×1+0×

(-2)+
3
2×

(- 3)

=0,

所以DM
→
⊥PA
→,即DM⊥PA.

又因 为 PA∩PB=P,PA⊂平 面 PAB,PB⊂平

面PAB,
所以DM⊥平面PAB.
因为DM⊂平面PAD,
所以平面PAD⊥平面PAB.
【探究总结】

1.利用空间向量证明面面垂直通常有两个途径:一是

利用两个平面垂直的判定定理将面面垂直转化为

线面垂直进而转化为线线垂直;二是直接求出两个

平面的法向量,由两个法向量垂直,得面面垂直.
2.向量法证明面面垂直的优越性主要体现在不必考

虑图形中的位置关系,只需建立适当的空间直角坐

标系或选定基向量后,经过向量运算就可得到要证

明的结果.思路方法“公式化”,降低了思维难度.

如图,在四棱锥P-ABCD 中,底面ABCD 为直角梯

形,AD∥BC,AB⊥AD,PA⊥平面 ABCD,AD=
10,BC=2AB=8,M 为PC 的中点.求证:平面PAC
⊥平面PCD.
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证明:以{AB→,AD→,AP→}为正交基底建立如图所示的

空间直角坐标系,

设PA=m,则 A(0,0,0),C(4,8,0),D(0,10,0),

P(0,0,m),所以PC→=(4,8,-m),CD→=(-4,2,0),

AC→=(4,8,0).
设平 面 PCD 的 法 向 量 为 n1= (x1,y1,z1),则

PC→·n1=0,

CD→·n1=0,{ 即
4x1+8y1-mz1=0,

-4x1+2y1=0.{
不妨令x1=1,则y1=2,z1=

20
m
,

所以n1= 1,2,
20
m

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为平面PCD 的一个法向量.

设平 面 PAC 的 法 向 量 为 n2= (x2,y2,z2),则

PC→·n2=0,

AC→·n2=0,{ 即
4x2+8y2-mz2=0,

4x2+8y2=0.{
不妨令x2=2,则y2=-1,z2=0,
所以n2=(2,-1,0)为平面PAC 的一个法向量.

因为n1·n2=1×2+2×(-1)+
20
m×0=0

,

所以n1⊥n2,所以平面PAC⊥平面PCD.
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            1.若a=(-1,2,4),b=(x,-1,-2)分别为平面α,β
的法向量,且α⊥β,则x 的值为 (  )

A.10 B.-10

C.
1
2 D.-

1
2

B 解析:因为α⊥β,所以平面α,β的法向量相互垂

直.所以a·b=(-1,2,4)·(x,-1,-2)=-x-
2-8=0,解得x=-10.故选B.

2.若直线l的一个方向向量为a=(-1,0,-2),平面α
的一个法向量为n=(2,0,4),则 (  )
A.l∥α
B.l⊥α
C.l⊂α
D.l与α相交但不垂直

B 解析:因为n=-2a,所以n∥a,所以l⊥α.故
选B.

3.已知u=(-2,3,3),v=(3,-1,3)分别为平面α,β
的法向量,则 (  )

A.α∥β
B.α⊥β
C.α,β相交但不垂直

D.以上都不正确

B 解析:由u=(-2,3,3),v=(3,-1,3),可知u·v
=0,所以平面α,β垂直.故选B.

4.如图,在正方体ABCD-A1B1C1D1 中,A1D∩AD1

=E,CD1∩C1D=F,则下列结论中正确的是

(  )

A.BB1∥平面ACD1

B.平面BDC1⊥平面ACD1

C.EF⊥平面BDD1B1

D.平面ABB1A1 内存在与EF 平行的直线

C 解析:由题意,设正方体的边长为2,以D1 为原

点,D1A1 所在直线为x 轴,D1C1 所在直线 为y
轴,D1D 所在直线为z 轴,建立空间直角坐标系(图
略),则D1(0,0,0),A(2,0,2),C(0,2,2),D(0,0,
2),B(2,2,2),B1(2,2,0),E(1,0,1),F(0,1,1),

所以D1A→=(2,0,2),D1C→=(0,2,2).
设平 面 ACD1 的 法 向 量 为 n= (x,y,z),则

n·D1A→=0,

n·D1C→=0,{ 即
2x+2z=0,
2y+2z=0.{ 令x=1,则z=-1,

y=1,所以n=(1,1,-1)为平面 ACD1 的一个法

向量.
BB1
→=(0,0,-2),BB1

→·n=2≠0,故A不正确.
同理,解得平面BDC1 的一个法向量为m=(-1,
1,1),

m·n=-1≠0,故B不正确.
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因为EF→=(-1,1,0),D1D→=(0,0,2),D1B1
→=(2,

2,0),则EF→·D1D→=0,EF→·D1B1
→=0,所以EF⊥

D1D,EF⊥D1B1.又 D1D ∩D1B1=D1,D1D,
D1B1⊂平面BDD1B1,所以EF⊥平面BDD1B1,
故C正确.
平面ABB1A1 的一个法向量为p=(1,0,0),EF→·

p=-1≠0,故D不正确.故选C.
5.如图,四棱锥P-ABCD 的底面ABCD 是边长为1

的正方形,PD⊥底面ABCD,且PD=1.若E,F 分

别为PB,AD 的中点,则直线EF 与平面PBC 的

位置关系是    .

垂直 解析:由题意,以D 为原点,DA,DC,DP 所

在直线分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立空间直角坐标

系Dxyz(图略),则E 1
2
,1
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,P(0,0,1),B(1,

1,0),C (0,1,0),F 1
2
,0,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,所 以 EF→ =

0,-
1
2
,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,PB→=(1,1,-1),PC→=(0,1,-1).

设平面PBC 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·PB→=0,

n·PC→=0,{ 即
x+y-z=0,

y-z=0.{
令y=1,得n=(0,1,1)为平面PBC 的一个法向

量.因为EF→=-
1
2n,所 以EF→∥n.所 以 EF⊥平

面PBC.
6.设平面α的一个法向量为a=(-1,2,-4),平面β

的一个法向量为b=(2,3,1),则平面α与β的位置

关系是    .
垂直 解析:因为a·b=-2+6-4=0,所以a⊥
b,因此,α⊥β.

7.如图,在四棱锥P-ABCD 中,底面 ABCD 为正方

形,PA⊥平面ABCD,点 M 为PD 的中点,PA=
AD=1.求证:平面MAC⊥平面PCD.

证明:在四棱锥 P-ABCD 中,底面 ABCD 为正方

形,侧棱 PA⊥平面 ABCD,所以 AB,AD,AP 两

两垂直.
以A 为原点,AB,AD,AP 所在直线分别为x,y,z

轴,建立如图所示的空间直角坐标系,

则A(0,0,0),P(0,0,1),D(0,1,0),C(1,1,0),

M 0,
1
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以PD→=(0,1,-1),CD→=(-1,0,0).
设平面PCD 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·PD→=y-z=0,

m·CD→=-x=0.{
令y=1,则z=1,x=0,所以m=(0,1,1)为平面

PCD 的一个法向量.

又AM→= 0,
1
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,AC→=(1,1,0),

设平面 MAC 的法向量为n=(a,b,c),

则
n·AM→=

1
2b+

1
2c=0

,

n·AC→=a+b=0.

ì

î

í

ïï

ïï

令b=1,则c=-1,a=-1,所以n=(-1,1,-1)
为平面 MAC 的一个法向量.
因为m·n=(0,1,1)·(-1,1,-1)=1-1=0,
所以平面 MAC⊥平面PCD.

            1.如图,已知PA⊥平面ABCD,四边形ABCD 为正

方形,E 为CD 的中点,F 是AD 上一点,则当BF

⊥PE 时,AF
FD

等于 (  )

A.
1
2 B.1 C.2 D.3

B 解析:建立如图所示的空间直角坐标系,设正方

形ABCD 的边长为1,PA=a,

则B(1,0,0),E 1
2
,1,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,P(0,0,a).

设 F (0,y,0),则 BF→ = (-1,y,0),PE→

= 1
2
,1,-aæ

è
ç

ö

ø
÷.
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因为BF⊥PE,所以BF→·PE→=(-1)×
1
2+y×1

+0×(-a)=0,解得y=
1
2
,

即F 0,
1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,可知F 是AD 的中点,故AF

FD=1.
故

选B.
2.如图,在三棱锥P-ABC 中,PA⊥平面ABC,AB⊥
BC,且AB=BC=2,AP=a.若D 是棱PC 上的点,

满足PD=
1
3PC

,且AD⊥PB,则a=    .

2 解析:因为PA⊥平面 ABC,AB,BC⊂平面

ABC,所以PA⊥AB,PA⊥BC.
又AB⊥BC,故PA,AB,BC 两两垂直.以 A 为原

点,AB,AP 所在直线分别为y 轴、z 轴,过点A 平

行于BC 的直线为x 轴,建立如图所示的空间直角

坐标系,

则A(0,0,0),B(0,2,0),C(2,2,0),P(0,0,a).

因为PD=
1
3PC

,所以D 2
3
,2
3
,2
3a

æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为AD⊥PB,所以AD→·PB→= 2
3
,2
3
,2
3a

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·(0,

2,-a)=
4
3-

2
3a

2=0,解得a=2(负值舍去).

3.已知a=(0,1,1),b=(1,1,0),c=(1,0,1)分别是

平面α,β,γ 的法向量,则α,β,γ 三个平面中互相垂

直的有    对.
0 解析:因为a·b=(0,1,1)·(1,1,0)=1≠0,
a·c=(0,1,1)·(1,0,1)=1≠0,
b·c=(1,1,0)·(1,0,1)=1≠0,
所以a,b,c中任意两个向量都不垂直,即α,β,γ 三

个平面中任意两个平面都不垂直.
4.如图,在四棱锥 P-ABCD 中,平面 ABCD⊥平 面

PCD,底面ABCD 为直角梯形,AB∥CD,AD⊥
DC,且AB=1,AD=DC=DP=2,∠PDC=120°.

(1)求证:AD⊥平面PCD.
(2)线段BC 上是否存在点F,使得平面PDF⊥平

面PAC? 若存在,求BF
BC

的值;若不存在,说明理由.

(1)证 明:因 为 平 面 ABCD ⊥ 平 面 PCD,平 面

ABCD∩平面PCD=CD,且AD⊥DC,AD⊂平面

ABCD,所以AD⊥平面PCD.
(2)解:以 D 为原点,DA,DC 所在直线分别为x
轴、y 轴,建立如图所示的空间直角坐标系,

则P(0,-1,3),C(0,2,0),A(2,0,0),B(2,1,0).
假 设 存 在 符 合 题 意 的 点 F,如 图,连 接 PF,
DF,AC,

设
BF
BC=λ

(0≤λ≤1),则BF→=λBC→,所以PB→=(2,

2,- 3),BC→=(-2,1,0),PA→=(2,1,- 3),PC→

=(0,3,- 3),PD→=(0,1,- 3),PF→=PB→+BF→

=PB→+λBC→=(2-2λ,2+λ,- 3).
设平面PAC 的法向量为m=(x,y,z),

则
PA→·m=0,

PC→·m=0,{ 即
2x+y- 3z=0,

3y- 3z=0.{
令z= 3,则y=1,x=1,所以m=(1,1,3)为平

面PAC 的一个法向量.
设平面PDF 的法向量为n=(a,b,c),

则
PD→·n=0,

PF→·n=0,{ 即
b-3c=0,①
(2-2λ)a+(2+λ)b-3c=0.②{

若平面PDF⊥平面PAC,则m·n=0,即a+b+

3c=0.③

联立①②③,解得λ=
3
5.

所以线段BC 上存在点F,使得平面 PDF⊥平面

PAC,此时
BF
BC=

3
5.

5.在△ABC 中,B=
π
2
,AB=2BC

=4,点 D,E 分别为边AC,AB
的中点,将△AED 沿DE 折起,
使得平面 AED⊥平面 BCDE,
得到如图所示的四棱锥A-BCDE.
(1)求证:DC⊥AE.
(2)在平面ACD 内是否存在点M,使得平面AEM
⊥平面ABD? 若存在,指出点 M 的位置;若不存

在,说明理由.
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(1)证明:在△ABC 中,因为点D,E 分别为边AC,

AB 的中点,

所以DE∥BC.又B=
π
2
,所以AE⊥ED.

又因为平面AED⊥平面BCDE,平面AED∩平面

BCDE=ED,AE⊂平面AED,
所以AE⊥平面BCDE.
又因为DC⊂平面BCDE,所以DC⊥AE.
(2)解:由(1)知,AE⊥ED,AE⊥EB,EB⊥ED.
以E 为原点,EB,ED,EA 所在直线分别为x 轴、y
轴、z 轴,建立空间直角坐标系Exyz,
则E(0,0,0),B(2,0,0),C(2,2,0),D(0,1,0),

A(0,0,2),
所以EA→=(0,0,2),AB→=(2,0,-2),AD→=(0,1,

-2).
设平面ABD 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·AB→=0,

m·AD→=0,{ 即
2x-2z=0,

y-2z=0.{ 取z=1,则x=1,

y=2,所 以 m=(1,2,1)为 平 面 ABD 的 一 个 法

向量.
假设在平面 ACD 内存在点 M,使得平面 AEM⊥
平面ABD,连接AM.
若AM→∥DC→,则设AM→=μDC→=(2μ,μ,0).设平面

AEM 的法向量为n=(a,b,c).

由
n·EA→=0,

n·AM→=0,{ 得
2c=0,

2μa+μb=0.{ 取a=1,则b=

-2,c=0,所以n=(1,-2,0)为平面AEM 的一个

法向量.
因为平面ABD 的一个法向量为m=(1,2,1),所以

由m·n≠0知,此情况不成立.
若AM→与DC→不共线,设 AM∩CD=N,连接 EN,
如图.
设DN→=λDC→=λ(2,1,0)=(2λ,λ,0),则EN→=ED→

+DN→=(2λ,λ+1,0).
当EN→·BD→=(2λ,λ+1,0)·(-2,1,0)=0,即λ

=
1
3

时,BD⊥EN.

又因为 AE⊥BD,AE∩EN=E,AE,EN⊂平面

AEN,所以BD⊥平面AEN.
因 为 BD ⊂ 平 面 ABD,所 以 平 面 ABD ⊥ 平

面AEN.
所以在平面ACD 内存在点M,当点 M 在直线AN

(N 点 在 直 线CD 上 且DN→=
1
3DC→)上 时,平 面

AEM⊥平面ABD.
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1.4.2 用空间向量研究距离、夹角问题

第1课时 用空间向量研究距离

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.能用向量方法解决点到直线、点到平面、两条平行直线、两个平行平面的距离问题,并能描述解决这一类问

题的步骤.
2.体会向量方法在研究几何问题中的作用.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】

知识点一 直线外一点到直线的距离

如图,设AP
→
=a,直线l的单位方向向量为u,则向量

AP
→

在直线l上的投影向量AQ
→
=(a·u)u.在Rt△APQ

中,由 勾 股 定 理,得 PQ = |AP
→
|2-|AQ

→
|2

= a2-(a·u)2.

知识点二 平面外一点到平面的距离

如图,已知平面α 的法向量为n,A 是平面α 内的定
点,P 是平面α 外一点.过点P 作平面α 的垂线l,交
平面α于点Q,则n 是直线l的方向向量,且点P 到

平面α的距离就是AP
→

在直线l上的投影向量QP
→

的长

度.因此PQ= AP
→·n
|n| =

AP
→·n
|n| =

|AP
→·n|
|n| .
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知识点三 用空间向量解决立体几何问题的“三步曲”
(1)建立立体图形与空间向量的联系,用空间向量表

示问题中涉及的点、直线、平面,把立体几何问题转化

为向量问题;
(2)通过向量运算,研究点、直线、平面之间的位置关

系以及它们之间的距离和夹角等问题;
(3)把向量运算的结果“翻译”成相应的几何结论.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)平面α外一点A 到平面α的距离,就是以点A
为起点,以平面α内一点B 为终点的向量AB→的长度.

( × )
(2)若直线l∥平面α,则直线l到平面α 的距离就

是直线l上的任一点到平面α的距离. ( √ )
(3)若平面α∥平面β,则两平面的距离可转化为平

面α内某条直线到平面β的距离,也可转化为平面α
内某点到平面β的距离. ( √ )
(4)l1 与l2 为异面直线,在l1 上任取一点P,在l2
上任取一点Q,则 PQ→ 的最小值就是l1 与l2 的距

离. ( √ )
2.已 知 直 线l 经 过 点 A (2,3,1),且 向 量 n=

2
2
,0,
2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为l的一个单位方向向量,则点P(4,

3,2)到l的距离为    .

2
2  

解 析:因 为 PA→ = (-2,0,-1),n =

2
2
,0,
2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为l的一个单位方向向量,所以点P 到

l 的 距 离 d = |PA→|2-(PA→·n)2 =

5- - 2-
2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
2
2.

3.请思考并回答下列问题:
(1)怎样利用向量方法求直线与直线的距离、直线

到平面的距离、平面与平面的距离?
提示:两条直线平行,两条直线的距离是其中一条

直线上任一点到另一条直线的距离;一条直线和一

个平面平行,直线与平面的距离就是这条直线上任

一点到这个平面的距离;两个平面平行,平面与平

面的距离就是一个平面上任一点到另一个平面的

距离.
(2)已知平面α 的法向量为n,A 是平面α 内的定

点,P 是平面α 外一点,l是过点P 的平面α 的垂

线,则点P 到平面α 的距离与AP→在直线l上的投

影向量有什么关系?
提示:实质上,n 是直线l的方向向量,点P 到平面

α的距离就是AP→在直线l上的投影向量QP→的长度.
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利用空间向量求点到直线的距离

1.已知A(0,0,2),B(1,0,2),C(0,2,0),则点A 到

直线BC 的距离为 (  )
            
A.
22
3 B.1 C.2 D.22

A 解析:因为 A(0,0,2),B(1,0,2),C(0,2,0),

所以AB
→
=(1,0,0),BC

→
=(-1,2,-2).

所以点A 到直线BC 的距离

d = AB
→2- (AB

→· BC
→

|BC
→
|

)
2

= 1- (-13 )
2

=

22
3 .故选A.

2.已知m=(1,2,-1)为直线l 的方向向量.若点

P(-1,1,-1)为直线l外一点,A(4,1,-2)为直

线l上一点,则点P 到直线l的距离为    .

17 解析:因为 m=(1,2,-1),所以
m
|m|=

(12,
2
2
,-
1
2 ) .

因为P(-1,1,-1),A(4,1,-2),所以PA
→
=(5,

0,- 1).所 以 点 P 到 直 线 l 的 距 离 为

PA
→2
- (PA

→· m
|m|)

2

=26-9= 17.

【探究总结】
用向量法求点到直线的距离的一般步骤

(1)建立空间直角坐标系,并求相应点的坐标;
(2)求出直线的方向向量a 的坐标,并求|a|;
(3)求以直线上某一特殊点为起点,已知的直线外的

点为终点的向量b的坐标,并求b2,计算
b·a
|a|

;

(4)利用 b2- b·a
|a|

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,求点到直线的距离.

利用空间向量求点到平面的距离

            例1 如图,在棱长为2的正方体ABCD-A1B1C1D1

中,E,F 分别为棱AA1,BB1 的中点,M 为棱A1B1

上的一点,且A1M=λ(0<λ<2).设 N 为ME 的中

点,求点N 到平面D1EF 的距离.
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解:以D 为原点,DA,DC,DD1 所在直线分别为x
轴、y 轴、z 轴,建立空间直角坐标系(图略),
则 M(2,λ,2),D1(0,0,2),E(2,0,1),F(2,2,1),

所以ED1
→
=(-2,0,1),EF

→
=(0,2,0),EM

→
=(0,λ,

1).
设 平 面 D1EF 的 法 向 量 为 n = (x,y,z),

则
n·ED1

→
=-2x+z=0,

n·EF
→
=2y=0.{

取x=1,得n=(1,0,2)为 平 面 D1EF 的 一 个 法

向量.

所以点 M 到平面D1EF 的距离d=
|EM
→·n|
|n| =

2
5

=
25
5 .因 为 N 为 ME 的 中 点,所 以 点 N 到 平 面

D1EF 的距离为
5
5.
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思考1.本例中的点 M 是棱A1B1 上的动点,为什么

求出的点 N 到平面D1EF 的距离为定值?
解:因为A1B1∥平面 D1EF,所以A1B1 上任意一

点到平面D1EF 的距离相等,且为定值.
又 N 为ME 的中点,所以 N 到平面D1EF 的距离

为定值.
思考2.在本例中,你还有什么方法求点 N 到平面

D1EF 的距离?

解:由 例 1 的 解 析,易 知 N 2,
λ
2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,EN→

= 0,
λ
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

又平面D1EF 的一个法向量为n=(1,0,2),所以点

N 到平面D1EF 的距离d=
|EN→·n|

n =
5
5.

【探究总结】
用向量法求点到平面的距离的四个步骤

1.已知点M(0,1,-2),平面α过原点,且垂直于向量

n=(1,-2,2),则点M 到平面α的距离为 (  )

A.3 B.2

C.6 D.6
B 解析:由题意可知点 M 到平面α 的距离即为

OM
→

在n 上的投影长度.

因为 M(0,1,-2),所以OM
→
=(0,1,-2).

所以OM
→·n=0×1+1×(-2)+(-2)×2=-6,

|n|= 12+(-2)2+22=3.

所以点 M 到平面α 的距离为
|OM
→·n|
|n| =

|-6|
3 =

2.故选B.
2.已知正四棱柱ABCD-A1B1C1D1,AB=1,AA1=

2,点E 为CC1 的中点,求点 D1 到平面 BDE 的

距离.
解:以D 为原点,建立如图所示的空间直角坐标系

Dxyz,

则D(0,0,0),B(1,1,0),D1(0,0,2),E(0,1,1),

所以DB→=(1,1,0),DE→=(0,1,1).
设平面BDE 的法向量为n=(x,y,z),则n⊥DB→,

n⊥DE→,

所以
n·DB→=0,

n·DE→=0,{ 即
x+y=0,

y+z=0.{
取x=1,则y=-1,z=1,所以n=(1,-1,1)是平

面BDE 的一个法向量.

因为点 D1 到平面 BDE 的距离d=
DD1
→·n
n

,

DD1
→=(0,0,2),

所以DD1
→·n=2,|n|= 3,

所以d=
2
3
=
23
3
,

即点D1 到平面BDE 的距离为
23
3 .
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利用空间向量求直线与平面、平

面与平面、异面直线的距离

例2 设正方体ABCD-A1B1C1D1 的棱长为2,求:

(1)直线B1C 到平面A1BD 的距离;

(2)平面A1BD 与平面B1CD1 间的距离.
解:(1)以D 为原点,DA,DC,DD1 所在直线分别为

x,y,z 轴,建立如图所示的空间直角坐标系,

则D(0,0,0),B(2,2,0),A1(2,0,2),B1(2,2,2),

C(0,2,0),

所以CB1
→=(2,0,2),DA1

→=(2,0,2),DB→=(2,2,0),

所以CB1
→∥DA1

→,即CB1∥DA1.
又CB1⊄平面A1BD,DA1⊂平面A1BD,所以CB1

∥平面A1BD,

所以直线B1C 到平面A1BD 的距离等于点B1 到平

面A1BD 的距离.
设平面A1BD 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·DA1

→=2x+2z=0,

n·DB→=2x+2y=0.{ 令x=1,则n=(1,-1,

-1)为平面 A1BD 的一个法向量.又A1B1
→=(0,2,

0),

所以点B1 到平面 A1BD 的距离d=
A1B1
→·n
n =

2
3
=
23
3 .

(2)由(1)知,CB1∥平 面 A1BD,同 理,D1B1∥平

面A1BD,

又CB1∩D1B1=B1,CB1,D1B1⊂平面B1CD1,

所以平面A1BD∥平面B1CD1,

即平面A1BD 与平面B1CD1 间的距离等于点B1 到

平面A1BD 的距离.

由(1)知,点B1 到平面A1BD 的距离d=
23
3
,

所以平面A1BD 与平面B1CD1 间的距离为
23
3 .

【探究总结】

直线到平面的距离、平行平面间的距离,均可以转化

为点到平面的距离进行求解.

在四棱锥P-ABCD 中,底面ABCD 是边长为3的正

方形,PA⊥底面 ABCD,PA=6,点 G 在侧棱 PB
上,且满足2PG=GB,则异面直线PC 和 DG 的距

离为 (  )

A.
3 14
14 B.

3 15
15

C.
3 21
7 D.

3 77
77

A 解析:如图,以A 为原点,AB→,AD→,AP→的方向分

别为x 轴、y 轴、z 轴,建立空间直角坐标系,

则B(3,0,0),C(3,3,0),D(0,3,0),P(0,0,6),

G(1,0,4),
所以DG→=(1,-3,4),PC→=(3,3,-6),DC→=(3,0,

0).
设n=(x,y,z)为直线 PC 和DG 的公垂线的方向

向量,

则有
n·DG→=x-3y+4z=0,

n·PC→=3x+3y-6z=0.{ 可取n=(1,3,2),

所以异面直线PC 和DG 的距离为
DC→·n

n =
3
14

=
314
14 .故选A.
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             1.已知点A(-1,-1,-1),直线l过原点且一个方

向向量为a=(0,1,2),则点A 到l的距离为

(  )

A.
25
5 B.1 C.

30
5 D.

35
5

C 解析:由题意取P(0,1,2),则AP→=(1,2,3),所

以点 A 到l 的距离为d= AP→ 2- (AP→·a
a )

2

= (12+22+32)-
2+6
12+22

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

= 14-
64
5 =

30
5 .故选C.

2.正 方 体 ABCD-A1B1C1D1 的 棱 长 为1,则 平 面

AB1D1 与平面BDC1 的距离为 (  )

A.2 B.3 C.
2
3 D.

3
3

D 解析:由正方体的性质得 AB1∥DC1,D1B1∥
DB,AB1∩D1B1=B1,DC1∩DB=D,
且AB1⊂平面AB1D1,D1B1⊂平面AB1D1,DC1

⊂平面BDC1,DB⊂平面BDC1,所以平面AB1D1

∥平面BDC1,则两平面间的距离可转化为点B 到

平面AB1D1 的距离.
以D 为 原 点,DA,DC,DD1 所 在 直 线 分 别 为 x
轴、y 轴、z 轴,建立空间直角坐标系,如图所示.

由正方体的棱长为1,所以A(1,0,0),B(1,1,0),
A1(1,0,1),C(0,1,0),B1(1,1,1),D1(0,0,1),

所以CA1
→=(1,-1,1),BA→=(0,-1,0),AB1

→=
(0,1,1),B1D1

→=(-1,-1,0).
连接A1C,因为CA1

→·AB1
→=(1,-1,1)·(0,1,1)

=1×0+(-1)×1+1×1=0,CA1
→·B1D1

→=(1,
-1,1)·(-1,-1,0)=1×(-1)+(-1)×(-1)
+1×0=0,

所以CA1
→⊥AB1

→⇒CA1⊥AB1,CA1
→⊥B1D1

→⇒CA1

⊥B1D1.又 AB1∩B1D1=B1,AB1,B1D1⊂平

面AB1D1,
所以CA1⊥平面AB1D1,得平面AB1D1 的一个法

向量为CA1
→=n=(1,-1,1).

故 两 平 面 间 的 距 离 d = BA→·n
n =

0×1+(-1)×(-1)+0×1
12+(-1)2+12

=
1
3
=
3
3.

故选D.
3.(多 选)如 图,在 棱 长 为 3 的 正 方 体 ABCD-
A1B1C1D1 中,点P 在棱DC 上运动(不与顶点重

合),则点B 到平面AD1P 的距离可以是 (  )

A.1 B.6 C.2 D.3
BC 解析:如图,以D 为原点,DA,DC,DD1 所在

直线 分 别 为 x 轴、y 轴、z 轴,建 立 空 间 直 角 坐

标系,

则D(0,0,0),A(3,0,0),B(3,3,0),D1(0,0,3).设
P(0,t,0)(0<t<3),
所以AP→=(-3,t,0),AD1

→=(-3,0,3),AB→=(0,
3,0).
设平面AD1P 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·AP→=-3x+ty=0,

n·AD1
→=-3x+3z=0.{ 取y=3,则x=t,z=

t,所以n=(t,3,t)是平面AD1P 的一个法向量.

故点 B 到 平 面 AD1P 的 距 离 为d=
|AB→·n|
|n|

=
9
2t2+9

.

因为0<t<3,所以2t2+9∈(9,27),所以d∈(3,
3).故选BC.

4.已知四棱锥P-ABCD 的底面为正方形,PA⊥平面

ABCD,PA=AB=1,点E 是BC 的中点,则点E
到直线PD 的距离是 (  )

A.
5
4 B.

5
2 C.

2
2 D.

32
4

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—05—



D 解析:由题意建立如图所示的空间直角坐标系,

则P(0,0,1),D(0,1,0),E 1,
1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以PD→=(0,1,-1),DE→= 1,-
1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以 DE→ =
5
2
,PD→ = 2,

DE→·PD→

PD→
=
-
1
2
2
=

-
2
4
,

所 以 点 E 到 直 线 PD 的 距 离 是

DE→ 2-
DE→·PD→

PD→
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
5
4-

1
8 =

32
4 .故

选D.

1.(多选)已知正方体ABCD-A1B1C1D1 的棱长为1,

点E,O 分别是A1B1,A1C1 的中点,点P 满足AP→

=
3
4AB→+

1
2AD→+

2
3AA1

→,则下列说法正确的是

(  )

A.点A 到直线BE 的距离是
25
5

B.点O 到平面ABC1D1 的距离为
2
4

C.平面A1BD 与平面B1CD1 间的距离为
23
3

D.点P 到直线AB 的距离为
25
36

AB 解析:如图,建立空间直角坐标系,

则A(0,0,0),B(1,0,0),D(0,1,0),A1(0,0,1),

C1(1,1,1),D1(0,1,1),E
1
2
,0,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,O 1

2
,1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以BA→=(-1,0,0),BE→= -
1
2
,0,1

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设∠ABE=θ,则cosθ=
BA→·BE→

BA→ · BE→
=
5
5
,sinθ

= 1-cos2θ=
25
5 .

故点 A 到直线BE 的距离d1= BA→ sinθ=1×

25
5 =

25
5
,故A正确.

易知C1O→= -
1
2
,-
1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,平面 ABC1D1 的一个

法向量为DA1
→=(0,-1,1),

则点O 到平面ABC1D1 的距离d2=
DA1
→·C1O→

DA1
→

=

1
2
2
=
2
4
,故B正确.

A1B→=(1,0,-1),A1D→=(0,1,-1),A1D1
→=(0,

1,0),
设平 面 A1BD 的 法 向 量 为 n= (x,y,z),则

n·A1B→=0,

n·A1D→=0,{ 所以
x-z=0,
y-z=0.{

令z=1,得y=1,x=1,所以n=(1,1,1)为平面

A1BD 的一个法向量.

所以点D1 到平面A1BD 的距离d3=
A1D1
→·n
n

=
1
3
=
3
3.

由题易知平面A1BD∥平面B1CD1,
所以平面 A1BD 与平面B1CD1 间的距离等于点

D1 到平面A1BD 的距离,

所以平面A1BD 与平面B1CD1 间的距离为
3
3
,故

C错误.

因为AP→=
3
4AB→+

1
2AD→ +

2
3AA→1,所 以AP→

= 3
4
,1
2
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又AB→=(1,0,0),所以
AP→·AB→

AB→
=
3
4
,

所 以 点 P 到 直 线 AB 的 距 离 d4 =

AP→ 2-
AP→·AB→

AB→
2

=
181
144-

9
16=

5
6
,故 D

错误.故选AB.
2.如 图,在 直 四 棱 柱 ABCD-

A1B1C1D1 中,底面ABCD 是正

方形,AB=2,AA1=3,M 是BC
的中点,点 N 是棱CC1 上的一

个动点,则点A1 到平面AMN
的距离的最小值为 (  )
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A.1 B.
1
2 C.

2
3 D.

6
7

D 解析:由题意知,该几何体为长方体,建立空间

直角坐标系如图所示,

则A(2,0,0),M(1,2,0),所以AM→=(-1,2,0).
设 N(0,2,t)(0≤t≤3),则MN→=(-1,0,t).
设 平 面 AMN 的 法 向 量 为 n = (x,y,z),

则
n·AM→=-x+2y=0,

n·MN→=-x+tz=0.{
令y=t,则x=2t,z=2,所以n=(2t,t,2)为平面

AMN 的一个法向量.
又AA1

→=(0,0,3),所以点 A1 到平面 AMN 的距

离为
AA1
→·n
n =

6
5t2+4

.

又0≤t2≤9,4≤5t2+4≤49,所以当t=3,5t2+4

=49时,

点A1 到 平 面 AMN 的 距 离 取 得 最 小 值 为
6
49

=
6
7.

故选D.

3.如图,正方体ABCD􀆼EFGH 的棱长为1.若点P 在正

方体的内部且满足AP→=
3
4AB
→+

1
2AD→+

2
3AE→,则

点P 到直线AB 的距离为    .

5
6 

解析:由题意,以 D 为原点,DA,DC,DH 所

在的直线分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的

空间直角坐标系,

则A(1,0,0),B(1,1,0),D(0,0,0),E(1,0,1),所

以AB→=(0,1,0),AD→=(-1,0,0),AE→=(0,0,1),

则AP→=
3
4AB→+

1
2AD→+

2
3AE→=

3
4
(0,1,0)+

1
2
(-1,0,0)+

2
3
(0,0,1)= -

1
2
,3
4
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设点P 到直线AB 的距离为d,

则 d= |AP→|2-
AP→·AB→

|AB→|
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
181
144-

9
16 =

100
144=

5
6.
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第2课时 用空间向量研究夹角

学习任务目标
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􀪋

􀪋
􀪋

1.利用图形,能用向量语言表述直线与直线、直线与平面、平面与平面的夹角.
2.能用向量方法解决线线、线面、面面夹角的计算问题,体会向量方法在研究几何问题中的作用.
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【知识清单】
知识点 空间角的向量求法

角 向量求法
与 相 应 向 量

夹角的关系
范围

异 面

直 线

所 成

的角

设异面直线l1,l2 所成

的角为θ,其方向向量

分别是u,v,则cosθ=

|cos<u,v>|=
|u·v|
|u||v|

与<u,v>相等

或互补
0,
π
2( ]

续表

角 向量求法
与 相 应 向 量

夹角的关系
范围

直 线

与 平

面 所

成

的角

设直线l与平面α所成

的角为θ,直线l 的方

向向量为u,平面α 的

法向量为n,则sinθ=

|cos<u,n>|=
|u·n|
|u||n|

θ= <u,n>

-
π
2

0,
π
2[ ]
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续表

角 向量求法
与 相 应 向 量

夹角的关系
范围

平 面

与 平

面 的

夹角

设平面α,β 的法向量

分别是n1 和n2,平面α
与平面β 的夹角为θ,
则cosθ=|cos<n1,n2>|

=
|n1·n2|
|n1||n2|

与<n1,n2>相
等或互补

0,
π
2[ ]

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)两异面直线所成的角与两直线的方向向量所成

的角相等. ( × )
(2)直线l的方向向量与平面α 的法向量的夹角的

余角就是直线l与平面α所成的角. ( × )
(3)若平面α和β的夹角为θ,平面α,β的法向量分

别为n1,n2,则θ=<n1,n2>. ( × )
2.已知m 是直线l 的方向向量,n 是平面α 的法向

量,若cos<m,n>=-
3
2
,则l与α所成的角为

(  )
A.30° B.60°
C.150° D.120°
B 解析:设l 与α 所 成 的 角 为θ,则sinθ=

|cos<m,n>|=
3
2.又0°≤θ≤90°,所以θ=60°.

3.若直线a 的一个方向向量是m=(1,0,1),平面α
的一个法向量是n=(-3,1,3),则直线a 与平面α
所成的角为 (  )
A.0° B.45°
C.60° D.90°
A 解析:已知直线a 的一个方向向量是m=(1,0,
1),平面α的一个法向量是n=(-3,1,3),

设直线a 与平面α所成的角为θ,则0°≤θ≤90°,

所以sinθ= cos<m,n>=
m·n
m n =

0
2× 19

=0,
所以θ=0°,故直线a 与平面α所成的角为0°.

4.已知m=(0,1,1),n=(1,-1,0)分别为两个平面

的法向量,则这两个平面的夹角为 (  )
A.30° B.60°
C.60°或120° D.120°

B 解析:cos<m,n>=
m·n
m n =

-1
2× 2

=-
1
2
,

因为两个向量夹角的范围为[0,π],

所以两个法向量的夹角为
2π
3
,故两个平面的夹角为

π
3
,即60°.故选B.

5.请思考并回答下列问题:
(1)二面角与平面的夹角范围一样吗?
提示:不一样.二面角的范围为[0,π],而两个平面

的夹角是不大于直角的角,范围是 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú.

(2)平面与平面的夹角与两平面的法向量的夹角有

何关系?
提示:平面与平面的夹角是两平面的法向量的夹角

或其补角.
(3)直线与平面所成的角和直线的方向向量与平面

的法向量所成的角有怎样的关系?
提示:设n 为平面α的法向量,a 为直线a 的方向向

量,直 线 a 与 平 面 α 所 成 的 角 为 θ,则 θ

=

π
2-

<a,n>,<a,n>∈ 0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú,

<a,n>-
π
2
,<a,n>∈ π

2
,π

æ

è
ç

ù

û
úú.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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求线线角、线面角

例1 如图,在三棱锥P-ABC 中,PA⊥平面ABC,

AB⊥AC,PA=AC=
1
2AB,N 为AB 上一点,AB

=4AN,M,S 分别为PB,BC 的中点.
(1)求证:CM⊥SN;
(2)求SN 与平面CMN 所成角的大小.

(1)证明:设PA=1,以A 为原点,AB,AC,AP 所在

直线分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直

角坐标系,

则P(0,0,1),C(0,1,0),B(2,0,0).
又AB=4AN,M,S 分别为PB,BC 的中点,

所以 N (12,0,0),M (1,0,12 ),S(1,12,0) .

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—35—



所以CM
→
= (1,-1,12 ),

SN
→
= (-12,-

1
2
,0),

所以CM
→·SN

→
= (1,-1,12 ) · (-12,-

1
2
,0)=0.

因此CM⊥SN.

(2)解:NC
→
= (-12,1,0) .

设平面CMN 的法向量为a=(x,y,z),

所以CM
→·a=0,NC

→·a=0,

则
x-y+

1
2z=0

,

-
1
2x+y=0

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以
x=2y,

z=-2y.{

取y=1,得a=(2,1,-2)为平面CMN 的一个法

向量.

因为cos<a,SN
→>=

-1-
1
2

3×
2
2

=-
2
2
,

所以<a,SN
→>=

3
4π.

所以SN 与平面CMN 所成的角为
3
4π-

π
2=

π
4.
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􀪋[一题多思]

思考1.我们知道求直线与平面所成角的公式为sinθ

=|cos<u,n>|= u·n
|u||n| =

|u·n|
|u||n|

,为了更好地

理解和记忆公式,你能用一句话来解释它吗?
提示:直线与平面所成的角的正弦值等于其方向向

量与平面法向量夹角的余弦值的绝对值.
思考2.本例中,在线段 BC 上是否存在一点E,使

EN 与平面CMN 所成角的正弦值为
1
3
? 若存在,

求出点E 的位置;若不存在,说明理由.

解:设CE→=λCB→=(2λ,-λ,0)(0≤λ≤1),故E(2λ,

1-λ,0),所以NE→= 2λ-
1
2
,1-λ,0æ

è
ç

ö

ø
÷.

由例题解析可知,平面CMN 的一个法向量为a=
(2,1,-2),

所以sinθ=
|NE→·a|
|NE→||a|

=
1
3
,解得λ=

1
4
,

所以存在点E,且满足CE→=
1
4CB
→时,使得EN 与平

面CMN 所成角的正弦值为
1
3.

【探究总结】
1.求异面直线所成角的步骤

(1)确定两条异面直线的方向向量;
(2)确定两个向量夹角的余弦值的绝对值;
(3)得出两条异面直线所成的角.

2.利用平面的法向量求直线与平面所成角的基本

步骤

(1)建立空间直角坐标系;
(2)求直线的方向向量u;
(3)求平面的法向量n;

(4)设直线与平面所成的角为θ,则sinθ=
|u·n|
|u||n|.

已知平行六面体 ABCD-A1B1C1D1 的所有棱长都

是1,且∠A1AB=∠A1AD=∠BAD=60°,E,F 分

别为A1B1,BB1 的中点,求异面直线BE 与CF 所成

角的余弦值.
解:如图所示,设AB→=a,AD→=b,AA1

→=c,

则|a|=|b|=|c|=1,
<a,b>=<b,c>=<a,c>=60°,

所以a·b=b·c=a·c=
1
2.

而BE→=BB1
→+B1E→=-

1
2a+c

,

CF→=CB→+BF→=-b+
1
2c
,

所以|BE→|=
1
4|a|

2+|c|2-a·c=
3
2
,|CF→|

=
3
2
,

BE→·CF→= -
1
2a+c

æ

è
ç

ö

ø
÷ · -b+

1
2c

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2a·b-

1
4a

·c-b·c+
1
2c

2=
1
8.

因为cos<BE→,CF→>=
BE→·CF→

|BE→|·|CF→|
=
1
6
,

所以异面直线BE 与CF 所成角的余弦值是
1
6.

求平面与平面的夹角

例2 如图,PO 是三棱锥P-ABC 的高,PA=PB,
AB⊥AC,E 是PB 的中点.
(1)求证:OE∥平面PAC;
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(2)若∠ABO=∠CBO=30°,PO=3,PA=5,求平

面ACE 与平面ABE 的夹角的正弦值.

(1)证 明:如 图,延 长 BO 交 AC 于 点 D,连 接

OA,PD.

因为 PO 是 三 棱 锥P-ABC 的 高,所 以 PO⊥平 面

ABC.因为AO,BO⊂平面ABC,
所以PO⊥AO,PO⊥BO.
又PA=PB,所以△POA≌△POB,所以OA=OB,
所以∠OAB=∠OBA.
又AB⊥AC,即∠BAC=90°,所以∠OAB+∠OAD
=90°,∠OBA+∠ODA=90°,
所以∠ODA=∠OAD,
所以AO=DO,即AO=DO=OB,所以O 是BD 的

中点.又E 是PB 的中点,所以OE∥PD.
因为OE⊄平面PAC,PD⊂平面PAC,
所以OE∥平面PAC.
(2)解:过点 A 作Az∥OP,建立如图所示的空间直

角坐标系.

因为PO=3,AP=5,所以OA= AP2-PO2=4.
又∠ABO=∠CBO=30°,所以BD=2OA=8,AD=

4,AB=43,

所以AC=12,所以A(0,0,0),O(23,2,0),B(43,

0,0),P(23,2,3),C(0,12,0).
因为E 是PB 的中点,

所以E 33,1,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

则AE→= 33,1,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,AB→=(4 3,0,0),AC→=(0,

12,0).
设平面AEB 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·AE→=33x+y+

3
2z=0

,

n·AB→=43x=0.

ì

î

í

ïï

ïï

令z=2,则y=-3,x=0,所以n=(0,-3,2)是平

面AEB 的一个法向量.
设平面AEC 的法向量为m=(a,b,c),

则
m·AE→=33a+b+

3
2c=0

,

m·AC→=12b=0.

ì

î

í

ïï

ïï

令a= 3,则c=-6,b=0,所以m=(3,0,-6)是
平面AEC 的一个法向量.

所以cos<n,m>=
n·m
|n||m|=

-12
13×39

=-
43
13.

设平面ACE 与平面ABE 的夹角的大小为θ,

则cosθ=cos<n,m>=-
43
13
,

所以sinθ= 1-cos2θ=
11
13
,即 平 面 ACE 与 平 面

ABE 的夹角的正弦值为
11
13.

【探究总结】
求平面与平面的夹角的步骤

(1)建立空间直角坐标系;
(2)分别求出两个平面的法向量;
(3)求两个法向量的夹角;
(4)确定平面与平面的夹角的大小.

1.如图,在三棱锥P-ABC 中,PA⊥平面ABC,AC⊥

BC,PA=AC=1,BC= 2,求平面 APB 与平面

PBC 的夹角的余弦值.

解:如图,建立空间直角坐标系Axyz,

则A(0,0,0),B(2,1,0),C(0,1,0),P(0,0,1),

所以AP
→
=(0,0,1),AB

→
=(2,1,0),

CB
→
=(2,0,0),CP

→
=(0,-1,1).

设平面APB 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·AP

→
=0,

m·AB
→
=0,{

即
(x,y,z)·(0,0,1)=0,

(x,y,z)·(2,1,0)=0,{ 解得 y=- 2x,
z=0.{
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令x=1,得m=(1,- 2,0)为平面APB 的一个法

向量.
设平面PBC 的法向量为n=(x',y',z'),

则
n·CB

→
=0,

n·CP
→
=0,{ 即

(x',y',z')·(2,0,0)=0,
(x',y',z')·(0,-1,1)=0,{

解得
x'=0,
y'=z'.{

令y'=-1,得n=(0,-1,-1)为平面PBC 的一

个法向量,

所以cos<m,n>=
m·n
|m||n|=

3
3.

设平面 APB 与平面PBC 的夹角为θ,则cosθ=

|cos<m,n>|=
3
3
,

即平面APB 与平面PBC 的夹角的余弦值为
3
3.

2.(2023·新高考全国Ⅱ卷)如图,在三棱锥A-BCD 中,
DA=DB=DC,BD⊥CD,∠ADB=∠ADC=60°,
E 为BC 的中点.
(1)求证:BC⊥DA;

(2)点F 满足EF→=DA→,求二面角 D-AB-F 的正

弦值.

(1)证明:如图,连接DE,AE.

因为DC=DB,且E 为BC 的中点,
所以DE⊥BC.
因为∠ADB=∠ADC=60°,DA=DA,DC=DB,
所以△ADB≌△ADC(SAS).
所以AC=AB,故AE⊥BC.
因为DE∩AE=E,DE,AE⊂平面ADE,
所以BC⊥平面ADE.
又DA⊂平面ADE,所以BC⊥DA.
(2)解:由(1)知,DE⊥BC,AE⊥BC.
不妨设DA=DB=DC=2,
因为∠ADB=∠ADC=60°,
所以AB=AC=2.
由题可知△DBC 为等腰直角三角形,

故DE=EB=EC= 2.
因为AE⊥BC,

所以AE= AB2-EB2= 2.
在△ADE 中,AE2+ED2=AD2,所以AE⊥ED.
所以EA,ED,EB 两两垂直.
以E 为原点,ED 所在直线为x 轴,EB 所在直线为

y 轴,EA 所在直线为z 轴,建立如图所示的空间直

角坐标系,

则E(0,0,0),D(2,0,0),B(0,2,0),A(0,0,

2),所以DA→=(- 2,0,2),BA→=(0,- 2,2).
设F(xF,yF,zF),因为EF→=DA→,

所以(xF,yF,zF)=(- 2,0,2),

可得F(- 2,0,2),所以FA→=(2,0,0).
设平面DAB 的法向量为m=(x1,y1,z1),

则
DA→·m=0,

BA→·m=0,{ 即
- 2x1+ 2z1=0,

- 2y1+ 2z1=0.{
取x1=1,则y1=z1=1,所以m=(1,1,1)为平面

DAB 的一个法向量.
设平面ABF 的法向量为n=(x2,y2,z2),

则
FA→·n=0,

BA→·n=0,{ 即
2x2=0,

- 2y2+ 2z2=0,{ 得x2=0.

取y2=1,则z2=1,所以n=(0,1,1)为平面ABF
的一个法向量.

所以cos<m,n>=
m·n

|m|·|n|=
2

3× 2
=
6
3.

记二面角D-AB-F 的平面角为θ,

则sinθ= 1-cos2<m,n>= 1- 6
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
3
3
,

所以二面角D-AB-F 的正弦值为
3
3.

空间向量的综合应用

例3 如图1,已知直角梯形ABCD,∠ADC=90°,

AB∥CD,AB=2CD= 6,AD= 3,M 为对角线

AC 与BD 的交点.现以AC 为折痕把△ADC 折起,
使点D 到达点P 的位置,得到三棱锥P-ABC,点Q
为PB 的中点,如图2所示.
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(1)求证:AC⊥平面PBM;
(2)求三棱锥P-ACQ 体积的最大值;
(3)当三棱锥P-ACQ 的体积最大时,求直线AB 与

平面PBC 所成角的正弦值.
(1)证明:在直角梯形ABCD 中,

由相似可得,DC
AB=

DM
MB=

CM
AM=

1
2.

因为AB=2CD= 6,AD= 3,可得AC=
32
2
,BD

=3,

所以AM=2MC= 2,BM=2DM=2.
由AM2+BM2=AB2,得 AM⊥BM,即 AC⊥BD,
AC⊥DM,
翻折后可得,AC⊥BM,AC⊥PM.
又因为PM∩BM=M,PM,BM⊂平面PBM,
所以AC⊥平面PBM.
(2)解:因为点Q 为PB 的中点,

所以VQ-PAC=
1
2VB-PAC.

又VQ-PAC=VP-ACQ,VB-PAC=VP-ABC,

所以VP-ACQ=
1
2VP-ABC.

因为AC⊂平面ABC,所以平面ABC⊥平面PBM,
所以点P 到平面ABC 的距离,即为点P 到BM 的距

离,设为h.

因为S△ABC=
1
2AB·AC·sin∠CAB=

1
2× 6×

32
2 ×

6
3=

32
2

为定值,

所以当h 最大时,三棱锥P-ACQ 的体积最大.

而PM=
PA·PC

AC =1,则h≤PM=1,

所以当h=1时,(VP-ACQ)max=
1
2
(VP-ABC)max=

1
2×

1
3

×
32
2 ×1=

2
4.

(3)解:由(2)得,当三棱锥P-ACQ 的体积最大时,
点P 到平面ABC 的距离为PM=1,即 PM⊥平面

ABC.因为AC,MB⊂平面ABC,
所以PM⊥AC,PM⊥MB.
又因为AC⊥BM,所以 MA,MB,MP 两两垂直.故
以 M 为原点,MA,MB,MP 所在直线分别为x 轴、

y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直角坐标系.

由题可 得,A(2,0,0),B(0,2,0),P(0,0,1),

C -
2
2
,0,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

则AB→ = (- 2,2,0),PB→ = (0,2,-1),CB→

= 2
2
,2,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设平面PBC 的法向量为n=(x,y,z),

则

n·PB→=2y-z=0,

n·CB→=
2
2x+2y=0.

ì

î

í

ïï

ïï

令y=1,得x=-22,z

=2,所以n=(-22,1,2)为平面 PBC 的一个法

向量.
设直线AB 与 平 面PBC 所 成 的 角 为θ,则sinθ=

|cos<AB→,n>|=
|AB→·n|
|AB→||n|

=
6

6× 13
=
78
13
,

所以直线AB 与平面PBC 所成角的正弦值为
78
13 .

【探究总结】
解决与折叠有关的问题的方法

解决与折叠有关的问题的关键是明确折叠前后的变

化量和不变量.一般情况下,线段的长度是不变量,而
位置关系往往会发生变化,抓住不变量是解决问题的

突破口.

(2023·新高考全国Ⅰ卷)如图,在正四棱柱ABCD-
A1B1C1D1 中,AB=2,AA1=4,点 A2,B2,C2,D2

分别在棱AA1,BB1,CC1,DD1 上,AA2=1,BB2=
DD2=2,CC2=3.
(1)求证:B2C2∥A2D2;
(2)点P 在棱BB1 上,当二面角P-A2C2-D2 为150°
时,求B2P 的长.

(1)证明:以C 为原点,CD,CB,CC1 所在直线分别

为x 轴、y 轴、z 轴,建 立 如 图 所 示 的 空 间 直 角 坐

标系,
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则C(0,0,0),C2(0,0,3),B2(0,2,2),D2(2,0,2),
A2(2,2,1),

所以B2C2
→=(0,-2,1),A2D2

→=(0,-2,1),所 以

B2C2
→∥A2D2

→.
又B2C2,A2D2 不在同一条直线上,
所以B2C2∥A2D2.
(2)解:设P(0,2,λ)(0≤λ≤4),

则A2C2
→=(-2,-2,2),PC2

→=(0,-2,3-λ),D2C2
→

=(-2,0,1).
设平面PA2C2 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·A2C2

→=-2x-2y+2z=0,

n·PC2
→=-2y+(3-λ)z=0.{

令z=2,则y=3-λ,x=λ-1,所以n=(λ-1,3-
λ,2)是平面PA2C2 的一个法向量.
设平面A2C2D2 的法向量为m=(a,b,c),

则
m·A2C2

→=-2a-2b+2c=0,

m·D2C2
→=-2a+c=0.{

令a=1,得b=1,c=2,所以 m=(1,1,2)是平面

A2C2D2 的一个法向量.

所以 cos<n,m>=
n·m
n m

=
6

6× (λ-1)2+(3-λ)2+4
= cos150° =

3
2
,

化简可得λ2-4λ+3=0,解得λ=1或λ=3,
所以P(0,2,1)或P(0,2,3),所以B2P=1.
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             1.(多选)下列说法不正确的是 (  )
A.若直线l的方向向量与平面α的法向量的夹角等

于
5π
6
,则直线l与平面α所成的角等于

π
6

B.两条异面直线的夹角等于它们的方向向量的

夹角

C.二面角的取值范围是[0,π]
D.二面角的大小等于其两个面的法向量的夹角的

大小

ABD 解析:当直线l的方向向量与平面α 的法向

量的夹角为
5π
6

时,直线l与平面α所成的角为
π
3
,A

不正确;向量夹角的取值范围是[0,π],而异面直线

夹角的取值范围是 0,
π
2

æ

è
ç

ù

û
úú,B不正确;二面角的取

值范围是[0,π],C正确;二面角的大小与其两个面

的法向量的夹角的大小相等或互补,D不正确.故
选ABD.

2.已知A(0,1,1),B(2,-1,0),C(3,5,7),D(1,2,
4),则直线AB 和直线CD 所成角的余弦值为

(  )

A.
5 22
66 B.-

5 22
66

C.
5 22
22 D.-

5 22
22

A 解析:AB→=(2,-2,-1),CD→=(-2,-3,

-3),而cos<AB→,CD→>=
AB→·CD→

|AB→||CD→|
=

5
3× 22

=

5 22
66

,故直线AB 和直线CD 所成角的余弦值为

5 22
66 .故选A.

3.平面α的一个法向量为m=(2,1,-1),直线l的

一个方向向量为n=(0,0,3),则直线l与平面α
所成的角为 (  )

A.
π
3 B.

2π
3 C.

π
2 D.

π
6

D 解析:设直线l与平面α 所成的角为θ,则sinθ

=
m·n
m n =

3
2× 3

=
1
2.

又因为0≤θ≤
π
2
,所以θ=

π
6
,即直线l与平面α所

成的角为
π
6.故选D.

4.已知m=(0,1,1),n=(1,1,1)分别为两个平面的

法向量,则两个平面的夹角的正弦值为 (  )

A.
6
3 B.

3
3 C.

1
3 D.

22
3

B 解析:由两平面的法向量分别为m=(0,1,1),n
=(1,1,1),
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可得cos<m,n>=
m·n
m n =

0×1+1×1+1×1
2× 3

=
6
3.

设两平面的夹角为θ,其中θ∈[0,π],

可得cosθ=cos<m,n>=
6
3
,sinθ= 1-cos2θ

=
3
3
,

即两平面的夹角的正弦值为
3
3.故选B.

5.如图所示,正方体ABCD-A1B1C1D1 的棱长为1,
点E,F,G 分别为BC,CC1,BB1 的中点,则下列说

法正确的是 (  )

A.直线D1D 与直线AF 垂直

B.直线A1G 与平面AEF 平行

C.三棱锥F-ABE 的体积为
1
8

D.直线BC 与平面AEF 所成的角为45°
B 解析:对于 A,因为 ABCD-A1B1C1D1 为正方

体,所以DD1∥CC1.因为直线 AF 与直线CC1 不

垂直,所以直线AF 与直线DD1 不垂直,故A错误.
由题意建立如图所示的空间直角坐标系,

则 A (1,0,0),E 1
2
,1,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,F 0,1,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

G 1,1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,A1(1,0,1).

对于B,AE→= -
1
2
,1,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,AF→= -1,1,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,设平

面 AEF 的 法 向 量 为 n = (x,y,z),则

AE→·n=-
1
2x+y=0

,

AF→·n=-x+y+
1
2z=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

令y=1,则x=2,z=

2,所以n=(2,1,2)为平面AEF 的一个法向量.因

为A1G→= 0,1,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以A1G→·n=0×2+1×1

-
1
2×2=0

,所以A1G→⊥n.因为A1G 在平面AEF

外,所以直线A1G 与平面AEF 平行,故B正确.

对于C,S△ABE=
1
2BE·AB=

1
2×1×

1
2=

1
4
,所

以三棱锥F-ABE 的体积为
1
3S△AEB ·h=

1
3×

1
4

×
1
2=

1
24
,其中h 为点F 到底面ABE 的距离,故C

错误.
对于D,B(1,1,0),C(0,1,0),BC→=(-1,0,0),设
直线 BC 与 平 面AEF 所 成 的 角 为θ,则sinθ=
BC→·n
BC→ n

=
-2

1× 22+12+22
=
2
3
,故D错误.

故选B.
6.(数学文化)《九章算术》是我国古代的一部数学专

著,书中记载了一种名为“刍甍”的五面体(如图),
其中四边形 ABCD 为矩形,EF∥AB.若 AB=
3EF,△ADE 和△BCF 都是正三角形,且 AD=
2EF,则异 面 直 线 DE 与 BF 所 成 角 的 大 小 为

    .

π
2 

解析:如图,以矩形 ABCD 的中心O 为原点,

CB→的方向为x 轴正方向,建立空间直角坐标系.

因为四边形 ABCD 为矩形,EF∥AB,△ADE 和

△BCF 都是正三角形,所以EF⊂平面Oyz,且Oz
是线段EF 的垂直平分线.设 AB=3,则 EF=1,

AD =2,所 以D -1,-
3
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,E 0,-

1
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

B 1,
3
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,F 0,

1
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以DE→=(1,1,2),

BF→=(-1,-1,2).所以DE→·BF→=1×(-1)+1
×(-1)+ 2× 2=0,故DE→⊥BF→.所以异面直线

DE 与BF 所成的角为
π
2.

7.在空间直角坐标系中,已知平面α 过点(3,0,0),
(0,4,0)及z轴上一点(0,0,a)(a>0).若平面α与

Oxy 平面的夹角为45°,则a=     .
12
5 

解析:Oxy 平面的一个法向量为n=(0,0,1),

设平面α的法向量为m=(x,y,z),

则
-3x+4y=0,
-3x+az=0,{ 即3x=4y=az.取z=1,则x=

a
3
,y=

a
4
,所以m= a

3
,a
4
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为平面α 的一个法

向量.
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由题意得|cos<n,m>|=
1

a2

9+
a2

16+1
=
2
2.

解得a=±
12
5.

又因为a>0,所以a=
12
5.

1.已知点P 为正方形ABCD 所在平面外一点,PA⊥
平面 ABCD.若 PA=AB,则平面 PAB 与平面

PCD 的夹角为 (  )
            A.30° B.45° C.60° D.90°
B 解析:如图所示,建立空间直角坐标系.

设PA=AB=1,
则A(0,0,0),D(0,1,0),P(0,0,1),
所以AD→=(0,1,0).取PD 的中点E,

则E 0,
1
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以AE→= 0,

1
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

易知AD→是 平 面PAB 的 一 个 法 向 量,AE→是 平 面

PCD 的一个法向量,所以cos<AD→,AE→>=
2
2
,故平

面PAB 与平面PCD 的夹角为45°.故选B.
2.(多选)如图,正方体ABCD-A1B1C1D1 的棱长为

2,E,F 分别是A1B1,B1C1 的中点,则 (  )

A.EF∥平面ABCD
B.AF=3

C.直线AF 与平面ADD1A1 所成角的正弦值为
2
3

D.直线AF 与平面ADD1A1 所成角的正弦值为
5
3

ABC 解析:由题意,在正方体 ABCD-A1B1C1D1

中,棱长为2,E,F 分别是A1B1,B1C1 的中点,连
接AE,CF,建立如图所示的空间直角坐标系,

则A(2,0,0),B(2,2,0),C(0,2,0),D(0,0,0),
A1(2,0,2),B1(2,2,2),C1(0,2,2),D1(0,0,2),
E(2,1,2),F(1,2,2).
A项,EF→=(-1,1,0),平面ABCD 的一个法向量

为n1=(0,0,1),

因为EF→·n1=0,所以EF∥平面ABCD,A正确;

B项,AF= (1-2)2+(2-0)2+(2-0)2 =3,B
正确;

因为AF→=(-1,2,2),平面 ADD1A1 的一个法向

量为n2=(0,1,0),
设直线AF 与平面ADD1A1 所成的角为θ,则sinθ

=
|AF→·n2|
|AF→||n2|

=
0+2×1+0

(-1)2+22+22× 0+12+0
=

2
3
,所以C正确,D错误.故选ABC.

3.如图,在三棱柱OAB-O1A1B1 中,平面OBB1O1⊥
平面OAB,且∠O1OB=60°,∠AOB=90°,OB=
OO1=2,OA=

 
3,则异面直线A1B 与O1A 所成

角的余弦值为     .

1
7 

解析:以O 为原点,OA,OB 所在直线分别为x

轴、y 轴,建立如图所示的空间直角坐标系,

由题意得A(3,0,0),B(0,2,0),A1(3,1,3),

O1(0,1,3),

所以A1B→=(- 3,1,- 3),O1A→=(3,-1,

- 3).
设所求的角为α,

则cosα=
|A1B→·O1A→|
|A1B→||O1A→|

=
|-3-1+3|
7× 7

=
1
7
,

即异面直线A1B 与O1A 所成角的余弦值为
1
7.

4.如图,在三棱锥P-ABC 中,AB⊥

BC,AB=BC=
1
2PA,点 O,D

分别是AC,PC 的中点,OP⊥底

面ABC,则直线OD 与平面PBC
所成角的正弦值为    .
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210
30  解析:以O 为原点,OA,OB,OP 所在直线

分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直角

坐标系.

设 AB =a,则 OP =
14
2 a,所 以 O(0,0,0),

D -
2
4a,0,

14
4a

æ

è
ç

ö

ø
÷,P 0,0,

14
2a

æ

è
ç

ö

ø
÷,

B 0,
2
2a,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,C -

2
2a,0,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,所 以 PB→ =

0,
2
2a,-

14
2a

æ

è
ç

ö

ø
÷,BC→= -

2
2a,-

2
2a,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,OD→

= -
2
4a,0,

14
4a

æ

è
ç

ö

ø
÷,可求得平面 PBC 的一个法

向量为n= -1,1,
1
7

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设OD→与平面PBC 所成的角为θ,

则sinθ=cos<OD→,n>=
OD→·n
|OD→||n|

=
210
30 .

5.将边长为1,∠A=60°的菱形ABDC 沿对角线BC
折成直二面角,则平面ABD 与平面BDC 的夹角的

正弦值为    .
25
5  解析:取BC 的中点O,连接AO,DO,建立如

图所示的空间直角坐标系.

由题意得A 0,0,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,B 0,-

1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,D 3

2
,0,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以OA→= 0,0,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,BA→= 0,

1
2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

BD→= 3
2
,1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷.

显然OA→= 0,0,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为平面BDC 的一个法向量.

设平面ABD 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·BA→=0,

n·BD→=0,{ 所以

1
2y+

3
2z=0

,

3
2x+

1
2y=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

取x=1,则y=- 3,z=1,所以n=(1,- 3,1)是
平面ABD 的一个法向量.

所以cos<n,OA→>=
5
5
,所 以 平 面 ABD 与 平 面

BDC 的夹角的正弦值为
2 5
5 .

6.如图,在三棱锥S-ABC 中,底面ABC 是正三角形,

AB=4,SA=SC=2 3,侧面SAC⊥底面 ABC,
D,E 分别为AB,SB 的中点.
(1)求证:AC⊥SB;
(2)求直线SC 与平面ECD 所成角的正弦值;
(3)求二面角E-CD-B 的余弦值.

(1)证明:如图,取AC 的中点O,连接OB,OS.
因为SA=SC,AB=CB,所以AC⊥SO,AC⊥BO.
又BO⊂平面OBS,SO⊂平面OBS,SO∩BO=O,
所以AC⊥平面OBS.又因为SB⊂平面OBS,
所以AC⊥SB.
(2)解:因为平面SAC⊥平面ABC,平面SAC∩平

面ABC=AC,
又SO⊂平面SAC,SO⊥AC,
所以SO⊥平面ABC.
在 Rt △SAO 中,SO = SA2-OA2 =

(23)
2
-22=22.

在等边三角形ABC 中,OB=
3
2AB=23.

如图所示,以O 为原点,OA,OB,OS 所在直线分别

为x 轴、y 轴、z 轴,建立空间直角坐标系Oxyz,

则A(2,0,0),B(0,23,0),C(-2,0,0),S(0,0,

22).

又D,E 分别为AB,SB 的中点,则 D(1,3,0),

E(0,3,2),

所以CE→=(2,3,2),DE→=(-1,0,2),SC→=(-2,

0,-22).
设平面ECD 的法向量为n=(x,y,z),

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—16—



则n·CE→=0,n·DE→=0,

所以
2x+ 3y+ 2z=0,

-x+ 2z=0.{
令z=1,则x= 2,y=- 6,

所以n=(2,- 6,1)为平面ECD 的一个法向量.
设直线SC 与平面ECD 所成的角为θ,

则sinθ= cos<n,SC→> =
n·SC→

n SC→
=
42
3×23

=
26
9
,

所以直线SC 与平面ECD 所成角的正弦值为
26
9 .

(3)解:由(2)可知n=(2,- 6,1)为平面ECD 的

一个法向量,

而OS→=(0,0,22)为平面BCD 的一个法向量.
设二面角E-CD-B 的大小为α,又二面角E-CD-B
是锐角,

所以cosα=
n·OS→

n OS→
=
22
3×22

=
1
3
,

所以二面角E-CD-B 的余弦值等于
1
3.

7.如图,在四棱锥P-ABCD 中,底面ABCD 为直角梯

形,∠ADC=∠BCD=90°,BC=1,CD= 3,PD
=2,∠PDA=60°,∠PAD=30°,且平面PAD⊥平

面ABCD,在平面ABCD 内过点B 作BO⊥AD,交
AD 于点O,连接PO.
(1)求证:PO⊥平面ABCD;
(2)求二面角A-PB-C 的正弦值;
(3)在线段PA 上存在一点M,使直线BM 与平面

PAD 所成的角的正弦值为
27
7
,求PM 的长.

(1)证明:因 为 BO⊥AD,BC∥AD,∠ADC=
∠BCD=90°,
所以四边形BODC 为矩形.
在△PDO 中,PD=2,DO=BC=1,∠PDA=60°,

则PO= PD2+OD2-2PD·ODcos60°= 3,
所以PO2+DO2=PD2,所以PO⊥AD.
又平面PAD⊥平面ABCD,PO⊂平面PAD,
平面PAD∩平面ABCD=AD,

所以PO⊥平面ABCD.
(2)解:由(1)知,OA,OB,OP 两两垂直,以O 为原

点,OA 为x 轴,OB 为y 轴,OP 为z 轴,建立如图

所示的空间直角坐标系.
因为PO= 3,∠PAD=30°,所以AO=3,

则O(0,0,0),A(3,0,0),P(0,0,3),B(0,3,0),

C(-1,3,0).
设平面APB 的法向量为m=(x,y,z),PA→=(3,

0,- 3),PB→=(0,3,- 3),

则
PA→·m=3x- 3z=0,

PB→·m= 3y- 3z=0.{ 取x=1,则z= 3,y

= 3,所以m=(1,3,3)为平面 APB 的一个法

向量.
设平面CPB 的法向量为n=(a,b,c),PC→=(-1,

3,- 3),

则
n·PB→= 3b- 3c=0,

n·PC→=-a+ 3b- 3c=0.{ 取b=1,则c=1,

a=0,所 以n=(0,1,1)为 平 面 CPB 的 一 个 法

向量,

故cos<m,n>=
m·n
m n =

23
7× 2

=
42
7 .

因为二面角A-PB-C 是钝角,

所以二面角A-PB-C 的正弦值为
7
7.

(3)解:设AM→=λAP→(0≤λ≤1),则BM→=BA→+

AM→=(3,- 3,0)+λ(-3,0,3)=(3-3λ,- 3,

3λ).
又平面PAD 的一个法向量为OB→=(0,3,0),
所以直线BM 与平面PAD 所成的角的正弦值为

cos<OB→,BM→> =
3

3× (3-3λ)2+3+3λ2

=
27
7
,

解得λ=
3
4
,所 以 PM =

1
4AP=

1
4 PO2+OA2

=
3
2.
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学习目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.能够利用空间向量证明空间中的点、线、面之间的位置关系.
2.理解空间的夹角与距离,能利用空间向量及几何知识解决空间中的线线、线面的夹角与距离问题.
3.探究立体几何中的动态问题,能够将空间中的动态问题转化成函数问题或平面中的动态问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

例1 如图,已知多面体ABC-A1B1C1,A1A,B1B,C1C
均垂直于平面ABC,∠ABC=120°,A1A=4,C1C=1,
AB=BC=B1B=2.证明:AB1⊥平面A1B1C1.

证明:(方法一)由AB=2,AA1=4,BB1=2,AA1⊥

AB,BB1⊥AB,得AB1=A1B1=22,所以A1B2
1+

AB2
1=AA2

1,故AB1⊥A1B1.
由BC=2,BB1=2,CC1=1,BB1⊥BC,CC1⊥BC,

得B1C1= 5,

由AB=BC=2,∠ABC=120°,得AC=23,

连接AC1(图略),由CC1⊥AC,得AC1= 13,所以

AB2
1+B1C2

1=AC2
1,故AB1⊥B1C1.

又A1B1∩B1C1=B1,A1B1,B1C1⊂平面A1B1C1,
所以AB1⊥平面A1B1C1.
(方法二)如图所示,以AC 的中点O 为坐标原点,建
立空间直角坐标系Oxyz.

由题意知,A(0,- 3,0),A1(0,- 3,4),B1(1,0,

2),C1(0,3,1),则AB1
→=(1,3,2),A1B1

→=(1,3,

-2),A1C1
→=(0,23,-3).

由AB1
→·A1B1

→=1+3-4=0,得AB1⊥A1B1.
由AB1

→·A1C1
→=6-6=0,得AB1⊥A1C1.

又A1B1∩A1C1=A1,A1B1,B1C1⊂平面A1B1C1,
所以AB1⊥平面A1B1C1.
(方法三)如方法二建立空间直角坐标系,则 A,A1,

B1,C1,AB1
→,A1B1

→,A1C1
→的坐标同方法二.

设平 面 A1B1C1 的 法 向 量 是 m = (x,y,z),则

m·A1B1
→=0,

m·A1C1
→=0,{ 即

x+ 3y-2z=0,

23y-3z=0.{ 令z=1,得x=

1
2
,y=

3
2
,所以 m= 1

2
,3
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是平面 A1B1C1 的

一个法向量.
因为AB1

→=2m,所以AB1⊥平面A1B1C1.
【总结升华】
用向量知识解决立体几何问题有两种基本思路:一种

是用向量表示几何量;另一种是用向量的坐标表示几

何量.求解过程共分三步:
(1)建立立体几何与空间向量的联系,用空间向量(或
坐标)表示问题中所涉及的点、线、面,把立体几何问

题转化为向量问题;
(2)通过向量运算,研究点、线、面之间的位置关系;
(3)根据运算结果的几何意义来解释相关问题.
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例2 (2024· 天 津 卷)如 图,在 四 棱 柱 ABCD-
A1B1C1D1 中,底面ABCD 为梯形,AB∥CD,A1A
⊥平面ABCD,AD⊥AB,AB=AA1=2,AD=DC
=1,N 是B1C1 的中点,M 是DD1 的中点.

(1)求证:D1N∥平面CB1M;
(2)求平面CB1M 与平面BB1C1C 的夹角的余弦值;
(3)求点B 到平面CB1M 的距离.
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(1)证明:如图,取CB1 的中点P,连接 NP,MP,
由 N 是 B1C1 的 中 点,得 NP ∥CC1,且 NP =
1
2CC1.

由 M 是DD1 的中点,得D1M=
1
2DD1=

1
2CC1,且

D1M∥CC1,
则有D1M∥NP,且D1M=NP,
所以四边形D1MPN 是平行四边形,故D1N∥MP.
又 MP⊂平面CB1M,D1N⊄平面CB1M,
所以D1N∥平面CB1M.
(2)解:以 A 为 原 点,建 立 如 图 所 示 的 空 间 直 角 坐

标系,

则A(0,0,0),B(2,0,0),B1(2,0,2),M(0,1,1),

C(1,1,0),C1(1,1,2),

所以CB1
→=(1,-1,2),CM→=(-1,0,1),BB1

→=(0,

0,2).
设平面CB1M 与平面BB1C1C 的法向量分别为m=
(x1,y1,z1),n=(x2,y2,z2),

则有
m·CB1

→=x1-y1+2z1=0,

m·CM→=-x1+z1=0,{
n·CB1

→=x2-y2+2z2=0,

n·BB1
→=2z2=0.{

分别取x1=x2=1,则有y1=3,z1=1,y2=1,z2
=0,
所以m=(1,3,1)是平面CB1M 的一个法向量,n=
(1,1,0)是平面BB1C1C 的一个法向量,

所 以 cos<m,n>=
m·n
m n =

1+3
1+9+1× 1+1

=
2 22
11 .

故平 面 CB1M 与 平 面 BB1C1C 的 夹 角 的 余 弦 值

为
222
11 .

(3)解:由BB1
→=(0,0,2),平面CB1M 的一个法向量

为m=(1,3,1),

得
BB1
→·m
m =

2
1+9+1

=
2 11
11

,

即点B 到平面CB1M 的距离为
2 11
11 .

【总结升华】

1.异面直线所成的角(注意所成角的范围)
若异面直线l1,l2 所成的角为θ,其方向向量分别

是u,v,则cosθ=|cos<u,v>|=
|u·v|
|u||v|.

2.直线与平面所成的角(注意所成角

的范围)
如图,直线AB 与平面α 相交于点

B,设直线AB 与平面α 所成的角为θ,直线AB 的

方向向量为u,平面α 的法向量为n,则sinθ=

|cos<u,n>|=
|u·n|
|u||n|.

3.平面与平面的夹角(与二面角的

范围有区别)
如图,平面α与平面β相交,形成

四个二面角,我们把这四个二面

角中不大于90°的二面角称为平

面α与平面β的夹角.
若平面α,β的法向量分别是n1 和n2,则平面α 与

平面β的夹角即为向量n1 和n2 的夹角或其补角.
设平面α与平面β的夹角为θ,则cosθ=|cos<n1,

n2>|=
|n1·n2|
|n1||n2|

.

4.利用空间向量求距离

(1)点到直线的距离

如图,已知直线l的单位方向向量

为u,A 是直线l上的定点,P 是直

线l外一点,AQ→是AP→在直线l上的投影向量,则点

P 到直线l的距离PQ= |AP→|2-(AP→·u)2.

(2)点到平面的距离

如图,已知A 为平面α 内的一定

点,n 为平面α的法向量,点O 是

平面外一点B 在平面α内的射影,则点B 到平面α

的距离BO=
|AB→·n|
|n| .

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—46—



例3 如图,在直三棱柱 ABC-A1B1C1 中,D 是棱

BC 上一点(点D 与点C 不重合),且AD⊥DC,过点

A1 作平面BCC1B1 的垂线l.
(1)求证:l∥AD;
(2)若AC=CC1=2,当三棱锥C1-ACD 的体积最大

时,求AC 与平面ADC1 所成角的正弦值.

(1)证明:在直三棱柱 ABC-A1B1C1 中,CC1⊥平面

ABC,因为AD⊂平面ABC,所以CC1⊥AD.
又 AD ⊥DC,CC1 ∩DC =C,CC1,DC ⊂ 平 面

BCC1B1,所以AD⊥平面BCC1B1.
又因为l⊥平面BCC1B1,所以l∥AD.

(2)解:因为VC1-ACD=
1
3S△ACD ·CC1,所以当三棱锥

C1-ACD 的体积最大时,S△ACD 最大.
又AC=2,AD⊥CD,所以4=AC2=AD2+DC2≥
2AD·CD=4S△ACD,

当且仅当AD=CD= 2时,等号成立,即当S△ACD 最

大时,AD=CD= 2.
(方法 一:综 合 法)如 图,作 CH ⊥DC1 于 点 H,连

接AH.

由(1)可 知 AD⊥平 面 BCC1B1,因 为 CH ⊂平 面

BCC1B1,所以AD⊥CH.
又DC1∩AD=D,AD,DC1⊂平面ADC1,所以CH
⊥平面ADC1.
因此,AC 与平面ADC1 所成的角为∠CAH.
因为CH⊥平面ADC1,AH⊂平面ADC1,所以CH
⊥AH.
在Rt△CDC1 中,CD= 2,CC1=2,所以DC1= 6,

因此CH=
22
6
=
2
3

.

在Rt△ACH 中,sin∠CAH=
CH
AC=

2
3
2=

3
3
,

所以AC 与平面ADC1 所成角的正弦值为
3
3.

(方法二:向量法)如图,在平面BCC1B1 内,过点 D
作DE∥CC1,DE 交B1C1 于点E,因为CC1⊥平面

ABC,所以DE⊥平面ABC.
以D 为原点,DC,DA,DE 所在直线分别为x 轴、y
轴、z 轴,建 立 空 间 直 角 坐 标 系,则 A(0,2,0),C
(2,0,0),C1(2,0,2).

设平面ADC1 的法向量为n=(x,y,z),易得DA→=
(0,2,0),DC1

→=(2,0,2),

所以
DA→·n= 2y=0,

DC1
→·n= 2x+2z=0.{ 令x= 2,则z=-1,

y=0,所以n=(2,0,-1)为平面ADC1 的法向量.

因为AC→=(2,- 2,0),所 以cos<AC→,n>=
2
23

=
3
3.

设AC 与平面ADC1 所成的角为θ,
所以AC 与平面ADC1 所成角的正弦值为sinθ=

|cos<AC→,n>|=
3
3.

【总结升华】

1.空间位置关系问题常见解决方法:
(1)利用点、线、面位置关系的相关定理解决;
(2)建立空间直角坐标系解决.

2.空间动点的轨迹判断或轨迹长度问题常见解决方

法:先根据点、线、面的位置关系的判定定理和性质

定理,求出动点的轨迹(或利用空间向量的坐标运

算求出动点的轨迹方程),再进行判断或长度计算.
3.与空间图形有关的线段、夹角、距离、面积、体积等

最值问题,常见解决方法:
(1)从问题的几何特征入手,充分利用空间图形的

几何性质去解决;
(2)找出问题中的代数关系,建立目标函数,利用代

数方法求目标函数的最值.
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【问题探究】
1.空间向量由平面向量推广而来,空间向量与平面向

量有许多共同性质,如果我们把平面称为二维空

间,把普通的空间称为三维空间,那么我们能不能

把向量的概念推广到四维空间(例如由“长”“宽”
“高”“时间”四个维度构成的空间)、五维空间中去

呢? 它们是否也与平面向量、空间向量有许多共同

的性质?
2.因为向量可以用有向线段表示,所以我们用几何方

式引入空间向量的运算法则,如向量加法的平行四

边形法则.在空间直角坐标系中,我们还可以把这

种由几何方式引入的向量运算转化成代数运算(实
数运算).对于这样的做法给空间向量运算带来的

方便,你有什么体会?
3.从数量及其运算发展的角度理解向量及其运算,数

的运算律对于向量仍然成立的有哪些? 不成立的

有哪些?
4.如何理解空间向量可以由三个不共面的向量唯一

表示? 你认为应如何根据问题的条件选择空间的

基底?
5.我们是如何利用直线的方向向量和平面的法向量

表示直线和平面的? 我们又是如何利用直线的方

向向量和平面的法向量刻画空间直线、平面的平行

和垂直关系的?
6.距离和角度是立体几何中的基本度量,本章我们如

何把点到直线、点到平面、平行直线、平行平面的距

离问题转化为投影向量的长度问题? 如何把直线

与平面、平面与平面所成角的问题转化为直线的方

向向量或平面的法向量之间的夹角问题? 请结合

具体实例谈谈你的体会.
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空间向量的应用

【拓展总结】
球面三角学是研究球面三角形的边角关系的学科,在
天文、航海中有重要应用.球面三角形的每一个角都

对应一个二面角,即球的两个大圆所在平面的夹角.
这些二面角的大小与球面三角形的边长有着密切的

关系.球面三角学的核心在于探索这些边长和角度之

间的关系.
应用1 如图1,球O 的半径为R,A,B,C 为球面上

三点,曲面三角形ABC(阴影部分)叫做球面三角形.

设Oa 表示以O 为圆心,且过B,C 的圆,圆Oa 的劣

弧BC 的长记为a,同理,圆Ob,Oc 的劣弧AC,AB
的弧长分别记为b,c.若设二面角C-OA-B,A-OB-C,
B-OC-A 分别为α,β,γ,则球面三角形ABC 的面积

为S球面△ABC=(α+β+γ-π)R2.

     图1         图2
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(1)若平面OAB、平面OAC、平面OBC 两两垂直,求
球面三角形ABC 的面积.
(2)延长AO 与球O 交于点D,抽象出立体图形如图

2,若△ABC 为直角三角形,AC⊥BC,直线DA,DC

与平面ABC 所成的角分别为
π
4
,π
3
,BE→=λBD→,λ∈

(0,1],S 为AC 的中点,T 为BC 的中点.
①设∠AOC=θ1,∠BOC=θ2,∠AOB=θ3.求证:
cosθ1+cosθ2-cosθ3=1;
②设平面OBC 与平面EST 的夹角为θ,求sinθ的最

小值,及此时平面AEC 截球O 所得截面的面积.
(1)解:若平面 OAB、平面 OAC、平面 OBC 两两垂

直,则有α=β=γ=
π
2
,

所以球面三角形ABC 的面积为S球面△ABC=(α+β+γ

-π)R2=
π
2R

2.

(2)①证明:在△AOC,△BOC 和△AOB 中,由余弦

定 理 得

AC2=R2+R2-2R2cosθ1,

BC2=R2+R2-2R2cosθ2,

AB2=R2+R2-2R2cosθ3,

ì

î

í

ïï

ïï

且 AC2+BC2

=AB2,
消掉R2,可得cosθ1+cosθ2-cosθ3=1.
②解:由AD 是球O 的直径,得AB⊥BD,AC⊥CD,
又AC⊥BC,CD∩BC=C,CD,BC⊂平面BCD,
所以AC⊥平 面 BCD.因 为 BD⊂平 面 BCD,所 以

AC⊥BD.
又AB⊥BD,AB∩AC=A,AB,AC⊂平面ABC,所
以BD⊥平面ABC.

因为直线DA,DC 与平面ABC 所成的角分别为
π
4
,

π
3
,所以∠DAB=

π
4
,∠DCB=

π
3.

不妨令R= 3,则AD=23,AB=BD= 6,BC=

2,AC=2.
由AC⊥BC,AC⊥BD,BC⊥BD,
以C 为坐标原点,CB,CA 所在直线分别为x 轴、y
轴,过点C 作BD 的平行线为z 轴,建立如图所示的

空间直角坐标系,

设BE=t,t∈(0,6],则 A(0,2,0),B(2,0,0),

C(0,0,0),D(2,0,6),

可得S(0,1,0),T 2
2
,0,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,E(2,0,t),O 2

2
,1,
6
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所 以CB→ = (2,0,0),CO→ = 2
2
,1,
6
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,ST→ =

2
2
,-1,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,TE→= 2

2
,0,t

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设平 面 OBC 的 法 向 量 为 m = (x1,y1,z1),则

m·CB→= 2x1=0,

m·CO→=
2
2x1+y1+

6
2z1=0.

ì

î

í

ï
ï

ïï

取z1=-2,则y1=

6,x1=0,所以m=(0,6,-2)是平面OBC 的一个

法向量.
设平 面 EST 的 法 向 量 为 n = (x2,y2,z2),

则
n·ST→=

2
2x2-y2=0,

n·TE→=
2
2x2+tz2=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

取x2= 2t,则y2=t,z2=-1,所以n=(2t,t,
-1)是平面EST 的一个法向量.
若要使sinθ取最小值,则 cosθ 取最大值.

因 为 cosθ = cos<m,n> =
m·n
m n =

6t+2
10· 3t2+1

=
1
5
×
3t+ 2
3t2+1

=
1
5
×

(3t+ 2)2

3t2+1 =
1
5
× 1+

26t+1
3t2+1

,

令 m =2 6t+1,m ∈(1,13],则t=
m-1
26

,3t2

=
(m-1)2

8
,

所 以
26t+1
3t2+1 =

m
(m-1)2

8 +1
=

8m
m2-2m+9 =

8

m+
9
m-2

≤
8
6-2=2

,

当且仅当m=3,t=
1
6

时,等号成立.

故 cosθ 取最大值
3
5

时,sinθ= 1-cos2θ=
10
5

为最小值,

此时 点 E 2,0,
1
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,可 得CE→= 2,0,

1
6

æ

è
ç

ö

ø
÷,CA→=

(0,2,0).
设 平 面 AEC 的 法 向 量 为 k = (x,y,z),

则
k·CE→= 2x+

1
6
z=0,

k·CA→=2y=0.

ì

î

í

ï
ï

ïï

取x=1,则y=0,z=-23,所以k=(1,0,-23)
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是平面AEC 的一个法向量,

此 时 球 心 O 到 平 面 AEC 距 离 为 d=
AO→·k

k

=
5
26

.

设平面AEC 截球O 的圆的半径为r,则r2=R2-d2

=
53
26
,

所以截面圆面积为πr2=
53
26π=

53
78πR

2.

立体几何中存在性问题的向

量解法
【拓展总结】
与空间角有关的存在性问题的解题流程

应用2 如图1,在等腰梯形ABCD 中,点E 在AB
上,AE=BE=BC=CD=4,M,N 分别是AD,AE
的中点,EF→=λEB→(0≤λ≤1),将△ADE 沿着DE
折起,使得点A 到达点P 的位置,平面PDE⊥平面

BCDE,如图2.

图1

 

图2

(1)若PC∥平面MNF,求λ的值;

(2)若CQ→=
2
3CP→,平面 DEQ⊥平面 MNF,求λ

的值;
(3)若平面 MNF 与平面BCDE 所成角的余弦值为

10
10
,求λ的值;

(4)若点C 到平面MNF 的距离为
3 15
5
,求λ的值.

解:如图,取DE 的中点O,连接OC,OA,CE,
由条件可知,AE=EB=BC=CD=AD=CE,
所以△ADE,△DCE,△BCE 是等边三角形,
所以OC⊥DE,PO⊥DE.
因为平面PDE⊥平面BCDE,平面PDE∩平面BC-

DE=DE,所以 PO⊥平面 BCDE.因为 OC⊂平面

BCDE,所以PO⊥OC.
所以OE,OC,OP 两两垂直,则以O 为原点,分别以

OE→,OC→,OP→的方向为x 轴、y 轴、z 轴的正方向,建
立如图所示的空间直角坐标系.
因为PE=BE=BC=CD=4,所以B(4,23,0),

E(2,0,0),M (-1,0,3),N (1,0,3),P(0,0,

23),C(0,2 3,0),所以PC→=(0,2 3,-2 3),

MN→=(2,0,0),EB→=(2,23,0).
因为EF→=λEB→=(2λ,2 3λ,0),所 以 F(2λ+2,

23λ,0),所以NF→=(2λ+1,23λ,- 3).
设平面 MNF 的法向量为n1=(x1,y1,z1),

则
n1·MN→=2x1=0,

n1·NF→=(2λ+1)x1+23λy1- 3z1=0.{ 令y1

=1,则z1=2λ,x1=0,所以n1=(0,1,2λ)是平面

MNF 的一个法向量.
(1)由PC∥平面 MNF,得PC→·n1=0,即23 +2λ

×(-23)=0,解得λ=
1
2.

(2)由CQ→=
2
3CP
→= 0,-

43
3
,43
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

得DQ→=DC→+CQ→=EB→+CQ→= 2,
23
3
,43
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

DE→=CB→=(4,0,0).
设平面DEQ 的法向量为n2=(x2,y2,z2),

则

n2·DE→=4x2=0,

n2·DQ→=2x2+
23
3y2+

43
3z2=0.

ì

î

í

ïï

ïï

令z2=1,则

y2=-2,x2=0,所以n2=(0,-2,1)是平面DEQ 的

一个法向量.
由平面DEQ⊥平面 MNF,得n1·n2=0,即0-2+
2λ=0,解得λ=1.
(3)由题意知,平面BCDE 的一个法向量为m=(0,
0,1).
设平面 MNF 与平面BCDE 所成的角为θ,则cosθ

=|cos<n1·m>|=
|n1·m|
|n1||m1|

=
2λ

(2λ)2+1
.

因为 平 面 MNF 与 平 面 BCDE 所 成 角 的 余 弦 值

为
10
10
,

所以
2λ

(2λ)2+1
=
10
10
,解得λ=

1
6.

(4)连接 NC,如图,平面 MNF 的一个法向量为n1=
(0,1,2λ),NC→=(-1,2 3,- 3),则点C 到平面

MNF 的 距 离 为d=
|NC→·n1|
|n1|

=
|23-23λ|

1+4λ2
=
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315
5
,解得λ=

1
4.

新定义、新概念问题

【拓展总结】
常见类型:(1)新定义坐标;(2)新定义形状;(3)新定

义维度.
解题要点:根据题目给出新定义,建立几何模型.研究

模型时要注意,根据新定义进行由特殊到一般的规律

总结.
应用3 空间中,两两互相垂直且有公共原点的三条

数轴构成直角坐标系.如果坐标系中有两条坐标轴不

垂直,那么这样的坐标系称为斜坐标系.现有一种空

间斜坐标系,它任意两条坐标轴的夹角均为60°,我们

将这种坐标系称为斜60°坐标系.我们类比空间直角

坐标系,定义空间斜60°坐标系下向量的斜60°坐标:
i,j,k 分别为空间斜60°坐标系中三条坐标轴(x 轴、

y 轴、z轴)正方向上的单位向量.若向量n=xi+yj
+zk,则n 与有序实数组[x,y,z]一一对应,称向量

n 的斜60°坐标为[x,y,z],记作n=[x,y,z].
(1)若a=[1,2,3],b=[-1,1,2],求a+b 的斜60°
坐标;
(2)在平行六面体 ABCD-A1B1C1D1 中,AB=AD
=2,AA1=3,∠BAD=∠BAA1=∠DAA1=60°,建
立空间斜60°坐标系如图所示.

①若BE→=EB1
→,求向量ED1

→的斜60°坐标;

②若AM→=[3,t,0],且AM→⊥AC1
→,求 AM→ 的值.

解:(1)因为a=[1,2,3],b=[-1,1,2],
所以a+b=(i+2j+3k)+(-i+j+2k)=3j+5k
=[0,3,5],
所以a+b 的斜60°坐标为[0,3,5].
(2)设i,j,k 分别为与AB→,AD→,AA1

→同方向的单位

向量,
则AB→=2i,AD→=2j,AA1

→=3k.

①因为BE→=EB1
→,所以E 为BB1 的中点,所以ED1

→

=AD1
→-AE→=(AD→+AA1

→)- (AB→+
1
2AA1

→ ) =

-AB→+AD→+
1
2AA1

→=-2i+2j+
3
2k= [-2,2,

3
2 ] .

②由题意得AC1
→=AB→+AD→+AA1

→=2i+2j+3k,

由AM→=[3,t,0],知AM→=3i+tj,
因为AM→⊥AC1

→,

所以AM→·AC1
→=(2i+2j+3k)·(3i+tj)=0,

所以6i2+2tj2+(6+2t)i·j+9k·i+3tk·j=0,

所以6+2t+(6+2t)×
1
2+

9
2+
3t
2=0

,解得t=-3.

故 AM→ = 3i-3j = (3i-3j)2=3.
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单元测试卷(一)

(考查范围:第一章 时间:120分钟 分值:150分)
一、单项选择题:本题共8小题,每小题5分,共40分.
在每小题给出的四个选项中,只有一项是符合题目要

求的.
1.下列向量中,与向量a=(1,-3,2)平行的是(  )
               A.13

,1,1
æ

è
ç

ö

ø
÷ B.(-1,-3,2)

C.-
1
2
,3
2
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.(2,-3,-22)

C 解析:a=(1,-3,2)=-2 -
1
2
,3
2
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷.

2.已知向量a=(-2,1,3),b=(-1,2,1),若a⊥(a
-λb),则实数λ的值为 (  )

A.-2 B.-
14
3 C.

14
5 D.2

D 解析:因为a⊥(a-λb),
所以a·(a-λb)=|a|2-λa·b=0,
所以|a|2=λa·b,
所以14=λ(2+2+3)=7λ,
解得λ=2.故选D.

3.若向量a=(x,4,5),b=(1,-2,2),且a 与b 的夹

角的余弦值为
2
6
,则x= (  )

A.3 B.-3 C.-11 D.3或-11
A 解析:因为a·b=(x,4,5)·(1,-2,2)=x-

8+10=x+2,且a 与b 的夹角的余弦值为
2
6
,所

以
2
6=

x+2
x2+42+52× 1+4+4

,且x+2>0,解

得x=3或x=-11(舍去).故选A.
4.在 空 间 直 角 坐 标 系 中,已 知 长 方 体 ABCD-

A1B1C1D1 的顶点D(0,0,0),A(2,0,0),B(2,4,
0),C1(0,4,2),则点A1 到直线BC1 的距离为

(  )

A.32 B.2 C.
12
5 D.

5
2

A 解析:由 题 意 建 立 如 图 所 示 的 空 间 直 角 坐

标系,

由D(0,0,0),A(2,0,0),B(2,4,0),C1(0,4,2),
得AB=4,BC=2,CC1=2.连接A1B,A1C1,BC1,

所以A1B=25,A1C1=25,BC1=22,
所以△A1BC1 是等腰三角形.
取BC1 的中点为O,连接OA1,
则 OA1 ⊥BC1,即 点 A1 到 直 线 BC1 的 距 离

为OA1.
在 Rt△A1OB 中,有 OA1 = A1B2-OB2 =

20-2=32.

5.已知向量AM→= 0,1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,AN→= -1,

1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,则平

面AMN 的一个法向量是 (  )
A.(-3,-2,4) B.(3,2,-4)
C.(-3,-2,-4) D.(-3,2,-4)
D 解析:设平面AMN 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·AM→=0,

n·AN→=0,{ 即
y+

z
2=0

,

-x+
1
2y+z=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

令z=4,则x=3,y=-2,所以n=(3,-2,4)是平

面AMN 的一个法向量.
由(-3,2,-4)=-(3,-2,4),可知选项D符合.

6.设O 为坐标原点,向量OA→=(1,2,3),OB→=(2,1,2),

OP→=(1,1,2),点Q 在直线OP 上运动,则QA→·QB→

的最小值为 (  )

A.
2
3 B.-

2
3 C.

1
3 D.-

1
3

B 解析:因为OP→=(1,1,2),点Q 在直线OP 上运

动,所以可设OQ→=λOP→=(λ,λ,2λ).
又向量OA→=(1,2,3),OB→=(2,1,2),所以QA→=(1
-λ,2-λ,3-2λ),QB→=(2-λ,1-λ,2-2λ),

则QA→·QB→=(1-λ)×(2-λ)+(2-λ)×(1-λ)
+(3-2λ)×(2-2λ)=6λ2-16λ+10.

易得当λ=
4
3

时,QA→·QB→取得最小值-
2
3.故选B.

7.如 图,在 平 行 六 面 体

ABCD-A1B1C1D1 中,底

面 ABCD 是 菱 形,侧 面

A1ADD1 是 正 方 形,且

∠A1AB=120°,∠DAB=
60°,AB=2.若P 是C1D 与CD1 的交点,则异面
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直线AP 与DC 的夹角的余弦值为 (  )

A.
37
14 B.

6
4

C.
7
4 D.

6
14

A 解析:在平行六面体 ABCD-A1B1C1D1 中,
四边形DD1C1C 是平行四边形,侧面A1ADD1 是

正方形,
又P 是C1D,CD1 的交点,所以P 是CD1 的中点.
因为DC→=AB→,∠A1AB=120°,∠DAB=60°,AB
=2,

所以AP→=
1
2
(AD1
→+AC→)=

1
2
(AA1
→+AD→+AD→

+AB→)=
1
2
(AA1
→+AB→+2AD→),

所以|AP→|2=
1
4
[AA1
→2+AB→2+4AD→2+2(AA1

→·

AB→+2AA1
→·AD→+2AB→·AD→)]=

1
4 [4+4+4

×4+2×2×2× -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+0+2×2×2×2×

1
2 ]

=7,

所以 AP→ = 7.

又因为AP→·DC→=
1
2
(AA1
→+AB→+2AD→)·DC→

=
1
2
(AA1
→+AB→+2AD→)·AB→

=
1
2
(AA1
→ ·AB→ +AB→2 +2AD→ · AB→)=

1
2
(AA1

→ · AB→ cos120°+|AB→|2+2|AD→|·

|AB→|cos60°)=
1
2 [2×2× -

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+22+2×2×2

×
1
2 ]=3,DC→ =2,

所以cos <AP→,DC→>=
AP→·DC→

AP→ · DC→
=

3
7×2

=
37
14
,

所 以 异 面 直 线 AP 与 DC 的 夹 角 的 余 弦 值 为

cos<AP→,DC→>=
37
14.

故选A.
8.如 图,在 正 四 棱 柱 ABCD-

A1B1C1D1 中,底面边长为2,直
线CC1 与平面ACD1 所成角的正

弦值为
1
3
,则正四棱柱的高为

(  )

A.2 B.3 C.4 D.5
C 解析:以D 为原点,DA,DC,DD1 所在直线分

别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直角坐

标系.

设DD1=a,则 A(2,0,0),C(0,2,0),D1(0,0,
a),C1(0,2,a),

所以AC→=(-2,2,0),AD1
→=(-2,0,a),CC1

→=
(0,0,a).
设平 面 ACD1 的 法 向 量 为 n= (x,y,z),则

n·AC→=0,

n·AD1
→=0,{ 所以

-2x+2y=0,
-2x+az=0.{

令x=1,则y=1,z=
2
a
,所以n= 1,1,

2
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是平

面ACD1 的一个法向量.

故 cos<n,CC1
→>=

n·CC1
→

|n||CC1
→|

=
2

4
a2+2×a

=
2

2a2+4
.

因为直线CC1 与平面 ACD1 所成角的正弦值为

1
3
,所以

2
2a2+4

=
1
3
,解得a=4.

二、多项选择题:本题共3小题,每小题6分,共18分.
在每小题给出的选项中,有多项符合题目要求.全部

选对的得6分,部分选对的得部分分,有选错的得

0分.
9.下列命题中是真命题的是 (  )
A.若向量a,b满足a·b<0,则向量a,b 的夹角是

钝角

B.若OA→,OB→,OC→{ }是空间的一个基底,且OD→=2OA→

-3OB→+2OC→,则A,B,C,D 四点共面

C.若{a,b,c}是空间的一个基底,向量m=a+c,则
{a,b,m}也是空间的一个基底

D.若直线l的一个方向向量为e=(1,0,3),平面α
的一个法向量为n=(-2,0,2),则直线l与平面

α所成角的余弦值为
5
5

BC 解析:选项A,若a·b<0,则向量a,b 的夹角

是钝角或向量a,b 反向共线,故A错误;

选项B,OD→=2(OD→+DA→)-3(OD→+DB→)+2(OD→

+DC→)=OD→+2DA→-3DB→+2DC→,即有DB→=
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2
3DA→+

2
3DC→,故A,B,C,D 四点共面,故B正确;

选项C,假设{a,b,m}不是空间的一个基底,则存在

实数x,y,使m=xa+yb,即a+c=xa+yb,由向

量{a,b,c}是空间的一个基底,则向量a,b,c 不共

面,故不存在这样的实数x,y,即{a,b,m}是空间

的一个基底,故C正确;

选项D,设直线l与平面α所成的角为θ,则θ∈ [0,

π
2 ],由题意可得,sinθ= cos<e,n>=

e·n
e · n

=
-2+6

1+9× 4+4
=
5
5
,则cosθ= 1- 5

5
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=

25
5
,故D错误.

故选BC.
10.在长方体 ABCD-A1B1C1D1 中,AB=AD=2,

AA1=1,点 M 为线段B1D1 上一动点(包括端

点),则下列结论正确的是 (  )

A.当 点 M 为 B1D1 的 中 点 时,C1M ⊥ 平

面BB1D1D
B.当点 M 为B1D1 的中点时,直线 DM 与直线

BC 所成角的余弦值为
2
3

C.当点 M 在线段B1D1 上运动时,三棱锥 C1-
BDM 的体积是定值

D.点M 到直线BC1 距离的最小值为
6
3

ACD 解析:在长方体 ABCD-A1B1C1D1 中,以

D 为原点,建立如图所示的空间直角坐标系,

则D(0,0,0),B(2,2,0),C(0,2,0),C1(0,2,1),

D1(0,0,1),B1(2,2,1).设 M(t,t,1),0≤t≤2.

对于A,t=1,M(1,1,1),MC1
→=(-1,1,0),DD1

→

=(0,0,1),DB→=(2,2,0),
因为MC1

→·DD1
→=0,MC1

→·DB→=0,所以 MC1⊥
DD1,MC1⊥DB,
而DD1∩DB=D,DD1,DB⊂平面BB1D1D,因
此C1M⊥平面BB1D1D,A正确;

对于 B,DM→ = (1,1,1),BC→ = (-2,0,0),

|cos<DM→,BC→>|=
|DM→·BC→|
|DM→||BC→|

=
2
3×2

=
3
3
,B

错误;
对于C,由选项A知,点C1 到平面BB1D1D 的距

离为 2,而△BDM 的面积为
1
2BD·DD1= 2,

因 此 三 棱 锥 C1-BDM 的 体 积 为
2
3
,是 定 值,C

正确;

对于D,BC1
→=(-2,0,1),C1M→=(t,t-2,0),则点M

到 直 线 BC1 的 距 离 d =

|C1M→|2-
|C1M→·BC1

→|
BC1
→

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2

= t2+(t-2)2-
4t2

5

=
6
5t

2-4t+4=
6
5t-

5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
2
3 ≥

6
3
,当且

仅当t=
5
3

时,等号成立,D正确.

故选ACD.
11.在正四面体D-ABC 中,点E 在棱 AB 上,满足

AE=2EB,点 F 为线 段 AC 上 的 动 点.设 直 线

DE 与平面DBF 所成的角为α,则下列说法不正

确的是 (  )
A.存在某个位置,使得DE⊥BF

B.存在某个位置,使得∠FDB=
π
4

C.存在某个位置,使得平面DEF⊥平面DAC

D.存在某个位置,使得α=
π
6

ABD 解析:如图,设正四面体D-ABC 的底面中

心为O,连接DO,OB,则DO⊥平面ABC.以O 为

原点,OB,OD 所在直线分别为x 轴、z 轴,建立如

图所示的空间直角坐标系.

设 正 四 面 体 的 棱 长 为 2,则 A -
3
3
,-1,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

C -
3
3
,1,0

æ

è
ç

ö

ø
÷, B 23

3
,0,0

æ

è
ç

ö

ø
÷, E 3

3
,-
1
3
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

D 0,0,
26
3

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设F -
3
3
,λ,0

æ

è
ç

ö

ø
÷(-1≤λ≤1).

若存在某个位置,使得 DE⊥BF,则DE→·BF→=
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3
3
,-
1
3
,-
26
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·(- 3,λ,0)=0,解 得λ=

-3,不合题意,故A不正确.

若存在某个位置,使得∠FDB=
π
4
,

即cos<DF→,DB→>=
DF→·DB→

|DF→||DB→|
=
2
2
,

所 以
-
3
3
,λ,-

26
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ · 23

3
,0,-

26
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ2+3×2
=
2
2
,

此方程无解,故B不正确.

DA→= -
3
3
,-1,-

26
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,DC→= -

3
3
,1,-

26
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

设平面DAC 的法向量为m=(x1,y1,z1),

则
m·DA→=-

3
3x1-y1-

26
3z1=0,

m·DC→=-
3
3x1+y1-

26
3z1=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

取z1=-1,则x1=22,y1=0,所以m=(22,
0,-1)是平面DAC 的一个法向量.
设平面DEF 的法向量为n=(x2,y2,z2),

则
n·DE→=

3
3x2-

1
3y2-

26
3z2=0,

n·DF→=-
3
3x2+λy2-

26
3z2=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

取z2=1,得n= 62λ+22
3λ-1

,46
3λ-1

,1
æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 平 面

DEF 的一个法向量.
若存在某个位置,使得平面DEF⊥平面DAC,

则22×
62λ+22
3λ-1 -1=0,

解得λ=-
3
7∈

[-1,1],故C正确.

设平面DBF 的法向量为v=(x3,y3,z3),

则
v·DB→=

23
3x3-

26
3z3=0,

v·DF→=-
3
3x3+λy3-

26
3z3=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

取x3= 2,得v= 2,
6
λ
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是平面DBF 的一个

法向量.

若存在某个位置,使得α=
π
6
,

则sin
π
6=

1
2=|cos

<v,DE→>|=
v·DE→

|v||DE→|
=

6
3-

6
3λ-

26
3

3+
6
λ2×

27
3

,整理得5λ2-4λ+12=0,此方

程无解,故D不正确.故选ABD.

三、填空题:本题共3小题,每小题5分,共15分.
12.已知空间向量a=(1,-1,0),b=(0,1,1),c=(1,
2,m)共面,则实数m=    .
3 解析:设c=xa+yb,即(1,2,m)=x(1,-1,0)

+y(0,1,1),故
x=1,
-x+y=2,
m=y,

ì

î

í

ïï

ïï

解得m=y=3.

13.如图,在四面体O-ABC 中,

OA→=a,OB→=b,OC→=c,D 为

BC 的中点,E 为AD 的中点.
若OE→=xa+yb+zc,其中x,

y,z∈R,则x=    ,y
=    ,z=    .
1
2 

1
4 

1
4 

解析:因为 D 为BC 的中点,E 为

AD 的中点,

所以OE→=
1
2
(OA→+OD→)=

1
2OA→+

1
2×

1
2
(OB→+

OC→)=
1
2OA→+

1
4OB
→+

1
4OC
→=

1
2a+

1
4b+

1
4c.

因为OE→=xa+yb+zc,所 以 x=
1
2
,y=

1
4
,z

=
1
4.

14.如图1,正方形ABCD 的边长为4,AB=AE=BF

=
1
2EF

,AB∥EF.把四边形ABCD 沿AB 折起,

使得 AD⊥平 面 AEFB,得 到 如 图2所 示 几 何

体,G 是EF 的中点,则 AG 与平面BCE 的位置

关系为    ,二面角C-AE-F 的余弦值为  
  .

   

垂直 
21
7  解析:如 图,连 接 BG,因 为 BC∥

AD,AD⊥底面AEFB,所以BC⊥底面AEFB.
又AG⊂底面AEFB,所以BC⊥AG.
因为AB∥EG 且AB=EG,AB=AE,
所以四边形ABGE 为菱形,
所以AG⊥BE.
又 BC ∩BE =B,BE ⊂ 平 面 BCE,BC ⊂ 平

面BCE,
所以AG⊥平面BCE.
由以上证明知AE=EG=BG=AB=4,

设AG∩BE=O,由题意知OE=OB=23,OA=
OG=2.
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以O 为 原 点,建 立 如 图 所 示 的 空 间 直 角 坐 标 系

Oxyz,

则O(0,0,0),A(-2,0,0),E(0,-23,0),C(0,

23,4),D(-2,0,4),

所以AC→=(2,23,4),AE→=(2,-23,0).
设平面ACE 的法向量为n=(x,y,z),

则
AC→·n=0,

AE→·n=0,{ 所以
2x+23y+4z=0,

2x-23y=0.{
令y=1,则x= 3,z=- 3,

所以n=(3,1,- 3)为平面ACE 的一个法向量.
易知平面AEF 的一个法向量为AD→=(0,0,4).
设二面角C-AE-F 的大小为θ,

由图易知θ∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以cosθ=
|n·AD→|
|n||AD→|

=
43
7×4

=
21
7 .

四、解答题:本题共5小题,共77分.解答时应写出必

要的文字说明、证明过程或演算步骤.
15.(13分)已知向量a=(1,-3,2),b=(-2,1,1),

点A(-3,-1,4),B(-2,-2,2).
(1)求|2a+b|;
(2)在直线AB 上,是否存在一点E,使得OE→⊥b?
(O 为原点)
解:(1)2a+b=(2,-6,4)+(-2,1,1)=(0,-5,

5),故|2a+b|= 02+(-5)2+52=52.
(2)假设存在点E,设AE→=tAB→,则OE→=OA→+AE→

=OA→+tAB→=(-3,-1,4)+t(1,-1,-2)=(-3
+t,-1-t,4-2t).若OE→⊥b,则OE→·b=0,
所以-2(-3+t)+(-1-t)+(4-2t)=0,

解得t=
9
5.因此存在点E,使得OE→⊥b,

此时点E 的坐标为 -
6
5
,-
14
5
,2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷.

16.(15分)(2024·北京卷)如图,在四棱锥P-ABCD
中,BC∥AD,AB=BC=1,AD=3,点E 在AD
上,且PE⊥AD,PE=DE=2.
(1)若 F 为 线 段 PE 的 中 点,求 证:BF ∥ 平

面PCD.
(2)若AB⊥平面PAD,求平面PAB 与平面PCD
夹角的余弦值.

(1)证明:取PD 的中点G,连接FG,CG(图略),

因为F 为PE 的中点,所以 FG=
1
2DE=1,FG

∥DE.
又BC=1,AD∥BC,所以FG=BC,FG∥BC,
所以四边形FGCB 为平行四边形,所以BF∥CG.
又BF⊄平面PCD,CG⊂平面PCD,
所以BF∥平面PCD.
(2)解:因为AB⊥平面PAD,PE⊂平面PAD,所
以AB⊥PE.
又PE⊥AD,AB∩AD=A,AB,AD⊂平面 AB-
CD,
所以PE⊥平面ABCD.
连接EC,易知四边形ABCE 为矩形,则直线EC,
ED,EP 两两垂直,故以 E 为原点,EC,ED,EP
所在直线分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的

空间直角坐标系,

则P(0,0,2),C(1,0,0),D(0,2,0),A(0,-1,0),

B(1,-1,0),所以AB
→
=(1,0,0),AP

→
=(0,1,2),

PC
→
=(1,0,-2),PD

→
=(0,2,-2).

设平 面 PAB 的 法 向 量 为n1=(x1,y1,z1),则

n1·AB
→
=x1=0,

n1·AP
→
=y1+2z1=0.{ 令z1=1,则y1=-2,x1

=0,
所以n1=(0,-2,1)为平面PAB 的一个法向量.
设平 面 PCD 的 法 向 量 为n2=(x2,y2,z2),则

n2·PC
→
=x2-2z2=0,

n2·PD
→
=2y2-2z2=0.{ 令z2=1,则 x2=2,y2

=1,
所以n2=(2,1,1)为平面PCD 的一个法向量.
设平面PAB 与平面PCD 的夹角为θ,

则cosθ=|cos<n1,n2>|=
|n1·n2|
|n1|·|n2|

=
30
30
,

所以平面PAB 与平面PCD 夹角的余弦值为
30
30 .
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17.(15分)(2023·全国甲卷)如图,在三棱柱ABC-
A1B1C1 中,AA1=2,A1C⊥平面ABC,∠ACB=
90°,点A1 到平面BCC1B1 的距离为1.
(1)求证:AC=A1C.
(2)若直线AA1 与BB1 的距离为2,求AB1 与平

面BCC1B1 所成角的正弦值.

(方法一)(1)证明:因为A1C⊥平面ABC,BC⊂平

面ABC,
所以A1C⊥BC.又∠ACB=90°,所以BC⊥AC.因
为A1C∩AC=C,A1C,AC⊂平面ACC1A1,
所以BC⊥平面 ACC1A1.又BC⊂平面BCC1B1,
所以平面ACC1A1⊥平面BCC1B1.
如图,过点A1 作A1O⊥CC1 交CC1 于点O,又平

面 ACC1A1 ∩ 平 面 BCC1B1 =CC1,A1O ⊂ 平

面ACC1A1,
所以A1O⊥平面BCC1B1.
因为A1 到 平 面 BCC1B1 的 距 离 为1,所 以 A1O
=1.
在Rt△A1CC1 中,A1C⊥A1C1,CC1=AA1=2,
设CO=x,则C1O=2-x.
因为△A1OC,△A1OC1,△A1CC1 均为直角三角

形,且CC1=2,

A1O2+CO2=A1C2,A1O2+OC2
1=C1A2

1,A1C2

+A1C2
1=C1C2,

所以1+x2+1+(2-x)2=4,解得x=1,所以AC

=A1C1=A1C= 2,所以AC=A1C.
(2)解:因为AC=A1C,BC⊥A1C,BC⊥AC,
所以Rt△ACB≌Rt△A1CB,所以BA=BA1.
如图,过点B 作BD⊥AA1 交 AA1 于点 D,则 D
为AA1 的中点.
因为直线AA1 与BB1 的距离为2,所以BD=2.
因为A1D=1,BD=2,所以A1B=AB= 5.
所以在Rt△ABC 中,BC= AB2-AC2= 3.
延长AC 至点M,使AC=CM,连接C1M,
由CM∥A1C1,CM=A1C1 知四边形A1CMC1 为

平行四边形,
所以C1M∥A1C,所以C1M⊥平面ABC.
又AM⊂平面ABC,所以C1M⊥AM.
在Rt△AC1M 中,AM=2AC,C1M=A1C,所以

AC1= (2AC)2+A1C2,

在Rt△AB1C1 中,AC1= AB2
1-B1C2

1,B1C1=

BC= 3,

所以AB1= (22)2+(2)2+(3)2= 13.
又A 到平面BCC1B1 距离也为1,

所以AB1 与平面BCC1B1 所成角的正弦值为
1
13

=
13
13 .

(方法二)(1)证明:因为 A1C⊥平面 ABC,BC⊂
平面ABC,所以A1C⊥BC.
因为∠ACB=90°,所以BC⊥AC.又AC∩A1C=
C,A1C,AC⊂平面ACC1A1,
所以BC⊥平面ACC1A1.
又因为BC⊂平面BCC1B1,
所以平面ACC1A1⊥平面BCC1B1.
如图,过 点 A1 作 A1H ⊥CC1,则 A1H ⊥平 面

BCC1B1(面面垂直的性质),
即A1H 的长为点A1 到平面BCC1B1 的距离,所
以A1H=1.
设AC=x,在Rt△A1CA 中,A1C= 4-x2,
在Rt△CA1C1 中,由 等 面 积 法 得 A1C1·A1C=

CC1·A1H,即x· 4-x2=2×1,解得x= 2,

所以A1C=AC= 2,
故A1C=AC.
(2)解:如图,连接B1C,过点C 作CQ⊥AA1,垂足

为Q,连接 BQ.由(1)知 BC⊥平面 ACC1A1,又
AA1⊂平面ACC1A1,所以BC⊥AA1.
又CQ∩BC=C,CQ,BC⊂平面BCQ,所以AA1⊥
平面BCQ.
因为BQ⊂平面BCQ,所以AA1⊥BQ.
又因为AA1∥BB1,所以BB1⊥BQ.所以BQ 的长

为直线AA1 与BB1 之间的距离,即BQ=2.
在Rt△BCQ 中,BQ=2,CQ=1,所以BC= 3.
由(1)知CA,CB,CA1 两两垂直,所以以C 为原

点,CA,CB,CA1 所 在 直 线 分 别 为x 轴、y 轴、z
轴,建立如图所示的空间直角坐标系,

则C(0,0,0),A(2,0,0),A1(0,0,2),B(0,3,
0),

所以CB→=(0,3,0),AA1
→=(- 2,0,2).

又知BB1
→=AA1

→=(- 2,0,2),所以B1(- 2,

3,2),所以CB1
→=(- 2,3,2),AB1

→=(-22,

3,2).
设平面BCC1B1 的法向量为n=(x,y,z),
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则
n·CB→=0,

n·CB1
→=0,{ 即

3y=0,

- 2x+ 3y+ 2z=0.{ 令x=

1,则y=0,z=1,所以n=(1,0,1)为平面BCC1B1

的一个法向量.
设直线AB1 与平面BCC1B1 所成的角为θ,则

sinθ = |cos<AB1
→,n>| =

|AB1
→·n|

|AB1
→||n|

=

|-22×1+ 2×1|
8+3+2× 1+1

=
2

13× 2
=
13
13
,

即直 线 AB1 与 平 面 BCC1B1 所 成 角 的 正 弦 值

为
13
13 .

18.(17分)(2024·新高考全国Ⅰ卷)如图,在四棱锥

P-ABCD 中,PA⊥平面ABCD,PA=AC=2,BC
=1,AB= 3.
(1)若AD⊥PB,证明:AD∥平面PBC;
(2)若 AD⊥DC,且二面角A-CP-D 的正弦值为

42
7
,求AD 的长.

(1)证明:因为 PA⊥平面 ABCD,而 AD⊂平面

ABCD,所以PA⊥AD.
又AD⊥PB,PB∩PA=P,PB,PA⊂平面PAB,
所以AD⊥平面PAB.
因为AB⊂平面PAB,所以AD⊥AB.
因为BC2+AB2=AC2,所以BC⊥AB,所以 AD
∥BC.
又AD⊄平面PBC,BC⊂平面PBC,
所以AD∥平面PBC.
(2)解:(方法一)如图所示,过点D 作DE⊥AC 于

点E,再过点E 作EF⊥CP 于点F,连接DF.

因为PA⊥平面 ABCD,PA⊂平面 PAC,所以平

面 PAC⊥平 面 ABCD.因 为 平 面 PAC∩平 面

ABCD=AC,DE⊥AC,DE⊂平面ABCD,
所以 DE⊥平 面 PAC,所 以 DE⊥CP.又 EF⊥
CP,EF∩DE=E,EF,DE⊂平面DEF,所以CP
⊥平面DEF.又DF⊂平面DEF,所以PC⊥DF.
根据二面角的定义,可知∠DFE 即为二 面 角A-
CP-D 的平面角,

即sin∠DFE=
42
7
,所以tan∠DFE= 6.

因为AD⊥DC,设AD=x,则CD= 4-x2,由等

面积法可得,DE=
x 4-x2

2 .

又CE= (4-x2)-
x2(4-x2)

4 =
4-x2

2
,由题意

知,△EFC 为等腰直角三角形,所以EF=
4-x2

22
.

因为DE⊥平面PAC,EF⊂平面PAC,
所以DE⊥EF,

所以tan∠DFE=

x 4-x2

2
4-x2

22

= 6,解得x= 3,即

AD= 3.
(方法二)由题意知 DC,AD,AP 两两垂直,以 D
为原点,AD 所在直线为x 轴,DC 所在直线为y
轴,过点D 且平行于AP 的直线为z 轴,建立如图

所示的空间直角坐标系,则D(0,0,0).设A(a,0,

0),a>0,则CD= 4-a2,C(0,4-a2,0),P(a,

0,2),所 以CD→=(0,- 4-a2,0),AC→=(-a,

4-a2,0),CP→=(a,-4-a2,2).

设平面CPD 的法向量为n=(x,y,z),

则
CD→·n=0,

CP→·n=0,{ 即
-4-a2y=0,

ax-4-a2y+2z=0.{ 取 x=

2,则y=0,z=-a,所以n=(2,0,-a)是平面

CPD 的一个法向量.
设平面ACP 的法向量为m=(x1,y1,z1),

则
m·CP→=0,

m·AC→=0,{ 即
ax1-4-a2y1+2z1=0,

-ax1+4-a2y1=0,{ 则
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z1=0.取 x1 = 4-a2,得 y1 =a,所 以 m =

(4-a2,a,0)是平面ACP 的一个法向量.

因为二面角A-CP-D 的正弦值为
42
7
,

所以二面角A-CP-D 的余弦值的绝对值为
7
7
,

故 | cos <m, n > | =
|m·n|
|m|·|n| =

24-a2

4-a2+a2· 4+a2
=
7
7.

又a>0,所以a= 3,即AD= 3.
19.(17分)如图1,在边长为2的菱形 ABCD 中,
∠BAD=60°,将△BCD 沿 对 角 线 BD 折 起 到

△BC'D 的位置,使平面BC'D⊥平面ABD,得到

如图2所示几何体,E 是BD 的中点,FA⊥平面

ABD,且FA=23.
(1)求证:FA∥平面BC'D;
(2)在线段AD 上是否存在一点M,使得C'M⊥平

面FBC'? 若存在,求AM
AD

的值;若不存在,说明

理由.

(1)证明:因为BC'=C'D,E 为BD 的中点,
所以C'E⊥BD.
又平面BC'D⊥平面 ABD,且平面BC'D∩平面

ABD=BD,C'E⊂平面BC'D,
所以C'E⊥平面ABD.
因为FA⊥平面ABD,所以FA∥C'E.
因为C'E⊂平面BC'D,FA⊄平面BC'D,所以FA
∥平面BC'D.
(2)解:由(1)知,C'E⊥平面 ABD,AE,BE⊂平

面ABD,

所以C'E⊥AE,C'E⊥BE.又四边形 ABCD 为边

长为2的菱形,∠BAD=60°,所以 AE⊥BD,BE

=ED=1,AE= 3.
故以E 为原点,BD,AE,EC'所在直线分别为x
轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空间直角坐标系,

则B(1,0,0),A(0,- 3,0),D(-1,0,0),F(0,

- 3,2 3),C'(0,0,3),所 以FB→= (1,3,

-23),BC'→=(-1,0,3),AD→=(-1,3,0).
设平面FBC'的法向量为m=(x,y,z),

则
m·FB→=x+ 3y-23z=0,

m·BC'→=-x+ 3z=0.{
令z=1,则x= 3,y=1,所以m=(3,1,1)为平

面FBC'的一个法向量.
假设在线段AD 上存在M(a,b,c),使得C'M⊥平

面FBC',

设AM→=λAD→(0≤λ≤1),则(a,b+ 3,c)=λ(-1,

3,0)=(-λ,3λ,0),

所以a=-λ,b= 3λ- 3,c=0.故C'M→=(-λ,

3λ- 3,- 3).
因为C'M⊥平面FBC',且平面FBC'的一个法向

量为m=(3,1,1),
所以m∥C'M→,即m=tC'M→,

即

3=-λt,

1=t(3λ- 3),

1=- 3t,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

方程组无解,λ不存在.

所以在线 段 AD 上 不 存 在 点 M,使 得 C'M ⊥平

面FBC'.
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本章用解析几何的方法对直线和圆进行再研究,可以使学生体会解析几何方法的特点.首先在平面直角坐

标系中,探索确定直线位置和圆的几何要素,然后用代数方法刻画直线的斜率、两点间的距离,在此基础上,建

立直线和圆的方程,用方程研究两条直线的位置关系、交点坐标,点到直线的距离,以及直线与圆、圆与圆的位

置关系,解决简单的数学问题和实际问题,初步感悟平面解析几何蕴含的数学思想.

1.理解直线的倾斜角和斜率的概念,掌握过两点的直线斜率的计算公式.

2.根据确定直线位置的几何要素,探索并掌握直线方程的三种形式:点斜式、两点式、一般式.

3.探索并掌握平面上两点间的距离公式、点到直线的距离公式,会求两条平行直线间的距离.

4.探索并掌握圆的标准方程与一般方程.

5.能根据给定直线、圆的方程,判断直线与圆、圆与圆的位置关系.

6.能用直线和圆的方程解决一些简单的数学问题与实际问题.

1.通过斜率概念的建立和斜率公式的推导,利用直线的斜率判断直线的平行和垂直以及直线方程的建立,经历

几何问题代数化的过程,经历从特殊到一般、从感性到理性的认知过程,体会数形结合、转化与化归思想,提升

直观想象、逻辑推理、数学建模等核心素养.

2.通过对两点间的距离公式、点到直线的距离公式及两条平行直线间的距离公式的探索,体会几何度量“距离”

的研究方法,进一步体会“坐标法”的思想,体会通过代数方法研究几何问题的一般思路.在两点间距离公式、

点到直线的距离公式及两条平行直线间的距离公式的探究和推导中,蕴涵着丰富的转化与化归、数形结合、函

数与方程等重要的数学思想,有利于发展数学运算、逻辑推理等核心素养.

3.通过对圆的标准方程和圆的一般方程的探索,体会类比的数学思想、转化与化归的思想,发展数学推理、数学

运算、几何直观等核心素养.

4.通过图形位置关系与方程的解、几何问题与代数方法的转化,学习用方程研究两个图形位置关系的方法,体会

数形结合、转化与化归思想.

1.在建立直线的方程、圆的方程的过程中,认识曲线与方程之间的关系.曲线与方程之间的一一对应反映了数量

关系与空间形式之间的关系.有了这种关系,就可以用方程表示曲线,对曲线进行“运算”;建立方程的几何直

观表达,把方程“形象化”,进一步体会数形结合的思想.
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2.注重对坐标法思想的宏观认识,注意体会坐标系作为一个参照系,在刻画直线位置时的作用,理解以一个点和

一个方向作为确定直线位置的几何要素的合理性.同时要理解斜率的概念及斜率与倾斜角的关系.

3.重视直线的点斜式方程的学习.因为点斜式方程是其他所有形式方程的基础,实际上,它是经过两点的直线斜

率公式的一种“变式”表达.在得出点斜式方程后,通过特殊化、其他方式表达、方程形式的共性归纳等,得出直

线方程的其他形式,建立各种方程的内在联系.在此过程中,要体会斜率的核心地位.

4.联系直线点斜式方程的建立过程,按照建立曲线方程的基本步骤得出圆的方程,并进行求曲线方程的训练.

  现实世界中,到处有美妙的曲线,从飞逝的流星到雨后的彩虹,从古代的石拱桥到现代的立交桥……

  行星围绕太阳运行,人们可以建立行星运动的轨迹方程,并借助方程进一步认识它的运动规律.

  在建造桥梁时,我们可以根据要求,首先确定桥拱所对应的曲线方程,然后进行进一步的设计和施工.

  曲线可以看成满足某种条件的点的集合.引进平面直角坐标系后,平面内的点可以用坐标(x,y)来表示.根

据曲线的几何特征,可以得到曲线上任意一点的坐标(x,y)满足的一个方程F(x,y)=0;反过来,以方程F(x,

y)=0的解(x,y)为坐标的点也都在曲线上.这样,对曲线性质的研究就可以通过对方程F(x,y)=0的研究

来进行.

  直线是常见的几何图形,直线可以看成满足某种条件的点的集合.在平面直角坐标系中,当点用坐标(x,y)

表示后,直线便可用一个方程F(x,y)=0表示,进而通过对方程的研究来研究直线.

  圆也是常见的几何图形,圆也可以看成满足某种条件的点的集合.在平面直角坐标系中,当点用坐标(x,y)

表示后,圆便可以用一个方程F(x,y)=0表示,进而通过对方程的研究来研究圆.

(1)如何建立直线、圆的方程?

(2)如何利用直线的方程研究直线的性质? 如何利用圆的方程研究圆的性质?

(3)直线与圆有哪些位置关系?

—97—



2.1 直线的倾斜角与斜率

2.1.1 倾斜角与斜率

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.在平面直角坐标系中,结合具体图形,探索确定直线位置的几何要素.

2.理解直线的倾斜角和斜率的概念,经历用代数方法刻画直线斜率的过程.

3.掌握过两点的直线斜率的计算公式.
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【知识清单】

知识点一 倾斜角的相关概念

定义

当直线l与x 轴相交时,以x 轴为基准,x 轴正向与

直线l向上的方向之间所成的角α叫做直线l的倾

斜角.当直线l与x 轴平行或重合时,规定直线l的

倾斜角为0°

图示

范围 0°≤α<180°

作用

用倾斜角表示平面直角坐标系中一条直线的倾斜程

度,也就表示了直线的方向.确定平面直角坐标系

中一条直线位置的几何要素:直线上的一个定点以

及它的倾斜角

知识点二 斜率的概念及斜率公式

(1)定义:倾斜角α(α≠90°)的正切值.

(2)记法:k=tanα.

(3)斜率与倾斜角的对应关系:

图示

续表

倾斜

角α
0° (0°,90°) 90°

(90°,

180°)

斜率 0 (0,+∞) 不存在 (-∞,0)

(4)经过两点P1(x1,y1),P2(x2,y2)(x1≠x2)的直

线的斜率公式:k=
y2-y1

x2-x1
.

(5)若直线l的斜率为k,它的一个方向向量的坐标为

(x,y),则k=(x2-x1,y2-y1).
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)任意一条直线都有唯一的倾斜角. ( √ )
(2)一条直线的倾斜角可以为-30°. ( × )
(3)倾斜角为0°的直线有无数条. ( √ )
(4)若直线的倾斜角为α,则sinα∈(0,1).

( × )

2.若经过A(m,3),B(1,2)两点的直线的倾斜角为

45°,则m 等于 (  )

A.2 B.1 C.-1 D.-2

A 解析:由题意知,tan45°=
2-3
1-m

,解得m=2.

3.请思考并回答下列问题:
(1)所有直线都有斜率吗? 如果直线没有斜率,那
么这条直线的倾斜角为多少?
提示:不是.若直线没有斜率,则其倾斜角为90°.

(2)斜率公式k=
y2-y1

x2-x1
中,分子与分母的位置是

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—08—



否可以互换?y1 与y2,x1 与x2 的位置呢?
提示:斜率公式中分子与分母的位置不可以互换,
但y1 与y2,x1 与x2 可以同时互换位置,即斜率公

式也可写为k=
y1-y2

x1-x2
.

(3)直线斜率的正负与倾斜角的范围有什么联系?
提示:当k=tanα<0时,倾斜角α是钝角;
当k=tanα>0时,倾斜角α是锐角;

当k=tanα=0时,倾斜角α是0°.

(4)直线的斜率k随倾斜角α的增大而增大吗?

提示:不是,在 0,
π
2

é

ë
êê

ö

ø
÷ 内,k 随α 的增大而增大,在

π
2
,π

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内,k 也是随α 的增大而增大,但当α=

π
2

时,斜率k 不存在.
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直线的倾斜角

1.下列说法中正确的是 (  )
            A.若直线的倾斜角为α,则此直线的斜率为tanα
B.若直线的斜率为tanα,则此直线的倾斜角为α
C.若直线的倾斜角为α,则tanα>0
D.任意直线都有倾斜角,但它不一定有斜率

D 解析:当α=90°时,直线的斜率不存在,故A错

误;直线的斜率为tanα,但只有0°≤α<180°时,α
才是此直线的倾斜角,故B错误;当α=0°时,tanα
=0,故C错误;D正确.故选D.

2.一条直线l与x 轴相交,其向上方向与y 轴正方向

所成的角为α(0°<α<90°),则其倾斜角为 (  )
A.α
B.180°-α
C.180°-α或90°-α
D.90°+α或90°-α
D 解析:如图,当l的倾斜角大于90°时,倾斜角为

90°+α;当l的倾斜角小于90°时,倾斜角为90°-α.
故选D.

【探究总结】
理解直线的倾斜角的概念时,要注意三个条件:①x 轴正

向;②直线向上的方向;③小于180°的非负角.
直线的斜率

例1 (1)已知点P(- 3,1),点Q 在y 轴上,直线

PQ 的倾斜角为120°,则点Q 的坐标为    .
(2)求经过下列两点的直线斜率,并判断其倾斜角是

什么类型的角.
①(1,1),(2,4);②(-3,5),(0,2);
③(2,3),(2,5);④(3,-2),(6,-2).
(1)(0,-2) 解析:因为点Q 在y 轴上,所以可设点

Q 的坐标为(0,y).又因为tan120°=- 3,

所以
y-1
0+ 3

=- 3,解得y=-2,

因此Q(0,-2).

(2)解:①k=
4-1
2-1=3>0

,所以倾斜角是锐角;

②k=
2-5

0-(-3)=-1<0
,所以倾斜角是钝角;

③由x1=x2=2知k 不存在,倾斜角是90°;

④k=
-2-(-2)
6-3 =0,所以倾斜角为0°.

【探究总结】
求直线的斜率的两种方法

(1)利用定义:已知直线的倾斜角为α,且α≠90°,则k
=tanα.

(2)利用斜率公式:k=
y2-y1

x2-x1
(x1≠x2).

1.若A(2,-3),B(4,3),C(5,m)三点在同一条直线

上,则实数m=    .

6 解析:由 题 可 知 kAB =
3-(-3)
4-2 =3,kAC =

m-(-3)
5-2 =

m+3
3 .

因为 A,B,C 三点 共 线,所 以kAB=kAC,解 得 m
=6.

2.经过A(1,5),B(3,2)两点的直线的一个方向向量

为(2,n),则实数n=    .

-3 解析:由题意知直线的一个方向向量为AB
→
=

(3-1,2-5)=(2,-3),故n=-3.
直线斜率的应用

例2 过点M(0,-3)的直线l与以点A(3,0),B(-4,
1)为端点的线段AB 有公共点,求直线l的斜率k 的

取值范围.
解:由题意与斜率公式可知,直线AM 与BM 的斜率

分别为kAM=
0-(-3)
3-0 =1,
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kBM=
1-(-3)
-4-0 =-1.

如图所示,

直线l相当于绕点M 在直线AM 与BM 间旋转.当l
由AM 位置旋转到y 轴位置时,倾斜角增大到90°,
又kAM=1,所以k≥1;当l从y 轴位置旋转到BM 位

置时,倾斜角大于90°,又kBM=-1,所以k≤-1.
综上所述,直线l的斜率k的取值范围是(-∞,-1]∪
[1,+∞).
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思考1.如何借助于正切函数的单调性理解直线的斜

率随倾斜角的变化而变化?
提示:当倾斜角为锐角时,斜率为正,而且斜率随着

倾斜角的增大而增大;当倾斜角为钝角时,斜率为

负,而且斜率随着倾斜角的增大而增大.
思考2.本例中,把点 M 的坐标改为(-5,-3),其余

条件不变,求直线l的斜率k 的取值范围.

解:直线AM 的斜率为kAM=
-3-0
-5-3=

3
8
,直线BM

的斜率为kBM=
-3-1

-5-(-4)=4
,

由图(图 略)可 知,直 线l 的 斜 率k 的 取 值 范 围

是 3
8
,4

é

ë
êê

ù

û
úú.

【探究总结】
1.直线的倾斜角α 与斜率k 的关系:k=tanα(α≠
90°).由直线的倾斜角能求斜率,反之,由直线的斜

率也能求倾斜角.注意倾斜角α 的范围为0°≤α
<180°.

2.当在0°<α<90°时,k>0,且k 随着α 的增大而增

大;当90°<α<180°时,k<0,且k 随着α的增大而

增大.但当0°<α<180°时,k 并不是随着α 的增大

而增大的.
3.涉及直线与线段有交点的问题,常结合图形利用斜

率公式求解.

1.已知点A(-3,4),B(3,2),过P(1,0)的直线l与

线段AB 有公共点.
(1)求直线l的倾斜角α的取值范围;

(2)求直线l的斜率k的取值范围.

解:由题意可知kPA=
4-0
-3-1=-1

,kPB=
2-0
3-1=

1,如图.

(1)由题意可知,直线l 的倾斜角介于直线PB 与

PA 的倾斜角之间.易知直线PB 的倾斜角是45°,
直线PA 的倾斜角是135°,所以α 的取值范围是

45°≤α≤135°.
(2)要使直线l与线段AB 有公共点,则直线l的斜

率k 的取值范围是(-∞,-1)∪(1,+∞).
2.一条光线从点A(-2,3)射入,交x 轴于点P,经x

轴反射后,通过点B(5,7),求点P 的坐标.
解:(方法一)设点P(x,0).如图1,由光的反射原理

知,反射角等于入射角,可得β=α.所以反射光线

PB 的倾斜角β 与入射光线PA 的倾斜角(180°-

α)互补.因此kAP=-kBP,即
0-3

x-(-2)=-
0-7
x-5

,

解得x=
1
10
,所以点P 的坐标为 (110,0) .

(方法二)如图2,由题意,易知入射点A(-2,3)关
于x 轴的对称点为A'(-2,-3).
由光学知识知,点A'应在反射光线所在的直线上,
即A',P,B 三点共线.设点P(x,0),从而有kA'P=

kPB,即
0+3
x+2=

7
5-x

,解得x=
1
10
,所以点P 的坐标

为 (110,0) .
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1.(多选)下列叙述正确的是 (  )
            A.任意一条直线都有倾斜角和斜率

B.直线的倾斜角α的取值范围是0°≤α<180°
C.若一条直线的倾斜角为α(α≠90°),则此直线的

斜率为tanα
D.平面直角坐标系内与坐标轴垂直的直线的倾斜

角是0°或90°
BCD 解析:根据斜率的定义知,当直线与x 轴垂

直时,斜率不存在,故A错误,其他选项正确.

2.若经过A(3,m),B(23,4)两点的直线的倾斜角

为30°,则m= (  )
A.6 B.-6
C.3 D.-3

C 解析:由题意可得tan30°=
4-m
23- 3

,解得m=

3.故选C.

3.已知直线l的斜率的绝对值等于 3,则直线l的倾

斜角α为 (  )
A.60°或120° B.30°
C.60° D.30°或150°

A 解析:由题意知|tanα|= 3,

即tanα= 3或tanα=- 3,
所以直线l的倾斜角为60°或120°.

4.(多选)若经过点A(1-a,1+a),B(3,a)的直线的

倾斜角为钝角,则实数a 的值不可能为 (  )
A.-3 B.-2
C.1 D.2

AB 解析:由题意得kAB=
1+a-a
1-a-3=

1
-2-a<0

,

即2+a>0,所以a>-2.
5.若A(-1,-2),B(4,8),C(5,x)三点共线,则x=

(  )
A.-2 B.5 C.10 D.12
C 解析:由题意可知,直线AB,AC 的斜率存在并

相等,即8-
(-2)

4-(-1)=
x-(-2)
5-(-1)

,解得x=10.

1.(多选)若直线l向上方向与y 轴的正方向成30°角,
则直线l的倾斜角可能为 (  )
A.30° B.60° C.120° D.150°
BC 解析:由于y 轴正方向对应的直线的倾斜角为

90°,因此所求直线的倾斜角为60°或120°.

                2.若过A(4,y),B(2,-3)两点的直线的一个方向向

量为n=(-1,-1),则y= (  )

A.-
 
3
2 B.

 
3
2

C.-1 D.1
C 解析:(方法一)由直线上的两点A(4,y),B(2,

-3),得AB→=(-2,-3-y).
又直线AB 的一个方向向量为n=(-1,-1),

所以n∥AB→,
所以(-2)×(-1)-(-3-y)×(-1)=0,解得y
=-1.
故选C.
(方法二)由直线的一个方向向量为n=(-1,-1),

得直线的斜率为
-1
-1=1

,所以
y-(-3)
4-2 =1,解得y

=-1.故选C.
3.已知直线l经过点(-1,0),倾斜角为150°,若将直

线l绕点(-1,0)逆时针旋转60°后,得到直线l',
则直线l'的倾斜角为    ,斜率为    .

30° 
3
3 

解析:如图所示.

因为直线l的倾斜角为150°,所以绕点(-1,0)逆
时针旋转60°后,所得直线l'的倾斜角α=(150°+

60°)-180°=30°,斜率k=tan30°=
3
3.

4.已知一条光线从点A(-2,3)出发,与x 轴交于点

B,经 x 轴反射,这时反射光线恰好过点 C(1,

23),则反射光线所在直线的倾斜角为    .

60° 解析:点 A(-2,3)关于x 轴 的 对 称 点 为

A'(-2,- 3),由 物 理 知 识 知 kBC =kA'C =

23-(- 3)
1-(-2) = 3,所以所求倾斜角为60°.

5.已知点A(2,3),B(-5,2),若过点C(-1,5)的直线

l与线段AB 相交,则直线l的斜率的取值范围是

    .

-∞,-
2
3
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÷ 解析:如图,直线l 与
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线段AB 相 交,因 为kAC=
5-3
-1-2=-

2
3
,kBC=

5-2
-1+5=

3
4
,结合图象可知,直线l 的斜率的取值

范围是 -∞,-
2
3
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ø
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6.已知点A(3,3),B(-4,2),C(0,-2).
(1)求直线AB 和AC 的斜率;
(2)若点D 在线段BC 上(包括端点)移动,求直线

AD 的斜率的取值范围.

解:(1)由 斜 率 公 式 可 得 直 线 AB 的 斜 率kAB =
2-3
-4-3=

1
7
,直线AC 的斜率kAC=

-2-3
0-3 =

5
3
,

所以直线AB 的斜率为
1
7
,直线AC 的斜率为

5
3.

(2)如图,当点 D 由点B 运动到点C 时,直线 AD

的斜率由kAB 增大到kAC,由(1)知,kAB=
1
7
,kAC

=
5
3
,

所以直线AD 的斜率的取值范围是 1
7
,5
3
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2.1.2 两条直线平行和垂直的判定

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.理解并掌握两条直线平行与垂直的判定方法.
2.能根据斜率判定两条直线平行或垂直.
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【知识清单】
知识点一 两条直线平行与斜率之间的关系

前提条件 α1=α2≠90° α1=α2=90°

对应关系
l1∥l2⇔
k1=k2

l1∥l2⇔两直线斜率都不存在

图示

知识点二 两条直线垂直与斜率之间的关系

对应关系

直线l1 与l2 的

斜率都存在,分
别 为k1,k2,则

l1⊥l2⇔k1k2=
-1

直线l1 与l2 中的一条斜率

不存在,另一条斜率为0,则

l1 与l2 的 位 置 关 系 是l1
⊥l2

图示

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若两条直线的倾斜角相等,则这两条直线必定

平行. ( × )

(2)若两条直线平行,则这两条直线的倾斜角一定

相等. ( √ )
(3)若两条直线的斜率都不存在且两直线不重合,
则这两条直线平行. ( √ )
(4)若两条直线中有一条直线的斜率不存在,另一

条直线的斜率存在,则这两条直线垂直. ( × )
(5)已知直线l1,l2 的斜率分别为k1,k2,若k1=2,

k2=-
1
2
,则l1 与l2 垂直. ( √ )

2.若过点P(3,2m)和点 Q(-m,2)的直线与过点

M(2,-1)和点N(-3,4)的直线平行,则m 的值是

(  )

            
A.
1
3 B.-

1
3 C.2 D.-2

B 解析:由题意知,直线PQ 的斜率存在,由kPQ=

kMN,即
2m-2
3-(-m)=

4-(-1)
-3-2

,得m=-
1
3.

经检验知,m=-
1
3

符合题意.

3.请思考并回答下列问题:
(1)如果两条直线平行,那么这两条直线的斜率一

定相等吗?
提示:不一定.只有在两条直线的斜率都存在的情

况下斜率才相等.
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(2)直线l1∥l2⇔k1=k2 成立的前提条件是什么?
提示:①两条直线的斜率都存在;②两直线不重合.
(3)如果l1⊥l2,一定有k1k2=-1吗? 为什么?

提示:不一定.当两条直线的斜率都存在时,k1k2=
-1,若一条直线的斜率不存在,另一条直线的斜率

为0,此时l1⊥l2,但k1k2=-1不成立.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

两条直线平行的判定及应用

例1 判断下列各题中的直线l1 与l2 是否平行.
(1)l1 经过点A(-1,-2),B(2,1),l2 经过点 M(3,
4),N(-1,-1);
(2)l1 的斜率为1,l2 经过点A(1,1),B(2,2);
(3)l1 经过点A(0,1),B(1,0),l2 经过点M(-1,3),
N(2,0);
(4)l1 经过点A(-3,2),B(-3,10),l2 经过点M(5,
-2),N(5,5).

解:(1)k1=
1-(-2)
2-(-1)=1

,k2=
-1-4
-1-3=

5
4
,

k1≠k2,故l1 与l2 不平行.

(2)k1=1,k2=
2-1
2-1=1

,k1=k2,

故l1∥l2 或l1 与l2 重合.

(3)k1=
0-1
1-0=-1

,k2=
0-3

2-(-1)=-1
,则 有k1

=k2.

又kAM=
3-1
-1-0=-2≠-1

,

则A,B,M 三点不共线,故l1∥l2.
(4)由已知点的坐标,得l1,l2 均与x 轴垂直且不重

合,故l1∥l2.
【探究总结】

判断两条不重合的直线是否平行的方法

已知A(-2,m),B(m,4),M(m+2,3),N(1,1).若
直线AB∥直线MN,则实数m 的值为    .
0或1 解析:若直线AB 的斜率不存在,则m=-2.
此时M(0,3),N(1,1),其斜率存在,显然直线AB 与

MN 不平行.
若直线AB 的斜率存在,因为AB∥MN,所以kAB=

kMN,即
4-m

m-(-2)=
1-3

1-(m+2)
,解得 m=0或 m=

1.经检验符合题意.

两条直线垂直的判定及应用

例2 (1)直线l1 经过点A(3,2),B(3,-1),直线l2
经过点M(1,1),N(2,1),判断l1 与l2 是否垂直.
(2)已知直线l1 经过点A(3,a),B(a-2,3),直线l2
经过点C(2,3),D(-1,a-2).若l1⊥l2,求a 的值.
(3)已知△ABC 三个顶点分别为A(-2,-4),B(6,
6),C(0,6),求此三角形三边上的高所在直线的斜率.
解:(1)由题意可知直线l1 的斜率不存在,直线l2 的

斜率为
1-1
2-1=0

,所以l1⊥l2.

(2)由题意,知直线l2 的斜率k2 一定存在,直线l1 的

斜率可能不存在.
当直线l1 的斜率不存在时,3=a-2,即a=5.

此时 D(-1,3),k2=
3-3
2+1=0.

所 以l1⊥l2,满 足

题意.
当直线l1 的斜率k1 存在时,a≠5,
由斜率公式,

得k1=
3-a

a-2-3=
3-a
a-5

,k2=
a-2-3
-1-2=

a-5
-3.

由l1⊥l2,知k1k2=-1,即
3-a
a-5× (a-5-3 )=-1,解

得a=0.
综上所述,a 的值为0或5.
(3)由斜率公式可得

kAB=
6-(-4)
6-(-2)=

5
4
,

kBC=
6-6
6-0=0

,

kAC=
6-(-4)
0-(-2)=5.

因为kBC=0,
所以边BC 上的高所在直线与x 轴垂直,其斜率不

存在.
设边AB,AC 上的高所在直线的斜率分别为k1,k2,
由k1·kAB=-1,k2·kAC=-1,

得k1×
5
4=-1

,k2×5=-1,

解得k1=-
4
5
,k2=-

1
5.

综上所述,边BC 上的高所在直线的斜率不存在;

边AB 上的高所在直线的斜率为-
4
5
;

边AC 上的高所在直线的斜率为-
1
5.
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【探究总结】
利用斜率公式判定两条直线是否垂直的步骤

(1)一看:看直线上两点的横坐标是否相等,若相等,
则这条直线的斜率不存在,这时看另一条直线上两点

的纵坐标是否相等,若相等,则垂直,若不相等,则不

垂直.否则,进行第二步.
(2)二代:将点的坐标代入斜率公式.
(3)三求:计算斜率的值,进行判断.
注意:当点的坐标中含有参数时,应用斜率公式时要

对参数进行讨论.

1.已知Rt△ABC 的顶点为C(1,1),A(-2,3),B(0,

y),且AC⊥BC,则y=    .

-
1
2 

解析:kAC=
3-1
-2-1=-

2
3
,kBC=

y-1
0-1=1-y.

由题意可知AC⊥BC,即 (-23 )×(1-y)=-1,

解得y=-
1
2.

2.若不同的两点P,Q 的坐标分别为(a,b),(3-b,3
-a),则线段 PQ 的垂直平分线的斜率为  
  .

-1 解析:因为kPQ=
b-3+a
a-3+b=1

,所以线段PQ

的垂直平分线的斜率为-1.
两条直线平行与垂直的综合应用

例3 已知点A(0,1),B(1,0),C(3,2),D(2,3),试
判断四边形ABCD 的形状.

解:由题意,得kAB=
0-1
1-0=-1

,kCD=
3-2
2-3=-1

,

kBC=
2-0
3-1=1

,kDA=
3-1
2-0=1

,

所以kAB=kCD,kBC=kDA,所以AB∥CD,BC∥DA.
所以四边形ABCD 为平行四边形.
又因为kAB·kBC=-1,所以AB⊥BC,
即∠ABC=90°,所以平行四边形ABCD 为矩形.
故四边形ABCD 为矩形.
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􀪋[一题多思]

思考1.你还有什么方法判断四边形ABCD 的形状?

解:易知线段AC 的中点为 3
2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,线段BD 的中

点为 3
2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以四边形ABCD 对角线的中点重

合,所 以 四 边 形 ABCD 是 平 行 四 边 形.又 AC=
(3-0)2+(2-1)2 = 10, BD =
(2-1)2+(3-0)2= 10,所以AC=BD,故平行

四边形ABCD 为矩形,即四边形ABCD 为矩形.
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􀪋思考2.已知点A(1,0),B(3,1),C(2,-1),求点D

的坐标,使四边形ABCD 是菱形.
解: 设 D (x, y ), 由 题 意 可 得

y+1
x-2=

1-0
3-1

,

1-(-1)
3-2 =

y-0
x-1

,

y-1
x-3×

0-(-1)
1-2 =-1,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

解 得
x=0,
y=-2,{ 所 以 点 D

的坐标为(0,-2).
【探究总结】
1.利用两条直线平行或垂直来判断图形形状的步骤:

2.利用两直线平行、垂直关系的关键在于正确求出斜

率,特别是当斜率的表达式中含参数时,必须要分

类讨论.注意斜率不存在的情况.

1.已知A(1,-1),B(2,2),C(3,0)三点,且有一点D
满足CD⊥AB,CB∥AD,则点D 的坐标为 (  )

A.(-1,0) B.(0,-1)
C.(1,0) D.(0,1)

D 解析:由题意可知,kAB=
2+1
2-1=3

,kCB=
2-0
2-3

=-2.
由CD⊥AB,CB∥AD,可知直线AD,CD 的斜率

存在.

设D(x,y),则kCD=
y-0
x-3=

y
x-3

,kAD=
y+1
x-1

,

则
kCD·kAB=-1,

kAD=kCB,{ 即

y
x-3×3=-1

,

y+1
x-1=-2

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
x=0,
y=1,{ 即D(0,1).

故选D.
2.在平面直角坐标系中,四边形OPQR 的顶点分别

为O(0,0),P(1,t),Q(1-2t,2+t),R(-2t,2),
其中t>0.试判断四边形OPQR 的形状.

解:依题意,直线 OP 的斜率kOP=
t-0
1-0=t

,直线

QR 的斜率kQR=
2-(2+t)
-2t-(1-2t)=

-t
-1=t

,

直线OR 的斜率kOR=
2-0
-2t-0=-

1
t
,直线PQ 的
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斜率kPQ=
2+t-t
1-2t-1=

2
-2t=-

1
t
,

所以kOP=kQR,kOR=kPQ.
在四边形OPQR 中,OP∥QR,OR∥PQ,
因此四边形OPQR 为平行四边形.
又kOP·kOR=-1,则OP⊥OR,
所以四边形OPQR 为矩形.
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                1.(多选)下列说法错误的是 (  )
A.若直线l1⊥l2,则它们的斜率之积为-1
B.若直线l1∥l2,则两条直线的斜率相等或都不

存在

C.若两条直线中,一条直线的斜率存在,而另一条

直线的斜率不存在,则两条直线一定垂直

D.若两条不重合的直线的倾斜角的正弦值相等,则
这两条直线平行

ACD 解析:若两条直线垂直,则它们的斜率之积

为-1或其中一条直线的斜率不存在,另一条直线

的斜率为0,故A,C错误;两条直线平行,可能两条

直线的斜率都不存在,故B正确;因为60°和120°的

正弦值相等,但倾斜角为60°和倾斜角为120°的两

条直线不平行,故D错误.
2.若过点A(2,-2),B(5,6)的直线与过点P(2m,1),
Q(-1,-m)的直线平行,则m 的值为 (  )

A.-1 B.-
5
13

C.2 D.
1
2

B 解析:由6-
(-2)
5-2 =

-m-1
-1-2m

,解得m=-
5
13.

3.直线l1 过点 A(-1,m),B(m,1),直线l2 过点

C(-1,1),D(1,0),且l1⊥l2,则m 的值为 (  )

A.-3 B.-
1
3

C.3 D.
1
3

B 解析:由题意得k1=
1-m

m-(-1)=
1-m
m+1

,k2=

1-0
-1-1=-

1
2.因为l1⊥l2,所以k1·k2=-1,即

1-m
m+1× -

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=-1,解得m=-

1
3.

4.已知经过点A(3,n),B(5,m)的直线l1 与经过点

P(-m,0),Q(0,n2)(mn≠0)的直线l2 平行,则m
n

的值为 (  )
A.-1 B.-2
C.-1或2 D.-2或1

C 解析:由题意得kl1=
m-n
2
,kl2=

n2

m.

因为l1∥l2,所以kl1=kl2
,即m-n

2 =
n2

m
,

化简得m2-mn-2n2=0,所以m=-n 或m=2n.

又由mn≠0,得
m
n

的值为-1或2.故选C.

5.已知点A(m,3),B(2m,m+4),C(m+1,2),D(1,
0),且直线AB 与直线CD 平行,则m 的值为

(  )
A.-1或0 B.0或1
C.1 D.2
B 解析:当m=0时,直线AB 与直线CD 的斜率

均不存在,此时直线 AB 的方程为x=0,直线CD
的方程为x=1,故AB∥CD;

当 m ≠0 时,kAB =
(m+4)-3
2m-m =

m+1
m
,kCD =

2-0
(m+1)-1=

2
m
,

则kAB=kCD,即
m+1
m =

2
m
,得m=1.

综上,m=0或m=1.
故选B.

6.已知点A(-2,2),B(6,4),H(5,2),H 是 △ABC
的垂心,则点C 的坐标为    .
(6,-2) 解析:如图,设点C 的坐标为(x,y).

因为 H 为△ABC 的垂心,所以BC⊥AH.又直线

AH 的斜率kAH=
2-2
5+2=0

,得直线BC 的倾斜角为

90°,而点B 的横坐标为6,则x=6.
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又直线BH 的斜率kBH=
4-2
6-5=2

,BH⊥AC,所以

直线AC 的斜率kAC=
y-2
6+2=-

1
2
,所以y=-2.

所以点C 的坐标为(6,-2).
7.已知▱ABCD 的三个顶点分别为A(0,1),B(1,
0),C(4,3),则顶点D 的坐标为    .
(3,4) 解析:设顶点D 的坐标为(x,y).

因为AB∥DC,AD∥BC,所以

0-1
1-0=

3-y
4-x

,

y-1
x-0=

3-0
4-1

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得

x=3,
y=4.{ 所以顶点D 的坐标为(3,4).

8.已知直线l1经过点A(3,a),B(a-1,2),直线l2经
过点C(1,2),D(-2,a+2).若l1∥l2,则a 的值为

    ;若l1⊥l2,则a 的值为    .

1或6 3或-4 解析:当l1∥l2时,2-a
a-1-3=

a+2-2
-2-1

,即2-a
a-4=

a
-3
,解得a=1或a=6,经验证

均符合题意.
当l1⊥l2时,若l2的斜率为0,即a=0,此时l1 的斜

率存在,不符合题意;当l2 的斜率不为0,有
2-a
a-4×

a
-3=-1

,解得a=3或a=-4,经 验 证 均 符 合

题意.

                1.(多选)若过点(1,a),(0,0)的直线l1 与过点(a,
3),(-1,1)的直线l2 平行,则a 的值可以为

(  )
A.-2 B.-1
C.1 D.2

AC 解析:若直线l1 与l2 平行,则a-0
1-0=

3-1
a+1

,即

a(a+1)=2,解得a=-2或a=1.
2.已知△ABC 的顶点B(2,1),C(-6,3),且△ABC 的

垂心为H(-3,2),则顶点A 的坐标为 (  )
A.(-19,-62) B.(19,-62)
C.(-19,62) D.(19,62)
A 解析:因为 H 为△ABC 的垂心,所以 AH⊥
BC,BH⊥AC.

又kBC=
3-1
-6-2=-

1
4
,kBH=

2-1
-3-2=-

1
5
,

所以直线AH,AC 的斜率存在,且kAH=4,kAC=5.

设A(x,y),则
kAH=

y-2
x+3=4

,

kAC=
y-3
x+6=5

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
x=-19,
y=-62.{

所以顶点A 的坐标为(-19,-62).

3.已知A(-4,3),B(2,5),C(6,3),D(-3,0)四点,则四

边形ABCD 的形状是 (  )
A.平行四边形 B.矩形

C.菱形 D.直角梯形

D 解析:因为kAB=
5-3
2+4=

1
3
,kCD=

3-0
6+3=

1
3
,

kAD=
3-0

-4-(-3)=-3
,kBC=

5-3
2-6=-

1
2
,

所以AB∥CD,AD⊥AB.
所以四边形ABCD 为直角梯形.

4.直线l1 与l2 的斜率k1,k2 是关于k 的方程2k2-
3k-b=0的两根.若l1⊥l2,则b=    ;若l1
∥l2,则b=    .

2 -
9
8 

解析:当l1⊥l2 时,k1k2=
-b
2 =-1

,得

b=2.
当l1∥l2 时,k1=k2,Δ=9-4×2×(-b)=0,解得

b=-
9
8.

5.已知△ABC 的顶点A(5,1),重心G(3,3),垂心为

H,若B,H 都在直线y=-x 上,则点H 的坐标为

    .
(5,-5) 解析:设 B(x1,-x1),因为重心G(3,

3),所以
3=
5+x1+xC

3
,

3=
1-x1+yC

3
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即
xC=4-x1,

yC=8+x1.{

因为 H 为△ABC 的垂心,所以BH⊥AC,则-1·
8+x1-1
4-x1-5

=-1,解得x1=-4,所以 B(-4,4),

C(8,4),kBC=0,所以直线 AH 的斜率不存在,则
xH=xA=5,yH=-5,所以 H(5,-5).

6.已知直线l的倾斜角为30°,点P(2,1)在直线l上,
直线l绕点P(2,1)按逆时针方向旋转30°后到达直

线l1 的位置,直线l1 与l2 平行,且l2 是线段AB
的垂直平分线,线段 AB 的端点为A(1,m-1),
B(m,2),试求实数m 的值.
解:易知直线l1 的倾斜角为30°+30°=60°,

所以直线l1 的斜率k1=tan60°= 3.
因为l1∥l2,所以直线l2 的斜率k2= 3.
又l2 是线段AB 的垂直平分线,所以直线AB 的斜

率存在,且kAB=
m-1-2
1-m =

m-3
1-m

,所以
m-3
1-m

· 3

=-1,

解得m=4+ 3.
综上,实数m 的值为4+ 3.

7.已知A(4,0),B(1,2),C(m,m),D(7,-1).
(1)若直线AB 与CD 平行,求m 的值;
(2)若△ABC 为直角三角形,求m 的值.
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解:(1)依题意可得kAB=kCD,

即
2-0
1-4=

-1-m
7-m

,解得m=
11
5.

又kAB=
2-0
1-4=-

2
3
,kAD=

-1-0
7-4 =-

1
3
,

所以kAB≠kAD,所以A,B,C,D 四点不共线.

所以m=
11
5.

(2)若 A 为直角,则kABkAC=-1,即
2-0
1-4

·m-0
m-4

=-1,解得m=12.

若B 为直角,则kABkBC=-1,即
2-0
1-4

·m-2
m-1=

-1,解得m=-1.
若C 为直角,则AC⊥BC,此时直线 AC 与BC 的

斜率都存在,且kAC·kBC=-1,即
m-0
m-4

·m-2
m-1=

-1,解得m=
7± 17
4 .

综上,m 的值为12或-1或
7± 17
4 .
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2.2 直线的方程

2.2.1 直线的点斜式方程

学习任务目标
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1.根据确定直线位置的要素,探究直线的点斜式方程.
2.掌握直线的点斜式方程与斜截式方程.
3.了解斜截式方程与一次函数的关系.
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【知识清单】

知识点一 直线的点斜式方程

名称 已知条件 示意图 方程 适用范围

点
斜
式

过 点

P(x0,y0),

斜率为k

y-y0=

k(x-x0)

斜 率 存 在

的直线

知识点二 直线的斜截式方程

(1)直线l在y 轴上的截距

直线l与y 轴的交点(0,b)的纵坐标b叫做直线l在

y 轴上的截距.
(2)直线的斜截式方程

名称 已知条件 示意图 方程 适用范围

斜
截
式

斜率为k,直
线在y 轴上

的截距为b
y=kx+b

斜率存在的

直线 

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)直线的点斜式方程y-y0=k(x-x0)也可写成

k=
y-y0

x-x0
. ( × )

(2)直线y-3=k(x+1)恒过定点(-1,3).
( √ )

(3)直线y-2=3(x+1)的斜率是3. ( √ )

            
2.经过点(-1,1),且斜率是直线y=

2
2x-2的斜率

的2倍的直线的方程是 (  )

A.x=-1
B.y=1

C.y-1= 2(x+1)

D.y-1=22(x+1)

C 解析:由题意知,所求直线的斜率为 2,故由直

线的点斜式方程知,所求直线方程为y-1= 2(x
+1).

3.请思考并回答下列问题:
(1)直线的点斜式方程能否表示坐标平面内的所有

直线呢?
提示:不能.斜率存在的直线的方程才能写成点斜

式,斜率不存在的直线,其方程都不能写成点斜式.
(2)已知直线l1:y=k1x+b1,l2:y=k2x+b2,若
l1∥l2,k1,b1,k2,b2 应满足什么条件? 若l1⊥l2,

k1,b1,k2,b2 应满足什么条件?
提示:若l1∥l2,则k1=k2 且b1≠b2;若l1⊥l2,则

k1·k2=-1.
(3)一次函数的解析式y=kx+b与直线的斜截式

方程y=kx+b有什么不同?
提示:一次函数的解析式y=kx+b 中x 的系数k
≠0,否则就不是一次函数,而直线的斜截式方程y
=kx+b中的k 可以是0.
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直线的点斜式方程

例1 求满足下列条件的直线的点斜式方程:
(1)过点P(-4,3),斜率k=-3;
(2)过点P(3,-4),且与x 轴平行;
(3)过P(-2,3),Q(5,-4)两点.
解:(1)由直线过点P(-4,3),斜率k=-3,
得直线的点斜式方程为y-3=-3(x+4).
(2)与x 轴平行的直线,其斜率k=0,可得直线的点

斜式方程为y-(-4)=0×(x-3),即y+4=0.
(3)过点 P(-2,3),Q(5,-4)的 直 线 的 斜 率k=
-4-3
5-(-2)=

-7
7 =-1

,

又因为直线过点P(-2,3),所以直线的点斜式方程

为y-3=-(x+2).
【探究总结】

求直线的点斜式方程的步骤

1.直线y=x+1绕着其上一点P(3,4)逆时针旋转

90°后得直线l,求直线l的点斜式方程.
解:直线y=x+1的斜率k=1,所以其倾斜角为

45°.由题意可得直线l的倾斜角为135°,所以直线l
的斜率k'=tan135°=-1.
又点P(3,4)在直线l上,所以直线l的点斜式方程

为y-4=-(x-3).
2.直线l过点P(2,-3),且与过点 M(-1,2),N(3,

10)的直线垂直,求直线l的点斜式方程.

解:直线 MN 的斜率k=
10-2
3-(-1)=2

,

因为直线l垂直于直线MN,所以直线l的斜率为

-
1
2.

又直线l过点P(2,-3),所以直线l的方程为y+

3=-
1
2
(x-2).

直线的斜截式方程

例2 已知直线l1 的方程为y=-2x+3,l2 的方程

为y=4x-2,直线l与l1 垂直,且与l2 在y 轴上的

截距互为相反数,求直线l的斜截式方程.
解:因为l1⊥l,直线l1:y=-2x+3,

所以l的斜率为
1
2.

因为l与l2 在y 轴上的截距互为相反数,
直线l2 的方程为y=4x-2,所以l在y 轴上的截距

为2,

所以直线l的斜截式方程为y=
1
2x+2.
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思考1.截距是距离吗?
提示:截距不是距离,截距是一个实数,它是直线与

坐标轴交点的横坐标或纵坐标,可以为正数、负数和

0.当直线过原点时,它在x 轴上的截距和在y 轴上

的截距都为0.
思考2.已知直线l1 的方程为y=-2x+3,l2 的方

程为y=4x-2,直线l与l1 平行,且与l2 在y 轴上

的截距相同,求直线l的斜截式方程.
解:由直线的方程为y=-2x+3知,直线l1 的斜率

k1=-2,
因为l∥l1,所以kl=-2.
l2 在y 轴上的截距为-2,
所以直线l在y 轴上的截距也为-2.
故直线l的斜截式方程为y=-2x-2.
【探究总结】
(1)求直线的斜截式方程,只要确定直线的斜率和截

距即可,要特别注意截距和距离的区别.
(2)直线的斜截式方程y=kx+b 不仅形式简单,而
且特点明显:k 是直线的斜率,b 是直线在y 轴上的

截距,只要确定了k 和b 的值,直线的位置就一目了

然.因此,在解决直线的位置问题时,常把直线方程化

为斜截式,利用k,b的几何意义进行求解.

1.根据条件写出下列直线的斜截式方程:
(1)斜率为2,在y 轴上的截距是5;
(2)倾斜角为150°,在y 轴上的截距是-2;
(3)倾斜角为60°,与y 轴的交点到坐标原点的距离

为3.
解:(1)由k=2,b=5可知,所求直线的斜截式方程

为y=2x+5.
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(2)由于倾斜角为150°,所以斜率k=tan150°=

-
3
3
,故直线的斜截式方程为y=-

3
3x-2.

(3)由于直线的倾斜角为60°,所以斜率k=tan60°
= 3.由于直线与y 轴的交点到坐标原点的距离为

3,所以直线在y 轴上的截距b=3或b=-3,故所

求直线的斜截式方程为y= 3x+3或y= 3x
-3.

2.已知直线l的斜率为
1
6
,且和两坐标轴围成的三角

形面积为3,求直线l的斜截式方程.

解:设直线l的方程为y=
1
6x+b

,则x=0时,y

=b,
y=0时,x=-6b.

由已知可得
1
2

·|b|·|-6b|=3,

即6|b|2=6,所以b=±1.

故直线l的斜截式方程为y=
1
6x+1

或y=
1
6x

-1.
直线的点斜式、斜截式方程的综

合应用

例3 观察下列各组直线的方程:
①l1:y=2x+1,l2:y=2x-1;
②l1:y=2x+1,l2:y=2x+1;

③l1:y=2x+1,l2:y=-
1
2x+1.

(1)①②中的两条直线分别有怎样的位置关系?
(2)③中的两条直线有怎样的位置关系?
解:(1)①中两直线平行,②中两直线重合.
(2)垂直.
【探究总结】
1.已知直线l1:y=k1x+b1 与直线l2:y=k2x+b2.
(1)若l1∥l2,则k1=k2,此时两直线与y 轴的交点

不同,即b1≠b2;反之,当k1=k2,且b1≠b2 时,l1
∥l2.所以有l1∥l2⇔k1=k2,且b1≠b2.
(2)若l1⊥l2,则k1·k2=-1;反之,当k1·k2=-1
时,l1⊥l2.所以有l1⊥l2⇔k1·k2=-1.

2.若已知两条直线平行或垂直,求直线方程中参数的

值时,要注意讨论斜率是否存在,若是平行关系,还
应考虑截距不相等这个条件.

1.(多选)设α∈R,对于直线l:y=-xsinα-2,下列

说法中正确的是 (  )
A.l的斜率为sinα
B.l在y 轴上的截距为-2
C.l不可能平行于x 轴

D.l与直线x-ysinα-1=0垂直

BD 解析:对于A,直线l:y=-xsinα-2,则l的

斜率为-sinα,故A错误;
对于B,令x=0,解得y=-2,故l在y 轴上的截

距为-2,故B正确;
对于C,当sinα=0时,直线l:y=-2,平行于x
轴,故C错误;
对于D,当sinα=0时,直线l:y=-2与直线x=1
显然垂直,当sinα≠0时,直线x-ysinα-1=0

的斜率为
1
sinα

,直线l的斜率为-sinα,所以
1
sinα

·

(-sinα)=-1,故D正确.故选BD.
2.(多选)下列说法正确的是 (  )
A.直线y=ax-2a+3(a∈R)必过定点(2,3)
B.直线y+1=2x 在y 轴上的截距为1
C.直线 3y=-x-3的倾斜角为150°
D.已知点A(2,-3),B(-3,-2),若直线l:mx+

y-m-1=0与线段AB 相交,则实数m 的取值

范围是m≤
3
4

或m≥4

AC 解析:选项A,直线y=ax-2a+3=a(x-
2)+3过定点(2,3),故A正确;
选项B,直线y+1=2x,即y=2x-1,纵截距为

-1,故B错误;

选项C,直线 3y=-x-3的斜率为-
3
3
,所以其

倾斜角为150°,故C正确;
选项D,直线l:mx+y-m-1=0,即m(x-1)+
y-1=0过定点C(1,1),
画出图象如下图所示,

其中kAC=
-4
1 =-4

,kBC=
-3
-4=

3
4
,

又直线l 的斜率为-m,所以-m≥
3
4

或-m≤

-4,

解得m≤-
3
4

或m≥4,故D错误.

故选AC.
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                1.(多选)下列直线中与直线y=2x 平行的是

( AB )
A.y=2x+4
B.y-1=2(x+4)

C.y-1=
1
2
(x-2)

D.y-1=2x-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2.已知直线的方程是y+2=-x-1,则 (  )
A.直线经过点(-1,2),斜率为-1
B.直线经过点(-1,2),斜率为1
C.直线经过点(-1,-2),斜率为-1
D.直线经过点(-1,-2),斜率为1
C 解析:方程y+2=-x-1可写成y+2=-(x
+1),根据点斜式方程的定义可知,该直线的斜率

为-1,过点(-1,-2).

3.与直线y=-
3
2x

的斜率相等,且过点(4,-3)的直

线的方程为 (  )

A.y-3=-
3
2
(x+4)

B.y+3=
3
2
(x-4)

C.y-3=
3
2
(x+4)

D.y+3=-
3
2
(x-4)

D 解析:依题意,所求直线的斜率为-
3
2
,所以直

线方程为y+3=-
3
2
(x-4).

4.直线y=2x-3的斜率和在y 轴上的截距分别等于

(  )
A.2,3 B.-3,-3
C.-3,2 D.2,-3
D 解析:由斜截式方程的定义可知,k=2,b=-3.

5.已知直线y=ax-2和y=(2-a)x+1互相平行,
则a 等于 (  )
A.2 B.1 C.0 D.-1
B 解析:由a=2-a,得a=1.经检验符合条件.

6.直线y=kx+b经过第二、三、四象限,则斜率k和

在y 轴上的截距b满足的条件为 (  )
A.k>0,b>0 B.k<0,b<0
C.k>0,b<0 D.k<0,b>0

B 解析:直线y=kx+b 经过第二、三、四象限,如
图所示,由图可知k<0,b<0.

7.已知直线l经过点P(2,1),且倾斜角等于直线y

=- 3x+3的倾斜角的一半,则直线l的点斜式

方程为      .

y-1= 3(x- 2) 解析:设直线y=- 3x+3
的倾斜角为θ1,

则斜率k1=tanθ1=- 3.又0≤θ1<π,故θ1=
2π
3.

设直线l的倾斜角为θ,则θ=
θ1
2=

π
3
,

所以直线l的斜率k=tan
π
3= 3.

又直线l经过点P(2,1),

所以直线l的点斜式方程为y-1= 3(x- 2).
8.直线y=x+1绕点P(3,4)逆时针旋转90°后得到

直线l,则直线l的点斜式方程为    .
y-4=-(x-3) 解析:由题意可知两直线互相垂

直,所以直线l的斜率为-1.
又直线l过点P(3,4),所以直线l的点斜式方程为

y-4=-(x-3).
9.已知A(3,4),B(-1,0),则过线段AB 的中点且倾

斜角为120°的直线的点斜式方程是    .

y-2=- 3(x-1) 解析:设线段 AB 的中点为

M,则 M(1,2).
又所求直线的斜率k=tan120°=- 3,

所以所求直线的点斜式方程为y-2=- 3(x-
1).

10.经过点(1,1),与直线y=2x+7平行的直线的斜

截式方程为       ,与直线y=x-1垂

直的直线的点斜式方程为      .
y=2x-1 y-1=-(x-1) 解析:设直线y=
2x+7的斜率为k1,
与直线y=2x+7平行的直线的斜率为k2,
与直线y=x-1垂直的直线的斜率为k3.
由y=2x+7得k1=2,
由两直线平行知k2=2,
所以与直线y=2x+7平行的直线的斜截式方程

为y-1=2(x-1),即y=2x-1.
由两直线垂直知k3=-1,
所以与直线y=x-1垂直的直线的点斜式方程为

y-1=-(x-1).
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1.(多选)下列说法正确的有 (  )

A.若直线y=kx+b 经过第一、二、四象限,则点

(k,b)在第二象限

B.直线y=ax-3a+2过定点(3,2)

C.过点(2,-1)且斜率为- 3的直线的点斜式方程

为y+1=- 3(x-2)

D.斜率为-2,在y 轴上的截距为3的直线的方程

为y=-2x±3
ABC 解析:在A中,若直线y=kx+b 经过第一、
二、四象限,则k<0,b>0,所以(k,b)在第二象限,
故A正确.在B中,直线可化为y-2=a(x-3),所
以直线过定点(3,2),故B正确.在C中,根据点斜

式方程知C正确.在D中,所求斜截式方程为y=
-2x+3,故D错误.

2.已知过点A(-2,m)和点B(m,4)的直线与直线

2x+y=1平行,则m 的值为 (  )

                A.0 B.-8 C.2 D.10
B 解析:已知直线2x+y=1的斜率为-2,

所以
4-m
m+2=-2

,解得m=-8.

经检验,m=-8时两直线不重合,符合题意.

3.已知直线mx-3y=0的倾斜角是直线y= 3x+1
的倾斜角的2倍,则m= (  )

A.-33 B.- 3

C.3 D.33

A 解析:直线y= 3x+1的斜率为 3,则倾斜角

为
π
3.

因为直线mx-3y=0的倾斜角是直线y= 3x+1
的倾斜角的2倍,

所以直线mx-3y=0的倾斜角为
2π
3.

所以直线mx-3y=0的斜率为- 3=
m
3
,解得m

=-33.
4.直线l1:ax-y+b=0与l2:bx-y+a=0(其中a
≠0,b≠0,a≠b)在同一平面直角坐标系中的位置

可能为 (  )

A
 

B

C
 

D
B 解析:直线l1:ax-y+b=0,即y=ax+b,斜
率为kl1=a 且与y 轴交于点(0,b),
直线l2:bx-y+a=0,即y=bx+a,斜率为kl2=
b且与y 轴交于点(0,a).
对于A,直线l1 中a>0,b>0,直线l2 中a>0,b>
0,且b>a,则kl2>kl1

,所以l2 的倾斜角大于l1 的

倾斜角,不符合题意,故A错误;
对于B,直线l1 中a>0,b>0,直线l2 中a>0,b>
0,且b>a,则kl2>kl1

,所以l2 的倾斜角大于l1 的

倾斜角,符合题意,故B正确;
对于C,直线l1 中a<0,b>0,直线l2 中a>0,b>
0,矛盾,故C错误;
对于D,直线l1 中a>0,b<0,直线l2 中a>0,b>
0,矛盾,故D错误.故选B.

5.一条直线经过点A(2,- 3),且它的倾斜角等于直

线y=
1
3
x 的倾斜角的2倍,则这条直线的点斜式

方程是         .

y-(- 3)= 3(x-2) 解析:因为直线y=
1
3
x

的倾斜角为30°,所以所求直线的倾斜角为60°,

即斜率k=tan60°= 3.
又该直线过点A(2,- 3),

故所求直线的点斜式方程为y-(- 3)= 3(x-
2).

6.把直线x-y+ 3-1=0绕点(1,3)逆时针旋转

15°后,所得直线的方程为 .

3x-y=0 解析:x-y+ 3-1=0可化为y-

3=x-1,所以直线x-y+ 3-1=0的斜率为1,

其倾斜角为45°.绕点(1,3)逆时针旋转15°后,得
到的直线的倾斜角为45°+15°=60°,其斜率k=

3,故所求直线的方程为y- 3= 3(x-1),

即 3x-y=0.
7.已知△ABC 的三个顶点为A(-5,0),B(1,-3),
C(0,2),边AC,BC 的中点分别是E,F.
(1)求EF 所在直线的点斜式方程;
(2)求边AB 上的高所在直线的斜截式方程.
解:(1)因为A(-5,0),B(1,-3),C(0,2),边AC,
BC 的中点分别是E,F,

所以E -
5
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,F 1

2
,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,
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所以kEF=
1+
1
2

-
5
2-

1
2

=-
1
2
,

所以 EF 所 在 直 线 的 点 斜 式 方 程 为 y-1=

-
1
2 x+

5
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

(2)设边AB 上的高所在直线为lh.

因为klh
·kAB=-1,kAB=

0-(-3)
-5-1 =-

1
2
,

所以klh=2.
又因为直线lh 过点C(0,2),
所以直线lh 的方程为y-2=2(x-0),即y=2x
+2.

所以边AB 上的高所在直线的斜截式方程为y=
2x+2.

8.已知直线l的斜率为-1,且它与两坐标轴围成的

三角形的面积为
1
2
,求直线l的方程.

解:设直线l的方程为y=-x+b,
则它与两坐标轴的交点分别为A(b,0)和B(0,b),
所以,直线与坐标轴所围成的直角三角形的两条直

角边长都为|b|,

故其面积为
1
2b

2.

由
1
2b

2=
1
2
,解得b=±1.

故所求直线l的方程为y=-x+1或y=-x-1.
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2.2.2 直线的两点式方程

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.掌握直线两点式方程的形式特点及适用范围.

2.了解直线截距式方程的形式特点及适用范围.

3.根据确定直线位置的几何要素,探索并掌握直线的两点式和截距式方程.
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【知识清单】

知识点 直线的两点式、截距式方程

名称 已知条件 示意图 方程
适用

范围

两
点
式

经过 两 点 P1

(x1,y1),P2

(x2,y2),其中

x1 ≠x2,y1

≠y2

y-y1

y2-y1

=
x-x1

x2-x1

斜率存

在且不

为0

截
距
式

在x 轴、y 轴

上的截距分别

为a,b,且a≠

0,b≠0

x
a +

y
b =1

斜率存

在且不

为 0,

不 过

原点

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)能用两点式方程表示的直线也可用点斜式方程

表示. ( √ )

(2)方程
y-y1

y2-y1
=

x-x1

x2-x1
和方程(y-y1)·(x2-

x1)=(x-x1)(y2-y1)的适用范围相同.( × )

(3)过点(1,3)和(1,5)的直线可以用两点式方程来

表示. ( × )

(4)所有的直线都可以用两点式方程来表示.

( × )

2.直线
x
4-

y
5=1

在两坐标轴上的截距之和为  

  .

-1 解析:由方程知,直线
x
4-

y
5=1

在x 轴上的

截距为4,在y 轴上的截距为-5,故4+(-5)=

-1.

3.请思考并回答下列问题:

(1)若已知直线的斜率,且直线过一定点,选择哪种

形式的方程较好? 若已知直线过两定点呢?

提示:点 斜 式.若 直 线 过 两 点 可 选 择 两 点 式 或 点

斜式.

(2)若已知直线的斜率,可选择哪种形式的方程?

提示:可选择斜截式或点斜式.

(3)若已知直线与两坐标轴的交点,选择哪种形式

的方程较好?

提示:选择截距式较好.
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直线的两点式方程

例1 (1)直线l经过点P1(1,2),P2(3,5),求直线l
的方程;
(2)直线l在y 轴上的截距是-3,且经过点(-2,1),
求直线l的方程.

解:(1)由题意可得
y-2
5-2=

x-1
3-1

,

即y-2=
3
2
(x-1),整理可得3x-2y+1=0.

(2)由题易知,直线l过点(0,-3),所以直线l的方

程为
y-(-3)
1-(-3)=

x-0
-2-0

,即2x+y+3=0.

【探究总结】
利用两点式求直线的方程的注意点

当已知两点坐标,求过这两点的直线的方程时,首先

要判断是否满足两点式方程的适用条件:两点的连线

不平行于坐标轴.若满足,则选用两点式方程.

1.若点P(3,m)在过点A(2,-1),B(-3,4)的直线

上,则m=    .
-2 解析:将 A(2,-1),B(-3,4)代入两点式,

得
y-(-1)
4-(-1)=

x-2
-3-2

,即y+1
5 =

x-2
-5

,所 以 直 线

AB 的方程为y+1=-x+2.
因为点P(3,m)在直线AB 上,
所以m+1=-3+2,得m=-2.

2.在平面直角坐标系中,△ABC 的三个顶点分别为

A(1,3),B(5,1),C(-1,-1).
(1)边BC 上的中线AD 所在直线的方程为   
     ;
(2)边AC 上的高BH 所在直线的方程为    
    .
(1)3x+y-6=0 (2)x+2y-7=0 解析:(1)边
BC 的中点D 的坐标为(2,0),所以直线 AD 的方

程为
y-3
0-3=

x-1
2-1

,即3x+y-6=0.

(2)因为kAC=
3-(-1)
1-(-1)=2

,BH⊥AC,所以kBH=

-
1
2
,所以直线BH 的方程为y-1=-

1
2
(x-5),

即x+2y-7=0.
直线的截距式方程

例2 已知直线l经过点P(4,3),且在两坐标轴上的

截距相等,求直线l的方程.

解:(方法一)当直线l过原点时,它在两坐标轴上的

截距都是0.
设直线l的方程为y=kx.
因为直线l过点P(4,3),

所以3=4k,故k=
3
4.

所以直线l的方程为y=
3
4x
,即3x-4y=0.

当直线l不过原点时,设直线l的截距式方程为
x
a+

y
a=1

(a≠0).

又因为直线l过点P(4,3),所以
4
a+

3
a=1

,所以a=7.

所以直线l的方程为
x
7+

y
7=1

,即x+y-7=0.

综上可知,直线l的方程为3x-4y=0或x+y-7
=0.
(方法二)由题意可知,直线l的斜率存在且不为0,设
直线l的斜率为k(k≠0),则有y-3=k(x-4).

令x=0,得y=3-4k;令y=0,得x=4-
3
k.

由直线l在两坐标轴上的截距相等,得3-4k=4-
3
k
,解得k=-1或k=

3
4
,

所以直线l 的方程为y-3=-(x-4)或y-3=
3
4
(x-4),

即直线l的方程为x+y-7=0或3x-4y=0.
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思考1.已知直线l经过点P(4,3),且在两坐标轴上

的截距互为相反数,求直线l的方程.
解:当直线l经过原点时,横、纵截距都为0,设直线

l的方程为y=kx,因为直线l过点P(4,3),所以3

=4k,解得k=
3
4
,所以直线l的方程为y=

3
4x
,即

3x-4y=0.

当直线l不经过原点时,设直线l的方程为
x
a+

y
-a

=1(a≠0).

因为直线l过点P(4,3),所以
4
a+

3
-a=1

,得a=4

-3=1.
所以直线l的方程为x-y-1=0.
综上,所求直线l的方程为3x-4y=0或x-y-1
=0.
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􀪋思考2.已知直线l经过点P(4,3),且直线l与两坐

标轴围成的三角形的面积为
49
2
,求直线l的方程.

解:设直 线l 的 方 程 为
x
a +

y
b =1(a,b≠0),则

4
a+

3
b=1

,

1
2|a||b|=

49
2
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
a=7,
b=7{ 或

a=
28
3
,

b=
21
4
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以直线l的方程为x+y-7=0或9x+16y-84
=0.
【探究总结】

利用截距式求直线的方程的策略

(1)如果问题中涉及直线与坐标轴相交,那么求直线

方程时可以考虑选用截距式,用待定系数法确定其系

数即可.
(2)若求直线方程时选用截距式,则首先考虑直线是

否过原点以及是否与坐标轴垂直.如果题目中出现直

线在两坐标轴上的“截距相等”“截距互为相反数”等
条件,那么求直线方程时,要考虑截距为0的情况.

            求过点(4,-3)且在两坐标轴上的截距的绝对值相等

的直线l的方程.
解:设直线l在x 轴和y 轴上的截距分别为a,b,
则直线l过两点A(a,0)和B(0,b).
①当a≠0且b≠0时,因为直线l过点(4,-3),

所以
4
a-

3
b=1.

又|a|=|b|,解得
a=1,
b=1{ 或

a=7,
b=-7.{

所以直线l的方程为x+y-1=0或x-y-7=0.
②当a=b=0时,直线l过点(0,0)和点(4,-3),此

时,直线l的斜率为-
3
4
,

所以直线l的方程为y=-
3
4x
,即3x+4y=0.

综上,直线l的方程为x+y-1=0或x-y-7=0
或3x+4y=0.

直线方程形式的灵活应用

例3 直线l过定点A(-2,3),并且与两坐标轴所围

成的三角形的面积为4,求直线l的方程.
解:(方法一)由题意可知,直线l在两坐标轴上的截

距均不为0,可设所求直线l的方程为
x
a+

y
b=1.

因为点A(-2,3)在直线l上,所以
-2
a +

3
b=1.①

因为直线l与两坐标轴围成的三角形的面积为4,

所以
1
2|a||b|=4.②

由①②可得
-2b+3a=8,
ab=8{ ③或

-2b+3a=-8,
ab=-8.{ ④

解③得
a=-

4
3
,

b=-6{ 或
a=4,
b=2,{

④无解.
故所求直线l的方程为9x+2y+12=0或x+2y-
4=0.
(方法二)显然,直线l不垂直于坐标轴.
设直线l的方程为y-3=k(x+2)(k≠0).
令x=0,得y=2k+3;

令y=0,得x=-
3
k-2.

所以直线l在x 轴、y 轴上的截距分别为-
3
k-2

和

2k+3.

由题意,得1
2|2k+3|

· -
3
k-2 =4

,

则(2k+3)(3k+2)=8或(2k+3)(3k+2)=-8.

若(2k+3)(3k+2)=8,则方程无解.

若(2k+3)(3k+2)=-8,

解得k1=-
1
2
,k2=-

9
2.

所以直线l的方程为x+2y-4=0或9x+2y+12
=0.
【探究总结】

直线方程的灵活应用

直线方程的应用涉及图形的周长、面积、对称等.解题

时,首先要明确直线方程,然后从不同的角度,分别对

直线的斜率、截距等进行分析,注意解题规范.

已知直线l 与x 轴、y 轴分别交于点A,B,且线段

AB 的中点为P(4,1),求直线l的方程.
解:设点A(x,0),B(0,y),
因为线段AB 的中点为P(4,1),

所以

x+0
2 =4,

0+y
2 =1,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
x=8,
y=2.{

所以点A 的坐标为(8,0),点B 的坐标为(0,2).

由直线的截距式方程,可得直线l的方程为
x
8+

y
2=

1,整理得x+4y-8=0.
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1.已知直线l经过点A(1,-2),B(-3,2),则直线l
的方程为 ( A )
            A.x+y+1=0 B.x-y+1=0
C.x+2y+1=0 D.x+2y-1=0

2.有关直线的两点式方程,有如下说法:
①直线的两点式方程适用于与两坐标轴不垂直的

直线;

②直 线 方 程
y-y1

y2-y1
=

x-x1

x2-x1
可 写 成

y-y2

y1-y2

=
x-x2

x1-x2
;

③过点P1(x1,y1),P2(x2,y2)的直线的方程可以

写成(x2-x1)(y-y1)=(y2-y1)(x-x1).
其中正确的说法有 (  )
A.0个 B.1个 C.2个 D.3个

D 解析:①正 确,从 两 点 式 方 程 的 形 式 看,只 要

x1≠x2,y1≠y2,就可以用两点式来求解直线的方

程.② 正 确,方 程
y-y1

y2-y1
=

x-x1

x2-x1
与

y-y2

y1-y2
=

x-x2

x1-x2
的形式有异,但实质相同,均表示过点(x1,

y1)和(x2,y2)的直线.③显然正确.

3.直线-
x
2+

y
3=-1

在x 轴、y 轴上的截距分别为

(  )
A.2,3 B.-2,3
C.-2,-3 D.2,-3

D 解析:将方程变形为
x
2+

y
-3=1

,所以直线在x

轴、y 轴上的截距分别为2,-3.故选D.

4.直线
x
m-

y
n=1

与
x
n-

y
m=1

在同一平面直角坐

标系中的位置可能是 (  )

   A    B   C     D

B 解析:直线
x
m -

y
n=1

在两坐标轴上的截距分

别为m,-n;直线
x
n-

y
m=1

在两坐标轴上的截距

分别为n,-m.所以符合题意为B.
5.已知△ABC 的三个顶点为A(1,2),B(3,6),C(5,
2),M 为AB 的中点,N 为AC 的中点,则中位线

MN 所在直线的方程为 (  )
A.2x+y-8=0 B.2x-y+8=0
C.2x+y-12=0 D.2x-y-12=0
A 解析:由题意可求得点M 的坐标为(2,4),点N
的坐标为(3,2),由两点式方程得中位线 MN 所在

直线的方程为
y-2
4-2=

x-3
2-3

,即2x+y-8=0.

6.一束光线从点M(3,2)射到x 轴上,经x 轴反射后

反射光线与y 轴交于点N(0,4),则反射光线所在

直线的方程为 (  )
A.x+2y-2=0 B.2x+y-4=0
C.x+y-4=0 D.2x+3y-12=0
B 解 析:取 点 M (3,2)关 于 x 轴 的 对 称 点

A(3,-2),则直线 NA 即为所求直线.

所以反射光线所在直线的方程为
y+2
4+2=

x-3
0-3

,即

2x+y-4=0.
7.(多选)下列说法正确的是 (  )

A.不经过原点的直线都可以表示为
x
a+

y
b=1

B.若直线l与x 轴、y 轴的交点分别为A,B,且线

段AB 的中点为(4,1),则直线的方程为
x
8+

y
2

=1
C.过点(1,1)且在两坐标轴上的截距相等的直线的

方程为y=x 或x+y=2

D.直线3x-2y=4的截距式方程为
x
4
3

+
y
-2=1

BCD 解析:A中,与坐标轴垂直的直线也不能用

截距式表示,故A错误.B中,因为线段AB 的中点

为(4,1),A 点在x 轴上,B 点在y 轴上,所以A(8,

0),B(0,2),故所求直线的方程为
x
8+

y
2=1

,故B

正确.C中,当直线过原点时,直线方程为y=x,当

直线不过原点时,设直线方程为
x
a+

y
a=1

(a≠0),

将点(1,1)代入方程并整理得直线方程为x+y=

2,故C正确.D中,方程3x-2y=4可化为
x
4
3

+
y
-2

=1,故D正确.
8.已知点A(4,0),B(0,5),P(x,y)为直线AB 上一

动点,则xy 的最大值是   .

5 解析:由题意可得直线 AB 的方程为
x
4+

y
5=
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1,显然xy 取得最大值时,x>0,y>0.

当x>0,y>0时,x
4+

y
5≥2

xy
20
,即2

xy
20≤1

,

解得xy≤5,当且仅当x=2,y=
5
2

时取等号.

9.过点P(1,3),在x 轴上的截距和在y 轴上的截距

相等的直线的方程为      .
y=3x 或x+y-4=0 解析:当直线过原点时,直
线y=3x 在x 轴上的截距和在y 轴上的截距相等,
此时直线方程为y=3x;

当直线不过原点时,设直线方程为
x
a+

y
a=1

,则1
a

+
3
a=1

,解得a=4,此时直线方程为x+y-4=0.

所以所求直线方程为y=3x 或x+y-4=0.

            
1.直线

x
4+

y
2=1

的一个方向向量是 (  )

A.(1,2) B.(1,-2)
C.(-2,1) D.(-2,-1)

C 解析:直线方程
x
4+

y
2=1

可化成斜截式方程y

=-
1
2x+2

,所以直线的斜率为-
1
2.

由直线方向向量与斜率的关系,即直线的方向向量

为(x,y),则斜率为
y
x
,

所以选项中(-2,1)是直线
x
4+

y
2=1

的方向向量,

故C正确.
2.由曲线2x + y =2围成的图形的面积为

(  )
A.2 B.4 C.5 D.8
B 解析:当x≥0,y≥0时,曲 线 方 程 为2x+y
=2;
当x≥0,y<0时,曲线方程为2x-y=2;
当x<0,y≥0时,曲线方程为-2x+y=2;
当x<0,y<0时,曲线方程为-2x-y=2.
作图如下,

所以围成的图形是一个菱形,面积为
1
2×2×4=4.

3.过点A(1,4)且在两坐标轴上的截距的绝对值相等

的直线共有    条.

3 解析:一条是截距为0,一条是截距相等(不为

0),一条是截距互为相反数(不为0),共3条.
4.已知直线l过点P(1,2)且与x 轴、y 轴分别交于

A(a,0),B(0,b)(a>0,b>0)两点,O 为坐标原点,
那么2OA + OB 的最小值为    .
8 解析:因 为 直 线l 与 x 轴、y 轴 分 别 交 于

A(a,0),B(0,b)(a>0,b>0)两点,

所以可设直线l的截距式方程为
x
a+

y
b=1.

因为直线l过点P(1,2),所以
1
a+

2
b=1

,且a>0,

b>0,
所以 2 OA + OB =2a+b= (2a+b)·

1
a+

2
b

æ

è
ç

ö

ø
÷=4+

b
a+

4a
b ≥4+2

b
a

·4a
b =8,

当且仅当

b
a=

4a
b
,

1
a+

2
b=1

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即a=2,b=4时,等号成立.

所以2OA + OB 的最小值为8.
5.已知直线l过点P(2,1),且与x 轴、y 轴的正半轴

分别交于A,B 两点,O 为坐标原点,则△OAB 的

面积的最小值为     .
4 解析:设A(a,0),B(0,b),则直线l的截距式方

程为
x
a+

y
b=1

,依题意,a>0,b>0.又因为点P(2,

1)在直线l上,所以
2
a+

1
b=1

,即2b+a=ab.

又因为△OAB 面积为S=
1
2|OA|·|OB|=

1
2ab

,

所以S=
1
2ab=

1
2
(2b+a)≥

22ab
2 = 2ab,

当且仅当2b=a 时,等号成立,

所以
1
2ab≥ 2ab,得ab≥8.

所以S=
1
2ab≥4

,当且仅当2b=a 时,S 取最小

值4.
6.已知直线l过点P(2,3),求直线l与两条坐标轴在

第一象限所围成的三角形面积最小时直线l 的

方程.
解:由题意可知直线l 与两坐标轴均交于正半轴,

设交点分别为A(a,0),B(0,b),直线l的方程为
x
a

+
y
b=1

(a>0,b>0).

将P(2,3)代入可得
2
a+

3
b=1

,

故
2
a+

3
b=1≥2

2
a

·3
b
,得ab≥24,当且仅当

2
a

=
3
b
,即a=4,b=6时,等号成立.
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故所围成的三角形的面积为S=
1
2ab≥12

,

当且仅当a=4,b=6时S 取得最小值为12,

此时,直线l的方程为
x
4+

y
6=1

,即3x+2y-12

=0.

7.已知直线l过点P 4
3
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,且与x 轴、y 轴的正半

轴分别交于A,B 两点,O 为坐标原点.
(1)当OA=OB 时,求直线l的方程;
(2)当△AOB 的面积为6时,求直线l的方程.

解:设直线l的方程为
x
a+

y
b=1

(a>0,b>0),则

A(a,0),B(0,b).
(1)由|OA|=|OB|,得a=b.

又直线l 过点P 4
3
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,得4

3a+
2
a=1

,解得a=

10
3
,b=
10
3
,

所以直线l的方程为3x+3y-10=0.

(2)由题意知,1
2ab=6

,即ab=12,又直线l 过点

P 4
3
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以

4
3a+

2
b=1

,解得
a=4,
b=3{ 或

a=2,
b=6,{

所以直线l的方程为3x+4y-12=0或3x+y-6
=0.
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2.2.3 直线的一般式方程

学习任务目标
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1.明确直线的一般式方程的形式特征.
2.会把直线的一般式方程化为斜截式方程,进而求斜率和截距.
3.会把直线的点斜式、两点式方程化为一般式方程.
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【知识清单】
知识点 直线的一般式方程

(1)关于x,y 的二元一次方程都表示一条直线.我们

把关于x,y 的二元一次方程Ax+By+C=0(其中

A,B 不同时为0)叫做直线的一般式方程,简称一

般式.
(2)对于直线Ax+By+C=0,当B≠0时,其斜率为

-
A
B
,在y轴上的截距为-

C
B
;当B=0,A≠0时,直

线在x 轴上的截距为-
C
A
;当AB≠0时,直线在x

轴、y 轴上的截距分别为-
C
A
,-

C
B.

(3)直线的一般式方程的结构特征

①方程是关于x,y 的二元一次方程.
②方程中等号的左侧自左向右一般按x,y,常数的先

后顺序排列.
③x 的系数一般不为分数和负数.
④虽然直线的一般式方程中有三个参数,但只需两个

独立的条件即可求得直线的方程.
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)任何一条直线的一般式方程都能与其他四种形

式互化. ( × )
(2)对于二元一次方程Ax+By+C=0,当A=0,B
≠0时,方程表示斜率不存在的直线. ( × )
(3)当A,B 同时为零时,方程Ax+By+C=0也

可表示一条直线. ( × )

            2.过点(-3,0)和(0,4)的直线的一般式方程为

(  )

A.4x+3y+12=0
B.4x+3y-12=0
C.4x-3y+12=0
D.4x-3y-12=0

C 解析:由截距式得直线方程为
x
-3+

y
4=1

,整理

得4x-3y+12=0.
3.请思考并回答下列问题:
(1)任何直线的方程都能表示为一般式吗?
提示:能.因为平面内任意一条直线都可以用一个

关于x,y 的二元一次方程表示.
(2)在方程Ax+By+C=0(A,B 不同时为0)中,

A,B,C 为何值时,方程表示的直线分别满足下列

条件:

①平行于x 轴? ②平行于y 轴? ③与x 轴重合?

④与y 轴重合?

提示:当A=0,B≠0时,方程变为y=-
C
B
,当C

≠0时,表示的直线平行于x 轴,当C=0时,表示

的直线与x 轴重合;当A≠0,B=0时,方程变为x

=-
C
A
,当C≠0时,表示的直线平行于y 轴,当C

=0时,表示的直线与y 轴重合.
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直线的一般式方程

            例1 根据下列条件,分别写出直线的方程,并化为

一般式方程.
(1)斜率是 3,且经过点A(5,3);
(2)斜率为4,在y 轴上的截距为2;
(3)经过A(-1,5),B(2,-1)两点;
(4)在x 轴、y 轴上的截距分别是-3,-1.
解:(1)由点斜式 可 得,所 求 直 线 的 方 程 为y-3=

3(x-5),化为一般式为 3x-y+3-53=0.
(2)由斜截式可得,所求直线的方程为y=4x+2,化
为一般式为4x-y+2=0.
(3)由两点式可得,

所求直线的方程为
y-5
-1-5=

x-(-1)
2-(-1)

,

化为一般式为2x+y-3=0.

(4)由截距式可得,所求直线的方程为
x
-3+

y
-1=1

,

化为一般式为x+3y+3=0.
【探究总结】

根据已知条件求直线方程的策略

在求直线方程时,常用的方法是根据给定条件先用直

线方程的四种特殊形式之一求出方程,再化为一般式

方程,选用策略:
(1)已知直线的斜率和直线上的点的坐标时,选用点

斜式;
(2)已知直线的斜率和在y 轴上的截距时,选用斜

截式;
(3)已知直线上两点的坐标时,选用两点式;
(4)已知直线在x 轴、y 轴上的截距时,选用截距式.

1.(多选)已知直线ax+by+c=0在平面直角坐标系

中的位置如图,则 (  )

A.若c>0,则a>0,b>0
B.若c>0,则a<0,b<0
C.若c<0,则a>0,b<0
D.若c<0,则a>0,b>0
BD 解析:易知b≠0,由直线ax+by+c=0,可得

y=-
a
bx-

c
b.

根据题图可得-
a
b<0

,-
c
b>0

,

所以若c<0,则a>0,b>0;若c>0,则a<0,b
<0.
故选BD.

2.若直线l的倾斜角为
π
3
,且在x 轴上的截距为-1,

则直线l的一般式方程是    .

3x-y+ 3=0 解析:由直线l的倾斜角为
π
3
,

可得直线l的斜率为k=tan
π
3= 3.

又因为直线l 在x 轴上的截距为-1,所以直线l
的方程为y= 3(x+1),即 3x-y+ 3=0.

一般形式下的平行与垂直问题

例2 (1)已知直线l1:2x+(m+1)y+4=0与直线

l2:mx+3y-2=0平行,试求m 的值.
(2)当a为何值时,直线l1:(a+2)x+(1-a)y-1=0
与直线l2:(a-1)x+(2a+3)y+2=0互相垂直?
(1)解:(方法一)由l1:2x+(m+1)y+4=0,l2:mx
+3y-2=0知,
①当m=0时,显然l1 与l2 不平行;

②当m≠0时,要使l1∥l2,需
2
m=

m+1
3 ≠

4
-2
,解得

m=2或m=-3.
所以m 的值为2或-3.
(方法二)令2×3=m(m+1),解得m=-3或m=2.
当m=-3时,l1:x-y+2=0,l2:3x-3y+2=0.
显然l1 与l2 不重合,所以l1∥l2.
当m=2时,l1:2x+3y+4=0,l2:2x+3y-2=0,
显然l1 与l2 不重合,所以l1∥l2.
所以m 的值为2或-3.
(2)解:(方法一)由题意知,直线l1⊥l2.
①当1-a=0,即a=1时,直线l1:3x-1=0与直线

l2:5y+2=0显然垂直.

②当2a+3=0,即a=-
3
2

时,直线l1:x+5y-2=0

与直线l2:5x-4=0不垂直.
③当1-a≠0,且2a+3≠0时,直线l1,l2 的斜率

k1,k2 都存在,且k1=-
a+2
1-a

,k2=-
a-1
2a+3.

当l1⊥l2 时,k1·k2=-1,

即 (-a+21-a) · (-a-1
2a+3)=-1,解得a=-1.

综上可知,当a=1或a=-1时,直线l1⊥l2.
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(方法二)由题意知直线l1⊥l2,
所以(a+2)(a-1)+(1-a)(2a+3)=0,解得a=
±1.
将a=±1代入直线方程,均满足题意.
故当a=1或a=-1时,直线l1⊥l2.
【探究总结】

1.利用一般式解决直线平行与垂直问题的策略

已知直线l1:A1x+B1y+C1=0,直线l2:A2x+
B2y+C2=0.
(1)l1∥l2⇔A1B2-A2B1=0且B1C2-B2C1≠0
(或A1C2-A2C1≠0).
(2)l1⊥l2⇔A1A2+B1B2=0.

2.与已知直线平行(垂直)的直线的方程

(1)与直线Ax+By+C=0平行的直线的方程可

设为Ax+By+m=0(m≠C).
(2)与直线Ax+By+C=0垂直的直线的方程可

设为Bx-Ay+m=0.

1.数学家欧拉在1765年提出定理:三角形的外心、重
心、垂心依次位于同一直线上,且重心到外心的距

离是重心到垂心距离的一半.这条直线被后人称为

三角形的欧拉线.已知△ABC 的顶点A(2,0),
B(0,1),且AC=BC,则△ABC 的欧拉线的方程为

(  )

            A.2x+4y-3=0 B.x-2y-3=0
C.2x-y-3=0 D.4x-2y-3=0
D 解析:因为AC=BC,结合题意可知△ABC 的

欧拉线即为线段AB 的垂直平分线.

线段AB 的中点为M 1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,斜率kAB=-

1
2
,

则线段AB 的垂直平分线的斜率k=2.

所以△ABC 的欧拉线的方程为y-
1
2=2

(x-1),

即4x-2y-3=0.
故选D.

2.已知m,n为实数,直线l1 的方程为(m-1)x+2my
-8m=0,直线l2 的方程为(2n-1)x+4ny-4n=
0,讨论直线l1 与l2 的位置关系.

解:由题意,列方程组
(m-1)x+2my=8m,
(2n-1)x+4ny=4n.{

因为4n(m-1)-2m(2n-1)=4mn-4n-4mn+
2m=2(m-2n),
所以m≠2n 时,l1 与l2 相交;

当m=2n 时,
(2n-1)x+4ny=16n,
(2n-1)x+4ny=4n,{

①当m=2n=0时,l1 与l2 重合,

②当m=2n≠0时,l1∥l2.

直线方程的综合应用

例3 设直线l的方程为(a+1)x+y+2-a=0(a
∈R).
(1)若l在两坐标轴上的截距相等,求l的方程;
(2)若l不经过第二象限,求实数a 的取值范围.
解:(1)由题意可知,a≠-1.当直线l过原点时,其在

x 轴和y 轴上的截距均为0,所以2-a=0,解得a=
2,此时直线l的方程为3x+y=0;当直线l不过原

点时,a≠2,由
a-2
a+1=a-2

,得a=0,此时直线l的方

程为x+y+2=0.
综上,所求直线的方程为3x+y=0或x+y+2=0.
(2)将直线l的方程化为y=-(a+1)x+a-2,

要使l不经过第二象限,当且仅当
-(a+1)≥0,
a-2≤0,{ 解

得a≤-1.
故实数a 的取值范围为(-∞,-1].
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􀪋[一题多思]

思考 在本例中若直线l在x 轴上的截距为-3,求
实数a 的值.
解:由题易知a≠-1.由直线l的方程(a+1)x+y

+2-a=0,得直线l在x 轴上的截距为
a-2
a+1

,

即
a-2
a+1=-3

,解得a=-
1
4.

【探究总结】
含参直线方程的研究策略

(1)若方程Ax+By+C=0表示直线,则需满足A,
B 不同时为0.
(2)令x=0可得直线在y 轴上的截距,令y=0可得

直线在x 轴上的截距.若确定直线斜率存在,则可将

一般式化为斜截式.
(3)解分式方程要注意验根.

1.已知△ABC 的顶点是A(-1,-1),B(3,1),C(1,
6),直线l平行于AB,分别交AC,BC 于点E,F,

且△CEF 的面积是△ABC 的面积的
1
4.

(1)求点E,F 的坐标;
(2)求直线l的方程.
解:(1)设点E(x1,y1),F(x2,y2).
因为直线EF∥AB,且△CEF 的面积是△ABC 的

面积的
1
4
,所以E,F 分别为边AC,BC 的中点,

所以E (0,52 ),F (2,72 ) .

(2)由(1)知点E (0,52 ),F (2,72 ),
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可得直线l的方程为
y-

5
2

7
2-

5
2

=
x-0
2-0

,即x-2y+5

=0.
2.直线l与两坐标轴围成的三角形的面积为3,分别

求满足下列条件的直线l的方程.
(1)过定点A(-3,4);
(2)与直线6x+y-3=0垂直.
解:(1)由 条 件 可 知 直 线l 的 斜 率 一 定 存 在 且 不

为0.
因为直线l过点A(-3,4),
所以设直线l的方程为y=k(x+3)+4(k≠0).
令x=0,得y=3k+4;

令y=0,得x=-
4
k-3.

所以
1
2 -

4
k-3

·|3k+4|=3.

所以9k2+30k+16=0或9k2+18k+16=0,

解得k=-
2
3

或k=-
8
3.

所以直线l的方程为2x+3y-6=0或8x+3y+
12=0.
(2)因为直线l与直线6x+y-3=0垂直,
所以设直线l的方程为x-6y+m=0.

令x=0,得y=
m
6
;

令y=0,得x=-m.

所以
1
2|-m|· m

6 =3,

解得m=±6.
所以直线l的方程为x-6y+6=0或x-6y-6
=0.
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1.(多选)若直线(2m2+m-3)x+(m2-m)y=4m
-1在x 轴上的截距为1,则实数m 的值可能为

(  )
            A.1 B.2

C.-
1
2 D.-1

BC 解析:由题意可知,当2m2+m-3≠0,即m≠

-
3
2

且 m ≠1 时,直 线 在 x 轴 上 的 截 距 为

4m-1
2m2+m-3=1

,即2m2-3m-2=0,所以m=2或

m=-
1
2.

2.在平面直角坐标系中,直线x+2y=1与直线
1
2x

+y-1=0的位置关系为 (  )
A.相交但不垂直 B.垂直

C.平行 D.重合

C 解析:直线x+2y=1,即x+2y-1=0;

直线
1
2x+y-1=0

,即x+2y-2=0.

由于
1
1=

2
2≠

-1
-2
,所以两直线平行.

3.已知直线x+my+6=0和(m-2)x+3y+2m=0
互相平行,则实数m 的值为 (  )

A.-1或3 B.-1
C.-3 D.1或-3
B 解析:当m=0或 m=2时,显然两条直线不平

行.由题意知
1

m-2=
m
3≠

6
2m
,解得 m=-1(m=3

舍去).经检验,当 m=-1时 两条直线平行,符合

题意.
4.坐标原点在直线l上的射影为点(2,1),则直线l的

方程是 (  )
A.x+2y-5=0
B.2x+y-5=0
C.2x+3y-7=0
D.3x+2y-8=0
B 解析:因为坐标原点在直线l上的射影为点(2,

1),所以直线l的斜率k=-
2
1=-2.

又点(2,1)在直线l上,
所以所求直线的方程为y-1=-2(x-2),
即2x+y-5=0.

5.已知直线Ax+By+C=0(A,B 不同时为0),下列

说法正确的是 (  )
A.无论A,B 取何值,直线斜率都存在

B.当A=0,且B≠0时,直线只与x 轴相交

C.当A≠0,或B≠0时,直线与两条坐标轴都相交

D.当A≠0,且B=0,C=0时,直线与y轴重合
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D 解析:对于A选项,当A≠0,且B=0时,直线

斜率不存在,故错误.
对于B选项,当A=0,且B≠0,C≠0时,直线只与

y 轴相交;当A=0,且B≠0,C=0时,直线与x 轴

重合,故错误.
对于C选项,当A≠0,且B≠0时,直线与两条坐标

轴都相交,故错误.
对于D选项,当A≠0,且B=0,C=0时,直线方程

为x=0,即y 轴所在直线,故正确.
6.已知直线a1x+b1y+1=0和a2x+b2y+1=0都

过点A(2,1),则过P1(a1,b1),P2(a2,b2)两点的直

线的一般式方程为       .

2x+y+1=0 解析:由题意得
2a1+b1+1=0,
2a2+b2+1=0,{

所以(a1,b1),(a2,b2)都在直线2x+y+1=0上.
又两点确定一条直线,所以所求直线的方程为2x+
y+1=0.
                
7.已知直线l的倾斜角为α,sinα=

3
5
,且直线l经过

点P(3,5),则直线l的一般式方程为      
  .
3x-4y+11=0或3x+4y-29=0 解析:因为

sinα=
3
5
,所以cosα=± 1-sin2α=±

4
5
,所以

直线l的斜率k=tanα=±
3
4.又因为直线l经过

点P(3,5),所以直线l的方程为y-5=
3
4
(x-3)

或y-5=-
3
4
(x-3),所以直线l的一般式方程

为3x-4y+11=0或3x+4y-29=0.
8.在△ABC 中,已知点 A 的坐标为(1,3),边 AB,
AC 上的中线所在直线方程分别为x-2y+1=0
和y-1=0,求△ABC 各边所在直线的方程.
解:点B 应满足两个条件:①点B 在直线y-1=0
上;②BA 的中点D 在直线x-2y+1=0上.

设B(xB,1),则AB 的中点D xB+1
2

,2
æ

è
ç

ö

ø
÷.

因为点D 在中线CD:x-2y+1=0上,

所以
xB+1
2 -2×2+1=0,

解得xB=5,故B(5,1).
因为点C 在直线x-2y+1=0上,故可设C(2yC

-1,yC),因为AC 边的中线为y-1=0,所以yC=
-1,则C(-3,-1).

根据两点式,得直线AB 的方程为
y-3
1-3=

x-1
5-1

,即

x+2y-7=0,直线BC 的方程为
y+1
1+1=

x+3
5+3

,即

x-4y-1=0,直线AC 的方程为
y+1
3+1=

x+3
1+3

,即

x-y+2=0.

            1.直线2x-23y-1=0的倾斜角α= (  )

A.
π
6 B.

π
3 C.

2π
3 D.

5π
6

A 解析:由2x-2 3y-1=0,可 得 y=
3
3x

-
3
6
,

所以直线的斜率k=tanα=
3
3.

又0≤α<π,所以α=
π
6.

2.(多选)三条直线:x+y=0,x-y=0,x+ay=3可

以围成三角形,则a的值不能为 (  )
A.1 B.2 C.-1 D.-2
AC 解析:直线x+y=0与x-y=0都经过原

点,而无论a 为何值,直线x+ay=3都不经过原

点,因此,要满足三条直线围成三角形,只需直线x
+ay=3与另外两条直线不平行,所以a≠±1.

3.(多选)如果A·C<0且B·C<0,那么直线Ax+
By+C=0经过 (  )
A.第一象限 B.第二象限

C.第三象限 D.第四象限

ABD 解析:直线Ax+By+C=0,即y=-
A
Bx-

C
B
,其斜率为-

A
B
,纵截距为-

C
B.

因为A·C<0,B·C<0,所以A·B·C2>0,所
以A·B>0.

所以-
A
B<0

,-
C
B>0

,所以斜率小于0,纵截距大

于0.
所以直线Ax+By+C=0经过第一、二、四象限.故
选ABD.

4.(多选)已知直线l1:mx+y+m-1=0,l2:4x+
my+3m-4=0,下列命题中是真命题的是 (  )
A.若l1⊥l2,则m=0
B.当m=0时,n=(1,0)是直线l1 的一个方向向量

C.若l1∥l2,则m=2或m=-2
D.若直线l2 在两坐标轴上的截距相等,则实数 m
=4

AB 解析:对于A,若l1⊥l2,则m×4+1×m=0,
所以m=0,A正确;
对于B,当m=0时,直线l1:y-1=0,
故n=(1,0)是直线l1 的一个方向向量,B正确;
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对于C,当m=0时,l1:y-1=0,l2:x-1=0,l1 与

l2 不平行,
故m≠0,则 由l1∥l2,可 得kl1=kl2

,即-m=

-
4
m
,

得m=2或m=-2,
当m=2时,l1:2x+y+1=0,l2:4x+2y+2=0,
两直线重合,
当m=-2时,l1:2x-y+3=0,l2:2x-y-5=0,
即l1∥l2,符合题意,
故l1∥l2,则m=-2,C错误;
对于D,由直线l2 在两坐标轴上的截距相等,可知

m≠0,

对于4x+my+3m-4=0,令x=0,则y=
4-3m

m
,

令y=0,则x=
4-3m
4

,则4-3m
4 =

4-3m
m

,

解得m=4或m=
4
3
,D错误.

5.若直线2x-y+1-4m=0过第一、三、四象限,则
实数m 的取值范围为    .
1
4
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:因为直线方程为2x-y+1-

4m=0,即y=2x+1-4m,
又因为直线过第一、三、四象限,所以直线在y 轴上

的截距小于0,

即1-4m<0,解得m>
1
4.

所以实数m 的取值范围为 1
4
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷.

6.已知直线Ax+By+C=0的斜率为5,且A-2B
+3C=0,则直线的方程是       .
15x-3y-7=0 解析:因为直线Ax+By+C=0

的斜率为5,所以B≠0,且-
A
B=5

,即A=-5B.又

A-2B+3C=0,所以-5B-2B+3C=0,即C=
7
3B.此时直线的方程化为-5Bx+By+

7
3B=0

,

即-5x+y+
7
3=0.

故所求直线的方程为15x-3y-7=0.
7.点A(4,5)关于直线l的对称点为B(-2,7),则l

的方程为        .
3x-y +3=0 解 析:线 段 AB 的 中 点 为

4-2
2
,5+7
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,即(1,6),直 线 AB 的 斜 率kAB =

7-5
-2-4=-

1
3
,所以直线l的斜率kl=-

1
kAB

=3.由

点斜式可得直线l的方程为y-6=3(x-1),即3x
-y+3=0.

8.如图所示,在平行四边形ABCD 中,边AB 所在直

线的方程为2x-y-2=0,点C(2,0).
(1)求直线CD 的方程;

(2)求边AB 上的高CE 所在直线的方程.

解:(1)因为四边形ABCD 为平行四边形,

所以AB∥CD.
设直线CD 的方程为2x-y+m=0(m≠-2),

将C(2,0)代入上式,得m=-4.
所以直线CD 的方程为2x-y-4=0.
(2)由AB⊥CE,可设直线CE 的方程为x+2y+n

=0,

将C(2,0)代入上式,得n=-2.
所以直线CE 的方程为x+2y-2=0.

9.已知直线l:y=4x 和定点P(6,4),点Q 为第一象

限内的点,且在直线l上,直线PQ 交x 轴正半轴

于点M,求△OMQ(O 为原点)的面积最小时点Q
的坐标.
解:如图,因为点 Q 在第一 象 限 且 在 直 线y=4x
上,故可设点Q 的坐标为(t,4t)(t>0),

所以PQ 所在直线的方程为y-4=
4t-4
t-6

·(x-

6).

令y=0,得点 M 的坐标为 5t
t-1

,0
æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以△OMQ 的面积为S=
1
2

· 5t
t-1

·4t,

得10t2-St+S=0,

所以Δ=S2-4×10S≥0,

所以S≥40,即Smin=40,此时t=2,4t=8.
所以当△OMQ 的面积最小时,点 Q 的坐标为(2,

8).
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2.3 直线的交点坐标与距离公式

2.3.1 两条直线的交点坐标

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.掌握两直线的交点坐标的求法.
2.理解两直线交点坐标和二元一次方程组的解之间的联系.
3.掌握过两直线交点的直线方程的求法.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点 两条直线的交点坐标

已知直线l1:A1x+B1y+C1=0与l2:A2x+B2y+
C2=0相交,交点为P,则点P 既在直线l1 上,也在

直线l2 上,所以点P 的坐标既满足直线l1 的方程

A1x+B1y+C1=0,也满足直线l2 的方程 A2x+
B2y + C2 = 0,即 点 P 的 坐 标 是 方 程 组

A1x+B1y+C1=0,

A2x+B2y+C2=0{ 的解.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若两条直线相交,则交点坐标一定是两条直线

方程所组成的二元一次方程组的解. ( √ )
(2)无论 m 为何值,直线 x-y+1=0与 x-
2my+3=0必相交. ( × )
(3)若两条直线的方程组成的方程组有解,则两直

线相交. ( × )
(4)直线x+3y-4=0与直线3x+2y-6=0相交.

( √ )

2.直线l1:2x-y-1=0与l2:x+3y-11=0的交点

坐标为 (  )

A.(3,2) B.(2,3)

C.(-2,-3) D.(-3,-2)

B 解析:解方程组
2x-y-1=0,

x+3y-11=0,{ 得
x=2,

y=3.{
3.请思考并回答下列问题:
(1)直线l1:A1x+B1y+C1=0(A2

1+B2
1≠0)和

l2:A2x+B2y+C2=0(A2
2+B2

2≠0)相交的充要条

件是什么?
提示:两条直线相交的充要条件是 A1B2-A2B1

≠0.
(2)直线A1x+B1y+C1+λ(A2x+B2y+C2)=0
(λ∈R)与直线l1:A1x+B1y+C1=0,l2:A2x+
B2y+C2=0有什么关系?
提示:直线A1x+B1y+C1+λ(A2x+B2y+C2)

=0(λ∈R)是过直线l1:A1x+B1y+C1=0与l2:

A2x+B2y+C2=0交点的直线(不含l2).
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两条直线的交点问题

1.直线3x+2y+6=0与2x+5y-7=0的交点坐标为

(  )
A.(-4,-3) B.(4,3)
C.(-4,3) D.(3,4)

C 解析:解方程组
3x+2y+6=0,
2x+5y-7=0,{ 得

x=-4,

y=3.{
2.若直线5x+4y=8+m 与3x+2y=6的交点在第

一象限,则实数m 的取值范围是    .

(2,4) 解析:解方程组
5x+4y=8+m,
3x+2y=6,{ 得

x=4-m,

y=
3m-6
2 .

ì

î

í
ïï

ïï

由题意得
4-m>0,
3m-6
2 >0,

ì

î

í
ïï

ïï
解得2<m<4.

所以实数m 的取值范围是(2,4).

3.若直线l过直线x+y-2=0和直线x-y+4=0
的交点,且与直线3x-2y+4=0平行,则直线l的

方程为       .
3x-2y+9=0  解 析:(方 法 一)解 方 程 组

x+y-2=0,
x-y+4=0,{ 得

x=-1,

y=3,{ 即直线l过点(-1,3).

因为直线l与直线3x-2y+4=0平行,所以直线l

的斜率为
3
2
,

所以直线l的方程为y-3=
3
2
(x+1),即3x-2y

+9=0.
(方法二)因为直线x+y-2=0与3x-2y+4=0
不平行,
所以可设直线l的方程为x-y+4+λ(x+y-2)
=0,
整理得(1+λ)x+(λ-1)y+4-2λ=0.
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因为直线l与直线3x-2y+4=0平行,

所以
1+λ
3 =

λ-1
-2≠

4-2λ
4
,解得λ=

1
5.

所以直线l的方程为
6
5x-

4
5y+

18
5=0

,即3x-

2y+9=0.
【探究总结】
过两条相交直线l1:A1x+B1y+C1=0,l2:A2x+
B2y+C2=0交点的直线方程可设为A1x+B1y+
C1+λ(A2x+B2y+C2)=0(不含直线l2).

判断两条直线的位置关系并求交

点坐标

例1 判断下列各对直线的位置关系.如果相交,求出

交点坐标.
(1)l1:2x+y+3=0,l2:x-2y-1=0;
(2)l1:x+y+2=0,l2:2x+2y+3=0;
(3)l1:x-y+1=0,l2:2x-2y+2=0.

解:(1)解方程组
2x+y+3=0,
x-2y-1=0,{ 得

x=-1,

y=-1.{
所以l1 与l2 相交,交点坐标为(-1,-1).

(2)解方程组
x+y+2=0,①
2x+2y+3=0,②{

①×2-②得1=0,矛盾,
这个方程组无解.所以l1 与l2 无公共点,l1∥l2.

(3)解方程组
x-y+1=0,①
2x-2y+2=0,②{

①×2得2x-2y+2=0.
①和②可以化成同一个方程,即①和②表示同一条直

线,l1 与l2 重合.
【探究总结】
两条直线位置关系与两条直线方程的系数的关系:l1

与l2 平行⇔
k1=k2,

b1≠b2{ (斜率k 存在)⇔
A1

A2
=
B1

B2
≠
C1

C2

(A2B2C2≠0)⇔
A1B2=A2B1,

B1C2≠B2C1
{ 或

A1B2=A2B1,

A1C2≠A2C1;{ l1

与l2 重合⇔
k1=k2,

b1=b2{ (斜率k 存在)⇔
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2

(A2B2C2≠0)⇔
A1B2=A2B1,

B1C2=B2C1,

A1C2=A2C1;

ì

î

í

ïï

ïï
l1 与l2 相交⇔k1≠

k2(斜 率k 存 在)⇔
A1

A2
≠

B1

B2
(A2B2≠0)⇔A1B2

≠A2B1.
特别地,l1⊥l2⇔k1k2=-1(斜率k 存在)⇔A1A2+
B1B2=0.

1.已知直线5x+4y=2a+1与直线2x+3y=a 的交

点位于第四象限,则a 的取值范围是    .

-
3
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:由 5x+4y=2a+1,

2x+3y=a,{

解得
x=
2a+3
7
,

y=
a-2
7 .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

由题意得

2a+3
7 >0,

a-2
7 <0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得-
3
2<a<2.

所以a 的取值范围是 -
3
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

2.若三条直线2x+3y+8=0,x-y-1=0,x+by=
0相交于一点,求b的值.

解:解方程组
2x+3y+8=0,
x-y-1=0,{ 得

x=-1,
y=-2,{ 所 以 两

直线的交点坐标为(-1,-2),

代入直线方程x+by=0得b=-
1
2.

直线过定点问题

例2 求证:不论m 为何值,直线(3m+1)x-(2m-1)·
y+3m-1=0都过一个定点,并求这个定点的坐标.
证明:(方法一)令m=0,得x+y-1=0,①
令m=1,得4x-y+2=0.②

联立①②得
x+y-1=0,
4x-y+2=0,{ 解得

x=-
1
5
,

y=
6
5.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

把x=-
1
5
,y=

6
5

代入(3m+1)x-(2m-1)y+3m

-1=0,

得(3m+1)× (-15 )-65×(2m-1)+3m-1=0.
所以直线(3m+1)x-(2m-1)y+3m-1=0过定

点 (-15,
6
5 ) .

(方法二)方程可化为(x+y-1)+m(3x-2y+3)
=0.

由m 的任意性可知
x+y-1=0,
3x-2y+3=0,{

解得
x=-

1
5
,

y=
6
5.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以不论m 取何值,直线都过定点 (-15,
6
5 ) .
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􀪋[一题多思]

思考1.求证:不论m 为何值,直线(3m+1)x-(2m-
1)y+3m-1=0总经过第二象限.
证明:由例2的解析,可知直线(3m+1)x-(2m-
1)y +3m -1=0 恒 过 第 二 象 限 内 的 定 点

-
1
5
,6
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以无论 m 为何值,直线总经过第二

象限.
思考2.已知点 A(1,0),B(0,-1),若直线(3m+
1)x-(2m-1)y+3m-1=0和线段 AB 有交点,
求实数m 的取值范围.
解:由例2的解析,可知直线(3m+1)x-(2m-1)y

+3m-1=0过定点P -
1
5
,6
5

æ

è
ç

ö

ø
÷.

由题可知,直线(3m+1)x-(2m-1)y+3m-1=0
的斜率存在,又kAP=-1,kBP=-11,所以-11≤
3m+1
2m-1≤-1

,解得0≤m≤
2
5.故实数m 的取值范围

是 0,
2
5

é

ë
êê

ù

û
úú.

【探究总结】
求直线所过定点的方法

(1)特殊值法:给方程中的参数取两个特殊值,可得两

条直线的方程,两条直线的交点即为所求的定点.
(2)分离参数法:将含参数m 的直线方程化为A1x+
B1y+C1+m(A2x+B2y+C2)=0的形式,直线

A1x+B1y+C1=0与A2x+B2y+C2=0的交点即

为所求的定点.

1.已知直线l:(a+2)x+(1-a)y-3=0(a∈R),则
直线l过定点 (  )
            A.(0,0) B.(0,1)
C.(-2,1) D.(1,1)
D 解析:直线l:(a+2)x+(1-a)y-3=0,即
a(x-y)+2x+y-3=0.

联立
x-y=0,
2x+y-3=0,{ 得

x=1,
y=1.{ 所以当a 变化时,所

有直线都通过点(1,1).
2.若不论m 取何实数,直线l:mx+y-1+2m=0恒

过一个定点,则该定点的坐标是    .
(-2,1) 解析:直线l:mx+y-1+2m=0可化

为m(x+2)+(y-1)=0,

由题意,可得
x+2=0,
y-1=0,{ 所以

x=-2,
y=1.{

所以直线l:mx+y-1+2m=0恒过定点(-2,1).
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               1.直线l1:2x-3y+5=0与l2:x+y-10=0的交点

坐标是 (  )
A.(5,5) B.(2,3)
C.(3,7) D.(8,5)

A 解析:联立方程
2x-3y+5=0,
x+y-10=0,{ 解得

x=5,
y=5,{ 故

l1 与l2 的交点坐标为(5,5).
2.经过直线l1:2x-y+1=0和l2:x-y-2=0的交

点,且垂直于直线l1 的直线的方程为 (  )
A.2x-y+13=0 B.x+2y+13=0
C.2x-y-13=0 D.x+2y-13=0

B 解析:联立
2x-y+1=0,
x-y-2=0,{ 解得

x=-3,
y=-5,{

所以直线l1:2x-y+1=0和l2:x-y-2=0的交

点为(-3,-5).

又直线l1 的斜率为2,故所求直线的斜率为-
1
2
,

所以所求直线的方程为y+5=-
1
2
(x+3),即x

+2y+13=0.
3.已知点M(0,-1),点N 在直线x-y+1=0上.若

直线MN 垂直于直线x+2y-3=0,则点 N 的坐

标为 (  )

A.(-2,-3) B.(2,1)

C.(2,3) D.(-2,-1)

C 解析:由题意可设直线 MN 的方程为2x-y+
C=0,将 M(0,-1)代入,
则1+C=0,解得C=-1,则直线 MN 的方程为

2x-y-1=0.

联立
2x-y-1=0,
x-y+1=0,{ 解得

x=2,

y=3,{ 则点 N 的坐标为

(2,3).
4.经过直线2x+y-4=0与直线3x-y-1=0的交

点,且在y 轴上截距为6的直线l的方程是   
      .
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4x+y-6=0 解析:联立
2x+y-4=0,
3x-y-1=0,{

解得
x=1,
y=2,{ 即直线l过点(1,2).

又由直线l 在y 轴上截距为6,即直线l 过点(0,

6),所以斜率k=
2-6
1-0=-4

,

所以所求直线的方程为y=-4x+6,化为一般式

方程为4x+y-6=0.
5.已知直线ax+2y-1=0与直线2x-5y+c=0垂

直相交于点(1,m),则a=    ,c=    ,
m=    .

5 -12 -2 解析:由题意得

2a-10=0,
a+2m-1=0,
2-5m+c=0,

ì

î

í

ïï

ïï

解

得

a=5,
c=-12,
m=-2.

ì

î

í

ïï

ïï

6.直线(m-1)x+(2m-1)y=m-3(m∈R)恒过定

点    .
(5,-2) 解析:直线方程(m-1)x+(2m-1)y=
m-3(m∈R)可化为 m(x+2y-1)-x-y+3
=0,

令
x+2y-1=0,
-x-y+3=0,{ 解得

x=5,
y=-2.{

所以直线(m-1)x+(2m-1)y=m-3(m∈R)恒
过定点(5,-2).

               1.若三条直线2x+y-4=0,x-y+1=0与ax-y+2
=0共有两个交点,则实数a的值为 (  )
A.1 B.-2
C.1或-2 D.-1
C 解析:由题意可得,三条直线中有两条直线互相

平行.
因为直线x-y+1=0和直线2x+y-4=0不

平行,
所以直线x-y+1=0和直线ax-y+2=0平行,
或直线2x+y-4=0和直线ax-y+2=0平行.
因为直线x-y+1=0的斜率为1,直线2x+y-4
=0的斜率为-2,直线ax-y+2=0的斜率为a,
所以a=1或a=-2.经检验,当a=1或a=-2
时,均满足三条直线共有两个交点.

2.(多选)当0<k<
1
2

时,直线l1:kx-y-k+1=0

与直线l2:ky-x-2k=0的交点可能是 (  )
            A.(2,3) B.(1,2)

C.-
1
2
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.-

1
3
,2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

CD 解析:由kx-y-k+1=0,
ky-x-2k=0,{ 得

x=
k

k-1
,

y=
2k-1
k-1

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

把各个选项代入验证即可.
3.已知直线l1:mx-y+m-1=0与射线l2:x-y-
2=0(x≥0)恒有公共点,则m 的取值范围是

(  )

A.(-∞,-1]∪(1,+∞)
B.(-∞,-1]∪[1,+∞)
C.[-1,1)
D.[-1,1]

C 解析:联立
mx-y+m-1=0,
x-y-2=0,{ 得x=

-m-1
m-1 .

因为直线l1:mx-y+m-1=0与射线l2:x-y-
2=0(x≥0)恒有公共点,

所以x=
-m-1
m-1 ≥0

,解得-1≤m<1.

所以m 的取值范围是[-1,1).
4.若直线5x+4y-2m-1=0与直线2x+3y-m=
0的交点在第三象限,则实数m 的取值范围是  
  .

-∞,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解 析:由

5x+4y-2m-1=0,
2x+3y-m=0,{ 得

x=
2m+3
7

,

y=
m-2
7
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所 以 两 条 直 线 的 交 点 坐 标

为2m+3
7
,m-2
7

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又此交点在第三象限,

所以

2m+3
7 <0,

m-2
7 <0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得m<-
3
2.

所以实数m 的取值范围是 -∞,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

5.已知△ABC 的三条边AB,BC,AC 所在直线的方

程分别为3x+4y+12=0,4x-3y+16=0,2x+
y-2=0,则边 AC 上的高BD 所在直线的方程

为 .

x-2y+4=0 解析:由 3x+4y+12=0,
4x-3y+16=0,{ 解得点

B 的坐标为(-4,0).

因为BD⊥AC,kAC=-2,所以kBD=-
1

kAC
=
1
2.

所以AC 边上的高BD 所在直线的方程为y=
1
2
(x

+4),即x-2y+4=0.
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2.3.2 两点间的距离公式

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.通过两点间距离公式的推导,体会数形结合思想.
2.掌握并会用两点间的距离公式.
3.能用坐标法解决简单的几何问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点 两点间的距离

(1)平面内的两点P1(x1,y1),P2(x2,y2)间的距离

公式:|P1P2|= (x2-x1)2+(y2-y1)2.
(2)两点间距离的特殊情况

①原点O(0,0)与任一点 P(x,y)间的距离|OP|

= x2+y2.
②当P1P2∥x 轴时,P1(x1,y1),P2(x2,y2)两点间

的距离|P1P2|=|x2-x1|.
③当P1P2∥y 轴时,P1(x1,y1),P2(x2,y2)两点间

的距离|P1P2|=|y2-y1|.
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)点P1(0,a)与P2(b,0)之间的距离为a-b.

( × )
(2)当A(x1,y1),B(x2,y2)两点的连线与坐标轴

平行或垂直时,两点间的距离公式不适用.
( × )

(3)平面内两点间的距离等于这两点的横坐标之差

与纵坐标之差的平方和的算术平方根. ( √ )

2.(多选)对于 x2+2x+5,下列说法正确的是

(  )
A.可看作点(x,0)与点(1,2)间的距离

B.可看作点(x,0)与点(-1,-2)间的距离

C.可看作点(x,0)与点(-1,2)间的距离

D.可看作点(x,-1)与点(-1,1)间的距离

BCD 解析:x2+2x+5= (x+1)2+4

= (x+1)2+(0±2)2= (x+1)2+(-1-1)2,
可看作点(x,0)与点(-1,-2)间的距离,可看作点

(x,0)与点(-1,2)间的距离,可看作点(x,-1)与
点(-1,1)间的距离,故选项A不正确.

3.请思考并回答下列问题:
(1)平面内两点间的距离公式与两点坐标顺序是否

有关?
提示:无关.公式中,x2 与x1,y2 与y1 的位置可以

互换,不影响计算结果.
(2)式子 x2+y2的几何意义是什么?

提示:式子 x2+y2= (x-0)2+(y-0)2,表示

平面内的点(x,y)到原点的距离.
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􀪋

两点间的距离公式

            1.已知△ABC 的顶点为A(7,8),B(10,4),C(2,
-4),则边BC 上的中线AM 的长为 (  )
A.8 B.13

C.2 15 D.65
D 解析:由B(10,4),C(2,-4),可得 M(6,0),又

A(7,8),所以|AM|= (6-7)2+(0-8)2= 65.
2.已知线段AB 的两个端点分别在x 轴和y 轴上,且

线段AB 的中点为C(1,1),则|AB|等于 (  )

A.2 B.2 C.4 D.22

D 解析:设 A(a,0),B(0,b),则
1=

a+0
2
,

1=
0+b
2
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即

a=2,
b=2,{ 所以 A (2,0),B (0,2),所 以|AB|=

22+(-2)2=22.

利用坐标法进行平面几何计算

例1 已知△ABC 的三个顶点分别是A(-3,1),
B(3,-3),C(1,7).
(1)判断△ABC 的形状;
(2)求△ABC 的面积.
解:(1)(方法一)因为|AB|= (3+3)2+(-3-1)2

=213,

|AC|= (1+3)2+(7-1)2=213,

|BC|= (1-3)2+(7+3)2=226,
所以|AB|2+|AC|2=|BC|2,所以AC⊥AB.
又|AB|=|AC|,
所以△ABC 是等腰直角三角形.

(方法二)因为kAC=
7-1

1-(-3)=
3
2
,kAB=

-3-1
3-(-3)

=-
2
3
,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—901—



所以kAC·kAB=-1,所以AC⊥AB.
又|AC|= (1+3)2+(7-1)2=213,

|AB|= (3+3)2+(-3-1)2=213,
所以|AC|=|AB|.
所以△ABC 是等腰直角三角形.

(2)由(1)可知△ABC 的面积为
1
2|AC|

·|AB|=
1
2

×213×213=26.
【探究总结】

用坐标法解决平面几何问题的常见步骤

(1)建立平面直角坐标系,用坐标表示有关的量;
(2)进行有关代数运算;
(3)把代数运算的结果“翻译”成几何结论.

已知点A(-3,4),B(2,3),在x 轴上找一点P,使
|PA|=|PB|,并求|PA|的值.
解:设点P(x,0),则有

|PA|= (x+3)2+(0-4)2= x2+6x+25,

|PB|= (x-2)2+(0- 3)2= x2-4x+7.
由|PA|=|PB|,得x2+6x+25=x2-4x+7,解得

x=-
9
5
,

即点P 的坐标为 (-95,0),

所以|PA|= (-95+3)
2

+(0-4)2=
2109
5 .

利用坐标法进行平面几何证明

例2 如 图,在△ABC 中,|AB|=
|AC|,D 是边BC 上异于B,C 的任

意一 点,求 证:|AB|2 =|AD|2 +
|BD|·|DC|.
证明:如图,取BC 的中点O,连接AO,则AO⊥BC,
以O 为坐标原点,边BC 所在的直线为x 轴,AO 所

在直线为y 轴建立平面直角坐标系.
设A(0,a),B(-b,0),C(b,0),D(m,0)(-b<m<
b).

则|AB|2=(-b-0)2+(0-a)2=a2+b2,
|AD|2=(m-0)2+(0-a)2=m2+a2,
|BD|·|DC|=|m+b|·|b-m|=(b+m)(b-m)
=b2-m2,
所以|AD|2+|BD|·|DC|=a2+b2,
所以|AB|2=|AD|2+|BD|·|DC|.
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思考 求证:三角形的中位线长度等于第三边长度

的一半.
证明:如图,在△ABC 中,D,E 分别为边AC 和BC

的中点,即证|DE|=
1
2|AB|.以A 为坐标原点,边

AB 所在直线为x 轴,过点A 垂直于AB 的直线为

y 轴建立平面直角坐标系.

设A(0,0),B(c,0),C(m,n),则|AB|=|c|.

又由中点坐标公式,得D m
2
,n
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,E c+m

2
,n
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以|DE|= c+m
2 -

m
2 = c

2
,

所以|DE|=
1
2|AB|,

即三角形的中位线长度等于第三边长度的一半.
【探究总结】
利用坐标法解决平面几何问题时,建立平面直角坐标

系的原则主要有两点:
(1)让尽可能多的点落在坐标轴上,这样便于运算.
(2)如果条件中有互相垂直的两条直线,可考虑将它

们作为坐标轴;如果图形为中心对称图形,可考虑将

其对称中心作为原点;如果图形为轴对称图形,可考虑

将其对称轴作为坐标轴.

已知等腰梯形 ABCD,建立适当的坐标系,证明:
|AC|=|BD|.
证明:如图,以等腰梯形ABCD 的下底AB 的中点O
为坐标原点,AB 所在直线为x 轴,过点 O 垂直于

AB 的直线为y 轴建立平面直角坐标系.

设|AB|=2a,|CD|=2b,高为h,则 A(-a,0),
B(a,0),C(b,h),D(-b,h).由两点间的距离公式,

得|AC|= (-a-b)2+(0-h)2= (a+b)2+h2,

|BD|= [a-(-b)]2+(0-h)2= (a+b)2+h2,
所以|AC|=|BD|.
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               1.若过点A(3,a)和点B(4,b)的直线与直线y=2x+3
平行,则|AB|的值为 (  )

A.3 B.3 C.5 D.5

D 解析:由题意得
b-a
4-3=2

,即b-a=2,

所以|AB|= (4-3)2+(b-a)2= 5.
2.以A(5,5),B(1,4),C(4,1)为顶点的三角形是

(  )
A.直角三角形 B.等腰三角形

C.等边三角形 D.等腰直角三角形

B 解析:因为|AB|= 42+12= 17,

|BC|= 32+32= 18,|AC|= 12+42= 17,
所以△ABC 为等腰三角形.

3.到点A(1,3),B(-5,1)的距离相等的动点P(x,
y)的坐标满足的方程是 (  )
A.3x-y-8=0 B.3x+y+4=0
C.3x-y+6=0 D.3x+y+2=0
B 解析:因为P(x,y)到A,B 距离相等,

则 (x-1)2+(y-3)2= (x+5)2+(y-1)2,
即3x+y+4=0.

4.直线y=kx+b经过点(1,8),且被两坐标轴截得的

线段长为55,则k的所有可能取值之和为 (  )
A.14 B.16 C.18 D.20
C 解析:由题意,因为直线y=kx+b 经过点(1,
8),所以k+b=8,则b=8-k,所以直线方程为y
=kx+8-k.
令x=0,则y=8-k,

令y=0,则x=1-
8
k.

由题意得(8-k)2+ 1-
8
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=(55)2,

化简得k4-16k3-60k2-16k+64=0,
即(k+2)(k3-18k2-24k+32)=0,
即(k+2)2(k2-20k+16)=0,

解得k=-2或k=10+2 21或k=10-2 21.
故k 的所有可能取值之和为18.

5.已知点A(1,0),B(0,1),C(-2,-3),则△ABC
的面积为 (  )

A.3 B.2 C.1 D.
1
2

A 解析:由题意得 AB = 1+1= 2,AC =

9+9=32,CB = 4+16=25,

所以 AB 2+ AC 2= CB 2,即AB⊥AC,所以

△ABC 的面积为S=
1
2 AB · AC =

1
2× 2×

32=3.
6.已知A(a,-5)与B(0,10)两点间的距离是17,则
a 的值为    .
±8 解析:因为A(a,-5)与B(0,10)两点间的距

离是17,所以 (a-0)2+(-5-10)2=17,解得a
=±8.

7.直线l1:x-my-2=0与直线l2:mx+y+2=0交

于点Q,m 是实数,O 为坐标原点,则 OQ 的最大

值是   .

2 2  解 析: 联 立
x-my-2=0,
mx+y+2=0,{ 得

Q 2-2m
1+m2,

-2-2m
1+m2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所 以 OQ = 2-2m
1+m2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ -2-2m
1+m2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=

8(1+m2)
(1+m2)2=

22
1+m2

.

若 OQ 最大,则 1+m2最小,即1+m2 最小,
而1+m2≥1,当且仅当m=0时取等号,

此时 OQ max=22.
所以 OQ 的最大值是22.

8.已知点A(4,12),P 为x 轴上的一点,且点P 与点

A 的距离等于13,则点P 的坐标为    .
(9,0)或(-1,0) 解析:因为点 P 在x 轴上,设
P(x,0),因为点P 与点A 的距离等于13,

所以 (x-4)2+(0-12)2=13,解得x=9或x=
-1.
所以点P 的坐标为(9,0)或(-1,0).

               1.光线从点A(-3,5)射到x 轴上,经x 轴反射以后

经过点B(2,10),则光线从A 到B 经过的路程为

(  )

A.52 B.25

C.5 10 D.105
C 解 析:因 为 点 A 关 于 x 轴 的 对 称 点 为

A'(-3,-5),

所以|A'B|= (-3-2)2+(-5-10)2=510.
由光的反射理论可知,此即为光线从 A 到B 经过

的路程.
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2.在等腰直角三角形ABC 中,∠C=90°,若点A,C
的坐标分别为(0,4),(3,3),则点B 的坐标是

(  )

A.(2,0)或(4,6) B.(2,0)或(6,4)

C.(4,6) D.(0,2)

A 解析:设B(x,y),直线AC,BC 的斜率分别为

kAC,kBC,由 题 意 可 得
kAC·kBC=-1,

BC = AC ,{ 即

3-4
3-0

·y-3
x-3=-1

,

(x-3)2+(y-3)2= (3-0)2+(3-4)2,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得

x=2,

y=0{ 或
x=4,

y=6.{
所以点B 的坐标是(2,0)或(4,6).

3.已知点A(4,1),B(0,4),直线l:3x-y-1=0,点

P 在直线l上,则||PB|-|PA||的最大值为(  )

A.2 B.22 C.5 D.2
C 解析:如图,作出点B 关于直线l的对称点B',
连接AB'并延长交直线l于点P,

根据点关于直线的对称图形特征,知|PB|=|PB'|,

||PB|-|PA||=||PB'|-|PA||=|B'A|.
在直线l 上任取点P1,连接 P1A,P1B,P1B',则

|P1B|=|P1B'|,||P1B|-|P1A||=||P1B'|-
|P1A||<|B'A|=||PB|-|PA||=|B'A|,
故||PB|-|PA||max=|B'A|.

不妨设点B'(m,n),则有

n-4
m-0=-

1
3
,

3×
m
2-

n+4
2 -1=0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解

得
m=3,

n=3,{ 即B'(3,3),

||PB|-|PA||max=|B'A|= (4-3)2+(1-3)2

= 5.
4.已知△ABC 的三个顶点为A(2,4),B(3,-6),

C(5,2),则边BC 上的中线的长为    .

2 10 解析:设D 为BC 的中点,则过点A 的中线

为线段AD,易知D (3+52 ,-6+2
2 ),即D(4,-2),

所以|AD|= (4-2)2+(-2-4)2 = 4+36=

2 10.
5.已知 A(1,4),B(8,3),点 P 在x 轴 上,则 使

|AP|+|BP|取得最小值的点 P 的坐标是  
  .
(5,0) 解析:因为点A(1,4)关于x 轴的对称点为

A'(1,-4),所以(|AP|+|BP|)min=|A'B|,所以

A'B 所在的直线方程为y=x-5.令y=0,得x=
5,所以P(5,0).

6.已知△ABC 的顶点坐标分别为A(2,-2),B(-2,
3),C(3,7),则△ABC 的形状为    .
等 腰 直 角 三 角 形  解 析:因 为 AB =

(2+2)2+(-2-3)2 = 41, AC =

(2-3)2+(-2-7)2 = 82, BC =

(-2-3)2+(3-7)2 = 41,所 以 AB =
BC ,AB 2+ BC 2= AC 2,所以△ABC 为

等腰直角三角形.
7.过定点A 的直线mx-y+1=0与过定点B 的直

线x+my-3=0交于点P,则 PA 2+ PB 2=
    .
10 解析:由y-1=mx,得A(0,1),
由my=-(x-3),得B(3,0).
当m=0时,两直线垂直,
当m≠0时,两直线斜率之积等于-1,
所以直线 mx-y+1=0和直 线x+my-3=0
垂直,
则|PA|2+|PB|2=|AB|2=(3-0)2+(0-1)2

=10.
8.已知直线l1:2x+y-6=0和点A(1,-1),过点A

作直线l2 与直线l1 相交于点B,且|AB|=5,则点

B 的坐标为    ,直线l2 的方程为    
  .
(1,4)或(5,-4) x=1或3x+4y+1=0 解析:
根据题意,点B 在直线l1:2x+y-6=0上,设点B
的坐标为(t,6-2t).
又由|AB|=5,得(t-1)2+(7-2t)2=25,解得t=
1或t=5.
当t=1时,点B 的坐标为(1,4),直线l2 的方程为

x=1;
当t=5时,点B 的坐标为(5,-4),此时直线l2 的

斜率k=
-4-(-1)
5-1 =-

3
4
,直线l2 的方程为y+

1=-
3
4
(x-1),即3x+4y+1=0.

故点B 的坐标为(1,4)或(5,-4),直线l2 的方程

为x=1或3x+4y+1=0.
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2.3.3 点到直线的距离公式

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.掌握点到直线的距离公式.
2.能用点到直线的距离公式求点到直线的距离.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点 点到直线的距离

点P(x0,y0)到直线l:Ax+By+C=0的距离d

=
|Ax0+By0+C|

A2+B2
.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)当点P(x0,y0)在直线l:Ax+By+C=0上

时,点到直线的距离公式不适用. ( × )
(2)点 P(x0,y0)到 直 线 y=kx+b 的 距 离 为

|kx0+b|
1+k2

. ( × )

(3)直线外一点与直线上一点的距离的最小值是直

线外的点到该直线的距离. ( √ )
2.点(2,5)到直线y=2x 的距离为 (  )

A.
5
5 B.

25
5 C.

35
5 D.5

A 解析:直线的方程y=2x 可化为2x-y=0,所

以点(2,5)到直线y=2x 的距离为
|2×2-5|
22+(-1)2

=

1
5
=
5
5.

3.思考并回答下列问题:

(1)在使用点到直线的距离公式时对直线方程有什

么要求?

提示:要求直线的方程为一般式.

(2)式子
|a-1+1|
12+(-1)2

的几何意义是什么?

提示:式子
|a-1+1|
12+(-1)2

的几何意义是点(a,1)到

直线x-y+1=0的距离.
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点到直线的距离

在y 轴上求一点P,使以点A(2,1),B(4,3)和P 为

顶点的三角形的面积为10.

解:由题 易 得,过 A,B 两 点 的 直 线 方 程 为
y-1
3-1=

x-2
4-2

,整 理 得 x - y - 1 = 0,|AB | =

(2-4)2+(1-3)2=22.
在△PAB 中,设AB 边上的高为h.

由△PAB 的面积为10,得
1
2×22×h=10

,所以h

=52.
设 P (0,m),则 点 P 到 直 线 AB 的 距 离 d =
|-m-1|

2
=52,解得m=9或m=-11.

所以点P 的坐标为(0,9)或(0,-11).
【探究总结】

求点到直线的距离时要注意的三点

(1)直线方程应为一般式,若给出其他形式,要先化为

一般式.
(2)点在直线上时,点到直线的距离为0,公式仍然

适用.
(3)直线方程Ax+By+C=0中,A=0或B=0时公

式也成立,但由于直线是特殊直线(与坐标轴垂直),
故也可数形结合求解.

点到直线的距离公式的应用

例1 设直线l1:3x-y-1=0与直线l2:x+2y-5
=0的交点为A,则点A 到直线l:x+by+2+b=0
的距离的最大值为 (  )

A.4 B.10 C.32 D.11

C 解析:联 立
3x-y-1=0,
x+2y-5=0,{ 得

x=1,
y=2,{ 即 交 点 为

A(1,2),
所以点A 到直线l:x+by+2+b=0的距离d=
|3+3b|
1+b2

= 9+
18

b+
1
b

,当 b > 0 时,d ≤

9+
18

2 b·1
b

=32,

当且仅当b=1时取等号,
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当b=0时,d=3<32,

当b<0时,b+
1
b≤-2

,0≤d<3<32,当且仅当b

=-1时取等号.
故点A 到直线l:x+by+2+b=0的距离的最大值

为32.
【探究总结】
(1)一个点到过定点的直线距离的最大值即这个点与

定点之间的距离.
(2)利用点到直线的距离公式,可以求未知量的值、
范围.

已知点P(x,y)在直线x+y-4=0上,O 为坐标原

点,求|OP|的最小值并求出此时点P 的坐标.
解:如图,|OP|的最小值即为点O 到直线x+y-4
=0的距离.

由点 到 直 线 的 距 离 公 式,得|OP|min=
|-4|
12+12

=

22.
此时,直线OP 的方程为y=x.

解方程组
x+y-4=0,
y=x,{ 得

x=2,
y=2,{ 所以点 P 的坐标

为(2,2).
对称问题

例2 若直线l1:y=kx+4与直线l2 关于点M(1,2)
对称,当l2 经过点N(0,-1)时,求点M 到直线l2 的

距离.
解:由题易得直线l1:y=kx+4恒过定点P(0,4),
且P(0,4)关于点 M(1,2)的对称点为(2,0),
所以点(2,0)和 N(0,-1)都在直线l2 上.

可得直线l2 方程为
y-0
-1-0=

x-2
0-2

,

即x-2y-2=0,

所以点 M 到直线l2 的距离d=
|1-4-2|
1+22

= 5.
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思考1.已知入射光线经过点M(-3,4),被直线l:x
-y+3=0反射,反射光线经过点N(2,6),求反射

光线所在直线的方程.
解:设点 M(-3,4)关于直线l:x-y+3=0的对称

点为 M'(a,b),
则反射光线所在直线过点 M',
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由

b-4
a-(-3)=-1

,

-3+a
2 -

b+4
2 +3=0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
a=1,
b=0,{ 即 M'(1,0).

又反射光线经过点 N(2,6),

所以反射光线所在直线的方程为
y-0
6-0=

x-1
2-1

,即

6x-y-6=0.
思考2.已知两点A(1,3),B(4,5),动点M 在直线y
=x 上运动,求|MA|+|MB|的最小值.
解:设点A(1,3)关于直线y=x 的对称点为A'(x,
y),

则

y+3
2 =

x+1
2
,

y-3
x-1=-1

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
x=3,
y=1,{ 即A'(3,1).

根据题意画出图象,如图,

连接A'B,则|A'B|即为|MA|+|MB|的最小值,

|A'B|= (3-4)2+(1-5)2= 17.
【探究总结】
(1)若点P(a,b),P'(m,n)(a≠m 且b≠n)关于直

线l:Ax+By+C =0(A,B 均 不 为 0)对 称,

则

n-b
m-a=

B
A
,

A·m+a
2 +B·n+b

2 +C=0.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)直线l1 关于直线l2 对称的问题,可以转化为直线

l1 上的点关于直线l2 对称的问题.

1.点(1,2)关于直线x+y-2=0的对称点是 (  )
            A.(1,0) B.(0,1)
C.(0,-1) D.(2,1)
B 解析:设点(1,2)关于直线x+y-2=0的对称

点是(a,b),

则有

b-2
a-1=1

,

a+1
2 +

b+2
2 -2=0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
a=0,
b=1.{

故点(1,2)关于直线x+y-2=0的对称点是(0,
1).

2.已知直线l1:y= 2x+2,直线l2 与l1 关于直线y
=-x+1对称,则直线l2 的方程为     .

x- 2y+ 2+1=0 解析:在l1 上取一点P(0,
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2),
设点P 关于直线y=-x+1的对称点为 P'(a,
b),

则

b-2
a =1,

b+2
2 =-

a
2+1

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解 得
a=-1,
b=1,{ 故 点 P'(-1,

1).

联立 y= 2x+2,
y=-x+1,{ 解得

x=1- 2,

y= 2,{ 所以l1 与直线

y=-x+1的交点坐标为(1- 2,2).
易知直线l2 过点(1- 2,2)和P'(-1,1),

所以直线l2 的斜率为
2-1
- 2+2

=
2
2
,

所以直线l2 的方程为y-1=
2
2
(x+1),

即x- 2y+ 2+1=0.
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1.点(2,1)到直线l:x-2y+2=0的距离为 (  )

               
A.
2
5 B.

25
5 C.

65
5 D.0

B 解 析:由 点 到 直 线 的 距 离 公 式 得 d =

|2-2×1+2|
12+22

=
25
5 .

2.(多选)若点A(a,1)到直线3x-4y=1的距离为

1,则a 的值为 (  )

A.0 B.
10
3

C.5 D.-
10
3

AB 解析:点A(a,1)到直线3x-4y=1的距离为

|3a-4-1|
5 =1,即

|3a-5|
5 =1,解 得a=0或a

=
10
3.

3.已知点P(1+t,1+3t)到直线l:y=2x-1的距离为

5
5
,则点P 的坐标为 (  )

A.(0,-2) B.(2,4)

C.(0,-2)或(2,4) D.(1,1)

C 解析:直线l:y=2x-1可化为2x-y-1=0,

由题 意 得
2(1+t)-(1+3t)-1

22+(-1)2
=
5
5
,整 理 得

t =1,所以t=1或t=-1.
当t=1时,点P 的坐标为(2,4);
当t=-1时,点P 的坐标为(0,-2).故选C.

4.若A(3,2)和B(-1,4)到直线l:mx+y+3=0的

距离相等,则m 的值等于    .
1
2

或-6 解析:因为A,B 两点到直线l的距离相

等,所以 AB∥l 或l 过 AB 的 中 点(1,3),所 以

4-2
-1-3=-m或m+3+3=0,所以 m=

1
2

或 m=

-6.
5.已知点P(3,4)到直线l的距离为5,且直线l在两

坐标轴上的截距相等,则满足条件的直线共有  
  条.
3 解析:当截距不为0时,由题意设所求直线方程

为x+y=a(a≠0),则
7-a
2

=5,解得a=7±

52,此时满足题意的直线方程为x+y=7+52
或x+y=7-52;
当截 距 为0时,设 原 点 为 O(0,0),则 PO =

32+42=5,kPO=
4
3
,

所以此时满足题意的直线方程是y=-
3
4x.

综上所述,满足条件的直线共有3条.
6.已知直线(1+k)x+y-k-2=0恒过定点P,则点

P 到直线x-y-2=0的距离为    .

2 解析:直线方程(1+k)x+y-k-2=0可化

为k(x-1)+(x+y-2)=0,

令
x-1=0,

x+y-2=0,{ 解得
x=1,

y=1,{
所以此直线恒过点P(1,1).
由点到直线的距离公式,得点P 到直线x-y-2=

0的距离d=
-2

12+(-1)2
= 2.
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1.(多选)下列过点(2,2)的直线中,到A(0,-2),B(8,2)

两点的距离相等的是 (  )

               A.x+y-4=0 B.x=2
C.2x+y-6=0 D.x-2y+2=0
AD 解析:显然斜率不存在时x=2不符合题意.设

l:y-2=k(x-2),即kx-y+2-2k=0.由题意可

知
|4-2k|
k2+1

=
|6k|
k2+1

,解得k=
1
2

或k=-1.

当k=
1
2

时,因为kAB=
-2-2
0-8 =

1
2
,所以l∥AB,

直线l的方程为x-2y+2=0;当k=-1时,l过

AB 的中点(4,0),方程为x+y-4=0.
2.已知光线从点A(-1,2)射出,经直线y=-x反射,

且反射光线过点B(4,-2),则入射光线所在直线的

方程是 (  )

A.2x+y=0 B.2x+y+4=0
C.x-2y+5=0 D.x+2y-3=0
A 解析:设点B(4,-2)关于直线y=-x 的对称

点为B'(x,y),

则入射光线所在直线经过点B',

且

x+4
2 +

y-2
2 =0,

y+2
x-4=1

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得
x=2,

y=-4,{ 即B'(2,-4).

又入射光线经过点 A(-1,2),所以入射光线所在

直线的方程是
y-2
-4-2=

x+1
2+1

,即2x+y=0.

3.已知直线l:kx+y+2-k=0过定点 M,点P(x,

y)在直线2x-y+1=0上,则 MP 的最小值是

(  )

A.5 B.5 C.
35
5 D.

5
5

B 解析:由kx+y+2-k=0,得y+2=k(1-x),

所以直线l过定点M(1,-2).
由题意可知,MP 的最小值就是点M 到直线2x

-y+1=0的距离.

由点到直线的距离公式可得 MP min=
2+2+1
4+1

= 5.

4.已知△ABC 的顶点A(3,2),B(-1,5),点C 在直

线3x-y+3=0上.若△ABC 的面积为10,则点C
的坐标为    .

(-1,0)或 5
3
,8

æ

è
ç

ö

ø
÷ 解析:设点C 到直线AB 的距

离为 h,则
1
2|AB|·h =10.又|AB|=

(3+1)2+(2-5)2=5,所以h=4.又直线 AB 的

方程为
y-5
2-5=

x+1
3+1

,即3x+4y-17=0,设C(x0,

y0),则
|3x0+4y0-17|

5 =4①.又点C 在直线3x-

y+3=0上,所以3x0-y0+3=0②.由①②联立方

程组解得
x0=-1,

y0=0{ 或
x0=

5
3
,

y0=8.

ì

î

í

ïï

ïï

所以点C 的坐标为

(-1,0)或 5
3
,8

æ

è
ç

ö

ø
÷.

5.已知直线l:x-2y+8=0和点A(2,0),B(-2,

-4).在直线l上求一点P,使|PA|+|PB|的值

最小.
解:设点A 关于直线l的对称点为A'(m,n),

则

n-0
m-2=-2

,

m+2
2 -2·

n+0
2 +8=0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得
m=-2,

n=8,{

所以点A'的坐标为(-2,8).
因为P 为直线l上的一点,且A,B 在直线l的同

侧,所以当B,P,A'三点共线时,|PA|+|PB|取

得最小值,为|A'B|,点P 即是直线A'B 与直线l

的交点,则
x=-2,

x-2y+8=0,{ 解得
x=-2,

y=3.{
故所求点P 的坐标为(-2,3).
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2.3.4 两条平行直线间的距离

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.理解两条平行直线间的距离公式的推导过程.
2.会求两条平行直线间的距离.
3.通过两条平行直线间的距离公式的推导,培养运用等价转化、数形结合等数学思想方法解决问题的能力.
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【知识清单】
知识点 两条平行直线间的距离

(1)概念:夹在两条平行直线间的公垂线段的长就是

这两条平行直线间的距离.
(2)求法:将两条平行直线间的距离转化为点到直线

的距离.
(3)公式:两条平行直线l1:Ax+By+C1=0与l2:

Ax+By+C2=0间的距离为d=
|C1-C2|
A2+B2

.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)当两条直线平行时,一条直线上任一点到另一

条直线的距离都相等. ( √ )
(2)在用两条平行直线间的距离公式时,两直线方

程中x,y 的系数对应成比例即可. ( × )
2.两条平行直线5x+12y+3=0与10x+24y+5=
0之间的距离是 (  )
            
A.
2
13 B.

1
13 C.

1
26 D.

5
26

C 解析:5x+12y+3=0可化为10x+24y+6
=0.
由 两 条 平 行 直 线 间 的 距 离 公 式,可 得 d =
6-5
102+242

=
1
26.

3.请思考并回答下列问题:
(1)在应用两条平行直线间的距离公式时对直线方

程有什么要求?
提示:两条平行直线的方程都是一般式,且x,y 的

系数应分别相等.
(2)如果过点P(x0,y0)的直线l'与l:Ax+By+C
=0平行,那么点P 到l的距离和l'与l之间的距

离相等吗?
提示:相等.两条平行直线间的距离处处相等.
(3)怎样理解两条平行直线间的距离公式?

提示:公式d=
|C1-C2|
A2+B2

可以理解为坐标原点到两

条平行直线间的距离之差(同侧时)或之和(异侧

时).
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两条平行直线间的距离

例1 求两条平行直线l1:3x+4y=10与l2:6x+
8y=15间的距离.
解:(方法一)在l1 上任取一点A(2,1),则点A 到l2
的距离即为l1 与l2 间的距离.
又l2 的方程可化为6x+8y-15=0,

所以d=
|2×6+8×1-15|

62+82
=
5
10=

1
2.

(方法二)l1 的方程可化为3x+4y-10=0,

l2 的方程可化为3x+4y-
15
2=0

,

所以l1 与l2 间 的 距 离 d=
-10- (-152 )
32+42

=

5
2
5

=
1
2.
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􀪋[一题多思]

思考1.与直线3x+4y=10平行的直线的方程可以

设为什么形式?
解:可设为3x+4y=m(m≠10).
思考2.若直线l与本例中直线l1 和l2 的距离相等,
求直线l的方程.

解:设直线l的方程为3x+4y=m m≠10且m≠
15
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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由题意可得
|10-m|
32+42

=

15
2-m

32+42
,

解得m=
35
4
,

则直线l的方程为3x+4y=
35
4
,即12x+16y-35

=0.

【探究总结】
求两条平行直线间的距离的两种思路

(1)将两条平行直线间的距离转化为一条直线上任意

一点到另一条直线的距离.
(2)直 接 利 用 两 条 平 行 直 线 间 的 距 离 公 式 d=
|C1-C2|
A2+B2

,但必须注意两个直线方程中x,y 的系数

对应相等.

1.两条平行直线y=
3
2x

与6x-4y+13=0间的距

离为 (  )

A.13 B.
13
2

C.
13
3 D.13
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B 解析:y=
3
2x

可化为6x-4y=0,则这两条平

行直线间的距离d=
13
62+42

=
13
2 .

2.求与两条平行直线l1:2x-3y+4=0和l2:2x-
3y-2=0距离相等的直线l的方程.
解:由题意知,所求直线与两条已知直线平行,因此

可设所求直线l的方程为2x-3y+C=0(C≠4且

C≠-2).

在直线l上取点A 0,
C
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,则点 A 到直线l1 与l2

的距离相等,

即
2×0-3×

C
3+4

22+32
=
2×0-3×

C
3-2

22+32
,

即|4-C|=|C+2|,解得C=1.
所以,所求直线l的方程为2x-3y+1=0.

两条平行直线间的距离公式的

应用

例2 两条互相平行的直线分别过点 A(6,2)和

B(-3,-1),并且各自绕着A,B 旋转,已知两条平

行直线间的距离为d.求:
(1)d 的取值范围;
(2)当d 取最大值时,两条直线的方程.
解:(1)如图,显然有0<d≤|AB|.

而|AB|= (6+3)2+(2+1)2=310.

故d 的取值范围为(0,310].
(2)由(1)中图可知,当d 取最大值时,两直线与直线

AB 垂直.

而kAB=
2-(-1)
6-(-3)=

1
3
,

所以两条平行直线的斜率为-3.
故所求直线的方程为

y-2=-3(x-6)和y+1=-3(x+3),
即3x+y-20=0和3x+y+10=0.
【探究总结】

常见的距离公式应用问题的解题策略

(1)求最值问题:

①求点到直线的距离的最大值,可转化为两点间的

距离;

②求代数式的最值,可根据所求式子的几何意义转化

为点到直线的距离;

③利用距离公式求最值时,可将问题转化为二次函数

的最值问题.
(2)求参数问题:利用距离公式建立关于参数的方程

或方程组,通过解方程或方程组求参数的值.
(3)求直线方程的问题:立足确定直线的几何要素,利用

直线方程的各种形式,结合直线间的位置关系,巧设直

线方程,在此基础上借助距离公式求解.

1.已知两条平行直线x+2y+m=0与2x-ny-4

=0间的距离是 5.若m>0,则m+n= (  )

            A.0 B.-1 C.1 D.-2
B 解析:因为直线x+2y+m=0,即2x+4y+
2m=0与2x-ny-4=0平行,所以n=-4.
又两条平行直线间的距离是 5,且 m>0,所以 5

=
|2m+4|
4+16

,解得m=3或m=-7(舍去).

故m+n=3-4=-1.
2.已知直线l过点A(2,-3).
(1)若直线l 在y 轴上的截距为3,求直线l 的

方程;
(2)若直线l与直线2x+y+b=0(b<0)平行,且

两条平行直线间的距离为 5,求b.
解:(1)由题意可知,直线l 过点A(2,-3)和(0,

3),

所以直线l的斜率k=
-3-3
2-0 =-3

,

所以所求直线l的方程为y=-3x+3,即3x+y
-3=0.
(2)设直线l的方程为2x+y+n=0,
则4-3+n=0,得n=-1,
即直线l的方程为2x+y-1=0.
因为直线l与直线2x+y+b=0间的距离为 5,

所以
b+1
5

= 5,即 b+1 =5.

又b<0,所以b=-6.
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1.直线2x+3y+1=0与4x+my+7=0平行,则它

们之间的距离为 (  )
                
A.4 B.

2 13
13

C.
5 13
26 D.

5 10
20

C 解析:由题意得2m-3×4=0,所以m=6.
故两直线2x+3y+1=0与4x+6y+7=0即2x

+3y+
7
2=0

间的距离d=
1-
7
2

22+32
=
513
26 .

2.(多选)若直线l1 与直线l:3x-4y-20=0平行

且距离为3,则直线l1 的方程可能为 (  )
A.3x-4y-5=0
B.3x-4y-35=0
C.3x-4y-23=0
D.3x-4y-17=0
AB 解析:设直线l1 的方程为3x-4y+m=0.

由题意得
|m+20|
32+42

=3,

解得m=-5或m=-35,
所以直线l1 的方程为3x-4y-5=0或3x-4y-
35=0.

3.l1,l2 是分别经过A(1,1),B(0,-1)两点的两条平

行直线,当l1 与l2 间的距离最大时,直线l1 的方程

为 (  )
A.x+2y-3=0
B.x-2y-3=0
C.2x-y-1=0
D.2x-y-3=0
A 解析:当两条平行直线与AB 垂直时,两条平行

直线间的距离最大,又kAB=
1-(-1)
1-0 =2,所以kl1

=-
1
2.

又l1 过点A(1,1),所以l1 的方程为y-1=-
1
2
(x

-1),即x+2y-3=0.
4.若直线x+3y-9=0与直线x+3y-C=0间的距

离为 10,则C 的值为 (  )
A.-1 B.19
C.-1或19 D.1或-19
C 解析:由两平行线间的距离公式,得

d=
|-C-(-9)|

12+32
= 10,

所以|9-C|=10,解得C=-1或C=19.
5.已知点A,B 分别是直线l1:2x+y-2=0与直线

l2:4x+2y+1=0上的点,则 AB 的最小值为 
   .

5
2 

解析:由题意可知直线l1:2x+y-2=0,直线

l2:4x+2y+1=0,即l2:2x+y+
1
2=0

,

则两直线斜率均为-2,且两直线不重合,
所以l1∥l2.
所以当AB⊥l1 且AB⊥l2 时,AB 有最小值,
其最小值为平行直线l1 与l2 间的距离,

所以|AB|min=
-2-

1
2

22+12
=
5
2.

1.到直线3x+2y-4=0和3x+2y+8=0的距离相

等的点的轨迹是 (  )
            A.直线3x+2y+2=0
B.直线3x+2y-2=0
C.直线3x+2y±2=0
D.以上都不对

A 解析:设 满 足 题 意 的 点 的 坐 标 为(x,y),则

|3x+2y-4|
32+22

=
|3x+2y+8|
32+22

,所以|3x+2y-4|

=|3x+2y+8|.将3x+2y 看成一个整体得3x+
2y+2=0.

2.已知直线l1:3x-2y-6=0,l2:3x-2y+8=0,则
直线l1 关于直线l2 对称的直线的方程为 (  )
A.3x-2y+24=0
B.3x-2y-10=0
C.3x-2y-20=0
D.3x-2y+22=0
D 解析:设所求直线方程为3x-2y+C=0(C≠
-6),
由题意可知,所求直线到直线l2 的距离等于直线

l1,l2 间的距离,

所以
C-8

32+(-2)2
=

-6-8
32+(-2)2

.

因为C≠-6,所以C=22.
因此,所求直线的方程为3x-2y+22=0.

3.已知直线l1:2x-y+a=0,l2:4x-2y-1=0.若
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直线l1 与l2 间的距离等于
75
10
,且直线l1 不经过

第四象限,则a=     .
3 解析:由直线l1,l2 的方程可知,直线l1∥l2,且
l1:2x-y+a=0,即4x-2y+2a=0,l2:4x-2y

-1=0,由 题 意 得,l1 与 l2 间 的 距 离 为

|-1-2a|
42+(-2)2

=
75
10
,整理得

|2a+1|
25

=
75
10
,解得

a=3或a=-4.因为直线l1 不经过第四象限,所以

a≥0,所以a=3.
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2.4 圆的方程

2.4.1 圆的标准方程

学习任务目标
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1.掌握圆的标准方程的推导过程.
2.能根据圆心坐标、半径熟练地写出圆的标准方程.
3.能根据圆的标准方程熟练地写出圆心坐标和半径.
4.会根据已知条件求出圆的标准方程,会判断点与圆的位置关系.
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【知识清单】
知识点一 圆的标准方程

(1)圆的定义:平面上到定点的距离等于定长的点的

集合叫做圆,定点称为圆心,定长称为圆的半径.
(2)确定圆的要素是圆心坐标和半径.
(3)圆的标准方程:圆心为A(a,b),半径为r 的圆的

标准方程是(x-a)2+(y-b)2=r2.
当a=b=0时,方程为x2+y2=r2,表示圆心在原

点,半径为r的圆.
知识点二 点与圆的位置关系

圆的标准方程为(x-a)2+(y-b)2=r2,圆心为

A(a,b),半径为r.设所给点为 M(x0,y0),则点 M
与圆的位置关系如下表:

位置关系
判断方法

几何法 代数法

点在圆上 |MA|=r (x0-a)2+(y0-b)2=r2

点在圆内 |MA|<r (x0-a)2+(y0-b)2<r2

点在圆外 |MA|>r (x0-a)2+(y0-b)2>r2

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)方程(x-a)2+(y-b)2=m2 一定表示圆.
( × )

(2)圆(x+1)2+(y+2)2=4的圆心坐标是(1,2),
半径是4. ( × )
(3)若圆的标准方程是(x+m)2+(y+n)2=a2(a
≠0),则圆的半径一定是a. ( × )

2.圆心是点(-3,4),半径为5的圆的标准方程为

(  )
A.(x-3)2+(y+4)2=5
B.(x-3)2+(y+4)2=25
C.(x+3)2+(y-4)2=5
D.(x+3)2+(y-4)2=25
D 解析:将(-3,4),r=5代入圆的标准方程可得.

3.思考并回答下列问题:
(1)确定圆的要素与圆有怎样的关系?
提示:圆心坐标确定圆的位置,半径确定圆的大小.
(2)点M(x0,y0)在圆x2+y2=r2 内的条件是什

么? 在圆x2+y2=r2 外的条件又是什么?
提示:点 M 在圆x2+y2=r2 内时,|OM|<|r|(O
为坐标原点),点 M 在圆x2+y2=r2 外时,|OM|
>|r|.
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圆的标准方程的有关概念

1.圆(x+2)2+(y-3)2=5的圆心和半径分别是

(  )

            A.(-2,3),5 B.(2,-3),5
C.(-2,3),5 D.(2,-3),5
A 解析:由圆的标准方程(x+2)2+(y-3)2=5,

知圆心为(-2,3),半径为 5.故选A.

2.圆心为(-2,3),半径为3的圆的标准方程为

(  )

A.(x-2)2+(y+3)2=9
B.(x+2)2+(y-3)2=3
C.(x+2)2+(y-3)2=9
D.(x-2)2+(y+3)2=3
C 解析:圆心为(-2,3),半径为3的圆的标准方

程为(x+2)2+(y-3)2=9.故选C.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—021—



3.方程x= 1-y2表示的图形是 (  )
A.两个半圆 B.两个圆

C.圆 D.半圆

D 解析:根据题意可知x≥0,将x= 1-y2 两边

同时平方,得x2+y2=1.由此确定图形为半圆,如
图.故选D.

【探究总结】
1.直接法求圆的标准方程的关键

圆的标准方程由圆心坐标和半径决定,因此求出圆

心坐标和半径即可写出圆的标准方程.
2.几种特殊位置的圆的标准方程

特殊位置 标准方程

圆心在x 轴上 (x-a)2+y2=r2

圆心在y 轴上 x2+(y-b)2=r2

与x 轴相切 (x-a)2+(y-b)2=b2

与y 轴相切 (x-a)2+(y-b)2=a2

求圆的标准方程

例1 求满足下列条件的圆的标准方程:
(1)圆心为(3,4)且经过坐标原点;
(2)圆心为(1,1)且与直线x+y=4相切;
(3)过点A(2,0),B(2,-2),且以AB 为直径;
(4)经过A(3,1),B(-1,3),且圆心在直线3x-y-
2=0上.
解:(1)设圆的半径为r,因为圆心为(3,4),

且圆 经 过 坐 标 原 点,所 以r= (3-0)2+(4-0)2

=5,
所以圆的标准方程为(x-3)2+(y-4)2=25.
(2)设圆的半径为r,
因为圆心为(1,1)且与直线x+y=4相切,所以r=
|1+1-4|
12+12

= 2.

故所求圆的标准方程为(x-1)2+(y-1)2=2.
(3)设圆心为(a,b),半径为r,

由题意得
a=
2+2
2 =2,

b=
0-2
2 =-1,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即圆心坐标为(2,-1).

所以r= (2-2)2+(-1-0)2=1,
所以所求圆的标准方程为(x-2)2+(y+1)2=1.
(4)(方法一)设圆的标准方程为(x-a)2+(y-b)2

=r2,

依题意得

(3-a)2+(1-b)2=r2,
(-1-a)2+(3-b)2=r2,
3a-b-2=0,

ì

î

í

ïï

ïï

即

a2+b2-6a-2b=r2-10,
a2+b2+2a-6b=r2-10,
3a-b-2=0,

ì

î

í

ïï

ïï

解得

a=2,
b=4,

r= 10.

ì

î

í

ï
ï

ïï

故所求圆的标准方程是(x-2)2+(y-4)2=10.
(方法二)设圆的半径为r.由 直 线 AB 的 斜 率k=
3-1
-1-3=-

1
2
,

可知线段AB 的垂直平分线m 的斜率为2.

又AB 的中点的横坐标和纵坐标分别为x=
3-1
2 =

1,y=
1+3
2 =2,

因此直线m 的方程为y-2=2(x-1),即2x-y=0.
又圆心在直线3x-y-2=0上,所以圆心是这两条

直线的交点.

联立方程
2x-y=0,
3x-y-2=0,{ 解得

x=2,
y=4.{

所以圆心坐标为(2,4).

又r= (2-3)2+(4-1)2= 10,
故所求圆的标准方程是(x-2)2+(y-4)2=10.
(方法三)设圆心为C.
因为圆心在直线3x-y-2=0上,所以可设圆心C
的坐标为(a,3a-2).
又|CA|=|CB|,

即 (a-3)2+(3a-3)2= (a+1)2+(3a-5)2,
解得a=2,

所以圆心为(2,4),半径r=|CA|= 10.
故所求圆的标准方程为(x-2)2+(y-4)2=10.
【探究总结】
求圆的标准方程常用待定系数法,一般步骤:
设———设所求圆的标准方程为(x-a)2+(y-b)2=
r2(r>0);
列———由已知条件,建立关于a,b,r的方程组;
解———解方程组,求出a,b,r;
代———将a,b,r 代入所设方程,得所求圆的标准

方程.

求圆心在直线2x-y-3=0上,且过点(5,2)和点

(3,-2)的圆的标准方程.
解:(方法一)设圆的标准方程为(x-a)2+(y-b)2
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=r2,则
2a-b-3=0,
(5-a)2+(2-b)2=r2,
(3-a)2+(-2-b)2=r2,

ì

î

í

ïï

ïï

解得

a=2,
b=1,

r= 10.

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以所求圆的标准方程是(x-2)2+(y-1)2=10.
(方法二)因为圆过点A(5,2)和点B(3,-2),
所以圆心一定在线段AB 的垂直平分线上.

由题意可得kAB=
-2-2
3-5 =2

,线段AB 的中点为(4,

0),所以线段AB 的垂直平分线的斜率为-
1
2
,所以

线段AB 的垂直平分线方程为y=-
1
2
(x-4).

设圆 心 坐 标 为 C(a,b),则 有
2a-b-3=0,

b=-
1
2
(a-4),

ì

î

í
ïï

ïï
解

得
a=2,
b=1.{

又因为r=|AC|= (5-2)2+(2-1)2= 10,所以

所求圆的标准方程是(x-2)2+(y-1)2=10.
点与圆的位置关系

例2 判断A(0,5),B(1,-2),C(-3,-4),D(-7,
-2)四点是否共圆.
解:易知点A,B,C 不共线,设A,B,C 三点确定的圆

的标准方程为(x-a)2+(y-b)2=r2(r>0).
把A(0,5),B(1,-2),C(-3,-4)的坐标代入,得
(0-a)2+(5-b)2=r2,
(1-a)2+(-2-b)2=r2,
(-3-a)2+(-4-b)2=r2,

ì

î

í

ïï

ïï

解得

a=-3,
b=1,
r2=25.

ì

î

í

ïï

ïï

所以A,B,C 三点确定的圆的标准方程为(x+3)2+
(y-1)2=25.
把D(-7,-2)代入上述圆的标准方程,等号成立,
所以点D 在该圆上.
故A,B,C,D 四点共圆.
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.在本例中,还 有 什 么 方 法 可 判 断 四 点 是 否

共圆?

解:易知AB→=(1,-7),AD→=(-7,-7),CB→=(4,

2),CD→=(-4,2),

所以cos<AB→,AD→>=
AB→·AD→

|AB→||AD→|
=
3
5
,

cos<CB→,CD→>=
CB→·CD→

|CB→||CD→|
=-

3
5
,

所以∠BAD+∠BCD=π,所 以 A,B,C,D 四 点

共圆.
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􀪋思考2.在本例中,有什么方法求由 A,B,C 三点所

确定的圆的方程?

解:因为线段AB 的中点为 1
2
,3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,且直线AB 的

斜率为-7,
所以线段 AB 的垂直平分线的方程为x-7y+10
=0.
同理可得线段BC 的垂直平分线的方程为2x+y+
5=0.

由
x-7y+10=0,
2x+y+5=0,{ 解得

x=-3,
y=1,{ 所以圆心坐标为

(-3,1),

半径为 (-3-0)2+(1-5)2=5,
故所求的圆的方程为(x+3)2+(y-1)2=25.
【探究总结】
判断点(x0,y0)与圆(x-a)2+(y-b)2=r2 的位置

关系,只需将(x0,y0)代入圆的标准方程.若(x0-a)2

+(y0-b)2<r2,则点(x0,y0)在圆内;若(x0-a)2

+(y0-b)2=r2,则点(x0,y0)在圆上;若(x0-a)2

+(y0-b)2>r2,则点(x0,y0)在圆外.

1.已知A(-1,4),B(5,-4)两点,求以AB 为直径的

圆的标准方程,并判断C(5,1),D(6,-3),E(-5,
1)三点与该圆的位置关系.
解:设圆心为 M(x0,y0),半径为r,

由题意得
x0=

-1+5
2 =2,

y0=
4-4
2 =0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以圆心 M 的坐标为(2,0).
又r= (2-5)2+(0+4)2=5,
所以圆的标准方程为(x-2)2+y2=25.
因为|MC|2=(5-2)2+(1-0)2=10<r2,
所以点C 在圆内.
因为|MD|2=(6-2)2+(-3-0)2=25=r2,
所以点D 在圆上.
因为|ME|2=(-5-2)2+(1-0)2=50>r2,
所以点E 在圆外.

2.已知圆N 的标准方程为(x-5)2+(y-6)2=a2(a
>0).
(1)若点M(6,9)在圆上,求a 的值;
(2)若点P(3,3)与Q(5,3)有一点在圆内,另一点

在圆外,求a 的取值范围.
解:(1)因为点 M(6,9)在圆上,所以(6-5)2+(9-
6)2=a2,即a2=10.
又a>0,所以a= 10.
(2)由已知得圆心 N(5,6).
因为|PN|= (3-5)2+(3-6)2= 13,
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|QN|= (5-5)2+(3-6)2=3,
|PN|>|QN|,所以点P 在圆外,点Q 在圆内.
所以a 的取值范围是(3,13).

圆的标准方程的应用

例 3 已 知 x,y 满 足 x2 + (y +4)2 =4,求

(x+1)2+(y+1)2的最大值与最小值.
解:设点P(x,y)是圆x2+(y+4)2=4上的任意一

点,圆心为C(0,-4),半径r=2,

因此 (x+1)2+(y+1)2表示点A(-1,-1)与该圆

上的点的距离.
因为|AC|2=(-1)2+(-1+4)2=10>4,
所以点A(-1,-1)在圆外,如图所示.

又|AC|= 10,

所以 (x+1)2+(y+1)2 的 最 大 值 为|AC|+r=

10+2,最小值为|AC|-r= 10-2.
【探究总结】
求与圆有关的最值问题,利用数形结合法是解题

关键.
(1)设 圆 上 任 意 一 点 的 坐 标 为 (x,y),则

(x-a)2+(y-b)2表示圆上的点到点(a,b)的

距离.
(2)求圆外的点到圆上的点的距离的最值,先求该点

到圆心的距离,再加减半径长即可.
(3)求圆上的点到一条直线的距离的最值,先求圆心

到直线的距离,再根据直线与圆的位置关系求最值.

1.已知A 为圆C:(x-m)2+(y-m-1)2=2上一

点,点B(3,0),当m 变化时线段AB 长度的最小值

为    .

2 解析:圆C 的圆心坐标为(m,m+1),半径r

= 2,所以圆心在直线l:y=x+1上,如图.

当AB⊥l时,线段AB 的长度最小,

点B 到直线l的距离d=
3+1-0
1+1

=22,

所以 AB min=d-r= 2.
2.已知直线l1:mx-y-3m+1=0与直线l2:x+
my-3m-1=0相交于点P,m∈R,则点P 到坐

标原点O 的距离的最小值为    .

2 解析:因为 m·1+(-1)·m=0,所 以l1
⊥l2.
又由直线l1:m(x-3)-(y-1)=0,可得直线l1
恒过定点A(3,1).
由直线l2:x-1+m(y-3)=0,可得直线l2 恒过

定点B(1,3),
所以点 P 在 以 AB 为 直 径 的 圆 上,且 AB =
(3-1)2+(1-3)2=22,

所以半径为 2.
圆心C 为线段AB 的中点,即C(2,2),
故点P 所在的圆的方程为(x-2)2+(y-2)2=2,

可得 OC = 22+22=22,
所以点 P 到 坐 标 原 点O 的 最 小 距 离 OP min=

OC -r=22- 2= 2.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

                1.已知点M(2,0),N(6,4),则以线段 MN 为直径的

圆的圆心坐标为 (  )

A.(2,2) B.(2,4)

C.(8,4) D.(4,2)

D 解析:因为 M(2,0),N(6,4),所以线段 MN 的

中点为(4,2),
所以以线段 MN 为直径的圆的圆心坐标为(4,2).

2.圆心在y轴上,半径为2,且过点(2,4)的圆的方程为

(  )

A.x2+(y-1)2=1
B.(x-2)2+y2=4
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C.(x-2)2+(y-4)2=4
D.x2+(y-4)2=4
D 解析:由题意设圆心为(0,b),则圆的方程为x2

+(y-b)2=4.
又点(2,4)在圆上,所以22+(4-b)2=4,解得b=
4,所以圆的方程为x2+(y-4)2=4.
故选D.

3.点P(m2,5)与圆x2+y2=24的位置关系是

(  )

A.点P 在圆外 B.点P 在圆内

C.点P 在圆上 D.不确定

A 解析:因为(m2)2+52>24,所以点P 在圆外.

4.已知圆C 与y 轴相切,切点为(0,2),|OC|= 5(O
为坐标原点),圆心C 在第一象限,则圆C 的标准方

程为 (  )

A.(x-1)2+(y-2)2=1
B.(x-1)2+(y-2)2=5
C.(x-2)2+(y-1)2=1
D.(x-2)2+(y-1)2=5
A 解析:由圆C 与y 轴相切,切点为(0,2),可设

圆心C(a,2).由圆心C 在第一象限,得a>0,

则|OC|= a2+22= 5,解得a=1,所以圆C 的

半径r=1,
所以圆C 的标准方程为(x-1)2+(y-2)2=1.

5.圆x2+y2=1上的点到点M(3,4)的距离的最小值

是 (  )

A.1 B.4
C.5 D.6
B 解析:易知点 M(3,4)在圆x2+y2=1外,且点

M 到圆心(0,0)的距离为5,所以圆x2+y2=1上

的点到 M 的距离的最小值为5-1=4.
6.一个动点在圆x2+y2=1上移动时,它与定点

A(3,0)连线的中点的轨迹方程是 (  )

A.(x+3)2+y2=4
B.(x-3)2+y2=1
C.(2x-3)2+4y2=1

D.x+
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+y2=
1
2

C 解析:设M(x0,y0)为圆上的动点,则有x2
0+y2

0

=1.设线段 MA 的中点为P(x,y),则x=
x0+3
2
,

y=
y0+0
2
,则x0=2x-3,y0=2y,代入x2

0+y2
0=

1,得(2x-3)2+(2y)2=1,即(2x-3)2+4y2=1.

7.圆心为直线x-y+2=0与直线2x+y-8=0的

交 点, 且 过 原 点 的 圆 的 标 准 方 程

是        .
(x - 2)2 + (y - 4)2 = 20  解 析:由

x-y+2=0,

2x+y-8=0,{ 可得
x=2,

y=4,{ 即圆心为(2,4),

从而半径r= (2-0)2+(4-0)2=25,故圆的标

准方程为(x-2)2+(y-4)2=20.
8.已知点P(1,-1)在圆(x+2)2+y2=m 的外部,则

实数m 的取值范围是    .
(0,10) 解析:由题意知,(1+2)2+(-1)2>m,
所以m<10.
又m=r2>0,所以0<m<10.
故实数m 的取值范围是(0,10).

9.已 知 点 P (x,y)在 圆 x2 +y2 =1 上,则

(x-1)2+(y-1)2的最大值为    .

1+ 2 解析: (x-1)2+(y-1)2 的几何意义是

圆x2+y2=1上的点P(x,y)到点(1,1)的距离,

易知点(1,1)在圆x2+y2=1外,且点(1,1)到圆心

(0,0)的距离为 2,因此 (x-1)2+(y-1)2 的最

大值为 2+1.

                1.下列方程中表示圆心在直线y=x 上,半径为 2,

且过原点的圆的是 (  )

A.(x-1)2+(y-1)2= 2

B.(x-1)2+(y+1)2= 2
C.(x-1)2+(y+1)2=2
D.(x-1)2+(y-1)2=2
D 解析:因为圆心在y=x 上,所以设圆心为(a,

a).

因为圆的半径为 2,所以圆的标准方程为(x-a)2

+(y-a)2=2.
因为该圆过原点,所以(-a)2+(-a)2=2,解得a
=±1,所以圆心为(1,1)或(-1,-1).
当圆心为(1,1)时,圆的标准方程为(x-1)2+(y-
1)2=2,D正确;

当圆心为(-1,-1)时,圆的标准方程为(x+1)2+
(y+1)2=2.
故选D.

2.由动点P 向圆M:(x+2)2+(y+3)2=1作两条切

线PA,PB,切点分别为A,B,若四边形APBM 为
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正方形,则动点P 的轨迹方程为 (  )

A.(x+2)2+(y+3)2=4
B.(x+2)2+(y+3)2=2
C.(x-2)2+(y-3)2=4
D.(x-2)2+(y-3)2=2
B 解析:因为四边形 APBM 为正方形,且|MA|

=|MB|=1,所以|MP|= 2,

故动点P 的轨迹是以M 为圆心,2为半径的圆,其
方程为(x+2)2+(y+3)2=2.
故选B.

3.(多选)若经过点P(5m+1,12m)可以作出圆(x-
1)2+y2=1的两条切线,则实数m 的值可能是

(  )

A.
1
10 B.

1
13 C.-

1
13 D.-

1
2

AD 解析:过点 P 可作圆的两条切线,说明点 P
在圆的外部,所以(5m+1-1)2+(12m)2>1,解得

m>
1
13

或m<-
1
13
,对照选项知A,D正确.

4.已知点A(3,6),B(1,4),C(1,0),则△ABC 外接

圆的圆心坐标为 (  )

A.(5,2) B.(-5,2)

C.(2,5) D.(5,-2)

A 解析:易知线段AB 的中点坐标为(2,5),斜率

为
6-4
3-1=1

,所以线段 AB 的垂直平分线的斜率为

-1,故线段AB 的垂直平分线方程为y-5=-(x
-2),即x+y-7=0.

线段AC 的中点坐标为(2,3),斜率为
6-0
3-1=3

,所

以线段 AC 的垂直平分线的斜率为-
1
3
,故线段

AC 的垂直平分线方程为y-3=-
1
3
(x-2),即x

+3y-11=0.

由
x+y-7=0,

x+3y-11=0,{ 解得
x=5,

y=2.{
所以△ABC 外接圆的圆心坐标为(5,2).

5.方程y= 36-x2表示的曲线是 (  )

A.一个圆 B.两条射线

C.半圆 D.一条射线

C 解析:由y= 36-x2两边平方,得x2+y2=36

(y≥0),故y= 36-x2表示半圆.

6.已知圆过A(1,-2),B(-1,4)两点,求:

(1)周长最小的圆的方程;

(2)圆心在直线2x-y-4=0上的圆的方程.
解:(1)当 AB 为直径时,过 A,B 两点的圆的半径

最小,从而周长最小,

即圆心为AB 的中点(0,1),r=
1
2|AB|= 10为

半径,

故周长最小的圆的方程为x2+(y-1)2=10.

(2)由于直线 AB 的斜率k=
4+2
-1-1=-3

,线 段

AB 的垂直平分线的斜率为
1
3
,方程是y-1=

1
3
(x

-0),即x-3y+3=0.

联立
x-3y+3=0,

2x-y-4=0,{ 解得
x=3,

y=2,{
即圆心坐标为(3,2).

又半径r= (3-1)2+(2+2)2=25,

所以所求圆的方程是(x-3)2+(y-2)2=20.
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2.4.2 圆的一般方程

学习任务目标
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1.在掌握圆的标准方程的基础上,理解圆的一般方程的代数特征,并能由圆的一般方程确定圆的圆心和半径.
2.掌握方程x2+y2+Dx+Ey+F=0表示圆的条件.
3.掌握求轨迹方程的常用方法.
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【知识清单】
知识点一 圆的一般方程

(1)圆的一般方程的概念

当D2+E2-4F>0时,二元二次方程x2+y2+Dx
+Ey+F=0叫做圆的一般方程.
(2)对方程x2+y2+Dx+Ey+F=0的说明

方程 条件 图形

x2 +y2

+Dx+
Ey + F
=0

D2+E2

-4F<0
不表示任何图形

D2+E2

-4F=0
表示一个点 (-D

2
,-

E
2 )

D2+E2

-4F>0

表示以 ( -D
2
,-

E
2 ) 为 圆 心,1

2

D2+E2-4F为半径的圆

知识点二 待定系数法求圆的方程的步骤

(1)根据题意,选择标准方程或一般方程;
(2)根据条件列出关于a,b,r或D,E,F 的方程组;
(3)解出a,b,r 或D,E,F,得到标准方程或一般

方程.
知识点三 轨迹方程与轨迹

点M 的轨迹方程是指点M 的坐标(x,y)满足的关

系式.点 M 的轨迹是指点M 在运动变化过程中形成

的图形.在解析几何中,我们常常把图形看作点的轨

迹(集合).
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)圆的一般方程可以化为圆的标准方程.

( √ )
(2)二元二次方程x2+y2+Dx+Ey+F=0一定

是某个圆的方程. ( × )
(3)若方程x2+y2-2x+Ey+1=0表示圆,则E
≠0. ( √ )
(4)方程x2+y2+x+1=0表示圆. ( × )
            2.圆x2+y2+4x-6y-3=0的圆心坐标和半径分

别为 (  )
A.(4,-6),16 B.(2,-3),4
C.(-2,3),4 D.(2,-3),16
C 解析:由x2+y2+4x-6y-3=0,得(x+2)2

+(y-3)2=16,故圆心坐标为(-2,3),半径为4.
3.请思考并回答下列问题:
(1)如何进行圆的一般方程与标准方程的互化?
提示:将圆的标准方程展开成二元二次方程的形式

即得一般方程,将圆的一般方程配方即得标准方程.
(2)求圆的一般方程的关键什么?
提示:确定系数D,E,F.
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圆的一般方程的概念辨析

1.若方程x2+y2+ax+2ay+
5
4a

2+a-1=0表示

圆,则实数a 的取值范围是 (  )
            A.a<1 B.a>1

C.-2<a<
2
3 D.-2<a<0

A 解析:当a2+4a2-4(54a
2+a-1)>0时,方

程表示圆,化简得-a+1>0,解得a<1.故选A.
2.已知a∈R,方程a2x2+(a+2)y2+4x+8y+5a=0

表示圆,则圆心坐标为    ,半径为    .
(-2,-4) 5 解析:由题意可得a2=a+2,解得

a=2或a=-1.当a=2时,方程为4x2+4y2+4x

+8y+10=0,即x2+y2+x+2y+
5
2=0

,配方得

(x+12 )
2

+(y+1)2=-
5
4<0

,不表示圆,舍去;

当a=-1时,方程为x2+y2+4x+8y-5=0,配
方得(x+2)2+(y+4)2=25,则圆心坐标为(-2,
-4),半径为5.

3.判断下列方程分别表示什么图形.
(1)x2+y2+2x+2y+2=0;
(2)x2+y2-2x+4y-6=0;
(3)x2+y2-2ax-b2=0;
(4)3x2+3y2-2x+4y-6=0.
解:(1)(方法一:配方法)原方程等价于(x+1)2+
(y+1)2=0,因此方程表示点(-1,-1).
(方法二:公式法)因为D2+E2-4F=22+22-4×

2=0,所以方程表示点 (-D
2
,-

E
2 ),即(-1,-1).

(2)原方程等价于(x-1)2+(y+2)2=(11)2,因
此方程表示圆心为(1,-2),半径为 11的圆.
(3)因为D2+E2-4F=4a2+4b2≥0,所以当a=b
=0时,方程表示原点;当a,b 不全为0时,方程表

示以(a,0)为圆心,a2+b2为半径的圆.

(4)原方程等价于x2+y2-
2
3x+

4
3y-2=0

,配

方,得 (x-13 )
2

+ (y+23 )
2

= ( 233 )
2
,因此方程

表示圆心为 (13,-
2
3 ),半径为

23
3

的圆.
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【探究总结】
判断方程x2+y2+Dx+Ey+F=0是否表示圆的

两种方法

(1)配方法.对形如x2+y2+Dx+Ey+F=0的二元

二次方程,可以通过配方将其变形成“标准”形式后,
再观察它是否表示圆.
(2)运用圆的一般方程满足的条件判断,即通过判断

D2+E2-4F 是否大于0来确定它是否表示圆.

求圆的一般方程

例1 已知△ABC 的三个顶点为A(1,4),B(-2,

3),C(4,-5),求△ABC 的外接圆的方程、圆心坐标

和半径.
解:设△ABC 的外接圆方程为x2+y2+Dx+Ey+
F=0.
因为点A,B,C 在圆上,

所以

1+16+D+4E+F=0,

4+9-2D+3E+F=0,

16+25+4D-5E+F=0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得

D=-2,

E=2,

F=-23,

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以△ABC 的外接圆方程为x2+y2-2x+2y-23
=0,
即(x-1)2+(y+1)2=25.
所以圆心坐标为(1,-1),半径为5.
【探究总结】
求圆的方程时,如果由已知条件容易求得圆心坐标、
半径,或需利用圆心坐标或半径列方程,一般采用圆

的标准方程,再用待定系数法求出a,b,r;如果已知

条件与圆心和半径都无直接关系,一般采用圆的一般

方程,再用待定系数法求出D,E,F.

平面直角坐标系中的A(-1,5),B(5,5),C(6,-2),

D(-2,-1)四个点能否在同一个圆上?
解:设过A,B,C 三点的圆的方程为x2+y2+Dx+
Ey+F=0,

则

D-5E-F=26,

5D+5E+F=-50,

6D-2E+F=-40,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得

D=-4,

E=-2,

F=-20.

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以过A,B,C 三点的圆的方程为x2+y2-4x-2y
-20=0.
将D(-2,-1)代入上述方程,等号不成立,
故A,B,C,D 四点不能在同一个圆上.

求动点的轨迹方程

例2 已知圆C 经过点A(1,1),B(2,-2),且圆心C
在直线l:x-y+1=0上.
(1)求圆C 的方程;
(2)线段PQ 的端点P 的坐标是(5,0),端点Q 在圆

C 上运动,求线段PQ 的中点M 的轨迹方程.
解:(1)设点 D 为线段AB 的中点,直线 m 为线段

AB 的垂直平分线,则D (32,-
1
2 ) .

又kAB=-3,所以km=
1
3.

所以直线m 的方程为x-3y-3=0.

由
x-3y-3=0,
x-y+1=0,{ 得

x=-3,
y=-2,{ 即圆心C(-3,-2),

则半径r=|CA|= (-3-1)2+(-2-1)2=5.
所以圆C 的方程为(x+3)2+(y+2)2=25.
(2)设点 M(x,y),Q(x0,y0).
因为点P 的坐标为(5,0),

所以
x=

x0+5
2
,

y=
y0+0
2
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

即
x0=2x-5,

y0=2y.{

又点Q(x0,y0)在圆C:(x+3)2+(y+2)2=25上

运动,
所以(x0+3)2+(y0+2)2=25,
即(2x-5+3)2+(2y+2)2=25,

整理得(x-1)2+(y+1)2=
25
4
,

即所求线段PQ 的中点M 的轨迹方程为(x-1)2+

(y+1)2=
25
4.
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思考 在本例中,若点E(-1,-1)是圆C 内一点,
F,G 为圆C 上的动点,且∠GEF=90°,求线段GF
的中点N 的轨迹.
解:设线段GF 的中点为N(a,b),连接EN,CN,
CG(图略).
在Rt△GEF 中,|EN|=|GN|.
又CN⊥GF,
所以在Rt△GCN 中,|CG|2=|CN|2+|GN|2=
|CN|2+|EN|2,
所以(a+3)2+(b+2)2+(a+1)2+(b+1)2=25,
即a2+b2+4a+3b-5=0.
因为42+32+4×5>0,
所 以 线 段 GF 的 中 点 N 的 轨 迹 是 圆 心 为

-2,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,半径为

35
2

的圆.
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【探究总结】
求动点的轨迹方程的常用方法

(1)直接法:根据题目的条件,建立平面直角坐标系,
设出动点坐标,找出动点所满足的条件,并用坐标表

示,化简即得轨迹方程.
(2)定义法:当动点的轨迹符合圆的定义时,可直接写

出动点的轨迹方程.
(3)相 关 点 法:若 动 点 P(x,y)随 着 圆 上 一 动 点

Q(x1,y1)的运动而运动,且x1,y1 可用x,y 表示,
则可将用x,y 表示后的点Q 的坐标代入已知圆的方

程,即得动点P 的轨迹方程.

1.已知动点 M 到点(8,0)的距离等于点 M 到点(2,
0)的距离的2倍,则点 M 的轨迹方程是    
   .
x2+y2=16 解析:设 M (x,y),则 由 题 意 得

(x-8)2+y2=2 (x-2)2+y2,整理可得点 M
的轨迹方程为x2+y2=16.

2.已知等腰三角形ABC 中,|AB|=|AC|,且顶点

A,B 的坐标分别为(4,2),(3,5),求另一个顶点C
的轨迹方程,并说明它的轨迹是什么.
解:根据题意得|AC|=|AB|,所以点C 在以A 为

圆 心 的 圆 上,且 半 径 r = | AB | =
(3-4)2+(5-2)2= 10,故圆的方程为(x-4)2

+(y-2)2=10.
又因为A,B,C 为三角形的三个顶点,所以 A,B,

C 三点不共线,即点B,C 不能重合且B,C 不能为

直径的两个端点,所以x≠3且
x+3
2 ≠4,即x≠3

且x≠5.故端点C 的轨迹方程为(x-4)2+(y-
2)2=10(x≠3且x≠5).端点C 的轨迹是以A 为

圆心,10为半径除去(3,5)和(5,-1)两点的圆.
3.已知定点A(4,0),点P 是圆x2+y2=4上一动点,

点Q 是AP 的中点,求点Q 的轨迹方程.
解:设点Q 的坐标为(x,y),点 P 的坐标为(x',

y'),则x=
4+x'
2

且y=
0+y'
2
,

即x'=2x-4,y'=2y.
又点P 在圆x2+y2=4上,
所以x'2+y'2=4.
由x'=2x-4,y'=2y,得(2x-4)2+(2y)2=4,
即(x-2)2+y2=1.
故点Q 的轨迹方程为(x-2)2+y2=1.
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                   1.若方程x2+y2+2ax+2ay+2a2+a-1=0表示

圆,则a 的取值范围为 (  )
A.R B.a≤1
C.a<1 D.a>1
C 解析:根据题意,若方程表示圆,则有(2a)2+
(2a)2-4(2a2+a-1)>0,解得a<1.故选C.

2.圆x2+y2-2x+6y=0的圆心到直线x-y+2=0
的距离为 (  )

A.2 B.2

C.3 D.32
D 解析:由题意得x2+y2-2x+6y=0,即(x-
1)2+(y+3)2=10,
则其圆心坐标为(1,-3),所以圆心到直线x-y+

2=0的距离为
1-(-3)+2
12+(-1)2

=32.

故选D.

3.若点(1,1)在圆x2+y2-x-a=0的外部,则a 的

取值范围为 (  )

A.-
1
4
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.14

,1
æ

è
ç

ö

ø
÷

C.(-∞,1) D.(1,+∞)

A 解析:因为x2+y2-x-a=0可化为 x-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+y2=a+
1
4
,则a+

1
4>0

,所以a>-
1
4.

又点(1,1)在圆x2+y2-x-a=0的外部,所以12

+12-1-a>0,故a<1.

综上,-
1
4<a<1.

故选A.

4.若圆x2+y2-2x-8y+13=0的圆心到直线ax+y

-1=0的距离为2,则a= (  )

A.0或-1 B.0
C.7 D.-1或7
D 解析:将x2+y2-2x-8y+13=0整理得(x-
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1)2+(y-4)2=4,所以圆心坐标为(1,4).
所以 圆 心 到 直 线 ax+y-1=0 的 距 离 d=
|a+4-1|

a2+1
= 2,整理得a2-6a-7=0,解得a=

-1或a=7.
5.当实数a 取不同的值时,方程x2+y2+2ax+2ay
-1=0可以表示不同的圆,则 (  )

A.这些圆的圆心都在直线y=x 上

B.这些圆的圆心都在直线y=-x 上

C.这些圆的圆心都在直线y=x 或y=-x上

D.这些圆的圆心不在同一条直线上

A 解析:由题意知圆心为(-a,-a),则圆心都在

直线y=x 上.
6.若圆心在直线2x-y-7=0上的圆C 与y 轴交于

A(0,-4),B(0,-2)两点,则圆 C 的一般方程

为        .
x2+y2-4x+6y+8=0 解析:设圆的一般方程

为x2+y2+Dx+Ey+F=0.
由题意可知,-4,-2是方程y2+Ey+F=0的两

个根,

所以
-4-2=-E,
(-4)×(-2)=F,{ 即

E=6,
F=8.{

又点 -
D
2
,-3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在直线2x-y-7=0上,

所以-D+3-7=0,即D=-4.
所以圆的一般方程为x2+y2-4x+6y+8=0.

7.已知A 是圆x2+y2-2x=0上的动点,PA 是圆的

切 线,且|PA|=1,则 点 P 的 轨 迹 方 程

是      .
(x-1)2+y2=2 解析:将x2+y2-2x=0整理

得(x-1)2+y2=1.
设P(x,y),
圆(x-1)2+y2=1的圆心为B(1,0),
则|PA|2+1=|PB|2,
所以|PB|2=2.
所以点P 的轨迹是以(1,0)为圆心,2为半径的圆.
所以点P 的轨迹方程是(x-1)2+y2=2.

8.动圆x2+y2-(4m+2)x-2my+4m2+4m+1=
0的圆心的轨迹方程为     .
x-2y-1=0 解析:设动圆圆心为(x,y),由题意

得
x=
4m+2
2 =2m+1,

y=
2m
2 =m,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

整理得x-2y-1=0.

1.已知x2+y2+4x-2y-4=0,则x2+y2的最大值是

(  )

                  A.9 B.14

C.14-65 D.14+65
D 解析:方程x2+y2+4x-2y-4=0可化为(x
+2)2+(y-1)2=9,所以圆心为(-2,1),半 径

为3.
而x2+y2表示圆上的点到原点的距离的平方,所以

x2+y2的最大值为[ (-2-0)2+(1-0)2+3]2=

14+65.
2.圆x2+y2+2x-4y+1=0关于直线2ax-by+2
=0(a,b∈R)对称,则ab的取值范围是 (  )

A.-∞,
1
4

æ

è
ç

ù

û
úú B.0,

1
4

æ

è
ç

ù

û
úú

C.-
1
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.-∞,

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

A 解析:圆x2+y2+2x-4y+1=0关于直线

2ax-by+2=0(a,b∈R)对称,则圆心(-1,2)在
该直线上,所以-2a-2b+2=0,即a+b=1,所以

ab=a(1-a)=-a2+a=- a-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
1
4≤

1
4
,

所以ab的取值范围是 -∞,
1
4

æ

è
ç

ù

û
úú.故选A.

3.过点A(-1,3),B(3,-1),且圆心在直线x-2y-
1=0上的圆的方程为 (  )
A.(x+1)2+(y+1)2=4
B.(x+1)2+(y+1)2=16
C.(x-1)2+y2=13
D.(x-1)2+y2=5

B 解析:由题易知kAB=
-1-3
3+1 =-1

,所以线段

AB 的垂直平分线的斜率为1.又线段AB 的中点为

(1,1),所以线段AB 的垂直平分线方程为y=x.

由
y=x,
x-2y-1=0,{ 解得

x=-1,
y=-1,{

即圆心坐标为(-1,-1),

半径为r= (-1+1)2+(-1-3)2=4,所以圆的

方程为(x+1)2+(y+1)2=16.
故选B.

4.已知圆C:x2+y2=3,直线l过点A(-2,0),线段

AB 的端点B 在圆C 上运动,则线段AB 的中点 M
的轨迹方程为 (  )

A.(x-1)2+y2=
3
4

B.(x+1)2+y2=
3
4

C.x2+(y-1)2=
3
4

D.(x+1)2+y2=
4
3

B 解析:设 M(x,y),B(x0,y0).
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由点 M 是线段AB 的中点,得
x=

x0-2
2
,

y=
y0+0
2
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

可得
x0=2x+2,

y0=2y.{
又点B 在圆C 上运动,所以x2

0+y2
0=3,

将上式代入,可得(2x+2)2+(2y)2=3,

化简整理得点 M 的轨迹方程为(x+1)2+y2=
3
4.

5.当a 为任意实数时,直线(a-1)x-y+a+1=0恒

过定点C,则以C 为圆心,半径为 5的圆的一般方

程为         .
x2+y2+2x-4y=0 解析:因为(a-1)x-y+
a+1=0可化为a(x+1)-x-y+1=0,所以该直

线恒过定点(-1,2),
所以所求圆的方程为(x+1)2+(y-2)2=5,即
x2+y2+2x-4y=0.

6.已知A(-2,0),B(0,2)两点,点C 是圆x2+y2-
2x=0上任意一点,则△ABC 的面积的最小值是 
   .

3- 2 解析:易得|AB|=22,直线 AB 的方程

为x-y+2=0,x2+y2-2x=0可化为(x-1)2+
y2=1,故 圆 心(1,0)到 直 线 AB 的 距 离 d=

|1-0+2|
2

=
32
2 >1,所 以 圆 上 任 意 一 点 到 直 线

AB 的最小距离为
32
2 -1.故△ABC 的面积的最小

值 为
1
2 ×|AB|× 32

2 -1
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

1
2 ×2 2 ×

32
2 -1

æ

è
ç

ö

ø
÷=3- 2.

7.已知圆C:x2+y2-4x-14y+45=0,点Q(-2,

3).
(1)若点P(a,a+1)在圆上,求线段PQ 的长及直

线PQ 的斜率;
(2)若M 为圆C 上任一点,求|MQ|的最大值和最

小值.
解:(1)因为点P(a,a+1)在圆上,
所以a2+(a+1)2-4a-14(a+1)+45=0,
解得a=4,即P(4,5),

所以|PQ|= (4+2)2+(5-3)2=210,

kPQ=
3-5
-2-4=

1
3.

(2)因为圆的方程可化为(x-2)2+(y-7)2=8,所

以圆心C 的坐标为(2,7),半径为22,

所以|QC|= (2+2)2+(7-3)2=42>22,
所以点Q 在圆外.

所以|MQ|max=42+22=62,

|MQ|min=42-22=22.
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2.5 直线与圆、圆与圆的位置关系

2.5.1 直线与圆的位置关系

第1课时 直线与圆的位置关系的判断

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.理解直线与圆的三种位置关系,掌握其判定方法和性质.
2.会求直线与圆相切时的切线方程和直线与圆相交时的弦长.
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【知识清单】
知识点一 直线与圆的三种位置关系

位置关系 交点个数

相交 有两个公共点

相切 只有一个公共点

相离 没有公共点

知识点二 直线与圆的位置关系的判断

已知直线:Ax+By+C=0与圆(x-a)2+(y-b)2

=r2,则

判断方法 相交 相切 相离

几
何
法

圆心到直线的距离

d=
|Aa+Bb+C|

A2+B2

d<r d=r d>r

代

数

法

由
Ax+By+C=0,
(x-a)2+(y-b)2=r2,{

消元得到关于x(或y)的一元二

次方程的根的判别式Δ

Δ>0 Δ=0 Δ<0
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【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若直线与圆有公共点,则直线与圆相交. ( × )
(2)若直线与圆的方程组成的方程组有解,则直线

和圆相交或相切. ( √ )
(3)若圆心到直线的距离大于半径,则直线与圆的

方程联立消元后得到的一元二次方程无解.( √ )
(4)过圆外一点的直线与圆相离. ( × )

2.直线y=x+1与圆x2+y2=1的位置关系是

(  )
A.相切

B.相交但直线不过圆心

C.直线过圆心

D.相离

B 解析:由圆心到直线的距离d=
1
1+1

=
2
2<

1,且直线y=x+1不过圆心(0,0),得直线与圆相

交但不过圆心.故选B.

3.请思考并回答下列问题:

(1)用代数法与几何法判断直线与圆的位置关系各

有什么特点?

提示:几何法与代数法判断直线与圆的位置关系,

是从不同的方面,不同的思路来判断的.几何法侧

重于“形”,更多地结合了图形的几何性质;代数法

则侧重于“数”,它倾向于“坐标”与“方程”.
(2)怎样解决直线与圆相切的问题?

提示:一般采用几何法,即圆心到直线的距离等于

半径.
(3)当点(x0,y0)在圆外时,过该点有几条直线与圆

相切? 当由点斜式只求出一条直线时怎么办?

提示:有两条.用点斜式要考虑斜率存在与不存在

两种情况,当只求出一条直线时,另一条一定是直

线x=x0.
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直线与圆的位置关系的判断

例1 已知圆x2+y2=8,定点P(4,0),过点P 的直

线的斜率在什么范围内取值时,直线与已知圆的位置

分别满足下列条件.(1)直线与圆相交;(2)直线与圆

相切;(3)直线与圆相离.
解:设过点P 的直线的斜率为k(由已知k 存在),则
直线方程为y=k(x-4).

(方法一)由 y=k(x-4),
x2+y2=8,{ 消去y,得(1+k2)x2-

8k2x+16k2-8=0,Δ=(-8k2)2-4(1+k2)(16k2

-8)=32(1-k2).
(1)令Δ>0,即32(1-k2)>0,得-1<k<1.
所以,当-1<k<1时,直线与圆相交.
(2)令Δ=0,即32(1-k2)=0,得k=±1.
所以,当k=±1时,直线与圆相切,切线方程为x-y
-4=0或x+y-4=0.
(3)令Δ<0,即32(1-k2)<0,得k>1或k<-1.
所以,当k>1或k<-1时,直线与圆相离.
(方法二)设圆心到直线的距离为d,

则d=
|k·0-0-4k|

1+k2
=
4|k|
1+k2

.

(1)令d<r,即
4|k|
1+k2

<22,得k2<1,即-1<k

<1.
所以,当-1<k<1时,直线与圆相交.

(2)令d=r,即
4|k|
1+k2

=22,得k2=1,即k=±1.

所以,当k=±1时,直线与圆相切,切线方程为x-y
-4=0或x+y-4=0.

(3)令d>r,即
4|k|
1+k2

>22,得k2>1,即k>1或

k<-1.
所以,当k>1或k<-1时,直线与圆相离.
【探究总结】

判断直线与圆的位置关系的常用方法

(1)几何法:根据圆心到直线的距离d 与圆的半径r
的大小关系判断.
(2)代数法:根据直线与圆的方程组成的方程组的解

的个数判断.
(3)动直线法:若动直线过定点P,则当点P 在圆内

时,直线与圆相交;当点P 在圆上时,直线与圆相切

或相交;当点 P 在圆外时,直线与圆的位置关系不

确定.

1.(多选)已知直线l:ax+by-r2=0与圆C:x2+y2=
r2,点A(a,b),则下列说法正确的是 (  )
            A.若点A 在圆C 上,则直线l与圆C 相切

B.若点A 在圆C 内,则直线l与圆C 相离

C.若点A 在圆C 外,则直线l与圆C 相离

D.若点A 在直线l上,则直线l与圆C 相切

ABD 解析:圆 心 C(0,0)到 直 线l 的 距 离d

=
r2

a2+b2
.

若点A(a,b)在圆C 上,则a2+b2=r2,所以d=
r2

a2+b2
=|r|,则直线l与圆C 相切,故A正确;
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若点A(a,b)在圆C 内,则a2+b2<r2,所以d=
r2

a2+b2
>|r|,则直线l与圆C 相离,故B正确;

若点A(a,b)在圆C 外,则a2+b2>r2,所以d=
r2

a2+b2
<|r|,则直线l与圆C 相交,故C错误;

若点A(a,b)在直线l上,则a2+b2-r2=0,即a2

+b2=r2,所以d=
r2

a2+b2
=|r|,直线l 与圆C

相切,故D正确.
故选ABD.

2.若直线x+y+m=0与圆x2+y2=m 相切,则m
的值为 (  )
A.0或2 B.2

C.2 D.0
B 解析:由题意知m≠0,由圆心到直线的距离为

半径,得|m|
2
= m,所以m=2.

直线与圆相切的有关问题

例2 过点A(4,-3)作圆(x-3)2+(y-1)2=1的

切线.
(1)求此切线的方程;
(2)求切线长.
解:(1)因为(4-3)2+(-3-1)2=17>1,
所以点A 在圆外.
①若所求切线的斜率存在,设切线的斜率为k,
则切线的方程为y+3=k(x-4).
设圆心为C.
因为圆心C(3,1)到切线的距离等于半径1,

所以
|3k-1-3-4k|

k2+1
=1,

即|k+4|= k2+1.

所以k2+8k+16=k2+1,解得k=-
15
8.

所以切线的方程为y+3=-
15
8
(x-4),

即15x+8y-36=0.
②若切线的斜率不存在,
则切线的方程为x=4,
此时,圆心C(3,1)到直线x=4的距离也为1,
所以另一条切线的方程是x=4.
综上,所求切线的方程为15x+8y-36=0或x=4.
(2)圆心C 的坐标为(3,1).
设切点为B,则△ABC 为直角三角形,

|AC|= (3-4)2+(1+3)2= 17,
又|BC|=1,

所以|AB|= |AC|2-|BC|2= (17)2-12=4.
所以切线长为4.
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思考1.本例中,设切点为P,Q,圆心为C,求四边形

APCQ 的面积.

解:由本例(2)可知,|AP|=4,所以S△APC=
1
2|AP|

·

|CP|=
1
2×4×1=2

,

所以S四边形APCQ=2S△APC=4.
思考2.由直线y=x+1上任意一点向圆(x-3)2+
(y-1)2=1作切线,求切线长的最小值.
解:当直线y=x+1上的点到圆心C 的距离最短

时,切线长有最小值,又因为圆心C(3,1)到直线y

=x+1的距离d=
|3-1+1|

2
=
32
2
,

所以切线长的最小值为 32
2
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2

-12=
14
2 .

【探究总结】
如果所求切线过已知点 M,务必确定该点在圆上还

是在圆外.
(1)如果点 M 在圆上,那么圆心和点 M 的连线与切

线垂直,从而求得切线的斜率,用直线的点斜式方程

可求得切线的方程.
(2)如果点 M 在圆外,那么过这点的切线有两条.用
点斜式求出的切线可能只有一条,这是因为过这点的

另一条切线的斜率可能不存在.

1.求过点(1,-7)且与圆x2+y2=25相切的直线的

方程.
解:由题意易知切线的斜率存在.
设切线的斜率为k,则切线的方程为y+7=k(x-
1),即kx-y-k-7=0.
由圆心(0,0)到切线的距离等于圆的半径5,

所以
|-k-7|

k2+1
=5,解得k=

4
3

或k=-
3
4.

所以所求切线的方程为y+7=
4
3
(x-1)或y+7

=-
3
4
(x-1),

即4x-3y-25=0或3x+4y+25=0.
2.已知圆C:(x-1)2+(y+2)2=10,求满足下列条

件的圆的切线的方程.
(1)与直线l1:x+y-4=0平行;
(2)与直线l2:x-2y+4=0垂直;
(3)切点为A(4,-1).
解:由题意得圆心C(1,-2),半径r= 10.
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(1)设切线的方程为x+y+b=0(b≠-4),

则
|1-2+b|

2
= 10,得b=1±25,

所以切线的方程为x+y+1+25=0或x+y+1
-25=0.
(2)设切线的方程为2x+y+m=0,

则
|2-2+m|

5
= 10,得m=±52,

所以切线的方程为2x+y+52=0或2x+y-5
2=0.

(3)因为kAC=
-2+1
1-4 =

1
3
,

所以切点为A(4,-1)时,切线的斜率为-3,
所以切点为 A(4,-1)时,切线的方程为y+1=
-3(x-4),即3x+y-11=0.

圆的弦长问题

            例3 过点(-4,0)作直线l 与圆x2+y2+2x-4y
-20=0交于A,B 两点,如果|AB|=8,求直线l的

方程.
解:将圆的方程配方得(x+1)2+(y-2)2=25,所以

圆心为(-1,2),半径r=5,由圆的性质可得,圆心到

直线l的距离d= r2- |AB|
2
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2

= 25-16=3.

当l的斜率不存在时,x=-4满足题意;
当l的斜率存在时,设方程为y=k(x+4),即kx-y
+4k=0,
由点到直线的距离公式得

|-k-2+4k|
1+k2

=3,解得k=-
5
12
,

所以直线l的方程为5x+12y+20=0.
综上,直线l的方程为x=-4或5x+12y+20=0.
【探究总结】

求直线与圆相交所得弦的长的三种方法

(1)交点法:将直线的方程与圆的方程联立,求出交点

A(x1,y1),B(x2,y2)的坐标,根据两点间的距离公

式|AB|= (x1-x2)2+(y1-y2)2求解.
(2)弦长公式:如图1,设两个交点分别是A(x1,y1),

B(x2,y2),则|AB|= (x1-x2)2+(y1-y2)2 =

1+k2·|x1-x2|= 1+
1
k2

·|y1-y2|(直线l的

斜率k存在且不为0).

图1

(3)几何法:如图2,直线l与圆C 交于A,B 两点,设
弦心 距 为 d,圆 的 半 径 为r,弦 长 为|AB|,则 有

|AB|
2
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2

+d2=r2,即|AB|=2 r2-d2.

图2

1.已知圆x2+y2-6x=0,过点(1,2)的直线被该圆

所截得的弦的长度的最小值为 (  )
A.1 B.2 C.3 D.4
B 解析:将圆的方程x2+y2-6x=0化为标准方

程为(x-3)2+y2=9,设圆心为C,则C(3,0),半
径r=3.设点(1,2)为点A,过点A(1,2)的直线为

l.因为(1-3)2+22<9,所以点 A(1,2)在圆的内

部,则直线l与圆必相交,设交点分别为B,D.易知

当直线l⊥AC 时,直线l被该圆所截得的弦的长度

最小,设此时圆心C 到直线l 的距离为d,则d=

|AC|= (3-1)2+(0-2)2=2 2,所以|BD|min

=2 32-(22)2=2,即弦的长度的最小值为2.故
选B.

2.直线l经过点P(5,5)并且与圆C:x2+y2=25相

交,相交所得的弦的长为45,求l的方程.
解:若直线l 的斜率不存在,则l:x=5与圆C 相

切,不合题意,所以直线l的斜率存在,设直线l的

方程为y-5=k(x-5),与圆C 相交于A(x1,y1),
B(x2,y2).

(方法一)联立方程
y-5=k(x-5),
x2+y2=25,{

消去y,得(k2+1)x2+10k(1-k)x+25k(k-2)
=0.
由Δ=[10k(1-k)]2-4(k2+1)·25k(k-2)>0,

解得k>0.则x1+x2=-
10k(1-k)

k2+1
,

x1x2=
25k(k-2)

k2+1 .

由斜率公式,得y1-y2=k(x1-x2),

所以|AB|= (x1-x2)2+(y1-y2)2

= (1+k2)(x1-x2)2

= (1+k2)[(x1+x2)2-4x1x2]

= (1+k2)100k
2(1-k)2
(k2+1)2 -4·

25k(k-2)
k2+1

é

ë
êê

ù

û
úú

=45.

整理得2k2-5k+2=0,解得k=
1
2

或k=2,符合
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题意.
故直线l的方程为x-2y+5=0或2x-y-5=0.
(方法二)如图所示,

|OH|是圆心到直线l的距离,|OA|是圆的半径,
|AH|是弦长|AB|的一半.
在Rt△AHO 中,|OA|=5,

|AH|=
1
2|AB|=

1
2×45=25

,

则|OH|= |OA|2-|AH|2= 5.

所以
|5(1-k)|

k2+1
= 5,

解得k=
1
2

或k=2.

所以直线l的方程为x-2y+5=0或2x-y-5
=0.
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               1.若直线y=k(x+3)与圆x2+y2=4相交,则实数

k的取值范围为 (  )

A.(-2,2) B.25
5
,+∞
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C.-
23
5
,23
5
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D 解析:直线方程y=k(x+3)化为一般式为kx
-y+3k=0,
直线y=k(x+3)与圆x2+y2=4相交等价于圆心

到直线的距离小于半径,

即
3k

k2+1
<2,即5k2<4,故k∈ -

25
5
,25
5
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故选D.
2.若直线x+y+2=0与圆M:(x-a)2+(y-a)2=
8a2(a>0)相切,则圆M 的半径为 (  )

A.2 B.4 C.22 D.8

C 解析:由题意得
a+a+2
2

= 22a ,解得a

=1(负值舍),所以圆 M 的半径为22.
故选C.

3.若直线x-y+m=0与曲线y= 4-x2 相交,则
m 的取值范围是 (  )

A.[-2,2] B.[-2,22]

C.[-2,22) D.(-22,22)

C 解析:曲线y= 4-x2是圆x2+y2=4的上半

部分,如图所示,易知m 为直线x-y+m=0的纵

截距,当直线x-y+m=0与曲线y= 4-x2 相

切时,由 m
2
=2,得m=22或-22(舍去).

结合图象可知,当点B 在直线x-y+m=0上时,
m=-2,故m≥-2.
所以m∈[-2,22).故选C.

4.直线x+2y-5+ 5=0被圆x2+y2-2x-4y=0
截得的弦的长为 (  )

A.1 B.2 C.4 D.46
C 解析:由题意,圆的方程x2+y2-2x-4y=0
可化为(x-1)2+(y-2)2=5,故圆心为(1,2),半

径r= 5,圆心到直线x+2y-5+ 5=0的距离d

=
|1+4-5+ 5|

5
=1,所以弦长为2r2-d2=4,

故弦长为4.
5.过原点且与圆x2+y2-4x+2y+1=0相切的直

线的方程是 (  )

A.y=
3
4x B.y=

3
4x

或y=0

C.y=
3
4x

或x=0 D.y=
4
3x

或x=0

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—431—



C 解析:由题意,圆的方程可化为(x-2)2+(y+
1)2=4,则圆心为(2,-1),半径为2.
当切线的斜率存在时,设切线方程为kx-y=0.
由圆 心(2,-1)到 切 线 的 距 离 等 于 半 径 2,即

|2k+1|
k2+1

=2,解得k=
3
4
,

因此切线方程为y=
3
4x.

当切线的斜率不存在时,如图,y 轴是符合条件的

切线,此时切线方程为x=0.

综上,所求直线方程为y=
3
4x

或x=0.

6.已知直线ax-y+3=0与圆(x-1)2+(y-2)2=
4 相 交 于 A,B 两 点,且|AB|=23,则 a
=    .

0 解析:由|AB|=23,圆半径r=2,
得圆心(1,2)到直线ax-y+3=0的距离为1,

即
|a+1|
a2+1

=1,解得a=0.

7.(2022·新高考全国Ⅰ卷)写出与圆x2+y2=1和

(x-3)2+(y-4)2=16都相切的一条直线的方

程:        .
3x+4y-5=0(或7x-24y-25=0或x+1=0)
解析:显然直线的斜率不为0,不妨设直线的方程为

x+by+c=0,

于是
|c|
1+b2

=1,
|3+4b+c|
1+b2

=4.

故c2=1+b2①,|3+4b+c|=|4c|,
于是3+4b+c=4c或3+4b+c=-4c.

再结合①解得
b=0,
c=1{ 或

b=-
24
7
,

c=-
25
7

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

或
b=

4
3
,

c=-
5
3
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以直线有三条,分别为x+1=0,7x-24y-25=
0,3x+4y-5=0.(填一条即可)

1.(多选)已知圆C:x2+y2=1,在△ABC 中,角A,
B,C 的对边分别为a,b,c,且asinA+bsinB-
csinC=0,直线l的方程为ax+by+c=0,则

(  )
            A.△ABC 是直角三角形

B.圆C 与直线l相离

C.圆C 与直线l相切

D.圆C 与直线l相交

AC 解析:因为asinA+bsinB-csinC=0,所以

由正弦定理得a2+b2-c2=0,即a2+b2=c2,所以

△ABC 是直角三角形.圆心C(0,0)到直线l:ax+

by+c=0的距离d=
|c|
a2+b2

=1=r,故圆C:x2

+y2=1与直线l:ax+by+c=0相切.
2.根据圆的性质,过圆O 外的一点A 可以作圆O 的

两条切线,设切点为B,C,我们把四边形OBAC 称

为圆O 的“切点四边形”.已知圆O:x2+y2=1,圆
外有一点A(1,2),则圆O 的“切点四边形”的周长为

(  )

A.2 B.4 C.6 D.8

C 解析:由题意,OA = 12+22= 5,圆 O 的

半径为1,故 AB = AC = 5-1=2,
故 四 边 形 OBAC 的 周 长 为 OB + OC +
AB + AC =1+1+2+2=6.

3.圆x2+y2+2x+4y-3=0上到直线x+y+1=0

的距离为 2 的点有    个.
3 解析:圆的方程可化为(x+1)2+(y+2)2=8,
所以圆心(-1,-2)到直线x+y+1=0的距离d

=
|-1-2+1|

2
= 2.

又圆的半径为22,所以圆上到直线x+y+1=0

的距离为 2的点有3个.
4.过点P(-1,6),且与圆(x+3)2+(y-2)2=4相

切的直线的方程是     .
3x-4y+27=0或x=-1 解析:由题意知圆心

为(-3,2),半径r=2.当所求直线的斜率存在时,
设所求直线的方程为y-6=k(x+1),则圆心到直

线的距离d=
|2-6-k(-3+1)|

1+k2
=2,解得k=

3
4
,

此时,直线的方程为3x-4y+27=0.当所求直线的

斜率不存在时,所求直线的方程为x=-1,验证可

知,符合题意.所以所求直线的方程为3x-4y+27
=0或x=-1.

5.已知圆C:(x-3)2+(y-4)2=4.
(1)若直线l过定点A(1,0)且与圆C 相切,求直线

l的方程;
(2)若直线m:kx-y-2k+3=0与圆C 交于D,F
两点,求 DF 的最小值.
解:(1)已知圆心C(3,4),半径r=2.
当直线l的斜率存在时,设直线l:y=k(x-1),即
kx-y-k=0,

圆心C(3,4)到直线l的距离d=
|3k-4-k|

k2+1
=2,
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解得k=
3
4
,

此时直线l的方程为
3
4x-y-

3
4=0

,即3x-4y-

3=0.
当直线l的斜率不存在时,直线l的方程为x=1,
满足题意.
所以直线l的方程为3x-4y-3=0或x=1.
(2)因为直线m 的方程可化为y-3=k(x-2),所

以直线m 过定点P(2,3).
又点P(2,3)在圆C 内,所以当直线 m 与直线CP
垂直时,直线 m 被圆C 截得的弦DF 的长|DF|
最小.

因为 CP = (3-2)2+(4-3)2= 2,r=2,

所以|DF|min=2r2-|CP|2=22.

所以|DF|的最小值为22.
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第2课时 直线与圆的位置关系的应用

学习任务目标
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1.会用坐标法解决相应的平面几何问题.
2.能用直线与圆的方程解决实际问题.
3.能解决直线与圆的位置关系的综合问题.
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【知识清单】
知识点 直线与圆的方程的应用

用坐标法解决平面几何问题的“三步曲”
第一步:建立适当的平面直角坐标系,用坐标和方程

表示问题中的几何要素,如点、直线、圆,把平面几何

问题转化为代数问题;第二步:通过代数运算,解决代

数问题;第三步:把代数运算的结果“翻译”成 几 何

结论.
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)在解决直线和圆的实际问题时,所建的坐标系

不同,得到的直线或圆的方程也可能不同.
( √ )

(2)通过代数运算解决平面几何问题时,最后要将

代数运算的结果“翻译”成几何结论. ( √ )
2.设村庄外围所在曲线可用方程(x-2)2+(y+3)2

=4表示,村外一条小路所在直线可用方程x-y+
2=0表示,则村庄外围任一点到小路的最短距离为

    .

72
2 -2 解析:由题意可知圆心为(2,-3),半径

为2,因为圆心(2,-3)到直线x-y+2=0的距离

为
2+3+2
2

=
72
2
,所以从村庄外围任一点到小

路的最短距离为
72
2 -2.

3.请思考并回答下列问题:
(1)解决平面几何问题时,如何建立平面直角坐

标系?

提示:建立平面直角坐标系的方式对解决问题有着

直接的影响.因此,建立平面直角坐标系时,应使所

给图形尽量对称,所需的几何元素的坐标或方程尽

量简单.
(2)你认为解决直线与圆的实际应用问题的关键是

什么?

提示:关键是把实际应用问题转化为数学问题.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

直线与圆的位置关系的实际应用

例1 已知一个圆弧形桥拱,当水面在如图所示的位

置时,拱顶离水面2m,水面宽12m,当水面下降1m
后,求水面的宽度.

解:如图,以圆弧形桥拱的顶点为坐标原点,以过圆弧

形桥拱的顶点的水平直线为x 轴,以过圆弧形桥拱

的顶点的竖直直线为y 轴,建立平面直角坐标系.

设圆弧所在圆的圆心为C,水面对应弦的端点为A,
B,则由已知可得A(6,-2).

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—631—



设圆的半径为r,则C(0,-r),即圆的方程为x2+(y
+r)2=r2.
将点A 的坐标代入上述方程,可得r=10,
所以圆的方程为x2+(y+10)2=100.
当水面下降1m后,水面对应弦的端点为A',B',
可设A'(x0,-3)(x0>0),代 入 x2+(y+10)2

=100,

解得x0= 51,

所以此时水面的宽度|A'B'|=2 51m.
【探究总结】

直线与圆的方程的实际应用问题的解题步骤

(1)审题:认真审题,明确题意,从题目中抽象出几何

模型,明确已知和未知;
(2)建系:建立平面直角坐标系,根据实际问题求出相

关点的坐标,从而求出直线与圆的方程;
(3)求解:利用直线与圆的方程的有关知识求解;
(4)还原:将运算结果还原到实际问题中去.

1.一艘海监船上配有雷达,其监测范围是半径为26
km的圆形区域,一艘轮船从位于海监船正东40
km的A 处出发,径直驶向位于海监船正北30km
的B 处,船速为10km/h,则这艘轮船能被海监船

监测到的时间约为多少小时?
解:根据题意,以海监船的位置为坐标原点,其正东

方向为x 轴正方向,正北方向为y 轴正方向,建立

如图所示的平面直角坐标系,

所以A(40,0),B(0,30),圆O:x2+y2=676,所以

直线AB 的方程为
x
40+

y
30=1

,即3x+4y-120

=0.
记从点 N 处开始被监测,到点 M 处监测结束,因为

点 O 到 直 线 AB 的 距 离|OO'|=
|-120|
32+42

=

24(km),

所以|MN|=2|MO|2-|OO'|2=20(km).

因为
20
10=2

(h),

所以这艘轮船被海监船监测到的时间约为2h.
2.从点A(-3,3)发出的光线l射到x 轴上,被x 轴

反射,其反射光线所在直线与圆x2+y2-4x-4y
+7=0相切,求光线l所在直线的方程.
解:如 图 所 示,设l 与x 轴 交 于 点B(b,0)(b≠

-3),则kAB=
-3

b+3.

根据光的反射定律,反射光线的斜率k反=
3

b+3
,

所以反射光线所在直线的方程为y=
3

b+3
(x-b),

即3x-(b+3)y-3b=0.
设圆心为C,
将x2+y2-4x-4y+7=0化为(x-2)2+(y-
2)2=1,可知圆心C(2,2),半径为1,

所以
|6-(b+3)×2-3b|

9+(b+3)2
=1,解得b1=-

3
4
,b2

=1,

所以kAB=-
4
3

或kAB=-
3
4.

所以光线l所在直线的方程为y-3=-
4
3
(x+3)

或y-3=
-3
4
(x+3),即4x+3y+3=0或3x+

4y-3=0.

与圆有关的最值问题

例2 已知点(x,y)在圆(x-2)2+(y+3)2=1上.

(1)求
y
x

的最大值和最小值;

(2)求x+y 的最大值和最小值.

解:(1)
y
x

可看作点(x,y)与原点连线的斜率,y
x

的最

大值和最小值就是与该圆有公共点且过原点的直线

的斜率 的 最 大 值 和 最 小 值,即 直 线 与 圆 相 切 时 的

斜率.
由题意知,圆心为(2,-3),半径为1,设过原点的直

线的方程为y=kx.
由直线与圆相切得圆心到直线的距离等于半径,即
|2k+3|
k2+1

=1,

解得k=-2+
23
3

或k=-2-
23
3 .

所以
y
x

的最大值为-2+
23
3
,最小值为-2-

23
3 .

(2)设t=x+y,则y=-x+t,t可看作直线y=-x
+t在y 轴上的截距.
所以x+y 的最大值和最小值就是直线y=-x+t
与圆有公共点时直线纵截距的最大值和最小值,即直
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线y=-x+t与圆相切时的纵截距.
由直线与圆相切得圆心到直线的距离等于半径,

即
|2+(-3)-t|

2
=1,解得t= 2-1或t=- 2-1.

所以x+y 的最大值为 2-1,最小值为- 2-1.
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思考1.本例(2)还有其他解法吗?

解:因 为(x-2)2+(y+3)2=1,故 可 设 x=
2+cosα,y=-3+sinα,α∈R,

所以x+y=-1+cosα+sinα=-1+2sinα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.

故当sinα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=1时,x+y取得最大值-1+2;

当sinα+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=-1时,x+y 取得最小值-1- 2.

思考2.已知点O(0,0),A(0,2),点 M 是圆(x-2)2

+(y+3)2=1上的动点,求△OAM 面积的最小值.
解:根据题意,得圆(x-2)2+(y+3)2=1的圆心为

(2,-3),半径r=1.
因为O(0,0),A(0,2),所以OA 所在的直线是y 轴.
当点 M 到直线AO 的距离最小时,△OAM 的面积

最小,

则点M 到直线AO 的距离的最小值为d=2-1=1,

所以△OAM 面积的最小值为S=
1
2|OA|·d=1.

【探究总结】

代数式最值问题的常见类型

(1)u=
y-b
x-a

的最值问题,可转化为过点(a,b)和点

(x,y)的直线的斜率的最值问题.

(2)t=ax+by 的最值问题,可转化为直线y=-
a
bx

+
t
b

的纵截距的最值问题.

(3)(x-a)2+(y-b)2的最值问题,可转化为动点

(x,y)到定点(a,b)的距离的平方的最值问题.

            1.(2023·全国乙卷)已知实数x,y 满足x2+y2-4x
-2y-4=0,则x-y 的最大值是 (  )

A.1+
32
2 B.4

C.1+32 D.7
C 解析:(方法一)令x-y=k,则x=k+y,
代入圆的方程化简得2y2+(2k-6)y+k2-4k-4

=0.
因为存在实数y,所以Δ≥0,即(2k-6)2-4×2(k2

-4k-4)≥0,

化简得k2-2k-17≤0,解得1-3 2≤k≤1+

32.

故x-y 的最大值是1+32.
(方法二)将x2+y2-4x-2y-4=0,整理得(x-
2)2+(y-1)2=9.
令x=3cosθ+2,y=3sinθ+1,其中θ∈[0,2π],

则x-y=3cosθ-3sinθ+1=32cosθ+
π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷+1.

因为θ∈[0,2π],所以θ+
π
4∈

π
4
,9π
4

é

ë
êê

ù

û
úú,当θ+

π
4

=2π,即θ=
7π
4

时,x-y 取得最大值32+1.

(方法三)由x2+y2-4x-2y-4=0,得(x-2)2+
(y-1)2=9,可知圆心为(2,1),半径为3.
设x-y=m,则圆心到直线x-y=m 的距离d=
|2-1-m|

2
≤3,

解得1-32≤m≤32+1.

故x-y 的最大值为32+1.
2.著名数学家华罗庚曾说过,数无形时少直觉,形少

数时难入微.事实上,很多代数问题都可以转化为

几何问题加以解决,如 (x-a)2+(y-b)2可以转

化为平面上点 M(x,y)与点 N(a,b)间的距离.结

合 上 述 观 点,可 得 f (y)= y2-4y+20 +

y2-2y+10的最小值为 (  )

A.25 B.52 C.8 D.6

B 解析:f(y)= y2-4y+20+ y2-2y+10=

(0-4)2+(y-2)2 + (0-3)2+(y-1)2,所 以

f(y)表示点P(0,y)到点A(4,2)与点B(3,1)的距

离之和.因为A(4,2)关于y 轴的对称点为A'(-4,

2),当点A',P,B 共线时,|PA|+|PB|取得最小

值,所以|PA|+|PB|=|PA'|+|PB|≥|A'B|=

(-4-3)2+(2-1)2=52.故选B.
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            1.过直线y=x 上的点P 作圆C:(x+3)2+(y-5)2

=4的两条切线l1,l2,当直线l1,l2 关于直线y=x
对称时,点P 的坐标为 (  )

A.(1,1) B.35
,3
5
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è
ç
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ø
÷

C.65
,6
5
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ø
÷ D.32

,3
2
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A 解析:圆 C:(x+3)2+(y-5)2=4的 圆 心

为C(-3,5),
直线l1,l2 关于直线y=x 对称时,CP 与直线y=
x 垂直,
所以直线CP 的方程为y-5=-(x+3),即x+y
-2=0.

由
x+y-2=0,

y=x,{ 解得
x=1,

y=1,{ 所以P(1,1).故选A.

2.圆C1:x2+y2-10x+4y+25=0与圆C2:x2+y2

-6x+8=0,点A,B 分别是圆C1,C2 上的动点,M
为直线y=x+1上的动点,则 MA + MB 的最

小值为 (  )

A.22+3 B.3-22

C.62-3 D.62+3
C 解析:因为圆C1:x2+y2-10x+4y+25=0的

标准方程为(x-5)2+(y+2)2=4,
圆C2:x2+y2-6x+8=0的标准方程为(x-3)2

+y2=1,
所以圆C1 和C2 的圆心分别为C1(5,-2),C2(3,

0),半径r1=2,r2=1,

所以直线C1C2 的斜率k=
0-(-2)
3-5 =-1.而直线

y=x+1的斜率为1,
所以直线C1C2 与直线y=x+1垂直,如图,

所以 当 点 M 与C1,C2 共 线 时,|MA|+|MB|
最小,
此时|MA|+|MB|=|MC1|-r1+|MC2|-r2.

又 此 时|MC1|=
5+2+1
2

=4 2,|MC2|=

3-0+1
2

=22,

所以 MA + MB 最小值为42-2+22-1=

62-3.故选C.
3.已知直线l与圆C:x2+y2-4y=0相交于A,B 两

点,且线段AB 的中点P 的坐标为(-1,1),则直线

l的方程为    .
x+y=0 解析:因为圆C:x2+y2-4y=0的圆心

为C(0,2),又点P(-1,1),

所以直线CP 的斜率为kCP=
2-1
0+1=1.

因为AB 是圆C 的一条弦,P 为线段AB 的中点,
所以AB⊥CP,所以kAB=-1,即直线l的斜率为

-1.
因此,直线l的方程为y-1=-(x+1),即x+y
=0.

4.我国东南沿海一台风中心从A 地以10km/h的速

度向东北方向移动,离台风中心15km 内的地区为

危险地区.若城市B 在A 地正北20km处,试确定

城市B 处于危险地区内的时间.
解:以A 为坐标原点,正北方向为纵轴正方向,正东

方向为横轴正方向,建立如图所示的平面直角坐

标系.

因为台风中心从A 地以10km/h的速度向东北方

向移动,所以运动轨迹所在直线 AF 与坐标轴成

45°角.
设以点 B 为圆心,15km 为半径的圆交 AF 于点

E,F,连接BE,BF.
过点B 作BC⊥AF,交AF 于点C.

在等腰直角三角形ABC 中,AB=20km,BC=
2
2

×20=102(km).

在Rt△BCE 中,BC=102km,BE=15km,所以
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CE= BE2-BC2=5(km),所以EF=2CE=10
(km).
因为台风中心从A 地以10km/h的速度向东北方

向移动,且当台风中心在线段EF 上时城市B 处于

危险区域内,所以城市B 处于危险区域内的时间为

10
10=1

(h).

5.已知M(m,n)为圆C:x2+y2-4x-14y+45=0
上任意一点.
(1)求m+2n 的最大值;

(2)求
n-3
m+2

的最大值和最小值;

(3)求m2+n2 的最大值和最小值.
解:圆的方程x2+y2-4x-14y+45=0可化为(x
-2)2+(y-7)2=8,所以圆心为C(2,7),半径r=

22.
(1)设m+2n=t,将m+2n=t看成是关于m,n 的

直线的方程.
因为该直线与圆C 有公共点,所以圆心C 到该直线

的距离d=
|2+2×7-t|

12+22
≤22,

解得16-210≤t≤16+210.

所以m+2n 的最大值为16+210.

(2)记点Q(-2,3),则
n-3
m+2

表示直线 MQ 的斜率.

设直线 MQ 的方程为y-3=k(x+2),即kx-y+
2k+3=0.
由直线 MQ 与圆C 有公共点,所以圆心C 到直线

MQ 的距离
|2k-7+2k+3|

k2+1
≤22,解得2- 3≤k

≤2+ 3.

所以
n-3
m+2

的最大值为2+ 3,最小值为2- 3.

(3)设μ=m2+n2=(m-0)2+(n-0)2,表示圆C
上的点到原点的距离的平方,

则μmax=[ (2-0)2+(7-0)2 +r]2=(53+

22)2=61+4106,

μmin=[ (2-0)2+(7-0)2-r]2=(53-22)2

=61-4106.

所以m2+n2 的最大值为61+4106,最小值为61

-4106.

1.若关于x 的方程kx+3-k= 1-x2 恰有两个实

数根,则实数k的取值范围是 (  )

            A.43
,+∞
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B 解析:因为关于x 的方程kx+3-k= 1-x2

恰有两个实数根,

所以函数y=k(x-1)+3与函数y= 1-x2的图

象恰有两个交点,即直线y=k(x-1)+3与半圆y

= 1-x2恰有两个交点,如图所示.

已知直线y=k(x-1)+3经过定点 M(1,3),

当直线y=k(x-1)+3与半圆y= 1-x2相切于

点A 时,由|3-k|
k2+1

=1,解得k=
4
3.

当直线y=k(x-1)+3经过点 B(-1,0)时,k

=
3
2.

所以满足函数y=k(x-1)+3与函数y= 1-x2

的图象恰有两个交点的k 的取值范围为 4
3
,3
2

æ

è
ç

ù

û
úú.

2.(新定义)如果动点 M 与两定点A,B 的距离之比

为λ(λ>0,λ≠1),那么点M 的轨迹是一个圆,这个

圆称为阿氏圆.已知A(3,0),O(0,0),若直线3x-
4y+c=0上存在点 M 满足 MA =2 MO ,则实

数c的取值范围是 (  )

A.(-7,13) B.[-7,13]

C.(-11,9) D.[-11,9]

B 解析:点 M 在直线3x-4y+c=0上,设点 M

的坐标为 x,
3x+c
4
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è
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ø
÷.

由直线3x-4y+c=0上存在点 M 满足 MA =
2 MO ,则|MA|2=4|MO|2,

所以(x-3)2+ 3x+c4
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2

=4x2+ 3x+c4
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2
é
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ù

û
úú,

整理可得25x2+(6c+32)x+c2-48=0.
由Δ=(6c+32)2-100(c2-48)≥0,得c2-6c-91
≤0,解得-7≤c≤13,
所以实数c的取值范围为[-7,13].

3.已知圆C:(x-1)2+(y-2)2=25,直线l:mx-y
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-3m+1=0与C 相交于A,B 两点,则 AB 的最

小值为 (  )

A.45 B.2

C.4 D.25
A 解析:由圆C 的方程可得圆心C(1,2),半径r
=5.
直线l的方程可整理为m(x-3)-y+1=0,

令
x-3=0,

-y+1=0,{ 解得
x=3,

y=1,{
所以直线l恒过定点D(3,1).
由题意知,当AB 与CD 垂直时,弦长 AB 最小,

此时,kCD=
2-1
1-3=-

1
2
,所以kAB=2,直线l:2x-

y-5=0.

因为点C 到直线l的距离d=
2-2-5
4+1

= 5,

所以 AB min=2r2-d2=2× 25-5=45.
4.已知P 是直线l:3x-4y+11=0上的动点,PA,

PB 是圆C:x2+y2-2x-2y+1=0的两条切线,
那么四边形PACB 面积的最小值是 (  )

A.2 B.22

C.3 D.23
C 解析:圆的标准方程为(x-1)2+(y-1)2=1,
圆心为C(1,1),半径为r=1,
圆心C(1,1)到直线l:3x-4y+11=0的距离d=
3-4+11
32+42

=
10
5=2>r=1

,

所以圆C 与直线l相离.
根据对称性可知,四边形 PACB 的面积为2S△APC

=2×
1
2 × PA ×r= PA = PC 2-r2

= PC 2-1,
要使四边形PACB 的面积最小,则只需 PC 最小.
又 PC 的最小值为圆心C 到直线l:3x-4y+11
=0的距离d=2,

所以四边形PACB 面积的最小值为 PC 2
min-1

= 4-1= 3.
故选C.

5.设直线y=x+2a 与圆C:x2+y2-2ay-2=0相

交于A,B 两点.若|AB|=23,则圆C 的面积为 
   .
4π 解析:圆C 的方程可化为x2+(y-a)2=a2+

2,可得圆心为C(0,a),半径r= a2+2,所以圆心

C 到直 线x-y+2a=0的 距 离 为
|-a+2a|

2
=

|a|
2

.由题意得
|a|
2
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2

+(3)2=(a2+2)2,解得

a2=2,所 以 圆 C 的 半 径 为2,所 以 圆 C 的 面 积

为4π.

6.如图,某海面上有O,A,B 三个小岛(面积大小忽略

不计),A 岛 在 O 岛 的 北 偏 东45°方 向 距 O 岛

402km处,B 岛在O 岛的正东方向距O 岛20km
处,以O 为坐标原点,O 的正东方向为x 轴的正方

向,1km为单位长度,建立平面直角坐标系,圆C
经过O,A,B 三点.

(1)求圆C 的标准方程;

(2)若圆C 区域内有未知暗礁,现有一船在O 岛的

南偏西30°方向距O 岛40km的D 处,沿着北偏东

60°方向行驶,若不改变方向,该船有没有触礁的

危险?

解:(1)由题意可知,A(40,40),B(20,0),

设过O,A,B 三点的圆C 的方程为x2+y2+Dx+

Ey+F=0,

则

F=0,

402+402+40D+40E+F=0,

202+20D+F=0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得

D=-20,

E=-60,

F=0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以圆C 的方程为x2+y2-20x-60y=0,即圆C
的标准方程为(x-10)2+(y-30)2=1000.
(2)由(1)知,圆 C 的 圆 心C(10,30),半 径r=

10 10.易知D(-20,-203),且该船航线所在直

线l的斜率为
3
3
,

故直线l的方程为 3x-3y-403=0.
由 于 圆 心 C (10,30)到 直 线 l 的 距 离 d =

|103-3×30-403|
3+9

=15(3+1)>1010,

所以该船没有触礁的危险.
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2.5.2 圆与圆的位置关系

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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1.能根据给定的方程判断圆与圆的位置关系.
2.初步了解用代数方法处理几何问题的思想,学会用数形结合思想处理问题.
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【知识清单】
知识点 圆与圆的位置关系

已知圆O1:(x-a1)2+(y-b1)2=r21(r1>0),
圆O2:(x-a2)2+(y-b2)2=r22(r2>0),则两圆的

位置关系如下:

位置

关系

几何法:圆心距d 与r1,

r2的关系

代数法:两圆的方程组

成的方程组的解的情况

外离 d>r1+r2 没有实数解

外切 d=r1+r2 一组实数解

相交 |r1-r2|<d<r1+r2 两组不同的实数解

内切 d=|r1-r2|(r1≠r2) 一组实数解

内含 0≤d<|r1-r2|(r1≠r2) 没有实数解

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若两个圆的方程组成的方程组只有一组实数

解,则两圆外切. ( × )
(2)若两圆的圆心距小于两圆的半径之和,则两圆

相交. ( × )
(3)由两圆的方程消掉二次项后得到的二元一次方

程是两圆的公共弦所在直线的方程. ( × )

(4)若两圆有公共点,则两圆的半径r1,r2 与圆心距

d 满足|r1-r2|≤d≤r1+r2. ( √ )
2.圆x2+y2-2x=0和圆x2+y2+4y=0的位置关

系是 (  )
            A.相离  B.外切  C.相交  D.内切

C 解析:两圆的方程可分别化为(x-1)2+y2=1
和 x2 + (y +2)2 =4,两 圆 的 圆 心 距 为

(1-0)2+(0+2)2= 5,又2-1< 5<2+1,所
以两圆相交.

3.请思考并回答下列问题:
(1)利用代数法判断两圆的位置关系,当方程组无

解时,两圆一定是外离吗?
提示:不一定,也可能内含.
(2)利用代数法判断两圆的位置关系,当方程组有

一组解时,两圆一定是外切吗?
提示:不一定,也可能内切.
(3)两圆的位置关系与其公切线的条数有什么

关系?
提示:当两圆外离时有四条公切线,当两圆外切时

有三条公切线,当两圆相交时有两条公切线,当两

圆内切时只有一条公切线,当两圆内含时无公切线.
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圆与圆位置关系的判定

例1 判断下列两圆的位置关系,若相交,请求出公

共弦所在直线的方程.
(1)圆(x+2)2+(y-2)2=1和圆(x-2)2+(y-5)2

=16;
(2)圆x2+y2+6x-7=0和圆x2+y2+6y-27=0.
解:(1)根据题意得,两圆的圆心分别为(-2,2),(2,
5),半 径 分 别 为r1=1,r2=4,两 圆 的 圆 心 距 d=
[2-(-2)]2+(5-2)2=5.因为d=r1+r2,所以

两圆外切.
(2)将圆的一般方程化成标准方程,得(x+3)2+y2

=16,x2+(y+3)2=36,故两圆的圆心分别为(-3,

0),(0,-3),半径分别为r1=4,r2=6,两圆的圆心距

d= (0+3)2+(-3-0)2=32.
因为6-4<32<6+4,即|r1-r2|<d<r1+r2,所

以两圆相交.
因为x2+y2+6x-7=0和x2+y2+6y-27=0两

式相减得3x-3y+10=0,所以公共弦的方程为3x
-3y+10=0.
【探究总结】
判断两圆的位置关系或利用两圆的位置关系求参数

的取值范围有以下几个步骤:
(1)利用圆的标准方程,写出圆心坐标和半径;
(2)计算两圆的圆心距d;
(3)通过d 与r1+r2和|r1-r2|的关系来判断两圆的

位置关系或求参数的取值范围,必要时可借助于图

形,数形结合.

1.已知两圆分别为圆C1:x2+y2=81和圆C2:x2+
y2-6x-8y+9=0,这两圆的位置关系是 (  )
            A.相离 B.相交

C.内切 D.外切
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C 解析:圆C1的圆心为C1(0,0),半径r1=9,圆
C2的方程化为标准形式为(x-3)2+(y-4)2=16,
圆心为 C2(3,4),半 径r2=4,所 以|C1C2|=
(3-0)2+(4-0)2 =5.因 为r1-r2=5,所 以

|C1C2|=r1-r2,所以圆C1和圆C2内切.
2.若圆C1:x2+y2=1与圆C2:x2+y2-6x-8y+
m=0外切,则m= (  )
A.21 B.19 C.9 D.-11
C 解析:圆C1的圆心为C1(0,0),半径为1,圆C2

的方程可化为(x-3)2+(y-4)2=25-m,圆心为

C2 (3,4),半 径 为 25-m .由 题 意 得

(3-0)2+(4-0)2=1+ 25-m,解得 m=9.故
选C.

两圆相切问题

例2 求与圆C:x2+y2-2x=0外切,且与直线l:x

+ 3y=0相切于点M(3,- 3)的圆的方程.
解:圆C 的方程可化为(x-1)2+y2=1,圆心为C
(1,0),半径为1.
设所求圆的标准方程为(x-a)2+(y-b)2=r2(r>
0),

由 题 意 可 得

(a-1)2+b2=r+1,

b+ 3
a-3× (- 33 )=-1,

|a+ 3b|
2 =r,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

解 得

a=4,
b=0,
r=2

ì

î

í

ïï

ïï

或

a=0,

b=-43,
r=6.

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以所求圆的标准方程为(x-4)2+y2=4或x2+
(y+43)2=36.
【探究总结】

两圆相切时常用的性质

(1)设两圆的圆心分别为O1,O2,半径分别为r1,r2,

则
内切⇔|O1O2|=|r1-r2|,
外切⇔|O1O2|=r1+r2.{

(2)两圆相切时,两圆圆心所在的直线过切点(两圆相

交时,两圆圆心所在的直线垂直平分公共弦).

求过点(0,6)且与圆C:x2+y2+10x+10y=0相切

于原点的圆的标准方程.
解:将圆C 的方程化为标准方程得(x+5)2+(y+
5)2=50,则圆心为(-5,-5),
所以经过此圆心和原点的直线方程为x-y=0.
(方法一)设所求圆的标准方程是(x-a)2+(y-b)2

=r2(r>0).

由题意得

(0-a)2+(0-b)2=r2,
(0-a)2+(6-b)2=r2,
a-b=0,

ì

î

í

ïï

ïï

解得

a=3,
b=3,

r=32.

ì

î

í

ï
ï

ïï

故所求圆的标准方程是(x-3)2+(y-3)2=18.
(方法二)易知所求圆的圆心在直线x-y=0上.
由题意,所求圆经过点(0,0)和(0,6),
所以圆心一定在直线y=3上.

所以由
y=3,
x-y=0,{ 得圆心为(3,3).

所以r= 32+32=32.
故所求圆的标准方程为(x-3)2+(y-3)2=18.

两圆相交问题

例3 已知圆C1:x2+y2-2x-6y-1=0和圆C2:

x2+y2-10x-12y+45=0.
(1)判断圆C1和圆C2的位置关系,并说明理由;
(2)求圆C1和圆C2的公共弦所在直线的方程和公共

弦的长.
解:(1)圆C1和圆C2相交.理由如下:
将圆C1和圆C2的一般方程化为标准方程,得圆C1:
(x-1)2+(y-3)2=11,圆C2:(x-5)2+(y-6)2

=16,则圆心C1(1,3),半径r1= 11,圆心C2(5,
6),半径r2=4.
又两圆的圆心距d=|C1C2|= (5-1)2+(6-3)2

=5,r1+r2= 11+4,

|r1-r2|=4- 11,
所以|r1-r2|<d<r1+r2,
所以圆C1和圆C2相交.
(2)将圆C1和圆C2的方程相减,
得4x+3y-23=0,
所以两圆的公共弦所在直线的方程为4x+3y-23
=0.
因为圆心C2(5,6)到直线4x+3y-23=0的距离

d=
|20+18-23|

16+9
=3,

所以公共弦长为2r22-d2=216-9=27.
【探究总结】
1.求两圆的公共弦所在直线的方程的方法:将两圆的

方程相减即得两圆公共弦所在直线的方程,但必须

注意只有当两圆方程中的二次项系数相同时,才能

如此求解,否则应先调整系数.
2.求两圆公共弦的长的方法:一是联立两圆的方程求

出交点坐标,再用两点间的距离公式求解;二是先

求出两圆的公共弦所在直线的方程,再利用以半

径、弦心距和弦长的一半为三边长的直角三角形

求解.
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3.已知圆C1:x2+y2+D1x+E1y+F1=0与圆C2:

x2+y2+D2x+E2y+F2=0相交,则过两圆交点

的圆的方程可设为x2+y2+D1x+E1y+F1+
λ(x2+y2+D2x+E2y+F2)=0(λ≠-1).

1.若圆x2+y2=4与圆x2+y2+2ay-6=0(a>0)

的公共弦的长为23,则a=    .
1 解析:将两圆的方程作差得公共弦所在直线的

方程为y=
1
a.

如图,由已知|AC|= 3,|OA|=2,

所以|OC|=
1
a=1

,所以a=1.

2.求过圆x2+y2+6x-4=0与x2+y2+6y-28=0
的交点,且圆心在直线x-y-4=0上的圆的方程.
解:设所求圆的方程为x2+y2+6x-4+λ(x2+y2

+6y-28)=0,λ≠-1,整理得(1+λ)x2+(1+λ)·

y2 +6x +6λy -4-28λ =0,所 以 圆 心 为

-3
1+λ

,-3λ
1+λ

æ

è
ç

ö

ø
÷.又因为圆心在直线x-y-4=0上,

所以-
3
1+λ-

-3λ
1+λ
æ

è
ç

ö

ø
÷-4=0,解得λ=-7,因此所

求圆的方程为x2+y2-x+7y-32=0.
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                1.圆C1:x2+y2-4x+2y+1=0与圆C2:x2+y2+
4x-4y-1=0的位置关系是 (  )
A.内切 B.相交

C.外切 D.外离

C 解析:因为圆C1:x2+y2-4x+2y+1=0的圆

心为C1(2,-1),半径为r1=2,
圆C2:x2+y2+4x-4y-1=0的圆心为C2(-2,
2),半径为r2=3,

又 C1C2 = (2+2)2+(-1-2)2 =5=r1+r2,
所以两圆的位置关系为外切.
故选C.

2.已知圆C1:x2+y2+2x+3y+1=0,圆C2:x2+y2

+4x+3y+2=0,则圆C1 与圆C2 的公切线的条

数为 (  )
A.1 B.2
C.3 D.4
B 解析:由圆C1:x2+y2+2x+3y+1=0,得(x

+1)2 + y+
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
9
4
,则 其 圆 心 为 C1

-1,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,半径r1=

3
2
,

由圆C2:x2+y2+4x+3y+2=0,得(x+2)2+

y+
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
17
4
,则其圆心为C2 -2,-

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,半径r2

=
17
2
,

则两圆的圆心距为 C1C2 =1,r1+r2=
3+ 17
2

,

r2-r1=
17-3
2 .

因为r2-r1< C1C2 <r2+r1,则两圆相交,
所以圆C1 与圆C2 的公切线有2条.故选B.

3.若圆x2+y2+2x-4y-5=0与x2+y2+2x-1
=0相交于A,B 两点,则公共弦AB 的长是

(  )
A.1 B.2
C.3 D.4
B 解析:圆x2+y2+2x-4y-5=0,即(x+1)2+
(y-2)2=10,

所以圆心为(-1,2),半径为 10.
圆x2+y2+2x-1=0,即(x+1)2+y2=2,

所以圆心为(-1,0),半径为 2.

所 以 两 圆 圆 心 距 为 (-1+1)2+(2-0)2 =2∈
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(10- 2,10+ 2),
所以两圆相交,两圆方程作差得到y=-1,即公共

弦所在直线的方程为y=-1.
又圆(x+1)2+(y-2)2=10的圆心(-1,2)到直

线y=-1的距离为3,

所以公共弦AB 的长为2 (10)2-32=2.故选B.
4.以(3,-4)为圆心,且与圆x2+y2=1外切的圆C

的方程为 (  )

A.(x+3)2+(y+4)2=4
B.(x-3)2+(y+4)2=16
C.(x-3)2+(y-4)2=16
D.(x-3)2+(y+4)2=4
B 解 析:由 题 意 可 知,两 圆 的 圆 心 距 为

(3-0)2+(-4-0)2=5,设圆C 的半径为r,
因为两圆外切,则5=r+1,得r=4,
所以圆C 的方程为(x-3)2+(y+4)2=16.

5.若圆O1:x2+y2+y=0和圆O2:x2+y2-2x=0
的交点为A,B,则线段AB 的中垂线方程为(  )

A.x-y-2=0
B.x-2y-1=0
C.2x-y-1=0
D.x-2y=0
B 解析:由 圆 O1:x2+y2+y=0,可 得 x2+

y+
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
1
4
,圆心为O1 0,-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

由圆O2:x2+y2-2x=0,可得(x-1)2+y2=1,
圆心为O2(1,0),根据圆的对称性可知,O1O2 即线

段AB 的中垂线,故其方程为y=
1
2
(x-1),即x-

2y-1=0.故选B.

6.已知圆C:(x- 3)2+(y-1)2=1和点 A(-t,
0),B(t,0)(t>0),若圆C 上存在点P,使得PA→·
PB→=0,则t的取值范围为 (  )

A.(0,1] B.[1,3]

C.[2,3] D.[3,4]

B 解析:PA→·PB→=0说明点P 在以AB 为直径

的圆x2+y2=t2 上,而点P 又在圆C 上,因此两圆

有公共点,则两圆的圆心距位于半径差的绝对值与

半径和的闭区间中,所以 t-1 ≤ OC ≤t+1.又

|OC|= (3-0)2+(1-0)2=2,所以 t-1 ≤2
≤t+1.又t>0,解得1≤t≤3.故选B.

7.若圆x2+y2=r2(r>0)与圆x2+y2+2x-4y+4
=0有公共点,则实数r的取值范围是    .
[5-1,5+1] 解析:由x2+y2+2x-4y+4=
0,得(x+1)2+(y-2)2=1,则圆心为(-1,2),半

径为1,两圆圆心之间的距离为 12+22= 5.因为

两圆有公共点,所以|r-1|≤ 5≤r+1,所以 5-1

≤r≤ 5+1,即-1≤r- 5≤1,所以 5-1≤r≤

5+1.
8.圆C1:x2+y2=1与圆C2:x2+y2-8x-9=0的

公切线方程为    .
x=-1 解析:圆C2:x2+y2-8x-9=0,即(x-
4)2+y2=25,
因此 C1(0,0),r1=1,C2(4,0),r2=5,所 以

C1C2 =4=r2-r1,
故两圆内切,公切线只有一条,与两圆圆心的连线

即x 轴垂直.

由
x2+y2-8x-9=0,

x2+y2=1,{ 得
x=-1,

y=0,{
所以切点为(-1,0),
故公切线方程为x=-1.

1.已知圆x2+y2-2x-5=0和圆x2+y2+2x-
4y-4=0的交点为A,B,则线段AB 的垂直平分

线的方程为 (  )

                A.x+y-1=0 B.2x-y+1=0
C.x-2y+1=0 D.x-y+1=0
A 解析:由题意得,所求直线即为两圆圆心(1,0),

(-1,2)连线所在的直线,故由
y-0
2-0=

x-1
-1-1

,得x

+y-1=0.
2.(多选)若圆C1:x2+y2=1和圆C2:x2+y2-6x
-8y-k=0没有公共点,则实数k的值可能是

(  )

A.-16 B.-9
C.11 D.12
AD 解析:将圆C2:x2+y2-6x-8y-k=0化为

(x-3)2+(y-4)2=25+k,则k>-25,圆心为

C2(3,4),半径为 25+k;
圆C1:x2+y2=1的圆心为C1(0,0),半径为1.
要使圆 C1 和 圆 C2 没 有 公 共 点,则|C1C2|>

25+k+1或|C1C2|< 25+k-1.
又|C1C2|=5,

所以5> 25+k+1或5< 25+k-1,
解得-25<k<-9或k>11.
所以实数k 的取值范围是(-25,-9)∪(11,+∞).
故选AD.

3.过圆x2+y2=4外一点M(4,-1)作圆的两条切线,
则经过两切点的直线的方程为 (  )

A.4x-y-4=0 B.4x+y-4=0
C.4x+y+4=0 D.4x-y+4=0
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A 解析:以线段OM 为直径的圆的方程为x2+y2

-4x+y=0,经过两切点的直线就是两圆的公共弦

所在的直线.将两圆的方程相减得4x-y-4=0,这
就是经过两切点的直线方程.

4.(多选)已知圆C1:(x-1)2+y2=1和圆C2:x2+
y2-4x-4y+4=0,则 (  )

A.圆C2 的半径为4
B.y 轴为圆C1 与C2 的公切线

C.圆C1 与C2 公共弦所在直线的方程为x+2y-1
=0

D.圆C1 与C2 上共有6个点到直线2x-y-2=0
的距离为1

BD 解析:对于A,由圆C2:x2+y2-4x-4y+4
=0,得(x-2)2+(y-2)2=4,
所以圆C2 的半径为2,故选项A错误;
对于B,因为圆心C1(1,0)到y 轴的距离为1,等于

圆C1 的半径,所以圆C1 与y 轴相切,
同理圆心C2(2,2)到y 轴的距离等于圆C2 的半

径,圆C2 与y 轴相切,故y 轴为圆C1 与C2 的公切

线,故选项B正确;
对于C,将(x-1)2+y2=1与x2+y2-4x-4y+
4=0相减,
即得圆C1 与C2 的公共弦所在的直线方程为x+
2y-2=0,故选项C错误;
对于D,如图,因为直线2x-y-2=0同时经过两

圆的圆心,依题意可作两条与该直线平行且距离为

1的直线l1 与l2,其中l1 和l2 与圆C1 相切,各有

一个公共点,l1 和l2 与圆C2 都相交,各有两个交

点,所以圆C1 与C2 上共有6个点到直线2x-y-
2=0的距离为1,故选项D正确.

5.与圆(x-2)2+(y+1)2=4外切于点A(4,-1)且
半径为1的圆的方程为      .
(x-5)2+(y+1)2=1 解析:设所求圆的圆心为

P(a,b),则 (a-4)2+(b+1)2=1.①
因为两圆外切,

所以有 (a-2)2+(b+1)2=1+2=3.②
联立①②,解得a=5,b=-1.

故所求圆的方程为(x-5)2+(y+1)2=1.

6.过原点O 作圆x2+y2-4x-8y+16=0的两条切

线,设切点分别为P,Q,则直线PQ 的方程为  

    .

x+2y-8=0 解析:把圆的方程化成标准方程为

(x-2)2+(y-4)2=4,所以圆心为(2,4),半径

为2.

圆心到原点的距离为 22+42=25,所以切线长

为 (25)2-22=4,所以P,Q 在以(0,0)为圆心,

以4为半径的圆上,方程为x2+y2=16.

由
x2+y2-4x-8y+16=0,

x2+y2-16=0,{
得x+2y-8=0,即直线PQ 的方程为x+2y-8

=0.

7.已知圆C1:x2+y2-2x=0和圆C2:x2+y2-6x

-4y+4=0相交于A,B 两点.
(1)求公共弦AB 所在直线的方程;

(2)求△ABC2 的面积.
解:(1)因为C1:x2+y2-2x=0,C2:x2+y2-6x

-4y+4=0,所以两圆方程作差得4x+4y-4=0,

即x+y-1=0,所以公共弦AB 所在直线的方程

为x+y-1=0.
(2)如图,连接AB,AC2,BC2,取AB 的中点O,连

接C2O,根据圆的性质可得C2O⊥AB.

圆C2 的方程为x2+y2-6x-4y+4=0可整理为

(x-3)2+(y-2)2=9,所以C2(3,2),|AC2|=3.
由(1)得 点 C2 到 直 线 AB 的 距 离|C2O|=

3+2-1
12+12

=22,

所以在Rt△AOC2 中,|AO|= 32-(22)2=1,

所以|AB|=2.

故S△ABC2=
1
2|AB|·|C2O|=

1
2×2×2 2=

22.
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学习目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.在掌握直线与圆的位置关系的基础上,能够利用数形结合的方法解决与圆相关的最值问题以及参数的范围

问题.
2.能够利用坐标法解决平面解析几何问题.
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

例1 (1)若直线l:kx-y+4+2k=0与曲线y=

4-x2有两个交点,则实数k的取值范围是 (  )
            A.{k|k=±1}

B.kk<-
3
4{ }

C.k -1≤k<-
4
3{ }

D.k -1≤k<-
3
4{ }

(2)已知圆O1:x2+(y-2)2=1,圆O2:(x-3)2+
(y-6)2=9,过x 轴上一点P 分别作两圆的切线,切
点分别为 M,N,则 PM + PN 的最小值为  
  .
(1)D 解析:由题意可知,直线l的方程可化为(x+
2)k-y+4=0,所以直线l 恒过点A(-2,4).y=

4-x2可化为x2+y2=4(y≥0),其表示圆心为原

点,半径为2的圆的上半部分,当直线l与该曲线相

切时,点(0,0)到直线的距离d=
4+2k
k2+1

=2,解得k

=-
3
4.

设B(2,0),则kAB=
4-0
-2-2=-1.

如图所示,由图可

得,若要使 直 线l:kx-y+4+2k=0与 曲 线y=

4-x2 有两个交点,需要-1≤k<-
3
4
,即实数k

的取值范围是 k -1≤k<-
3
4{ }.故选D.

(2)57 解析:由题意知圆O1:x2+(y-2)2=1的

圆心为(0,2),半径r1=1;
圆O2:(x-3)2+(y-6)2=9的圆心为(3,6),半径

r2=3,如图所示.

设P(t,0),则|PM|= |PO1|2-12= t2+4-1

= t2+3,

|PN | =
 
|PO2|2-32 = (t-3)2+62-9

= (t-3)2+27,

则|PM|+|PN|= t2+3+ (t-3)2+27=

(t-0)2+[0-(- 3)]2

+ (t-3)2+(0-33)2,

所以|PM|+|PN|等价于点P(t,0)到点(0,- 3)

与(3,33)的距离之和.
设A(0,-3),B(3,33),则|PM|+|PN|=|PA|+
|PB|≥|AB|,
当且仅当P,A,B 三点共线时,等号成立,
此 时 PM + PN 的 最 小 值 为 |AB | =

(3-0)2+(33+ 3)2= 57.
【总结升华】
在点运动时,动点到直线或圆上一点的距离会发生变

化,在变化过程中,就会出现一些最值问题,如距离最

小、最大等.这些问题常常需要联系平面几何知识,利
用数形结合思想进行求解.
(1)圆上的点到定点(点在圆外)的距离的最值问题
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一般都是转化为定点到圆心的距离问题,定点到圆心

的距离加半径为最大值,减半径为最小值.
(2)圆上的点到直线的距离的最值问题

已知圆C 和圆外的一条直线l,则圆上的点到直线距

离的最小值为d-r,距离的最大值为d+r,其中d

为圆心到直线l的距离.
(3)过圆内定点的弦的长的最值问题

已知圆C 及圆内一定点P,则过点P 的所有弦中最

长的为直径,最短的为与该直径垂直的弦.
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例2 已知圆C:x2+y2=2.

(1)直线l过点Q 1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,与圆C 相交所得弦的长为

2,求直线l的方程;
(2)过圆上一点P(1,1)作两条相异直线分别与圆C
相交于A,B,且直线PA 和直线PB 的倾斜角互补,
O 为坐标原点,求证:直线OP 和AB 平行.

(1)解:直线l过点Q 1,
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

当直线l的斜率不存在时,方程为x=1,与圆C 相交

得到的弦长等于2 r2-1=2,满足条件.

当直线l的斜率存在时,设直线l的方程为y-
1
2=

k(x-1),即kx-y+
1
2-k=0

,

则圆 心 C 到 直 线l 的 距 离 d=
0-0+

1
2-k

k2+1

=

1
2-k

k2+1
.

再由弦长公式可得2=2 2-

1
2-k

æ

è
ç

ö

ø
÷

k2+1

2

,解得k=

-
3
4
,

故所求的直线方程为-
3
4x-y+

1
2+

3
4=0

,即3x

+4y-5=0.
综上所述,直线l的方程为x=1或3x+4y-5=0.
(2)证明:由题意知,直线 PA 和直线PB 的斜率存

在,且互为相反数,

故可设lPA:y-1=k(x-1),lPB:y-1=-k(x-1).

由
y-1=k(x-1),
x2+y2=2,{ 得(1+k2)x2+2k(1-k)x+k2

-2k-1=0.

则 xpxA =
k2-2k-1
1+k2

,又 xp = 1,可 得 xA

=
k2-2k-1
1+k2 .

同理xB=
k2+2k-1
1+k2 .

所 以 kAB =
yB-yA

xB-xA
=
-k(xB-1)-k(xA-1)

xB-xA

=
2k-k(xA+xB)

xB-xA

=
2k-kk2-2k-1

1+k2 +
k2+2k-1
1+k2

æ

è
ç

ö

ø
÷

k2+2k-1
1+k2 -

k2-2k-1
1+k2

=1=kOP,

所以直线AB 和OP 一定平行.
【总结升华】

用坐标法解决平面几何问题的基本过程
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【问题探究】
1.在平面直角坐标系中,我们是如何探索确定直线位

置的几何要素的? 它与平面几何中确定直线位置

的几何要素有什么差异?
2.直线的倾斜程度、倾斜角、斜率三者之间有什么关

系? 如何用直线上两点的坐标表示这条直线的斜

率? 直线的方向向量在刻画直线的倾斜角、斜率方

面有什么作用?
3.你能写出两点间的距离公式、点到直线的距离公式

吗? 比较用坐标法和向量法推导点到直线的距离

公式的过程,你有何体会?
4.位置关系是图形间的一种重要关系.直线与直线、

直线与圆、圆与圆各有哪些位置关系? 我们是如何

通过方程来研究这些位置关系的? 你能说说用方

程研究图形位置关系的基本思路与具体步骤吗?
5.坐标法是研究和解决平面几何问题的重要方法.你

能举例说明用坐标法解决平面几何问题“三步曲”
中的第一步、第二步和第三步的具体含义吗?

6.数形结合是重要的数学思想方法,坐标系把图形性

质与代数运算结合起来,由此产生了解析几何这门

学科,我们常说,两点间的距离公式是勾股定理的

坐标表示.用“数”表示“形”,用“形”解释“数”,在解

析几何的学习中经常遇到,你还能举出一些这方面

的例子吗?
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阿波罗尼斯圆

【拓展总结】
阿波罗尼斯证明过这样一个命题:平面内到两定点距

离之比为常数k(k>0且k≠1)的点的轨迹是圆,后
人将这个圆称为阿氏圆.

【定理1】已知点P(x,y),A(-a,0),B(a,0).若
PA
PB

=λ(λ>0 且 λ≠1),则 点 P 的 轨 迹 方 程 是

x-
λ2+1
λ2-1a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ y2 = 2aλ
λ2-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,其 轨 迹 是 以

λ2+1
λ2-1a

,0
æ

è
ç

ö

ø
÷ 为圆心,半径为r= 2aλ

λ2-1
的圆.
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【定理2】A,B 为两已知点,M,N 分别为线段AB 的

定比为λ(λ≠1)的内外分点,则以MN 为直径的圆C
上任意一点P 到A,B 两点的距离之比为λ,如下图.

注:当定比分点在线段的延长线上时,该点被称为外

分点;当该点在线段上时,被称为内分点.
应用1 (多选)古希腊数学家阿波罗尼斯的著作《圆

锥曲线论》中给出了阿波罗尼斯圆的定义:在平面内,

已知两定点A,B 之间的距离为a(非零常数),动点

M 到A,B 的距离之比为常数λ(λ>0,且λ≠1),则

点M 的轨迹是圆,该圆简称为阿氏圆.在平面直角坐

标系中,已知A(-4,0),B(2,0),点M 满足|MA|=

2|MB|,则下列说法正确的是 (  )

A.△AMB 面积的最大值为12

B.MA→·MB→的最大值为72

C.若Q(8,8),则|MA|+2|MQ|的最小值为10

D.当点M 不在x 轴上时,MO 始终平分∠AMB

ABD 解析:对 于 A,设 点 M (x,y),由|MA|=

2|MB|,得 (x+4)2+y2=2 (x-2)2+y2,

整理得(x-4)2+y2=16,

所以点 M 的 轨 迹 是 以 点(4,0)为 圆 心,4为 半 径

的圆,

所以△AMB 面积的最大值为
1
2|AB|·r=

1
2×6×

4=12,故A正确;

对于B,设线段AB 的中点为N,则 N(-1,0),所以

MA→· MB→ = (MN→ + NA→)· (MN→ + NB→)=

MN→|2- NA→|2≤(8+1)2-(-1+4)2=72,

当点 M 的坐标为(8,0)时取等号,故MA→·MB→的最

大值为72,故B正确;

对于C,显然点Q(8,8)在圆外,点B(2,0)在圆内,

MA +2 MQ =2 MB +2 MQ =2(MB +

MQ )≥2BQ =2 (8-2)2+82=20,当B,M,

Q 三 点 共 线 且 点 M 在 线 段 BQ 上 时,

(|MA|+2|MQ|)min=20,故C错误;

对于 D,由|OA|=4,|OB|=2,有
|OA|
|OB|=2=

|MA|
|MB|

,当点 M 不在x 轴上时,

由三角形内角平分线分线段成比例定理的逆定理知,

MO 是△AMB 中∠AMB 的 平 分 线,故 D正 确.故

选ABD.

欧拉线

【拓展总结】

瑞士著名数学家欧拉在1765年提出定理:三角形的

外心、重心、垂心位于同一直线上,这条直线被后人称

为三角形的欧拉线.
应用2 在平面直角坐标系中,△ABC 满足AC=

BC,顶点A,B 的坐标分别为(-1,0),(1,2),且其欧

拉线与圆M:(x+5)2+y2=r2(r>0)相切.
(1)求△ABC 的“欧拉线”方程;

(2)若圆M 与圆x2+(y-a)2=2有公共点,求a 的

取值范围.
解:(1)因为 AC=BC,所以△ABC 是等腰三角形,

△ABC 的外心、重心、垂心均在边 AB 的垂直平分

线上.
设△ABC 的欧拉线为l,则l 过线段AB 的中点,且

与直线AB 垂直.
由A(-1,0),B(1,2)可 得,线 段 AB 的 中 点 为

D 1-1
2
,2+0
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,即D(0,1).

由kAB=
2-0

1-(-1)=1
,得kl=-1,

故l的方程为y-1=-x,即x+y-1=0.
(2)因为l与圆M:(x+5)2+y2=r2 相切,且圆心为

M(-5,0),所以r=
6
1+1

=32.

圆x2+(y-a)2=2的圆心坐标为(0,a),半径r1

= 2,

要想圆M 与圆x2+(y-a)2=2有公共点,则两圆外

切、相交或内切,

只需两圆圆心的距离小于等于半径之和,大于等于半

径之差的绝对值,
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即 32- 2 ≤ (-5)2+a2≤32+ 2,即22≤

25+a2≤42,解得- 7≤a≤ 7.

故a 的取值范围是[- 7,7].

隐圆问题

【拓展总结】

对于一些直线和圆的问题,虽然条件中并没有直接给

出有关圆的方程,但实际上可以通过某些条件求出圆

的方程,再利用圆的知识来解答,这类问题称为隐圆

问题.确定隐圆的常见的方法有:

(1)利用圆的定义(到定点的距离等于定长的点的轨

迹)确定隐圆;

(2)利用圆的性质(动点与两定点连线的夹角为直角)

确定隐圆;

(3)已知两定点A,B,若动点P 满足PA→·PB→为定

值,则由此可确定隐圆;

(4)已知两定点 A,B,若动点 P 满足|PA|2+

|PB|2为定值,则由此可确定隐圆.
应用3 已知圆O:x2+y2=16,点P(1,2),M,N 为

圆上两个不同的点,且PM→·PN→=0.若PQ→=PM→+

PN→,则|PQ|的最小值为    .

33- 5 解析:如图,由PM→·PN→=0知,PM⊥

PN,又PQ→=PM→+PN→,连 接 MQ,QN,则 四 边 形

PMQN 为矩形.

(方法一)连接 MN,设 MN 的中点为S,连接 OS,

OM,ON,则|OM|=|ON|=4,OS⊥MN,

所以|OS|2=|OM|2-|MS|2=16-|MS|2.

又△PMN 为直角三角形,S 为MN 的中点,则|MS|

=|PS|,所以|OS|2=16-|PS|2.设S(x,y),则x2

+y2=16-[(x-1)2+(y-2)2],即 x-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+(y

-1)2=
27
4
,这表明点S 的轨迹为圆T:x-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+

(y-1)2=
27
4
,圆心为T 1

2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,半径为

33
2 .由点P

在圆 T 内,得|PS|min=
33
2 -|PT|=

33
2 -

1-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+(2-1)2=
33
2 -

5
2.故|PQ|min=2×

33
2 -

5
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=33- 5.

(方法二)连接 OP,OQ,OM,ON,由矩形的性质得

|OM|2+|ON|2=|OP|2+|OQ|2,即16+16=5+

|OQ|2,所以|OQ|=33,即点Q 的轨迹为以O 为圆

心,3 3为 半 径 的 圆,点 P 在 该 圆 内,|OP|=

12+22= 5,故|PQ|min=33-|OP|=33- 5.
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单元测试卷(二)

(考查范围:第二章 时间:120分钟 分值:150分)
一、单项选择题:本题共8小题,每小题5分,共40分.
在每小题给出的四个选项中,只有一项是符合题目要

求的.
                1.过A(-2,-3),B(1,0)两点的直线的倾斜角是

(  )

A.45° B.60°
C.120° D.135°

A 解析:已 知 A(-2,-3),B(1,0),则kAB=

-3-0
-2-1=1.

设直线AB 的倾斜角为θ,则tanθ=kAB

=1,得θ=45°.
2.已知直线l1:-m2x+y-1=0,直线l2:(2m-3)x

+y-3=0,则“m=-3”是“l1∥l2”的 (  )

A.充分不必要条件 B.必要不充分条件

C.充要条件 D.既不充分又不必要条件

A 解析:因为l1∥l2⇔-m2=2m-3⇔m=1或

m=-3,所以“m=-3”是“l1∥l2”的充分不必要

条件.故选A.
3.过点P(1,3),且与x 轴、y 轴的正半轴围成三角形

的面积等于6的直线的方程是 (  )

A.3x+y-6=0 B.x+3y-10=0
C.3x-y=0 D.x-3y+8=0

A 解析:设所求直线的方程为
x
a+

y
b=1

(a>0,

b>0),则 有
1
2ab =6,且

1
a +

3
b =1.由

ab=12,

1
a+

3
b=1

,

ì

î

í

ïï

ïï

解得
a=2,

b=6.{ 故所求直线的方程为
x
2+

y
6=1

,即为3x+y-6=0.

4.已知直线x-2y+m=0(m>0)与直线x+ny-3

=0互相平行,且它们之间的距离是 5,则m+n=
(  )

A.0 B.1 C.-1 D.2
A 解析:由题意两条直线平行,所以n=-2.由两

条平行直线间的距离公式,得d=
|m+3|
12+(-2)2

=

|m+3|
5

= 5,解得 m=2或 m=-8(舍去),所以

m+n=0.
5.若直线3x-4y+12=0与两坐标轴的交点为A,

B,则过A,B 及原点O 三点的圆的方程是 (  )

A.x2+y2+4x-3y=0
B.x2+y2-4x-3y=0
C.x2+y2+4x-3y-4=0
D.x2+y2-4x-3y+8=0
A 解析:由题意不妨设 A(0,3),B(-4,0),圆的

方程为x2+y2+Dx+Ey+F=0,

则

9+3E+F=0,

16-4D+F=0,

F=0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得

D=4,

E=-3,

F=0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以所求圆的方程为x2+y2+4x-3y=0.
6.过原点的直线l与圆C:x2+y2-6x+5=0相交于

A,B 两点,若△ABC 为正三角形,则直线l的斜率为

(  )

A.
2
2 B.

 
2 C.±

2
2 D.± 2

C 解析:根据题意,圆C:x2+y2-6x+5=0即

(x-3)2+y2=4,圆心为C(3,0),半径r=2.
设直线l的斜率为k,则直线l的方程为y=kx,即

kx-y=0,
若直线l与圆C 相交于A,B 两点且△ABC 为正三

角形,

则圆心C 到直线l的距离d= 3,即
3k
1+k2

= 3,

解得k=±
2
2.

7.数学家欧拉1765年在其所著的《三角形几何学》一
书中提出:任意三角形的外心、重心、垂心在同一条

直线上.后人称这条直线为欧拉线.已知△ABC 的

顶点A(2,0),B(0,4),若其欧拉线的方程为x-

y+2=0,则顶点C 的坐标是 (  )

A.(-4,0) B.(0,-4)

C.(4,0) D.(4,0)或(-4,0)

A 解析:当顶点C 的坐标是(-4,0)时,△ABC 的
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重心坐标为 -
2
3
,4
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,在欧拉线上,对 于 其 他 选

项,△ABC 的重心都不在欧拉线上.
8.已知直线y=kx+m(m 为常数)与圆x2+y2=4

交于点M,N,当k变化时,若|MN|的最小值为2,

则m= (  )

A.±1 B.± 2 C.± 3 D.±2
C 解析:由题意可得圆心为(0,0),半径为2,

所以圆心到直线的距离d=
|m|
k2+1

,

则弦长为|MN|=2 4-
m2

k2+1.

当k=0时,弦长|MN|取得最小值为24-m2=

2,解得m=± 3.
二、多项选择题:本题共3小题,每小题6分,共18分.
在每小题给出的选项中,有多项符合题目要求.全部

选对的得6分,部分选对的得部分分,有选错的得

0分.
9.已知直线l1:x+ay-a=0和直线l2:ax-(2a-
3)y-1=0,下列说法正确的是 (  )

A.l2 始终过定点 2
3
,1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

B.若l1∥l2,则a=1或a=-3
C.若l1⊥l2,则a=0或a=2
D.当a>0时,l1 始终不过第三象限

ACD 解析:选项A,l2:a(x-2y)+3y-1=0,令

x-2y=0,

3y-1=0,{ 得

x=
2
3
,

y=
1
3
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

过点 2
3
,1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,故A正确;

选项B,当a=1时,l1,l2 重合,故B错误;

选项C,当l1⊥l2 时,由1×a+a×(3-2a)=0,得

a=0或a=2,故C正确;

选项D,当a>0时,l1:y=-
1
ax+1始终过点(0,

1),斜率为负,所以不会过第三象限,故D正确.
故选ACD.

10.已知圆O:x2+y2=4和圆C:(x-3)2+(y-3)2

=10,则下列说法正确的是 (  )

A.圆O 与圆C 有四条公切线

B.OC =32
C.圆O 与圆C 的公共弦所在直线的方程为x+y
=2

D.圆O 与圆C 的公共弦的长为22

BCD 解析:由题意知,O(0,0),C(3,3),rO=2,

rC= 10,则 OC = 9+9=32,故B正确;

又2+ 10>32> 10-2,即rC-rO< OC <
rO+rC,所以圆O 与圆C 相交,有两条公切线,故
A错误;

联立
(x-3)2+(y-3)2=10,
x2+y2=4,{ 整理得x+y=2,

故圆O 与圆C 的公共弦所在直线l的方程为x+
y=2,故C正确;

圆心O 到直线l的距离为d=
2
1+1

= 2,

所以圆O 与圆C 的公共弦长为2 22-(2)2=

22,故D正确.
11.已知圆C 截y 轴所得的弦长为2,圆心C 到直线

l:x-2y=0的距离为
5
5
,且圆C 被x 轴分成的两

段弧长之比为3∶1,则圆C 的方程为 (  )
A.(x+1)2+(y+1)2=2
B.(x-1)2+(y-1)2=2
C.(x+1)2+(y-1)2=2
D.(x-1)2+(y+1)2=2
AB 解析:设圆C 的方程为(x-a)2+(y-b)2=
r2,则点C 到x 轴、y 轴的距离分别为|b|,|a|.

由 题 意 可 知

r2=2b2,
r2=a2+1,

|a-2b|
5

=
5
5
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

所 以

a=-1,
b=-1,
r2=2

ì

î

í

ïï

ïï

或

a=1,
b=1,
r2=2.

ì

î

í

ïï

ïï

故所求圆C 的方程为(x+1)2+(y+1)2=2或(x
-1)2+(y-1)2=2.

三、填空题:本题共3小题,每小题5分,共15分.
12.已知圆C 的圆心坐标是(0,m),半径是r.若直线

2x-y+3=0与圆C 相切于点A(-2,-1),则m
=    ,r=    .

-2 5 解析:由题意可知kAC=-
1
2
,所以直线

AC 的方程为y+1=-
1
2
(x+2).把(0,m)代入直

线AC 的方程得m=-2,此时r=|AC|= 4+1

= 5.

13.已知点A(1,m),B(1,25-m),若圆C:x2+y2

+2x=0上有且只有一点P,使得PA⊥PB,则实

数m 的一个值为    .(写出满足条件的一个

值即可)
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5+2(答案不唯一) 解析:由题意知,圆C:x2+
y2+2x=0,即(x+1)2+y2=1,圆心为C(-1,

0),半径r=1.
设线段AB 的中点为M.

因为A(1,m),B(1,25-m),

则 M(1,5),AB =2|5-m|,

所以以AB 为直径的圆M 为(x-1)2+(y- 5)2

=(5-m)2.
因为圆C:x2+y2+2x=0上有且只有一点P,使
得PA⊥PB,
所以圆C 与圆M 相切.

又 MC = (-1-1)2+(0- 5)2=3,

即有|5-m|+1=3或|5-m|-1=3,

解得m= 5±2或m= 5±4.

14.已知A 为圆C:x2+(y-1)2=
1
4

上的动点,B 为

圆E:(x-3)2+y2=
1
4

上的动点,P 为直线y=

1
2x

上的动点,则 PB - PA 的最大值为  

  .

130
5 +1 解析:设E(3,0)关于直线y=

1
2x

的

对称 点 为 E'(m,n),则

n
m-3

·1
2=-1

,

n
2=

1
2

·m+3
2
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解 得

m=
9
5
,

n=
12
5
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以E' 9
5
,12
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,

则圆E 关于直线y=
1
2x 对称的圆E'的方程为

x-
9
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ y-
12
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
1
4.

要使 PB - PA 的值最大,则P,A,B'( 其中B'

为圆E 关于直线y=
1
2x

的对称圆E'上的点 ) 三点

共线,且该直线过C,E'两点,如图,

其 最 大 值 为 AB' = CE' + 1 =

9
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ 125-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+1=
130
5 +1.

四、解答题:本题共5小题,共77分.解答时应写出必

要的文字说明、证明过程或演算步骤.
15.(13分)我国的隧道样式多种多样,它们或傍山而

过,上方构筑顶棚形成“明洞”;或挂于峭壁,每隔一

段开出“天窗”形成挂壁公路;但是更多时候它们都

隐伏于山体之中,只露出窄窄的出入口洞门.某学

生学过圆的知识后受此启发,为山体隧道设计了一

个圆弧形洞门样式,如图所示,路宽为16m(AB=
16m),洞门最高处距路面4m(CD=4m).
(1)建立适当的平面直角坐标系,求圆弧 AB 的

方程;
(2)为使双向行驶的车辆更加安全,该同学进一步

优化了设计方案,在路中间建立了2m宽的隔墙.
某货车装满货物后整体呈长方体状,宽2m,高

3.6m,则此货车能否通过该洞门? 并说明理由.

解:(1)以点D 为坐标原点,AB,DC 所在直线分别

为x 轴、y 轴,建立如图所示的平面直角坐标系,

则点C(0,4),B(8,0).
由圆的对称性可知,圆心在y 轴上,
设圆心坐标为(0,b),圆的半径为r,则圆弧AB 所

在圆的方程为x2+(y-b)2=r2.

因为点C,B 在圆上,所以
0+(4-b)2=r2,

82+(0-b)2=r2,{ 解得

b=-6,r=10.
所以 圆 弧 AB 所 在 圆 的 方 程 为 x2 + (y+6)2

=100,
因此圆弧AB 的方程为x2+(y+6)2=100(0≤y
≤4).
(2)此货车不能通过该洞门.理由如下:
由题意可知,隔墙在y 轴右侧1m,而车宽2m,车
高3.6m,
所以货车右侧的最高点的坐标为(3,3.6).
因为32+(3.6+6)2>100,
所以此货车不能通过该洞门.

16.(15分)已知点P(x,y)在圆x2+y2-6x-6y+
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14=0上.

(1)求
y
x

的最大值和最小值;

(2)求x2+y2+2x+3的最大值与最小值.
解:(1)圆的方程x2+y2-6x-6y+14=0可化为

(x-3)2+(y-3)2=4,
即该圆以(3,3)为圆心,2为半径.

因为
y
x=

y-0
x-0

,所以
y
x

即为(0,0)与该圆上一点确

定的直线的斜率.
设过(0,0)与圆(x-3)2+(y-3)2=4相切的直线

方程为kx-y=0(斜率不存在时直线与圆是相离

的),则有2=
|3k-3|
k2+1

,解得k=
9±214
5 .

所以
y
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

max
=
9+214
5

,y
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

min
=
9-214
5 .

(2)x2+y2+2x+3=(x+1)2+y2+2表示点(x,

y)与点(-1,0)距离的平方加上2.
因为点(x,y)在圆上,点(-1,0)在圆外,

所以所求最大值为[ (3+1)2+(3-0)2+2]
2
+2

=51,所求最小值为[ (3+1)2+(3-0)2-2]
2
+2

=11.
17.(15分)已知方程x2+y2-2x+4y+4m=0.
(1)若此方程表示圆,求正整数m 的值;
(2)在(1)的条件下,方程表示的圆为圆C,若从点

M(-4,1)发出的光线经过直线y=-x反射,反射

光线恰好平分圆C,求反射光线所在直线l1 的一

般式方程.
解:(1)若此方程表示圆,则(-2)2+42-4×4m>

0,解得m<
5
4.

因为m 为正整数,所以m=1.
(2)在(1)的条件下,方程表示圆C:(x-1)2+(y+
2)2=1.
由l1 恰好平分圆C,得l1 经过圆心C(1,-2).
设点 M 关于直线y=-x 的对称点为N(x,y),
则直线 MN 与直线y=-x 垂直,且线段 MN 的

中点 x-4
2
,y+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在直线y=-x 上,

则有

y-1
x+4×

(-1)=-1,

y+1
2 =-

x-4
2
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得
x=-1,

y=4,{

所以 N(-1,4).

所以直线CN 即为直线l1,且kl1=kCN=
-2-4
1-(-1)

=-3,
所以反射光线所在直线l1 的方程为y+2=-3(x
-1),即3x+y-1=0.

18.(17分)已知半径为4的圆C 与直线l1:3x-4y+
8=0相切,圆心C 在y 轴的负半轴上.
(1)求圆C 的方程;
(2)已知直线l2:kx-y+3=0与圆C 相交于A,B
两点,当△ABC 面积最大时,求直线l2 的方程.
解:(1)结合题意,因为圆心C 在y 轴的负半轴上,
且半径为4,
所以可设圆C 的标准方程为x2+(y-b)2=16,b
<0,此时圆心为C(0,b).
因为直线l1:3x-4y+8=0与圆C 相切,所以圆

心C(0,b)到直线l1 的距离为4,

即
-4b+8
32+42

=4,解得b=7(舍去)或b=-3,

所以圆C 的方程为x2+(y+3)2=16.
(2)由(1)可得圆C:x2+(y+3)2=16的圆心为

C(0,-3),半径r=4,
所以圆心C 到直线l2:kx-y+3=0的距离为d=
0+3+3

k2+(-1)2
=

6
k2+1

,

结 合 圆 的 弦 长 公 式 得 AB =2 r2-d2 =

216-d2.
因为直线l2 与圆C 相交于A,B 两点,
所以0<d2<r2=16,

所以S△ABC=
1
2 AB ·d=d 16-d2

= d2(16-d2)≤
d2+(16-d2)

2 =8,

当且仅当d2=16-d2,即d=22时,△ABC 的面

积取得最大值8.

所以d=
6

k2+1
=22,解得k=±

14
2 .

所以直线l2 的方程为 14x-2y+6=0或 14x
+2y-6=0.

19.(17分)已知圆C1:x2+y2+6x-2y+6=0和圆

C2:x2+y2-8x-10y+41-r2=0(r>0).
(1)若圆C1 与圆C2 相交,求r的取值范围;
(2)若直线l:y=kx+1与圆C1 交于P,Q 两点,

且OP→·OQ→=4(O 为原点),求实数k的值;
(3)若r=2,设P 为平面上的点,且满足:存在过点

P 的无穷多对互相垂直的直线l1 和l2,它们分别

与圆C1 和圆C2 相交,且直线l1 被圆C1 截得的弦
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长与直线l2 被圆C2 截得的弦长相等,试求所有满

足条件的点P 的坐标.
解:(1)圆C1:x2+y2+6x-2y+6=0的标准方程

为(x+3)2+(y-1)2=4,则圆心C1(-3,1),r1
=2,
圆C2:x2+y2-8x-10y+41-r2=0(r>0)的标

准方程为(x-4)2+(y-5)2=r2(r>0),则圆心

C2(4,5),r2=r,

所以 C1C2 = (4+3)2+(5-1)2= 65.
因 为 圆 C1 与 圆 C2 相 交,所 以 r1-r2 <

C1C2 <r1+r2,即 r-2 < 65<r+2,解 得

65-2<r< 65+2.

所以r的取值范围为(65-2,65+2).
(2)已知直线l:y=kx+1与圆C1 交于 P,Q 两

点,设P(x1,y1),Q(x2,y2),

联立
y=kx+1,
(x+3)2+(y-1)2=4,{

得(1+k2)x2+6x+5=0,

由Δ=16-20k2>0,得k∈ -
25
5
,25
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以

x1+x2=-
6

1+k2
,

x1x2=
5

1+k2.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

因为OP→·OQ→=x1x2+y1y2=(1+k2)x1x2+k(x1+

x2)+1=
-6k
1+k2+6=4

,

解得k=
3± 5
2 .

因为k∈ (-255 ,25
5 ),所以k=

3- 5
2 .

(3)如图,设点P 的坐标为(m,n),直线l1,l2 的方

程分别为y-n=t(x-m),y-n=-
1
t
(x-m),

即tx-y+n-tm=0,-
1
tx-y+n+

1
tm=0.

因为直线l1 被圆C1 截得的弦长与直线l2 被圆C2

截得的弦长相等且两圆半径相等,
所以圆心C1 到直线l1 的距离与圆心C2 直线l2
的距离相等,

即
-3t-1+n-tm

t2+1
=
-
4
t-5+n+

1
tm

1
t2+1

,

化简得(2-m-n)t=m-n-3或(m-n+8)t=
m+n-5.
因为存在过点 P 的无穷多对互相垂直的直线l1
和l2,
所 以 关 于 t 的 方 程 有 无 穷 多 解,从 而 有

2-m-n=0,

m-n-3=0{ 或
m-n+8=0,

m+n-5=0,{

解得
m1=

5
2
,

n1=-
1
2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

或
m2=-

3
2
,

n2=
13
2
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以点P 的坐标为 5
2
,-
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或 -

3
2
,13
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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本章内容是在学习了直线和圆的基础上,进一步运用坐标法研究几何问题.本章结合具体情境探索了椭圆、

双曲线和抛物线的几何特征,利用确定三类圆锥曲线的几何要素(如定点、定直线等)合理地建立坐标系,用代

数语言描述这些特征,得到相应的标准方程;运用代数方法进一步认识圆锥曲线的性质以及它们的位置关系,

并用圆锥曲线的方程解决一些简单问题.

1.了解圆锥曲线的实际背景,例如行星运行轨道、抛体运动轨迹、探照灯的镜面,感受圆锥曲线在刻画现实世界

和解决实际问题中的作用.

2.经历从具体情境中抽象出椭圆的过程,掌握椭圆的定义、标准方程及其简单几何性质.

3.掌握抛物线与双曲线的定义、几何图形和标准方程,以及它们的简单几何性质.

4.通过圆锥曲线与方程的学习,进一步体会数形结合的思想.

5.掌握椭圆、双曲线和抛物线的简单应用,能用坐标法解决一些与圆锥曲线有关的简单几何问题(如直线与圆锥

曲线的位置关系)和实际问题.

  通过图形探究圆锥曲线的几何特征,建立圆锥曲线的方程,并通过方程研究其简单的几何性质.

  依托对圆锥曲线(几何图形)的研究,在现实情境或数学情境中,概括出数学对象的一般特征,并解决一些

实际应用问题,注重数学思想和坐标法的引领性,提升思考和表达问题的能力,发展数学抽象、直观想象、数学

运算、逻辑推理、数学建模等素养.

1.以坐标法为核心和纽带.在学习中理解解析几何的学科特点,抓住它的核心,体会其中蕴含的数学思想,用坐

标法解决一些几何、代数的问题.

2.重视对研究对象几何特征的分析.解析几何是以代数方法研究几何问题,要注意代数运算与几何直观的相互

作用.体验先用几何眼光观察,再用坐标法推理、论证和求解的基本思路.

3.正确理解解析几何中的运算.为了更好地把握坐标法的基本思想,必须控制代数运算的难度,但必要的运算是

不可避免的,关键是要把握解析几何中的运算特点.解析几何中的运算是建立在几何背景下的代数运算,所以

要先用几何眼光观察,分析清楚几何图形的要素及图形间的基本关系,再用代数语言表达,而且在运算过程中

要时刻注意利用图形的几何特征及图形间的关系来简化运算.
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4.注意用好教科书中的例题、习题.教科书中的例题与习题能帮助理解圆锥曲线的几何特征.对有关题目进行适

当的变式拓展,熟练运用坐标法研究圆锥曲线的性质以及它们的位置关系,并能解决有一定综合性的问题,通

过解题感悟解析几何中蕴含的数学思想.

5.解析几何的学科特点就在于它的综合性,综合解决问题的能力需要逐步培养.目光要聚焦在核心概念上,从整

体上更好地把握圆锥曲线.

  如图,将手电筒光束照到墙面上,观察照亮的区域边沿的形状.当手电筒光束正对墙面时,照亮的区域边沿

是圆.让手电筒光束逐渐倾斜,观察照亮的区域边沿形状的变化.

  我们知道,圆是平面内到圆心的距离等于半径的点的集合,圆的特征是圆上任意一点到圆心的距离都等于

半径.

(1)照亮的区域边沿形状有什么特征?

(2)如何用方程来研究这些边沿曲线?
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3.1 椭圆

3.1.1 椭圆及其标准方程

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.经历从具体情境中抽象出椭圆模型的过程.
2.掌握椭圆的定义、标准方程.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 椭圆的定义

我们把平面内与两个定点F1,F2 的距离的和等于常

数(大于|F1F2|)的点的轨迹叫做椭圆.这两个定点

叫做椭圆的焦点,两焦点间的距离叫做椭圆的焦距,
焦距的一半称为半焦距.
知识点二 椭圆的标准方程

焦点的位置 焦点在x 轴上 焦点在y 轴上

标准方程 x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)

y2

a2+
x2

b2=1
(a>b>0)

焦点坐标 (-c,0),(c,0) (0,-c),(0,c)

a,b,c的关系 c2=a2-b2

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)已知点F1(-1,0),F2(1,0),动点P 满足|PF1|
+|PF2|=4,则点P 的轨迹是椭圆. ( √ )
(2)已知点F1(-1,0),F2(1,0),动点P 满足|PF1|
+|PF2|=2,则点P 的轨迹是椭圆. ( × )
(3)已知点F1(0,-1),F2(0,1),动点P 满足|PF1|
+|PF2|=1,则点P 的轨迹是椭圆. ( × )
(4)椭圆定义中动点到两定点的距离之和是常数,
而不能是变量. ( √ )

2.已知椭圆4x2+ky2=4的一个焦点坐标是(0,1),

则实数k的值是 (  )
A.1 B.2 C.3 D.4

B 解析:将椭圆方程化为标准方程为x2+
y2

4
k

=1,

又其中一个焦点坐标为(0,1),故
4
k-1=1

,解得k

=2.
3.请思考并回答下列问题:
(1)在 平 面 直 角 坐 标 系 中,已 知 点 A(-4,0),
B(4,0),若|PA|+|PB|=10,则点P 的轨迹方程

是什么?

提示:点P 的轨迹方程为
x2

25+
y2

9=1.

(2)两种椭圆:x
2

a2+
y2

b2=1
和
y2

a2+
x2

b2=1
(a>b>0)

有什么相同点和不同点?
提示:相同点:它们的形状、大小都相同,都有a>b
>0,a2=b2+c2;
不同点:两种椭圆的位置不同,它们的焦点坐标也

不同.
(3)如何根据椭圆的标准方程判断焦点的位置?
提示:比较含x2 项和含y2 项的分母,谁的分母大,
焦点就在谁对应的坐标轴上.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

椭圆定义的应用

例1 已知P 为椭圆
x2

12+
y2

3=1
上一点,F1,F2 分

别是椭圆的左、右焦点,∠F1PF2=60°,求△F1PF2

的面积.
解:由已知得a=23,b= 3,所以c= a2-b2=

12-3=3,
从而|F1F2|=2c=6.
在△F1PF2 中,由余弦定理得

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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|F1F2|2=|PF1|2+|PF2|2-2|PF1|·|PF2|·
cos60°,
即36=|PF1|2+|PF2|2-|PF1|·|PF2|①.
由椭圆的定义得|PF1|+|PF2|=43,
即48=|PF1|2+|PF2|2+2|PF1|·|PF2|②.
由②-①,得|PF1|·|PF2|=4.

所以S△F1PF2=
1
2|PF1|·|PF2|·sin60°= 3.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
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􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋
􀪋
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􀪋
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􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.从椭圆上一点P 与椭圆的两个焦点F1,F2

为顶点的△PF1F2 称为焦点三角形,解决焦点三角

形问题要用到哪些知识点?
提示:可以利用椭圆的定义,结合正弦定理、余弦定

理、勾股定理、三角形的面积公式等知识点解决焦点

三角形问题.
思考2.若将本例中“∠F1PF2=60°”变为“∠PF1F2

=90°”,其他条件不变,求△F1PF2 的面积.

解:由已知得a=23,b= 3,所以c= a2-b2=

12-3=3,
从而|F1F2|=2c=6.
在△F1PF2 中,因为∠PF1F2=90°,则由勾股定理

可得

|PF2|2=|PF1|2+|F1F2|2,即|PF2|2=|PF1|2

+36.
又由椭圆 的 定 义 知|PF1|+|PF2|=2×2 3=

43,所以|PF2|=43-|PF1|.
从而有(43-|PF1|)2=|PF1|2+36,解得|PF1|

=
3
2.

所以△F1PF2 的面积S=
1
2|PF1|·|F1F2|=

1
2

×
3
2×6=

33
2 .

【探究总结】
椭圆定义的应用技巧

(1)利用椭圆的定义能够对椭圆上的点到焦点的距离

进行转化.
(2)以椭圆上一点P 与椭圆的两个焦点F1,F2 为顶

点的△PF1F2 称为焦点三角形,可以利用椭圆的定

义,结合正弦定理、余弦定理、三角形的面积公式等解

决焦点三角形问题.
(3)若椭圆的焦点三角形为△PF1F2,且∠F1PF2=

θ,则焦点三角形的面积S=b2tan
θ
2.

                

1.如图,一圆形纸片的圆心为O,F 是圆内一定点,M
是圆周上一动点,把纸片折叠使M 与F 重合,然后

抹平纸片,折痕为CD.设CD 与OM 交于点P,则
点P 的轨迹是 (  )

A.椭圆 B.线段

C.抛物线 D.圆

A 解析:设圆的半径为r,由题意知|PM|=|PF|,
所以|PO|+|PF|=|PO|+|PM|=|OM|=r>
|OF|,所以点P 的轨迹是以O,F 为焦点的椭圆.

2.(2023·全国甲卷)设F1,F2 为椭圆C:
x2

5+y
2=1

的两个焦点,点 P 在C 上.若PF1
→·PF2

→=0,则

PF1 · PF2 = (  )

A.1 B.2 C.4 D.5
B 解析:(方 法 一)因 为PF1

→·PF2
→=0,所 以

∠F1PF2=90°,

从而S△F1PF2=b
2·tan

∠F1PF2

2 =1=
1
2 PF1 ·

PF2 ,所以 PF1 · PF2 =2.

(方法二)因为PF1
→·PF2

→=0,所以∠F1PF2=90°.
由椭圆方程可知,c2=5-1=4,故c=2,
所以 PF1

2+ PF2
2= F1F2

2=42=16.

又 PF1 + PF2 =2a=25,平方得

PF1
2+ PF2

2 +2PF1 · PF2 =16+
2PF1 · PF2 =20,所以 PF1 · PF2 =2.

求椭圆的标准方程

例2 求满足下列条件的椭圆的标准方程:
(1)两个焦点的坐标分别是(-4,0),(4,0),椭圆上一

点P 到两焦点距离之和等于10;
(2)两个焦点的坐标分别是(0,-2),(0,2),并且椭圆

经过点 -
3
2
,5
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

解:(1)由题意得c=4,a=5,故b=3.

又焦点在x 轴上,所以椭圆的标准方 程 为
x2

25+
y2

9
=1.
(2)由题意得c=2,且焦点在y 轴上,所以设椭圆方

程为
y2

a2+
x2

a2-4=1.
将 -

3
2
,5
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 代入方程,得a=

10,故椭圆的标准方程为
y2

10+
x2

6=1.
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【探究总结】
求椭圆的标准方程的方法

(1)求椭圆的标准方程多采用定义法和待定系数法.
(2)利用定义法求椭圆方程,要注意条件2a>|F1F2|.
利用待定系数法要先定形(焦点位置),再定量(a,b,c
的值),也可把椭圆方程设为mx2+ny2=1(m>0,n>
0,m≠n)的形式.

1.过点(-3,2)且与
x2

9+
y2

4=1
有相同焦点的椭圆的

标准方程为 (  )

                
A.

x2

15+
y2

10=1 B.
x2

225+
y2

100=1

C.
x2

10+
y2

15=1 D.
x2

100+
y2

225=1

A 解析:由方程
x2

9+
y2

4=1
可知,其焦点的坐标

为(- 5,0)和(5,0),即c= 5.设所求椭圆的标准

方程为
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0),因为椭圆过点(-3,

2),代入方程得
9
a2+

4
a2-5=1

,解得a2=15(a2=3

舍去).故所求椭圆的标准方程为
x2

15+
y2

10=1.

2.已知椭圆的中心在原点,以坐标轴为对称轴,且经

过点 (-32,
5
2 ),(3,5),则此椭圆的标准方程为

       .
y2

10+
x2

6=1 
解析:设椭圆方程为mx2+ny2=1(m

>0,n>0,m≠n).由 (-32 )
2

m+ (52 )
2

n=1,

3m+5n=1,

ì

î

í

ïï

ïï
解

得m=
1
6
,n=

1
10
,所以椭圆的标准方程为

y2

10+
x2

6
=1.

与椭圆有关的轨迹问题

例3 (1)一个动圆与圆Q1:(x+3)2+y2=1外切,
与圆Q2:(x-3)2+y2=81内切,试求这个动圆圆心

的轨迹方程.
(2)已知圆C:x2+y2=4,过圆C 上一动点M 作平行

于x 轴的直线m.设直线m 与y 轴的交点为N.若向

量OQ
→
=OM
→
+ON
→,试求动点Q 的轨迹方程.

解:(1)由 已 知 得 两 定 圆 的 圆 心 和 半 径 分 别 为

Q1(-3,0),R1=1;Q2(3,0),R2=9.

设动圆圆心为 M(x,y),半径为R,如图.

由题意得|MQ1|=1+R,|MQ2|=9-R,
所以|MQ1|+|MQ2|=10>|Q1Q2|=6.
由椭圆的定义知,点 M 在以Q1,Q2 为焦点的椭圆

上,且a=5,c=3,
所以b2=a2-c2=25-9=16.

故动圆圆心的轨迹方程为
x2

25+
y2

16=1.

(2)设点 M 的坐标为(x0,y0)(y0≠0),点Q 的坐标

为(x,y),则点 N 的坐标为(0,y0).因为OQ
→
=OM
→
+

ON
→,所以(x,y)=(x0,2y0),即x0=x,y0=

y
2.又因

为点M 在圆C 上,所以x2
0+y2

0=4,所以x2+
y2

4=4.

由y0≠0,得y≠0,

所以动点Q 的轨迹方程为
y2

16+
x2

4=1
(y≠0).

【探究总结】
求与椭圆有关的轨迹方程的常用方法

(1)定义法:若动点的轨迹特点符合某一基本图形(如椭

圆、圆等)的定义,则可用定义法求解.
(2)直接法:根据题设条件,建立适当的平面直角坐标

系,设出动点的坐标,写出动点坐标所满足的关系式,
化简得到轨迹方程.
(3)相关点法:若动点P(x,y)随着某已知图形上的

另一动点Q(x1,y1)的运动而运动,且x1,y1 可以用

x,y 表示,则可将点Q 的坐标代入表示已知图形的

方程,即得动点P 的轨迹方程.

1.已知圆C1:(x+1)2+y2=1和圆C2:(x-1)2+y2

=9,求与圆C1 外切且内切于圆C2 的动圆圆心 M
的轨迹方程.
解:由题意可知,圆C1 的圆心C1(-1,0),半径r1
=1,圆C2 的圆心C2(1,0),半径r2=3.
设动圆的半径为r,

由题意得
|MC1|=r+1,
|MC2|=3-r,{ 即|MC1|+|MC2|=4>

|C1C2|=2.
根据椭圆的定义可知,点 M 在以C1,C2 为焦点,4
为长轴长的椭圆上,
所以a=2,c=1,可得b2=a2-c2=3.

所以动圆圆心 M 的轨迹方程为
x2

4+
y2

3=1.
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2.已知P 是椭圆
x2

4+
y2

3=1
上的一动点,F1,F2 是

椭圆的左、右焦点,延长F1P 到点Q,使得|PQ|=
|PF2|,求动点Q 的轨迹方程.
解:如图,由题意得|PF1|+|PF2|=4.

又|PQ|=|PF2|,所以|PF1|+|PQ|=4,
即|QF1|=4.
所以动点Q 的轨迹是以F1(-1,0)为圆心,4为半

径的圆.
又F1(-1,0),
所以动点Q 的轨迹方程是(x+1)2+y2=16.
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                 1.已知点M 是平面α内的动点,F1,F2是平面α内的

两个定点,则“点 M 到点F1,F2的距离之和为定

值”是“点M 的轨迹是以F1,F2为焦点的椭圆”的
(  )

A.充要条件

B.充分不必要条件

C.必要不充分条件

D.既不充分也不必要条件

C 解析:若点 M 到点F1,F2的距离之和恰好为

F1,F2两点之间的距离,则点 M 的轨迹不是椭圆,
所以前者不能推出后者.根据椭圆的定义,椭圆上的

点到两焦点的距离之和为常数2a,所以后者能推出

前者,故前者是后者的必要不充分条件.故选C.

2.如果椭圆
x2

100+
y2

36=1
上一点P 到焦点F1 的距离

等于6,那么点P 到另一个焦点F2 的距离是

(  )
A.12 B.14
C.16 D.20
B 解析:根 据 椭 圆 的 定 义 可 得|PF1|+|PF2|
=2a,

因为椭圆
x2

100+
y2

36=1
上一点P 到焦点F1 的距离

等于6,所以6+|PF2|=20,所以|PF2|=14.故
选B.

3.(多选)椭圆
x2

m+
y2

8=1
的焦距为4,则m 的值可以是

(  )
A.12 B.10
C.6 D.4
AD 解析:因为椭圆的焦距为2c=4,则c=2.

当焦点在x 轴上时,有m=8+22=12,即m=12;
当焦点在y 轴上时,有8=m+22,解得m=4.
故m=4或m=12.

4.已知方程(m-1)x2+(3-m)y2=(m-1)(3-m)
表示焦点在y 轴上的椭圆,则实数m 的取值范围为

(  )

A.(1,2) B.(2,3)
C.(-∞,1) D.(3,+∞)
B 解析:方程(m-1)x2+(3-m)y2=(m-1)(3

-m)可化为
x2

3-m+
y2

m-1=1
,表示焦点在y 轴上

的椭圆,可得 m-1>3-m>0,解得2<m<3,所
以实数m 的取值范围为(2,3).故选B.

5.(多选)椭圆的方程为
x2

16+
y2

7=1
,F1,F2 是椭圆的

两个焦点,点 M 为椭圆上一点且在第一象限.若
△MF1F2 是等腰三角形,则下列结论正确的是

(  )

A.MF2 =2

B.cos∠MF2F1=
17
18

C.点M 到x 轴的距离为
35
3

D.S△MF1F2=9
AC 解析:如图.

因为椭圆的标准方程为
x2

16+
y2

7=1
,所以a=4,b=
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7,c= a2-b2= 16-7=3.
因为 点 M 在 第 一 象 限,且 △MF1F2 是 等 腰 三

角形,
所以 F1F2 = MF1 .
根据椭 圆 的 定 义,MF2 =2a- MF1 =2a-
F1F2 =2a-2c=2,故A正确;

在△MF1F2 中,MF1 = F1F2 =6,MF2 =
2,由 余 弦 定 理 的 推 论 得 cos ∠MF2F1 =
MF2

2+ F1F2
2- MF1

2

2 MF2 · F1F2
=
4
24=

1
6
,故 B

错误;

由cos∠MF2F1=
1
6
,得sin∠MF2F1=

35
6
,得点

M 到x 轴的距离为 MF2 ·sin∠MF2F1=2×

35
6 =

35
3
,故C正确;

S△MF1F2=
1
2×6×

35
3 = 35,故D错误.

故选AC.
6.已知椭圆中心在坐标原点,焦点在x 轴上,椭圆与

x 轴的交点到两焦点的距离分别为3和1,则椭圆

的标准方程为        .
x2

4+
y2

3=1 
解析:设椭圆的标准方程为

x2

a2+
y2

b2=

1(a>b>0),由题意可得
a+c=3,
a-c=1,{

解得
a=2,
c=1,{ 故b2=a2-c2=3,

所以椭圆的标准方程为
x2

4+
y2

3=1.

7.设F1,F2 分别是椭圆
x2

25+
y2

16=1
的左、右焦点,P

为椭圆上任意一点,点M 的坐标为(6,4),则|PM|
+|PF1|的最大值为    .
15 解析:由椭圆的方程可得a=5,b=4,c=3,
所以F1(-3,0),F2(3,0),如图所示.

由椭圆的定义,得|PF1|+|PF2|=2a=10,
所以|PM|+|PF1|=|PM|+2a-|PF2|=10+
(|PM|-|PF2|)≤10+|MF2|=10+ 32+42

=15,
当 M,F2,P 三点共线时取到最大值,所以|PM|+
|PF1|的最大值为15.

8.如图,设A,B 的坐标分别为(-5,0),(5,0),直线

AM,BM 相交于点M,且它们的斜率之积为-
4
9
,

则点M 的轨迹方程为      .

x2

25+
y2

100
9

=1(x≠±5) 解析:设点 M 的坐标为

(x,y),则kAM=
y

x+5
(x≠-5),kBM=

y
x-5

(x≠

5).由已知有
y

x+5
· y
x-5=-

4
9
,化简即可得点 M

的轨迹方程为
x2

25+
y2

100
9

=1(x≠±5).

1.已知△ABC 的周长为20,且顶点B,C 的坐标分别

为(0,-4),(0,4),则顶点A 的轨迹方程是 (  )
                
A.

x2

36+
y2

20=1
(x≠0)

B.
x2

20+
y2

36=1
(x≠0)

C.
x2

6+
y2

20=1
(x≠0)

D.
x2

20+
y2

6=1
(x≠0)

B 解析:因 为△ABC 的 周 长 为20,顶 点 B(0,
-4),C(0,4),所以BC=8,AB+AC=20-8=12.
因为12>8,所以点A 到两个定点B,C 的距离之和

等于定值,所以点A 的轨迹是以B,C 为焦点的椭

圆,且点A 不能在y 轴上.
因为a=6,c=4,所以b2=20,所以椭圆的方程是

x2

20+
y2

36=1
(x≠0).

2.(多选)已知F1(-1,0),F2(1,0)是椭圆C 的两个

焦点,过点F2且垂直于x 轴的直线与椭圆C 交于

A,B 两点,且|AB|=3,则 (  )
A.椭圆的焦点在y 轴上

B.△ABF1 的周长为6
C.△AF1F2 的周长为6

D.椭圆C 的方程为
x2

4+
y2

3=1

CD 解析:显然椭圆的焦点在x 轴上,A错误.设椭

圆C 的方程为
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0),且c=1.因为

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—361—



过点F2且垂直于x 轴的直线与椭圆C 交于A,B

两点,设A(c,y1),代入方程可得
c2

a2+
y2
1

b2=1
,求得

y2
1=

b4

a2.由于|AB|=3,所以
b2

a=
3
2.又b2=a2-c2,

解得a=2,所以a2=4,b2=a2-c2=4-1=3,所以

椭圆C 的方程为
x2

4+
y2

3=1
,D正确.△ABF1 的周

长为4a=8,△AF1F2 的周长为2a+2c=6,B错

误,C正确.
3.(多选)已知P 为椭圆C 上一点,F1,F2 为椭圆的

焦点,且|F1F2|=2 3.若|PF1|+|PF2|=2·
|F1F2|,则椭圆C 的标准方程为 (  )

A.
x2

12+
y2

9=1 B.
x2

45+
y2

48=1

C.
x2

9+
y2

12=1 D.
x2

48+
y2

45=1

AC 解析:由 题 知2c=|F1F2|=2 3,所 以c

= 3.
因为2a=|PF1|+|PF2|=2|F1F2|=43,

所以a=23.所以b2=a2-c2=9.

故椭圆C 的标准方程是
x2

12+
y2

9=1
或
x2

9+
y2

12=1.

4.已知F 为椭圆C:
x2

4+y
2=1的右焦点,P 为C 上

一点,Q 为 圆 M:x2+ (y-3)2=1 上 一 点,则
PQ + PF 的最大值为 (  )
A.5 B.6

C.4+23 D.5+23

D 解析:依题意a=2,b=1,c= 3,设椭圆C 的左

焦点为F1(- 3,0),
圆 M:x2+(y-3)2=1的圆心为 M(0,3),半径为

1,PQ + PF = PQ +2a- PF1 =4+
PQ - PF1 ≤4+ QF1 ,

当P,F1,Q 三点共线,且F1 在P,Q 之间时等号

成立.

而 QF1 ≤ MF1 +1= (3)
2
+32 +1=2 3

+1,

所以 PQ + PF ≤4+23+1=5+23,
当P,F1,M,Q 四点共线,且F1 在 P,Q 之间,Q
是F1M 的延长线与圆M 的交点时等号成立.
故选D.

5.已知椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的左、右焦点分

别为F1(-1,0),F2(1,0),且过点P 1,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则椭

圆C 的标准方程为         .

x2

4+
y2

3=1 
解析:由题意知c=1,a2-b2=c2=

1①.

又椭圆经过点P 1,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以

1
a2+

9
4
b2=1②.

联立①②,解得a2=4,b2=3.

故椭圆C 的标准方程为
x2

4+
y2

3=1.

6.椭圆的两焦点为F1(-4,0),F2(4,0),点P 在椭圆

上.若△PF1F2 的面积最大为12,则椭圆的标准方

程为      .
x2

25+
y2

9=1 
解析:由已知可得2c=8,c=4,如图,

当点P 在y 轴上时,△PF1F2 的面积最大,

所以
1
2×8×b=12

,所以b=3.

所以a2=b2+c2=25.

所以椭圆的标准方程为
x2

25+
y2

9=1.

7.如图所示,在圆 C:(x+1)2+y2=25内有一点

A(1,0),Q 为圆C 上一点,AQ 的垂直平分线与C,

Q 的连线交于点M,求点M 的轨迹方程.

解:如图所示,连接 MA,由题意知点 M 在线段CQ
上,从而有|CQ|=|MQ|+|MC|.

又点 M 在AQ 的垂直平分线上,
所以|MA|=|MQ|.
因为点Q 在圆C:(x+1)2+y2=25上,所以|CQ|
=5,故|MA|+|MC|=|CQ|=5.
又A(1,0),C(-1,0),|MA|+|MC|=5>2,
所以点 M 的轨迹是以A(1,0),C(-1,0)为焦点的
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椭圆,

且2a=5,c=1,故a=
5
2
,b2=a2-c2=

25
4-1

=
21
4.

故点 M 的轨迹方程为
x2

25
4

+
y2

21
4

=1.

8.设椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的两个焦点为F1,

F2,点P 在椭圆C 上,且PF1⊥F1F2,PF1 =3,

PF2 =5.
(1)求椭圆C 的方程;

(2)点M 在椭圆C 上,且△MF1F2 的面积为23,
求点M 的坐标.
解:(1)因 为 点 P 在 椭 圆 C 上,所 以 PF1 +
PF2 =3+5=8=2a,解得a=4.

因为PF1⊥F1F2,PF1 =3,PF2 =5,

所以 F1F2
2=25-9=16,即2c= F1F2 =4,解

得c=2.
所以b2=a2-c2=12.

所以椭圆C 的方程为
x2

16+
y2

12=1.

(2)设 M(x0,y0),因为△MF1F2 的面积为23,

所以
1
2 F1F2 · y0 =2 3,即

1
2×4× y0 =

23,解得 y0 = 3.

因为点 M 在椭圆C 上,所以
x2
0

16+
3
12=1

,解得x0

=±23.

所以点 M 的坐标为(2 3,3)或(2 3,- 3)或

(-23,3)或(-23,- 3).
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3.1.2 椭圆的简单几何性质

第1课时 椭圆的简单几何性质

学习任务目标
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1.掌握椭圆的几何图形和简单几何性质.

2.掌握椭圆标准方程中的a,b,c及椭圆的离心率e的几何意义和它们之间的关系.

3.了解解析几何中研究曲线性质的代数方法.
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【知识清单】

知识点 椭圆的简单几何性质

焦点的位置 焦点在x轴上 焦点在y 轴上

图形

标准方程 x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)

y2

a2+
x2

b2=1
(a>b>0)

范围
-a≤x≤a,-b≤y

≤b

-b≤x≤b,-a≤y

≤a

顶点

A1(-a,0),A2(a,

0),B1 (0,-b),

B2(0,b)

A1(0,-a),A2(0,

a),B1 (-b,0),

B2(b,0)

轴长 短轴长=2b,长轴长=2a

焦点 F1(-c,0),F2(c,0) F1(0,-c),F2(0,c)

续表

焦点的位置 焦点在x轴上 焦点在y 轴上

焦距 |F1F2|=2c=2 a2-b2

对称性
对称轴是坐标轴,

对称中心是原点

离心率 e=
c
a
,0<e<1

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的长轴长是a.

( × )
(2)若椭圆的对称轴为坐标轴,长轴长与短轴长分别为

10,8,则椭圆的方程为
x2

25+
y2

16=1.
( × )

(3)设F 为椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的一个焦点,

M 为椭圆上任一点,则|MF|的最大值为a+c(c
为椭圆的半焦距). ( √ )
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2.椭圆25x2+9y2=225的长轴长、短轴长、离心率依

次是 (  )

A.5,3,
4
5 B.10,6,

4
5

C.5,3,
3
5 D.10,6,

3
5

B 解析:将椭圆方程化为标准方程为
y2

25+
x2

9=1
,

则a=5,b=3,c=4,故长轴长、短轴长、离心率依

次是10,6,
4
5.

3.请思考并回答下列问题:
(1)椭圆的焦点一定在它的长轴上吗?

提示:椭圆的焦点一定在它的长轴上.
(2)椭圆上到其中心的距离最小与最大的点分别是

哪些?

提示:椭圆上到其中心的距离最小的点是短轴的两

个端点,到其中心的距离最大的点是长轴的两个

端点.
(3)椭圆上到焦点的距离最大与最小的点分别是哪

些? 距离的最大值与最小值分别是多少?

提示:椭圆上到焦点的距离最大和最小的点分别是

长轴的两个端点,故距离的最大值为a+c,最小值

为a-c.
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根据椭圆的方程研究其几何性质

1.(多选)已知椭圆C:16x2+4y2=1,则下列结论正
确的是 (  )

A.长轴长为
1
2

B.焦距为
3
4

C.焦点坐标为 (0,± 34 )

D.离心率为
3
2

CD 解析:将椭圆方程16x2+4y2=1化为标准方

程为
y2

1
4

+
x2

1
16

=1,可得a=
1
2
,b=

1
4
,c=

3
4
,所以

长轴长为2a=1,短轴长为2b=
1
2
,焦距为2c=

3
2
,焦点坐标为 (0,± 34 ),离心率e=

c
a=

3
2.故

选CD.

2.下列关于椭圆C1:
x2

25+
y2

9=1
和椭圆C2:

x2

9-k+

y2

25-k=1
(0<k<9)的说法,正确的是 (  )

A.长轴长相等

B.焦距相等

C.离心率相等

D.短轴长相等

B 解析:由题意知,椭圆C1 的焦点在x 轴上,椭
圆C2 的焦点在y 轴上,对于椭圆C1,焦距为2×
25-9 = 8, 对 于 椭 圆 C2, 焦 距 为

2 (25-k)-(9-k)=8.故选B.
3.求椭圆25x2+16y2=400的长轴长、短轴长、焦点

坐标和顶点坐标.

解:将方程变形为
y2

25+
x2

16=1
,

得a=5,b=4,所以c=3.
故椭圆的长轴长和短轴长分别为2a=10和2b=8,
焦点坐标为(0,-3),(0,3),
顶点坐标为(0,-5),(0,5),(-4,0),(4,0).
【探究总结】

根据椭圆的方程研究其几何性质的注意点

(1)已知椭圆的方程讨论椭圆的性质时,若不是标准

方程,应先化成标准方程,再确定焦点的位置,进而确

定椭圆的几何性质.
(2)焦点位置不确定的要分类讨论,找准a 与b,利用

c2=a2-b2 求出焦点坐标,再写出顶点坐标.同时要

注意长轴长、短轴长、焦距不是a,b,c,而分别是2a,
2b,2c.

由椭圆的几何性质求椭圆的标准

方程

例1 (1)焦点在x 轴上,短轴长为8,离心率为
3
5

的

椭圆的标准方程是        .

(2)已知椭圆C 的方程为
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0),右焦

点为F(2,0),且离心率为
6
3
,则椭圆C 的标准方程

为        .

(1)
x2

25+
y2

16=1 
解析:由 题 意,得

2b=8,
c
a=

3
5
,

a2=b2+c2,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解

得
a=5,
b=4,
c=3.

ì

î

í
ïï

ïï

又椭圆的焦点在x 轴上,故此椭圆的标准方程是
x2

25

+
y2

16=1.
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(2)
x2

3+y
2=1 解析:由题意,得椭圆C 的半焦距c

= 2,且e=
c
a=

6
3
,所以a= 3.

又b2=a2-c2=1,所以椭圆C 的标准方程为
x2

3+y
2

=1.
【探究总结】

求椭圆的标准方程的方法

(1)根据已知条件求椭圆的标准方程的步骤:

①确定焦点所在的坐标轴;

②求出a2,b2 的值;

③写出标准方程.
(2)在求a2,b2 的值时,通常由关系式a2=b2+c2,e

=
c
a

等构造方程(或方程组)加以求解.

                
1.已知椭圆C:

x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的离心率为

2
2
,且

过点A(2,1),则椭圆C 的标准方程为     .

x2

6+
y2

3=1 
解析:由 题 意 可 得

c
a=

2
2
,

4
a2+

1
b2=1

,

a2=b2+c2,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解

得
a2=6,

b2=c2=3,{
故椭圆C 的标准方程为

x2

6+
y2

3=1.

2.焦点在y轴上且中心为原点的椭圆C2 与椭圆C1:
x2

2
+y2=1的离心率相同,且C1,C2 在第一象限内公共

点的横坐标为1,则椭圆C2 的方程为      .
2y2

5 +
4x2

5 =1 
解析:在椭圆C1 中,a1= 2,b1=

1,c1= 2-1=1,故椭圆C1 的离心率为
1
2
=
2
2.

对于
x2

2+y
2=1,令x=1得y=±

2
2
,

故C1,C2 在第一象限内公共点的坐标为 1,
2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设C2:
y2

a2
2
+
x2

b22
=1(a2>b2>0),将 1,

2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 代入可得

1
2a2

2
+
1
b22
=1,

又
a2
2-b22
a2

=
2
2
,联 立 以 上 两 式 解 得b22=

5
4
,a2

2

=
5
2.

故椭圆C2 的方程为
2y2

5 +
4x2

5 =1.

求椭圆的离心率

例2 已知椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0),A 是左顶点,

F 是右焦点,B 是短轴的一个端点,若∠ABF=90°,
则该椭圆的离心率为    .

-1+5
2  解析:如图所示,由题意知|AO|=a,|OF|

=c,|BF|=a,|AB|=a2+b2,a2=b2+c2,

所以在Rt△ABF 中,a2+b2+a2=(a+c)2=a2+
2ac+c2,即a2-c2-ac=0,两边同时除以a2,得e2

+e-1=0,解得e=
-1+ 5
2

或e=
-1- 5
2

(舍去).
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思考1.已知椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的离心率为

5-1
2

,左、右顶点分别为A,B,椭圆上有一动点P

(异于椭圆的左、右顶点),设直线PA,PB 的斜率分

别为k1,k2,求k1k2 的值.
解:因为点P 为椭圆上的动点,
所以设P(acosθ,bsinθ).

又A(-a,0),B(a,0),所以k1k2=
bsinθ

acosθ+a
·

bsinθ
acosθ-a=

b2sin2θ
a2(cos2θ-1)=-

b2

a2=-
a2-c2

a2

æ

è
ç

ö

ø
÷=

e2-1=e2-1= 5-1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1=
1- 5
2 .

思考2.若将本例中的“∠ABF=90°”改为“∠ABF
为锐角”,其他条件不变,求椭圆的离心率e 的取值

范围.
解:在△ABF 中,|AB|2=a2+b2,|BF|2=a2,

|AF|2=(a+c)2.
因为∠ABF 为锐角,所以a2+b2+a2>(a+c)2,
即a2-ac-c2>0,所以1-e-e2>0,解得0<e

<
-1+ 5
2 .
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【探究总结】
求椭圆的离心率的方法

(1)直接法:求出a,c后用e=
c
a

求出离心率,或求出

a,b后用e= 1-
b2

a2求出离心率.

(2)转化法:将条件转化成关于a,b,c的关系式,利用

b2=a2-c2 消去b,构造关于
c
a

的方程求离心率.

                

1.(2023·新高考全国Ⅰ卷)设椭圆C1:
x2

a2+y2=1(a

>1),C2:
x2

4+y
2=1的离心率分别为e1,e2.若e2

= 3e1,则a= (  )

A.
23
3 B.2 C.3 D.6

A 解析:由e2= 3e1,得e22=3e21,因此
4-1
4 =3×

a2-1
a2 .又a>1,所以a=

23
3 .

2.(2022·全国甲卷)椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)

的左顶点为A,点P,Q 均在C 上,且关于y 轴对

称.若直线AP,AQ 的斜率之积为
1
4
,则椭圆C 的

离心率为 (  )

A.
3
2 B.

2
2 C.

1
2 D.

1
3

A 解析:设P(x1,y1),则Q(-x1,y1),

又A(-a,0),则由kAP ·kAQ=
1
4
,得kAP ·kAQ=

y1

x1+a
· y1

-x1+a=
y2
1

-x2
1+a2=

1
4.

由
x2
1

a2+
y2
1

b2=1
,得y2

1=
b2(a2-x2

1)
a2 ,

所以

b2(a2-x2
1)

a2

-x2
1+a2 =

1
4
,即b2

a2=
1
4
,

所以椭 圆 C 的 离 心 率e=
c
a = 1-

b2

a2 =
3
2.故

选A.
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                1.若点A(a,1)在椭圆
x2

4+
y2

2=1
的内部,则a 的取

值范围是 (  )

A.(- 2,2)

B.(-∞,- 2∪(2,+∞)
C.(-2,2)
D.(-1,1)

A 解析:由题意知
a2

4+
1
2<1

,解得- 2<a< 2.

2.(多选)已知椭圆C:
x2

16+
y2

9=1
,则下列说法正确的

是 (  )
A.C 的焦点坐标为(±5,0)
B.C 的长轴长为8
C.C 的短轴长为6
D.C 的一个顶点为(0,-4)

BC 解析:由椭圆C:
x2

16+
y2

9=1
,可得a=4,b=3,

则c= a2-b2= 7.
对于 A,椭圆C 的焦点坐标为(± 7,0),所以 A
错误;
对于B,椭圆C 的长轴长为2a=8,所以B正确;
对于C,椭圆C 的短轴长为2b=6,所以C正确;
对于D,顶 点 坐 标 为(±4,0)和(0,±3),所 以 D
错误.

3.(2022·全国甲卷)已知椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>

0)的离心率为
1
3
,A1,A2 分别为C 的左、右顶点,B

为C 的上顶点.若BA1
→·BA2

→=-1,则C 的方程为

(  )

A.
x2

18+
y2

16=1 B.
x2

9+
y2

8=1

C.
x2

3+
y2

2=1 D.
x2

2+y
2=1

B 解析:因为离心率e=
c
a = 1-

b2

a2 =
1
3
,解得

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—861—



b2

a2=
8
9
,所以b2=

8
9a

2.

因为A1,A2 分别为C 的左、右顶点,B 为上顶点,

则 A1(-a,0),A2(a,0),B(0,b),所 以BA1
→=

(-a,-b),BA2
→=(a,-b).

因为BA1
→·BA2

→=-1,所以-a2+b2=-1.

将b2=
8
9a

2 代入,解得a2=9,b2=8,

故椭圆C 的方程为
x2

9+
y2

8=1.

4.已知F1,F2 分别是椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)

的左、右焦点,椭圆C 上不存在点P 使∠F1PF2≥
π
3
,则椭圆C 的离心率的取值范围是 (  )

A.2
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.12

,1
æ

è
ç

ö

ø
÷

C.0,
2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.0,

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

D 解析:椭圆C 上不存在点P 使∠F1PF2≥
π
3
,

即∠F1PF2<
π
3

恒 成 立,当 点 P 在 短 轴 端 点 时,

∠F1PF2 最大,即sin∠F1PO=
c
a <sin

π
6=

1
2
,

即e<
1
2.故选D.

5.直线l经过椭圆的一个顶点和一个焦点.若椭圆中心

到l的距离为其短轴长的
1
4
,则该椭圆的离心率为

(  )

A.
1
3 B.

1
2 C.

2
3 D.

3
4

B 解析:如图,|BF|=a,|OF|=c,|OB|=b,

|OD|=
1
4×2b=

1
2b.

在Rt△FOB 中,|OF|·|OB|=|BF|·|OD|,即

cb=a·1
2b
,解得a=2c.

故椭圆的离心率e=
c
a=

1
2.

6.已知焦点在x 轴上的椭圆C:
x2

m2+
y2

4=1
的离心率

为
2
2
,则实数m=    .

±22 解析:因为椭圆C:
x2

m2+
y2

4=1
的焦点在x

轴上,

所 以 a2 =m2,b2 =4,则 e=
c
a = 1-

b2

a2 =

1-
4
m2=

2
2
,解得m=±22.

7.已知椭圆的中心在坐标原点,焦点在x 轴上,离心

率为
3
2
,且椭圆上一点到两个焦点的距离之和为

12,则椭圆的方程为    .

x2

36+
y2

9=1 
解析:由题意,知2a=12,

c
a=

3
2
,所

以a=6,c=33,所以b=3,

故椭圆的方程为
x2

36+
y2

9=1.

8.已知P(m,n)是椭圆x2+
y2

2=1
上的一个动点,则

m2+n2 的取值范围是    .

[1,2] 解析:因为P(m,n)是椭圆x2+
y2

2=1
上

的一个动点,所以m2+
n2

2=1
,

即n2=2-2m2,所以m2+n2=2-m2.
又因为-1≤m≤1,所以1≤2-m2≤2,所以1≤m2

+n2≤2.故m2+n2 的取值范围是[1,2].

9.已知椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0),C 的上顶点为

A,两个焦点为F1,F2,△AF1F2 是等边三角形,则
椭圆C 的离心率是    .
1
2 

解析:设椭圆C 的焦距 F1F2 =2c.

因为C 的上顶点为A,△AF1F2 是等边三角形,

所 以
AF1 = AF2 = F1F2 ,

AF1 + AF2 =2a,{ 所 以 AF1 =

AF2 = F1F2 =a,

即a=2c,所以e=
c
a=

1
2.

1.已知椭圆的离心率e=
3
2
,则下列椭圆中不满足条

件的为 (  )
                
A.

x2

4+y
2=1 B.

y2

4+x
2=1

C.
x2

2+y
2=1 D.

x2

8+
y2

2=1

C 解析:选项A,a2=4,b2=1,则c2=a2-b2=3,

即a=2,c= 3,故e=
c
a=

3
2
,满足条件;
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选项B,a2=4,b2=1,则c2=a2-b2=3,即a=2,c

= 3,故e=
c
a=

3
2
,满足条件;

选项C,a2=2,b2=1,则c2=a2-b2=1,即a= 2,

c=1,故e=
c
a=

2
2
,不满足条件;

选项D,a2=8,b2=2,则c2=a2-b2=6,即a=

22,c= 6,故e=
c
a=

3
2
,满足条件.故选C.

2.设F1,F2 是椭圆的两个焦点,若椭圆上任意一点

M 都满足∠F1MF2 为锐角,则椭圆离心率的取值

范围是 (  )

A.0,
1
2

æ

è
ç

ù

û
úú B.0,

2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.(0,1) D.2
2
,1

é

ë
ê
ê

ö

ø
÷

B 解析:由 题 可 知,当 点 M 位 于 短 轴 端 点 时,
∠F1MF2 最大,
此 时 在 △F1MF2 中,由 余 弦 定 理 的 推 论 得

cos∠F1MF2=
a2+a2-4c2

2a2 =
a2-2c2

a2 >0,所以a>

2c.

所以e=
c
a<

2
2.

又因为0<e<1,所以0<e<
2
2.

3.(多选)椭圆
x2

16+
y2

25=1
上的一点P 到椭圆两焦点

的距离的乘积为m,当m 取最大值时,点P 的坐标

不可能为 (  )
A.(4,0) B.(0,5)
C.(-4,0) D.(0,-5)
BD 解析:记椭圆的两个焦点分别为F1,F2,
有|PF1|+|PF2|=2a=10,

则知 m=|PF1|·|PF2|≤
|PF1|+|PF2|

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=25,
当且仅当|PF1|=|PF2|=5,即点P 位于椭圆的

短轴的端点处时,m 取得最大值25.
所以点P 的坐标为(-4,0)或(4,0).

4.与椭圆
y2

4+
x2

3=1
有相同的离心率,且长轴长与椭

圆
x2

8+
y2

3=1
的长轴长相等的椭圆的标准方程为

       .
x2

8+
y2

6=1
或
y2

8+
x2

6=1 
解析:由题意得,椭圆

y2

4+
x2

3=1
的离心率为

1
2
,椭圆

x2

8+
y2

3=1
的长轴

长为42,

所以

c
a=

1
2
,

2a=42,

ì

î

í

ïï

ïï

解得a=22,c= 2,故b2=a2-c2=6.
又因为所求椭圆的焦点既可在x 轴上,也可在y 轴

上,所以其标准方程为
x2

8+
y2

6=1
或
y2

8+
x2

6=1.

5.(新定义)阿基米德不仅是著名的物理学家,也是著

名的数学家,他利用“逼近法”得到了椭圆的面积公

式.设椭圆的长半轴长、短半轴长分别为a,b,则椭

圆的面积公式为S=abπ.若椭圆C 的焦点在x 轴

上,离心率为
1
2
,面积为83π,则椭圆C 的标准方程

为       .
x2

16+
y2

12=1 
解析:由题意可设椭圆C 的方程为

x2

a2

+
y2

b2=1
(a>b>0).

由离心率为
1
2
,即e=

c
a=

1
2
,得a=2c.

因为椭圆C 的面积为83π,

所以由S=abπ=83π,得ab=83,

所以

a=2c,

ab=83,
a2=b2+c2,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得

a=4,

b=23,
c=2.

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以椭圆C 的标准方程为
x2

16+
y2

12=1.

6.已知椭圆C:
x2

4+y
2=1,F1,F2 分别为椭圆C 的

左、右焦点,P(x0,y0)为椭圆C 上一点,∠F1PF2

=60°,则x0=    .

42
3

或-
42
3  解析:(方法一)由题意可得|PF1|

+|PF2|=2a=4,|F1F2|=2c=23.
在△F1PF2 中,由余弦定理可得

|F1F2|2=|PF1|2+|PF2|2-2|PF1|·|PF2|·
cos∠F1PF2=(|PF1|+|PF2|)2-3|PF1|·|PF2|,

所以|PF1|·|PF2|=
4
3
,

即 (x0+ 3)2+y2
0 · (x0- 3)2+y2

0 =

(x0+ 3)2+1-
x2
0

4
· (x0- 3)2+1-

x2
0

4

=
4
3
,

即
3x2

0

4 +23x0+4
æ

è
ç

ö

ø
÷ · 3x2

0

4 -23x0+4
æ

è
ç

ö

ø
÷=
16
9
,

整理得
3x2

0

4 -4
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
16
9
,所以

3x2
0

4 -4=
4
3

或
3x2

0

4 -4
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=-
4
3
,

解得x0=±
8
3

或x0=±
42
3 .

又因为x0∈(-2,2),所以x0=
42
3

或x0=-
42
3 .

(方法二)易知a=2,b=1,c= 3,|F1F2|=2c=

23.已知P(x0,y0),由焦点三角形面积公式,得

S△PF1F2=b
2tan30°=

3
3.

又S△PF1F2=
1
2

·|F1F2|·|y0|= 3·|y0|,

所以|y0|=
1
3.

又因为
x2
0

4+y
2
0=1,所以x0=±

42
3 .

故答案为
42
3

或-
42
3 .

7.设椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的左、右焦点分别为

F1,F2,点P(a,b)满足|PF2|=|F1F2|,则椭圆的

离心率为    .
1
2 

解析:易知F1(-c,0),F2(c,0).

因为|PF2|=|F1F2|,则 (a-c)2+b2=2c,
整理得2c2+ac-a2=0.

两边同除以a2,得2c
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
c
a-1=0

,所以
c
a=-1

(舍)或c
a=

1
2.

所以椭圆的离心率e=
1
2.

8.已知椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的离心率为

2
3
,

且椭圆C 经过点 22,
5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,F1,F2 是椭圆C 的

左、右焦点.
(1)求椭圆C 的方程;
(2)若 P 为 椭 圆C 上 一 点,∠PF1F2=60°,求
△PF1F2 的面积.

解:(1)由题意可得

c
a=

2
3
,

8
a2+

5
9b2=1

,

a2=b2+c2,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解得

a2=9,

b2=5,

c2=4.

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以椭圆C 的方程为
x2

9+
y2

5=1.

(2)在△PF1F2 中,∠PF1F2=60°,F1F2 =2c
=4.
由 PF1 + PF2 =2a =6,得 PF1 =6
- PF2 .
设 PF2 =m,则 PF1 =6-m.
在△PF1F2 中,由余弦定理得 PF2

2= PF1
2+

F1F2
2-2PF1 F1F2 cos60°,

即m2=(6-m)2+16-4(6-m),解得m=
7
2.

所以 PF2 =
7
2
,PF1 =

5
2.

所以S△PF1F2=
1
2×4×

5
2×sin60°=

53
2 .
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第2课时 椭圆几何性质的应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.进一步掌握椭圆的方程及其性质的应用,会判断直线与椭圆的位置关系.
2.能运用直线与椭圆的位置关系解决相关的弦长、中点弦问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 点与椭圆的位置关系

点P(x0,y0)与椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的位置

关系:

点P 在椭圆上⇔
x2
0

a2+
y2
0

b2=1
;

点P 在椭圆内部⇔
x2
0

a2+
y2
0

b2<1
;

点P 在椭圆外部⇔
x2
0

a2+
y2
0

b2>1.

知识点二 直线与椭圆的位置关系

直线y=kx+m 与椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的位置

关系的判断方法:

联立

y=kx+m,

x2

a2+
y2

b2=1
,

ì

î

í

ï
ï

ïï

消去y 得到一个关于x 的一元二

次方程,根据一元二次方程根的判别式Δ 的大小判

断直线与椭圆的位置关系,具体见下表.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—171—



位置关系 解的个数 Δ 的大小

相交 2 Δ>0

相切 1 Δ=0

相离 0 Δ<0

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若直线的斜率一定,则当直线过椭圆的中心时,
相交所得弦的长最大. ( √ )

(2)已知椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)与点P(b,0),过

点P 可作出该椭圆的一条切线. ( × )

(3)直线y=k(x-a)与椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
的位置关

系是相交. ( √ )
(4)直线与椭圆的位置关系有相离、相切、相交三种.

( √ )

2.已知直线l:x+y-3=0,椭圆
x2

4+y
2=1,则直线

与椭圆的位置关系是 (  )
                A.相离 B.相切

C.相交 D.相交或相切

A 解析:由x+y-3=0及
x2

4+y
2=1,消去y,得

5x2-24x+32=0.
因为Δ=(-24)2-4×5×32=-64<0,所以直线

与椭圆没有交点,即直线与椭圆相离.
3.请思考并回答下列问题:

(1)直线y=k(x-1)与椭圆
x2

4+y
2=1的位置关

系如何?
提示:直线y=k(x-1)过定点(1,0),而该点在椭

圆内部,所以直线和椭圆相交.
(2)过原点的直线和椭圆相交,交点关于原点对

称吗?
提示:对称.
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直线与椭圆的位置关系

1.若直线y=kx+2与椭圆
x2

3+
y2

2=1
相切,则斜率

k的值是 (  )
                
A.
6
3 B.-

6
3

C.±
6
3 D.±

3
3

C 解析:由
y=kx+2,
x2

3+
y2

2=1
,

ì

î

í
ïï

ïï
得(3k2+2)x2+12kx+6

=0.
由题意得Δ=144k2-24(3k2+2)=0,解得k=

±
6
3.

2.直线y=kx-k+1(k∈R)与焦点在x 轴上的椭圆

x2

5+
y2

m=1
总有公共点,则 m 的取值范围是  

  .
5
4
,5

é

ë
êê

ö

ø
÷ 解析:直线y=kx-k+1=k(x-1)+1

恒过定点P(1,1),直线与椭圆总有公共点等价于

点P(1,1)在椭圆内或在椭圆上,所以
12

5+
12

m≤1
,

即m≥
5
4.又0<m<5,故m∈ 5

4
,5

é

ë
êê

ö

ø
÷.

【探究总结】
判断直线与椭圆的位置关系的方法

(1)直线与椭圆有相交、相切和相离三种位置关系,它

们的几何特征分别是直线与椭圆有两个公共点、直线

与椭圆有且只有一个公共点、直线与椭圆无公共点.
反之也成立.
(2)判断直线与椭圆的位置关系主要使用代数法,即
先将直线方程与椭圆方程联立,消去一个未知数y
(或x),得到关于x(或y)的一个一元二次方程,根据

Δ>0,Δ<0还是Δ=0即可判断方程解的个数,从而

得到直线与椭圆的公共点个数.由此可见,判断直线

与椭圆的位置关系时,准确计算出判别式Δ 是解题

的关键.
弦长及中点弦问题

例1 过椭圆
x2

16+
y2

4=1
内一点 M(2,1)作一条弦,

使该弦被点M 平分.
(1)求此弦所在直线的方程;
(2)求此弦的长.
解:(1)(方法一)易知直线的斜率存在,设为k,则所

求直线方程为y-1=k(x-2),代入椭圆方程并整

理,得(4k2+1)x2-8(2k2-k)x+4(2k-1)2-16=
0,且Δ=64(2k2-k)2-4(4k2+1)[4(2k-1)2-16]

>0.
设直线与椭圆的交点为A(x1,y1),B(x2,y2),
则x1,x2 是方程的两个根,

于是有x1+x2=
8(2k2-k)
4k2+1 .

又因为 M 为AB 的中点,
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所以
x1+x2

2 =
4(2k2-k)
4k2+1 =2,解得k=-

1
2
,满足Δ

>0.
故此弦所在直线的方程为x+2y-4=0.
(方法二)设直线与椭圆的交点为A(x1,y1),B(x2,y2).
又 M(2,1)为AB 的中点,所以x1+x2=4,y1+y2

=2.
又因为A,B 两点在椭圆上,
则x2

1+4y2
1=16,x2

2+4y2
2=16,

两式相减得(x2
1-x2

2)+4(y2
1-y2

2)=0.
于是(x1+x2)(x1-x2)+4(y1+y2)(y1-y2)=0.

所以
y1-y2

x1-x2
=-

x1+x2

4(y1+y2)
=-

1
2
,

即kAB=-
1
2.

又直线AB 过点M(2,1),
故此弦所在直线的方程为x+2y-4=0.
(2)设此弦的两端点分别为A(x1,y1),B(x2,y2),
由(1)知直线AB 的方程为x+2y-4=0,

联立
x+2y-4=0,
x2

16+
y2

4=1
,

ì

î

í
ïï

ïï

得x2-4x=0,Δ=16>0.
所以x1+x2=4,x1x2=0.

所 以|AB|= 1+k2 · (x1+x2)2-4x1x2 =

1+ (-12 )
2

× 42-4×0=25.

故此弦的长为25.
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􀪋[一题多思]

思考1.已知椭圆的方程为
x2

m+
y2

n=1
(m>0,n>0,

m≠n),一 条 直 线 与 椭 圆 相 交 于 点 A(x1,y1),
B(x2,y2)(x1≠x2),弦AB 的中点为M(x0,y0),你
能求出kAB·kOM(O 为原点)的值吗?
解:将 A(x1,y1),B(x2,y2)代 入 椭 圆 方 程,得

x2
1

m+
y2
1

n=1
,

x2
2

m+
y2
2

n=1
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

两 式 作 差 并 整 理 得

(x1-x2)(x1+x2)
m +

(y1-y2)(y1+y2)
n =0.已 知

弦AB 的 中 点 为 M (x0,y0),则 x0=
x1+x2

2
,y0

=
y1+y2

2 .

因为x1≠x2,所 以
(y1-y2)(y1+y2)
(x1-x2)(x1+x2)

=-
n
m
,即

y1-y2

x1-x2
·y0

x0
=-

n
m
,所以kAB·kOM=-

n
m.
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􀪋思考2.你还有其他方法求解本例(1)吗?

解:设所求直线与椭圆的一个交点为A(x,y),另一

个交点为B,
由于弦AB 的中点为M(2,1),则B(4-x,2-y).
因为A,B 两点都在椭圆上,

所以

x2

16+
y2

4=1①
,

(4-x)2

16 +
(2-y)2

4 =1②,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

①-②,化简得x+2y-4=0.
显然点A 的坐标满足这个方程,代入验证可知点B
的坐标也满足这个方程,而过点A,B 的直线只有一

条,故所求直线的方程为x+2y-4=0.
【探究总结】

求直线与椭圆相交所得弦的长的方法

求直线与椭圆相交所得弦的长,其常规思路是先把直

线方程与椭圆方程联立消元,再应用一元二次方程根

与系数的关系结合弦长公式求解.
弦长公式:
设直线与椭圆的交点为A(x1,y1),B(x2,y2),则|AB|

= (1+k2)[(x1+x2)2-4x1x2]=

(1+1k2 )[(y1+y2)2-4y1y2](k为直线斜率且不为

0).

1.已知椭圆4x2+5y2=20的一个焦点为F,过点F
且倾斜角为45°的直线l交椭圆于A,B 两点,则弦

长|AB|=    .

165
9  解析:由题易知椭圆的标准方程为

x2

5+
y2

4

=1,则a= 5,b=2,c=1.
根据椭圆的对称性,不妨设焦点F 为左焦点,则直

线l的方程为y=x+1.

联立
y=x+1,
4x2+5y2=20,{ 消去y,得9x2+10x-15=

0,Δ=102+4×9×15=640>0.
设A(x1,y1),B(x2,y2),

则x1+x2=-
10
9
,x1·x2=-

5
3
,

所 以 |AB | = 2 |x1 - x2 | = 2 ·

(x1+x2)2-4x1x2 = 2 ×

(-109 )
2

-4× (-53 ) = 2×8109 =
165
9 .

2.已知椭圆ax2+by2=1与直线x+y-1=0相交

于A,B 两点,C 是AB 的中点.若|AB|=22,直

线OC(O 为坐标原点)的斜率为
2
2
,求椭圆的方程.
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解:设A(x1,y1),B(x2,y2),代入椭圆方程并作差

得a(x1+x2)(x1-x2)+b(y1+y2)(y1-y2)=0.

而
y1-y2

x1-x2
=kAB=-1,

y1+y2

x1+x2
=kOC=

2
2
,结合上

式可得b= 2a.

因为|AB|= 1+k2|x2-x1|= 2|x2-x1|=

22,所以|x2-x1|=2.

又由
ax2+by2=1,
x+y-1=0,{ 得(a+b)x2-2bx+b-1=0,

Δ=4b2-4(a+b)(b-1)>0,所 以 x1+x2=
2b

a+b
,x1x2=

b-1
a+b.

故|x2-x1|2=(x1+x2)2-4x1x2= ( 2ba+b )
2

-

4·
b-1
a+b=4.

将b= 2a 代入,得a=
1
3
,b=

2
3
,所以椭圆的方程

是
x2

3+
2y2

3 =1.

直线与椭圆的相交问题

例2 已知F1,F2 分别是椭圆
x2

4+y
2=1的左、右焦

点.设过定点 M(0,2)的直线l与椭圆交于不同的两

点A,B,且∠AOB(O 为坐标原点)为锐角,求直线l
的斜率k的取值范围.
解:显然直线x=0不满足题设条件,可设直线l:y=
kx+2,A(x1,y1),B(x2,y2).

联立
y=kx+2,
x2

4+y
2=1,

ì

î

í
ïï

ïï
消去y,整理得 k2+

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷x2+4kx

+3=0.

由Δ=(4k)2-4k2+
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷×3=4k2-3>0,得k>

3
2

或k<-
3
2.

所以x1+x2=-
4k

k2+
1
4

,x1·x2=
3

k2+
1
4

.

又0°<∠AOB<90°,所以cos∠AOB>0,

所以OA→·OB→=x1x2+y1y2>0.
又y1y2=(kx1+2)(kx2+2)

=k2x1x2+2k(x1+x2)+4

=
3k2

k2+
1
4

+
-8k2

k2+
1
4

+4=
-k2+1

k2+
1
4

,

故
3

k2+
1
4

+
-k2+1

k2+
1
4

>0,即k2<4,

所以-2<k<2.

故-2<k<-
3
2

或
3
2<k<2.

【探究总结】
解决直线与椭圆相交问题时,应用一元二次方程根与

系数的关系的前提是方程有两个实数根,即不能漏掉

条件Δ>0.

中心在坐标原点,焦点在x 轴上的椭圆离心率为
3
2
,

与直线x+y-1=0相交于 M,N 两点.若以 MN 为

直径的圆经过坐标原点,求椭圆的方程.

解:设椭圆方程为
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0),

因为e=
3
2
,所以a2=4b2,即a=2b.

所以椭圆方程为
x2

4b2+
y2

b2=1.

与直线方程联立并化简,得5x2-8x+4-4b2=0.

Δ=64-4×5(4-4b2)>0,解得b2>
1
5.

设 M(x1,y1),N(x2,y2),

则x1+x2=
8
5
,x1x2=

1
5
(4-4b2).

所以y1y2=(1-x1)(1-x2)

=1-(x1+x2)+x1x2=
1
5
(1-4b2).

由题意可知OM⊥ON,所以x1x2+y1y2=0,即
1
5
(4

-4b2)+
1
5
(1-4b2)=0,

解得b2=
5
8>

1
5
,所以a2=

5
2.

所以椭圆的方程为
2
5x

2+
8
5y

2=1.

与椭圆有关的综合问题

                例3 (1)已知△ABC 的顶点A,B 在椭圆x2+3y2

=4上,点C 在直线l:y=x+2上,且AB∥l.当边

AB 过坐标原点O 时,求AB 的长及△ABC 的面积.

(2)在椭圆
x2

4+
y2

7=1
上求一点P,使它到直线l:3x

-2y-16=0的距离最短,并求出最短距离.
解:(1)因为AB∥l,且边AB 过点O(0,0),
所以AB 所在直线的方程为y=x.
设A,B 两点坐标分别为(x1,y1),(x2,y2),
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由
x2+3y2=4,

y=x,{ 得x=±1.

所以|AB|= 2|x1-x2|=22.
又因为边AB 上的高h 等于原点到直线l的距离,

所以h=
|0-0+2|
1+1

= 2,所以S△ABC=
1
2|AB|·h

=2.
(2)设 与 椭 圆 相 切 并 与l 平 行 的 直 线 方 程 为y=
3
2x+m,代入

x2

4+
y2

7=1
,

整理得4x2+3mx+m2-7=0,
Δ=9m2-16(m2-7)=0,所以m2=16,所以m=±4.

故切线方程为y=
3
2x+4

或y=
3
2x-4.

显然直线y=
3
2x-4

距直线l最近,此时点P 的坐

标为 (32,-
7
4 ) .最短距离d=

9
2+

7
2-16

32+(-2)2
=
8
13

=
8 13
13 .

【探究总结】
解决与椭圆有关的综合问题的思路

直线与椭圆的综合问题常与不等式、三角函数、平面

向量以及函数的最值等知识联系在一起,解决这类问

题常需要挖掘出题目中隐含的数量关系、位置关系

等,然后利用一元二次方程根与系数的关系构造等式

或利用函数关系式进行合理的转化,特别要注意利用

根的判别式来确定参数的限制条件.

1.(2023·新高考全国Ⅱ卷)已知椭圆C:
x2

3+y
2=1

的左、右焦点分别为F1,F2,直线y=x+m 与C 交

于A,B 两点.若△F1AB 面积是△F2AB 面积的2
倍,则m= (  )

A.
2
3 B.

2
3

C.-
2
3 D.-

2
3

C 解析:联立
y=x+m,
x2

3+y
2=1,

ì

î

í
ïï

ïï
消去y,得4x2+6mx

+3m2-3=0.
因为直线与椭圆交于A,B 两点,则Δ=36m2-4×
4(3m2-3)>0,解得-2<m<2.
设F1 到直线AB 的距离为d1,F2到直线AB 的距

离为d2,易知F1(- 2,0),F2(2,0),

则d1=
|- 2+m|

2
,d2=

|2+m|
2

.

由题意可知

S△F1AB

S△F2AB
=

|- 2+m|
2

|2+m|
2

=
|- 2+m|
|2+m|

=2,解得 m=

-
2
3

或m=-32(舍).

故选C.

2.(2024·新高考全国Ⅰ卷)已知A(0,3)和P 3,
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

为椭圆C:
x2

a2+
y2

b2
=1(a>b>0)上两点.

(1)求C 的离心率;
(2)若过点 P 的直线l 交椭圆C 于另一点B,且
△ABP 的面积为9,求l的方程.

解:(1)由题意得

b=3,

9
a2+

9
4
b2
=1,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
b=3,

a=23,{

所以e= 1-
b2

a2= 1-
9
12=

1
2.

(2)由(1)可得椭圆C 的方程为
x2

12+
y2

9=1.

因为kAP=
3-
3
2

0-3=-
1
2
,所以直线AP 的方程为y

=-
1
2x+3

,即x+2y-6=0,

且|AP|= (0-3)2+ 3-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
35
2 .

设点B 到直线AP 的距离为d,则S△ABP=
1
2|AP|

·

d,即
1
2×
35
2d=9,解得d=

125
5 .

所以将直线AP 沿着与AP 垂直的方向平移
125
5

个单位长度,
此时该平行线与椭圆的交点即为点B.
设该平行线的方程为x+2y+D=0,

则
|D+6|
5

=
125
5
,解得D=6或D=-18.

当D=6时,联立
x2

12+
y2

9=1
,

x+2y+6=0,

ì

î

í
ïï

ïï

解得
x=0,
y=-3{ 或

x=-3,

y=-
3
2
,

ì

î

í
ïï

ïï

即B(0,-3)或B -3,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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当B(0,-3)时,kl=
3
2
,直线l的方程为y=

3
2x-

3,即3x-2y-6=0;

当B -3,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,kl=

1
2
,直线l 的方程为y=

1
2x
,即x-2y=0.

当D=-18时,联立
x2

12+
y2

9=1
,

x+2y-18=0,

ì

î

í
ïï

ïï
得2y2-27y

+117=0,
Δ=272-4×2×117=-207<0,此时该直线与椭

圆无交点.
综上,直线l 的方程为3x-2y-6=0或x-2y
=0.
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1.已知椭圆C:

x2

25+
y2

36=1
,直线l过点(3,-1),则

直线l与椭圆C 的公共点的个数为 (  )
A.1 B.1或2
C.2 D.0

C 解析:因为直线l过点(3,-1),且
32

25+
(-1)2

36
<1,所以点(3,-1)在椭圆C 的内部,故直线l与

椭圆C 有2个公共点.

2.(多选)若直线y=kx+2与椭圆
x2

3+
y2

2=1
相切,则

k的值可以是 (  )

A.
6
3 B.-

6
3 C.

3
3 D.-

3
3

AB 解析:把 y=kx+2代 入
x2

3 +
y2

2 =1
,得

(3k2+2)x2+12kx+6=0.因为直线与椭圆相切,
所以 Δ=(12k)2-4(3k2+2)×6=0,解 得k=

±
6
3.

3.直线y=x+2与椭圆
x2

m+
y2

3=1
有两个公共点,则

m 的取值范围是 (  )
A.(1,+∞)
B.(1,3)∪(3,+∞)
C.(3,+∞)
D.(0,3)∪(3,+∞)

B 解析:由
y=x+2,
x2

m+
y2

3=1
,

ì

î

í
ïï

ïï
消去y 可得(3+m)x2+

4mx+m=0,因为直线与椭圆有两个公共点,
所以Δ=(4m)2-4m(3+m)>0,解得m>1或m

<0.
又因为m>0且m≠3,所以m>1且m≠3.
故m 的取值范围是(1,3)∪(3,+∞).

4.在椭圆
x2

16+
y2

4=1
内,过点M(1,1),且被这点平分

的弦所在直线的方程为 (  )
A.x+4y-5=0 B.x-4y-5=0
C.4x+y-5=0 D.4x-y-5=0
A 解析:设 直 线 与 椭 圆 交 点 为 A (x1,y1),

B(x2,y2),则

x2
1

16+
y2
1

4=1
,①

x2
2

16+
y2
2

4=1.②

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

由①-②,得
(x1+x2)(x1-x2)

16 +
(y1+y2)(y1-y2)

4 =0.

由题意得
x1+x2=2,

y1+y2=2,{
所以

y1-y2

x1-x2
=-

4(x1+x2)
16(y1+y2)

=-
1
4.

所以所求直线的方程为y-1=-
1
4
(x-1),即x

+4y-5=0.

5.过椭圆x2+2y2=4的左焦点作倾斜角为
π
3

的直

线,交椭圆于A,B 两点,则弦AB 的长为 (  )

A.
6
7 B.

16
7 C.

7
16 D.

7
6

B 解析:易求得直线 AB 的方程为y= 3(x+

2).

由 y= 3(x+ 2),
x2+2y2=4,{ 消 去 y 并 整 理,得 7x2 +

122x+8=0,Δ>0.设A(x1,y1),B(x2,y2),则

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—671—



x1+x2=-
122
7
,x1x2=

8
7.

由弦长 公 式,得|AB|= 1+k2 ·|x1-x2|=

1+(3)2· (-1227 )
2

-4×
8
7=

16
7.

6.椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的离心率为

2
2.若直线y

=kx 与椭圆一个交点的横坐标为b,则k 的值为 
  .

±
2
2 

解析:由条件知,(b,kb)在椭圆上,即b2

a2+

k2b2

b2 =1
,

所以k2=1-
b2

a2=
a2-b2

a2 =
c2

a2=e2=
1
2
,所以k=

±
2
2.

7.椭圆mx2+ny2=1与直线y=1-x 交于M,N 两

点,过原点O 与线段MN 的中点P 的直线的斜率

为
2
2
,则m

n
的值是     .

2
2 

解析:由 y=1-x,
mx2+ny2=1,{ 消去y,得(m+n)x2

-2nx+n-1=0.
设 M(x1,y1),N(x2,y2),则 Δ>0,x1+x2=
2n

m+n
,y1+y2=1-x1+1-x2=

2m
m+n.因为P 为

线段MN 的中点,所以P 的坐标为 n
m+n

,m
m+n

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以kOP=
m
n=

2
2.

8.直线5x+4y-1=0交椭圆C:
y2

a2+
x2

b2=1
(a>b>

0)于M,N 两点,设 MN 的中点为P,O 为坐标原

点,直线OP 的斜率等于
5
4
,则椭圆C 的离心率为

    .
3
5 

解析:设 M(x1,y1),N(x2,y2),MN 的中点

为P(x0,y0),

则

y2
1

a2+
x2
1

b2=1
,

y2
2

a2+
x2
2

b2=1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

两 式 相 减 整 理 得b2(y2
1-y2

2)+

a2(x2
1-x2

2)=0,

则
y1-y2

x1-x2
=-

a2

b2
x1+x2

y1+y2

æ

è
ç

ö

ø
÷,即kMN=-

a2

b2
· 1
kOP

.

因为kMN=-
5
4
,kOP=

5
4
,所以

b2

a2=
16
25
,

所以e=
c
a= 1-

b2

a2=
3
5.

1.(多选)已知直线y=kx+1与椭圆
x2

5+
y2

m=1
,则

(  )
            A.直线y=kx+1恒过定点(0,1)
B.m>0
C.0<m<5
D.若直线与椭圆总有公共点,则 m 的取值范围是

[1,5)∪(5,+∞)
AD 解析:由于直线y=kx+1可以化为y-1=

k(x-0),故恒过点(0,1),故A正确;而方程
x2

5+

y2

m=1
表示椭圆的条件为 m>0且 m≠5,故B,C

错误;若直线与椭圆总有公共点,则点(0,1)必在椭

圆内或椭圆上,则0<
1
m≤1

且m≠5,所以m≥1且

m≠5,故D正确.

2.已知F(2,0)为椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的右

焦点,A(2,3)为椭圆C 内一点.若在椭圆C 上存在

一点P,使得|PA|+|PF|=10,则a的取值范围是

(  )
A.(4,7] B.(5,7]

C.5,
15
2

æ

è
ç

ù

û
úú D.4,

15
2

æ

è
ç

ù

û
úú

D 解析:依题意,a2-b2=4,设椭圆C 的左焦点为

F',则F'(-2,0).
因为|PA|+|PF|=10,且|PF|+|PF'|=2a,
所以|PA|+2a-|PF'|=10,即|PA|-|PF'|=
10-2a,

于是|10-2a|≤|AF'|=5,解得
5
2≤a≤

15
2.

而b2=a2-4,点A(2,3)为椭圆C 内一点,

所以
4
a2+

9
a2-4<1

,整理得a4-17a2+16>0.

又a>2,解得a>4.

所以a 的取值范围是4<a≤
15
2.故选D.

3.(多选)已知椭圆C:
x2

4+
y2

8=1
内一点 M(1,2),过

M 的直线l与椭圆C 交于A,B 两点,且 M 为线段

AB 的中点,则下列结论正确的是 (  )
A.椭圆C 的焦点坐标为(2,0),(-2,0)

B.椭圆C 的长轴长为42
C.直线l的方程为x+y-3=0
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D.AB =
43
3

BCD 解析:对于A,易知椭圆C 的焦点在y 轴上,

由椭圆方程可得a2=8,b2=4,则c= a2-b2=2,
故其焦点坐标为(0,±2),故A错误;

对于B,a2=8,则a=22,椭圆C 的长轴长为2a=

42,故B正确;
对于C,由题意,可设直线l的方程为x=m(y-2)
+1,A(x1,y1),B(x2,y2),则y1+y2=4,联立直线

与椭圆方程并整理得(2m2+1)y2+4m(1-2m)·
y+8m2-8m-6=0,则Δ>0,

所以y1+y2=
4m(2m-1)
2m2+1 =4,解得m=-1,即直

线l的方程为x+y-3=0,故C正确;

对于D,由C知y1+y2=4,y1y2=
10
3
,则 AB =

1+m2· (y1+y2)2-4y1y2=
43
3
,故D正确.

4.已知以F1(-2,0),F2(2,0)为焦点的椭圆与直线

x+ 3y+4=0有且仅有一个交点,则椭圆的长轴

长为    .

27 解析:根据题意设椭圆方程为
x2

b2+4+
y2

b2=1

(b>0),将x=- 3y-4代入椭圆方程,得4(b2+

1)y2+83b2y-b4+12b2=0.因为椭圆与直线x

+ 3y+4=0有 且 仅 有 一 个 交 点,所 以 Δ=
(83b2)2-4·4(b2+1)·(-b4+12b2)=0,即(b2

+4)(b2-3)=0,解得b2=3,

所以椭圆的长轴长为2b2+4=27.

5.过椭圆
x2

6+
y2

5=1
内的一点P(2,-1)的直线交椭

圆于A,B 两点,且满足OP→=
1
2
(OA→+OB→)(O 为

原点),则这条直线的方程是       .
5x-3y-13=0 解析:由于直线 AB 过点P,又

OP→=
1
2
(OA→+OB→),

所以点P 为弦AB 的中点.
设A(x1,y1),B(x2,y2),则x1+x2=4,y1+y2=
-2,

所以

x2
1

6+
y2
1

5=1
,

x2
2

6+
y2
2

5=1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

两式作差整理得

(x1+x2)(x1-x2)
6 +

(y1+y2)(y1-y2)
5 =0,

所以
4(x1-x2)

6 -
2(y1-y2)

5 =0,

即kAB=
y1-y2

x1-x2
=
5
3.

所以直线方程为y+1=
5
3
(x-2),即5x-3y-13

=0.

6.已知椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的左顶点为A,左

焦点为F.若该椭圆的上顶点到焦点的距离为2,离

心率e=
1
2
,则椭圆的标准方程是      ;若

点P 为椭圆上任意一点,则AP→·FP→的取值范围

是    .
x2

4+
y2

3=1 
[0,12] 解析:因为椭圆的上顶点到

焦点的距离为2,所以a=2.

因为离心率e=
1
2
,所以c=1,b= a2-c2= 3,

则椭圆的标准方程为
x2

4+
y2

3=1.

所以点A 的坐标为(-2,0),点F 的坐标为(-1,

0).
设P(x,y),则AP→·FP→=(x+2,y)·(x+1,y)

=x2+3x+2+y2.

由椭圆的方程,得y2=3-
3
4x

2,

所以AP→·FP→=x2+3x-
3
4x2+5=

1
4
(x+6)2

-4.
因为x∈[-2,2],所以AP→·FP→∈[0,12].

7.已知椭圆的中心在原点,焦点在x 轴上,离心率为

5
5
,焦距为2.

(1)求椭圆的标准方程;
(2)过椭圆的左焦点F1,且斜率为1的直线m 交椭

圆于A,B 两点,求△OAB(O 为原点)的面积.

解:(1)由题意,设所求椭圆的标准方程为
x2

a2+
y2

b2=

1(a>b>0),
因为焦距为2c=2,所以c=1.

又离心率e=
c
a=

5
5
,所以a= 5.

则b2=a2-c2=4.

所以椭圆的标准方程为
x2

5+
y2

4=1.

(2)由(1)知左焦点为F1(-1,0),则直线m 的方程

为y=x+1.
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设A(x1,y1),B(x2,y2),

联立
y=x+1,

x2

5+
y2

4=1
,

ì

î

í

ïï

ïï

消去y,得9x2+10x-15=0,

Δ=102-4×9×(-15)=640>0,

所以x1+x2=-
10
9
,x1x2=-

5
3.

由 弦 长 公 式 得 AB = 1+k2 ·

(x1+x2)2-4x1x2=
165
9
,

原点O 到直线m 的距离为d=
1
2
=
2
2
,

所以 S△OAB =
1
2 AB ·d=

1
2 ×

165
9 ×

2
2

=
4 10
9 .
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3.2 双曲线

3.2.1 双曲线及其标准方程

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.理解双曲线的定义、几何图形和标准方程的推导过程.

2.掌握双曲线的标准方程及其求法.

3.会利用双曲线的定义和标准方程解决简单的问题.
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【知识清单】

知识点一 双曲线的定义

一般地,我们把平面内与两个定点F1,F2 的距离的差的

绝对值等于非零常数(小于|F1F2|)的点的轨迹叫做双

曲线.这两个定点叫做双曲线的焦点,两焦点间的距

离叫做双曲线的焦距.
知识点二 双曲线的标准方程

焦点的位置 焦点在x 轴上 焦点在y 轴上

标准方程

x2

a2-
y2

b2=1

(a>0,b>0)

y2

a2-
x2

b2=1

(a>0,b>0)

焦点坐标 (-c,0),(c,0) (0,-c),(0,c)

a,b,c的关系 c2=a2+b2

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)平面内到两定点的距离的差等于常数(小于两

定点间距离)的点的轨迹是双曲线. ( × )
(2)平面内到点F1(0,4),F2(0,-4)的距离之差的

绝对值等于8的点的轨迹是双曲线. ( × )
(3)在双曲线的标准方程中,a,b的大小关系是a>b.

( × )
(4)双曲线的标准方程中a,b,c之间的关系与椭圆

的标准方程中a,b,c之间的关系相同. ( × )

2.若方程
x2

2+m-
y2

2-m=1
表示双曲线,则m 的取值

范围是 (  )

                A.(-2,2)

B.(0,+∞)

C.[0,+∞)

D.(-∞,-2]∪[2,+∞)

A 解析:因为已知方程表示双曲线,所以(2+m)·

(2-m)>0,所以-2<m<2.故 m 的取值范围是

(-2,2).

3.请思考并回答下列问题:

(1)若将双曲线定义中的“绝对值”删掉,动点的轨

迹是什么?

提示:那么动点的轨迹为双曲线的一支.

(2)两种双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
,y

2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b>

0)的相同点和不同点分别是什么?

提示:相同点:它们的形状、大小都相同,都有a>

0,b>0,a2+b2=c2;

不同点:两种双曲线的位置不同,它们的焦点坐标

也不同.

(3)如何根据双曲线的标准方程确定双曲线的焦点

位置?

提示:若含x2 项的系数为正,则焦点在x 轴上;若

含y2 项的系数为正,则焦点在y 轴上.
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双曲线定义的应用

                例1 已知F1,F2 为双曲线C:x2-y2=2的左、右
焦点,点P 在C 上,∠F1PF2=60°,则△F1PF2 的面

积为    .

23 解析:将x2-y2=2化为
x2

2-
y2

2=1
,则a=b

= 2,c=2.不妨设点P 在双曲线C 的右支上,

则|PF1|-|PF2|=2a=22.由题意知|F1F2|=2c
=4.
在△F1PF2 中,由余弦定理的推论,

得cos∠F1PF2=
|PF1|2+|PF2|2-|F1F2|2

2|PF1|·|PF2|
=
1
2
,

所以|PF1|·|PF2|=8,

所以S△F1PF2=
1
2|PF1|·|PF2|·sin60°=23.
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思考1.若双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的左、右焦

点分别是F1,F2,点P 在双曲线上,且∠F1PF2=
θ,求△PF1F2 的面积.
解:在△PF1F2 中,因为∠F1PF2=θ,
所以由余弦定理可得|PF1|2+|PF2|2-2|PF1|·

|PF2|·cosθ=|F1F2|2=4c2①.
由双曲线的定义可得||PF1|-|PF2||=2a,两边

平方 可 得|PF1|2+|PF2|2-2|PF1||PF2|=
4a2②.
由①-②,可得2|PF1|·|PF2|·(1-cosθ)=4c2

-4a2,

则|PF1|·|PF2|=
2b2

1-cosθ.

故S△PF1F2=
1
2|PF1||PF2|·sinθ=b2·

sinθ
1-cosθ

=b2·
2sin

θ
2cos

θ
2

2sin2
θ
2

=
b2

tan
θ
2

.

思考2.把本例中“∠F1PF2=60°”改为“|PF1|=(2

+ 3)|PF2|”,其他条件不变,求△PF1F2 的面积.
解:由题易知|PF1|>|PF2|,

则
|PF1|-|PF2|=22,

PF1 =(2+ 3)PF2 ,{ 解 得|PF1|= 6+

2,|PF2|= 6- 2.
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􀪋在△PF1F2 中,|PF1|= 6+ 2,|PF2|= 6-

2,|F1F2|=4,则|PF1|2+|PF2|2=|F1F2|2,
所以△PF1F2 为直角三角形,且∠F1PF2=90°,所

以S△PF1F2=
1
2|PF1||PF2|=2.

【探究总结】

1.双曲线的定义的应用,要注意三点:
(1)2a 是双曲线上的点到两个焦点的距离之差的

绝对值;
(2)2a<|F1F2|;
(3)焦点所在坐标轴.

2.在焦点三角形PF1F2 中,常利用正弦定理、余弦定

理或勾股定理,并结合||PF1|-|PF2||=2a,建
立a 与|PF1|·|PF2|的联系.

1.(2024·天津卷)已知双曲线
x2

a2-
y2

b2
=1(a>0,b>

0)的左、右焦点分别为F1,F2.P 是双曲线右支上

一点,且直线PF2 的斜率为2,△PF1F2 是面积为

8的直角三角形,则双曲线的方程为 (  )

A.
x2

8-
y2

2=1 B.
x2

8-
y2

4=1

C.
x2

2-
y2

8=1 D.
x2

4-
y2

8=1

C 解析:如图,由题意可知,点 P 必落在第四象

限,∠F1PF2=90°.
设|PF2|=m,∠PF2F1=θ1,∠PF1F2=θ2,由

kPF2=tanθ1=2,所以sinθ1=
2
5

.

因为∠F1PF2=90°,所以kPF1
·kPF2=-1,则kPF1

=-
1
2
,即tanθ2=

1
2
,sinθ2=

1
5
.由正弦定理可得,

|PF1|∶|PF2|∶|F1F2|=sinθ1∶sinθ2∶

sin90°=2∶1∶ 5,
则由|PF2|=m,得|PF1|=2m,|F1F2|=2c=

5m.

由S△PF1F2=
1
2|PF1|·|PF2|=

1
2

·2m·m=8,
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得m=22,

则|PF2|=2 2,|PF1|=4 2,|F1F2|=2c=

2 10,c= 10.
由双曲线的定义可得,|PF1|-|PF2|=2a=22,

所以a= 2,b= c2-a2=22,

所以双曲线的方程为
x2

2-
y2

8=1.
故选C.

2.已知双曲线的方程是
x2

16-
y2

8=1
,点P 在双曲线

上,且到其中一个焦点F1 的距离为10,点 N 是

PF1 的中点,则|ON|(O 为坐标原点)的大小为

    .
1或9 解析:设双曲线的另一个焦点为F2,连接

PF2(图略).因为 N 为PF1 的中点,所以 ON 是

△PF1F2 的中位线,

所以|ON|=
1
2|PF2|.

因为||PF1|-|PF2||=8,|PF1|=10,
所以|PF2|=2或|PF2|=18.
所以|ON|=1或|ON|=9.

求双曲线的标准方程

例2 求过点P 3,
15
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,Q -

16
3
,5

æ

è
ç

ö

ø
÷ 且焦点在坐标轴

上的双曲线的标准方程.

解:设双曲线方程为
x2

m+
y2

n=1
(mn<0).

因为P,Q 两点在双曲线上,所以

9
m+

225
16n=1

,

256
9m+

25
n=1

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得

m=-16,
n=9.{ 所以所 求 双 曲 线 的 标 准 方 程 为

y2

9-
x2

16

=1.
【探究总结】

1.双曲线标准方程的两种求法

(1)定义法:根据双曲线的定义得到相应的a,b,c
的值,再写出双曲线的标准方程.

(2)待定系数法:先设出双曲线的标准方程
x2

a2-
y2

b2

=1或
y2

a2-
x2

b2=1
(a,b 均为正数),然后根据条件

求出待定系数即可得到所求方程.
2.当焦点位置不确定时,可设双曲线方程为 mx2+
ny2=1(mn<0).因为它包括焦点在x 轴上(m>0,
n<0)和焦点在y 轴上(m<0,n>0)两种情况,可
以避免分类讨论,从而简化运算.

分别根据下列条件,求双曲线的标准方程.

(1)a=4,经过点A (1,-4 103 );
(2)经过点(3,0),(-6,-3);

(3)与双曲线
x2

16-
y2

4=1
有相同的焦点,且经过点

(32,2).
解:(1)当焦点在x 轴上时,

设所求双曲线的标准方程为
x2

16-
y2

b2=1
(b>0).

把点A 的坐标代入,得b2=-
16
15×

160
9 <0

,不符合

题意;
当焦点在y 轴上时,

设所求双曲线的标准方程为
y2

16-
x2

b2=1
(b>0).

把点A 的坐标代入,得b2=9,

所以所求双曲线的标准方程为
y2

16-
x2

9=1.

(2)设双曲线的方程为mx2+ny2=1(mn<0).
因为双曲线经过点(3,0),(-6,-3),

所以
9m+0=1,
36m+9n=1,{ 解得

m=
1
9
,

n=-
1
3.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以所求双曲线的标准方程为
x2

9-
y2

3=1.

(3)因为所求双曲线与双曲线
x2

16-
y2

4=1
有相同的

焦点,

所以可设所求双曲线的方程为
x2

16-λ-
y2

4+λ=1
(-4

<λ<16).

因为双曲线过点(32,2),所以
18
16-λ-

4
4+λ=1

,

解得λ=4或λ=-14(舍去).

所以所求双曲线的标准方程为
x2

12-
y2

8=1.

双曲线的实际应用

例3 如图,B 地在A 地的正东方向4km处,C 地在

B 地的北偏东30°方向2km处,河岸PQ(曲线)上任

意一点到A 地的距离比到B 地的距离远2km.现要

在河岸 PQ 上选一处 M 建码头,并修建两条公路

MB,MC,以便于向B,C 两地转运货物.经测算,公路

的选价是a 万元/km,求修建这两条公路的总费用最

低是多少.
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解:以AB 所在的直线为x 轴,AB 的中点为坐标原

点建立平面直角坐标系(图略).根据题意,得A(-2,

0),B(2,0),所 以 C (3,3),所 以|AC|=

(3+2)2+(3)2=27.
因为|MA|-|MB|=2<|AB|,所以点 M 的轨迹是

双曲线x2-
y2

3=1
的右支.

由题意,总费用为a|MB|+a|MC|=a(|MB|+|MC|).
因为|MB|+|MC|=|MA|-2+|MC|≥|AC|-2

=27-2,当 M,A,C 三点共线时,等号成立,所以

总费用最低为(27-2)a 万元.
【探究总结】

利用双曲线解决实际问题的基本步骤

(1)建立适当的平面直角坐标系;
(2)求出双曲线的标准方程;
(3)根据双曲线的方程及定义解决实际应用问题.

某部队进行军事演习,一方指挥中心接到其正西、正
东、正北方向三个观测点A,B,C 的报告:正西、正北

两个观测点同时听到了炮弹的爆炸声,正东观测点听

到爆炸声的时间比其他两个观测点晚4s,已知各观

测点到该指挥中心的距离都是1020m,试确定该枚

炮弹的袭击位置.(设声音的传播速度为340m/s,相

关各点均在同一平面内)
解:如图,以指挥中心为坐标原点,正东、正北方向分

别为x 轴、y 轴的正方向建立平面直角坐标系,

则A(-1020,0),B(1020,0),C(0,1020).
设P(x,y)为袭击位置,则|PB|-|PA|=340×4<
|AB|.
由双曲线的定义知,点P 在以A,B 为焦点的双曲线

的左支上,且a=680,c=1020,所以b2=10202-
6802=5×3402,

所以该 双 曲 线 的 方 程 为
x2

6802-
y2

5×3402=1
(x≤

-680)①.
又|PA|=|PC|,因此点P 在直线y=-x 上.
把y=-x 代入①式,得x=-6805,

所以P(-6805,6805),|OP|=680 10.
故该枚炮弹的袭击位置在指挥中心的北偏西45°方

向,距指挥中心680 10m处.
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                1.已知平面内两定点F1(-2,0),F2(2,0),下列条

件使得动点P 的轨迹为双曲线的是 (  )

A.|PF1|-|PF2|=±3
B.|PF1|-|PF2|=±4
C.|PF1|-|PF2|=±5
D.|PF1|2-|PF2|2=±4
A 解析:当|PF1|-|PF2|=±3时,||PF1|-
|PF2||=3<|F1F2|=4,满足双曲线的定义,所以

点P 的轨迹是双曲线.故选A.

2.(多选)双曲线
x2

25-
y2

9=1
上的点到一个焦点的距离

为12,则到另一个焦点的距离为 (  )
A.2 B.7 C.17 D.22

AD 解析:因为a2=25,所以a=5.由双曲线的定

义可得||PF1|-|PF2||=10.由题意设|PF1|=
12,所以12-|PF2|=±10,所以|PF2|=22或

|PF2|=2.经验证都满足题意.
3.已知双曲线的中心在原点,两个焦点F1,F2的坐标

分别为(5,0)和(- 5,0),点 P 在双曲线上,且

PF1⊥PF2,△PF1F2的面积为1,则双曲线的方程为

(  )

A.
x2

2-
y2

3=1 B.
x2

3-
y2

2=1

C.
x2

4-y
2=1 D.x2-

y2

4=1

C 解析:因为△PF1F2 的面积为1,PF1⊥PF2,
所以|PF1|·|PF2|=2.
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由
|PF1|·|PF2|=2,

|PF1|2+|PF2|2=(25)2,{
得(|PF1|-|PF2|)2=16,

即2a=4,解得a=2.又c= 5,所以b=1.

所以双曲线的方程为
x2

4-y
2=1.故选C.

4.如图,已知双曲线的方程为
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>

0),点A,B 均在双曲线的右支上,线段AB 经过双

曲线的右焦点F2,|AB|=m,F1 为双曲线的左焦

点,则△ABF1 的周长为 (  )

A.2a+2m B.4a+2m
C.a+m D.2a+4m
B 解析:由双曲线的定义,知
|AF1|-|AF2|=2a,|BF1|-|BF2|=2a.
又|AF2|+|BF2|=|AB|,所以△ABF1 的周长为

|AF1|+|BF1|+|AB|=4a+2|AB|=4a+2m.

5.若双曲线
x2

16-
y2

m =1的焦距为10,则m=  

  .

9 解析:由题意知,a=4,b= m,c=5,又由a2+
b2=c2,得16+m=25,所以m=9.

6.已 知 动 点 M (x,y)满 足 (x+2)2+y2 -
(x-2)2+y2=4,则动点 M 的轨迹方程是  
  .
y=0(x≥2) 解析:设F1(-2,0),F2(2,0),由题

意知动点 M 满足 MF1 - MF2 =4= F1F2 ,
故动点 M 的轨迹是射线y=0(x≥2).

7.以椭圆
x2

16+
y2

25=1
的焦点为顶点,且过点(- 3,6)

的双曲线标准方程是    .
y2

9-x
2=1 解析:在椭圆

x2

16+
y2

25=1
中,a2=25,

b2=16,所以c2=25-16=9,
所以椭圆的焦点为(0,±3),所以双曲线的顶点为

(0,±3).

设双曲线方程为
y2

9-
x2

m2=1,

由题意可得
36
9-

3
m2=1,解得m2=1,

所以所求双曲线的标准方程为
y2

9-x
2=1.

8.若方程
x2

5-m+
y2

m-3=1
表示焦点在x 轴上的双曲

线,则实数m 的取值范围是    .
(-∞,3) 解析:将双曲线方程化为标准方程为

x2

5-m-
y2

3-m=1
,

则
5-m>0,
3-m>0,{ 解得m<3.

9.已知点P 在双曲线C:
x2

16-
y2

9=1
上,F1,F2 分别

是双曲线C 的左、右焦点,若△PF1F2 的面积为

20,则 点 P 到 x 轴 的 距 离 为     ,且

PF1 + PF2 =    .

4 
50
3 

解析:由已知得a=4,b=3,

则c= a2+b2=5,设点P(xP,yP),

则S△PF1F2=
1
2×2c×|yP|=

1
2×10×|yP|=20,

所以 yP =4,即点P 到x 轴的距离为4.

由双曲线的对称性,不妨取点P 的坐标为 20
3
,4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

得|PF2|=
20
3-5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+42=
13
3
,

由双曲线的定义,得 PF1 = PF2 +2a=
13
3+8

=
37
3
,

所以 PF1 + PF2 =
37
3+
13
3=
50
3.

1.(多选)已知方程
x2

4-t+
y2

t-1=1
表示的曲线为C,给出

以下判断,正确的是 (  )
                A.当1<t<4时,曲线C 为椭圆

B.当t>4或t<1时,曲线C 为双曲线

C.若曲线C 为焦点在x 轴上的椭圆,则1<t<
5
2

D.若曲线C 为焦点在y 轴上的双曲线,则t>4

BCD 解析:当t=
5
2

时,曲线C 表示圆,A错误.若

C 为双曲线,则(4-t)(t-1)<0,所以t<1或t>
4,B正确.若曲线C 为焦点在x 轴上的椭圆,则4-

t>t-1>0,所以1<t<
5
2
,C正确.若曲线C 为焦

点在y 轴 上 的 双 曲 线,则 4-t<0,
t-1>0,{ 所 以t>4,D

正确.

2.设F1,F2 分别是双曲线
y2

4-
x2

12=1
的下、上焦点,P 是

该双 曲 线 上 的 一 点,且3PF1 =5 PF2 ,则

△PF1F2 的面积等于 (  )
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A.12 B.24

C.123 D.243

B 解析:由双曲线
y2

4-
x2

12=1
,得a=2,b=23,c

=4.
由3 PF1 =5 PF2 ,知|PF1|>|PF2|,所 以

PF1 - PF2 =2a=4,
得 PF1 =10,PF2 =6.
所以 PF1

2- PF2
2=64=(2c)2= F1F2

2,
即△PF1F2 为直角三角形,且∠PF2F1=90°,所以

S△PF1F2=
1
2 PF2 F1F2 =

1
2×6×8=24.

3.已知双曲线C1:x2-
y2

b2=1
(b>0)与椭圆C2:

x2

a2+

y2=1(a> 2)有公共的焦点F1,F2,且C1 与C2

在第一象限的交点为 M,若△MF1F2 的面积为1,
则a 的值为    .

3 解析:设F1,F2 分别为左、右焦点,根据椭圆

以及双曲线的定义可得
MF1 + MF2 =2a,
MF1 - MF2 =2,{ 所

以 MF1 =a+1,MF2 =a-1,
所以 MF1 MF2 =a2-1,
由余弦定理可得 F1F2

2=(MF1 + MF2 )2-
2 MF1 MF2 -2 MF1 MF2 cos∠F1MF2=
4(a2-1),

所以cos∠F1MF2=
3-a2

a2-1
,

故sin∠F1MF2=
4a2-8
a2-1

,

因 此 △MF1F2 的 面 积 为
1
2 MF1 MF2 ·

sin∠F1MF2=
1
2
(a2-1)·

4a2-8
a2-1 =

1
2 4a

2-8=1,

解得a= 3.

4.椭圆
y2

49+
x2

24=1
与双曲线y2-

x2

24=1
有公共点P,

则以P 与椭圆两焦点为顶点的三角形的周长为 
   ,面积为    .
24 24 解析:由已知可得椭圆与双曲线具有共同

的焦点F1(0,5),F2(0,-5).
由 椭 圆 与 双 曲 线 的 定 义 可

得
|PF1|+|PF2|=14,
||PF1|-|PF2||=2,{

所以
|PF1|=8,
|PF2|=6{ 或

|PF1|=6,
|PF2|=8.{

又|F1F2|=10,所以△PF1F2 为直角三角形,且
∠F1PF2=90°,所 以 周 长 为|PF1|+|PF2|+

|F1F2|=14+10=24,S△F1PF2=
1
2|PF1|·|PF2|

=24.

5.设O 为坐标原点,F1,F2 为双曲线C:
x2

9-
y2

6=1

的两个焦点,点 P 在C 上,cos∠F1PF2=
4
5
,则

|OP|=    .

37 解析:因为 PF1 - PF2 =2a=6①,

F1F2 =2 9+6=2 15,
所以由余弦定理得 PF1

2+ PF2
2-2PF1 ·

PF2 cos∠F1PF2= F1F2
2,

即 PF1
2+ PF2

2-
8
5 PF1 PF2 =(215)

2

②,联立①②,
解得 PF1 PF2 =60,PF1

2+ PF2
2=156,

而PO→=
1
2
(PF1
→+PF2

→),所 以 OP = PO→ =

1
2 PF1

→+PF2
→

=
1
2 PF1

→ 2+2PF1
→·PF2

→+ PF2
→ 2

=
1
2 156+2×60×

4
5=37.

6.设圆C 与圆A:(x+ 5)2+y2=4,圆B:(x- 5)2

+y2=4中的一个内切,与另一个外切.
(1)求圆C 的圆心轨迹L 的方程;

(2)已知点 M 35
5
,45
5

æ

è
ç

ö

ø
÷,F(5,0),且P 为L 上

的动点,求||MP|-|FP||的最大值.
解:(1)设两圆的圆心分别为 A(- 5,0),B(5,
0),半径均为2,设圆C 的半径为r.
由题意得|CA|=r-2,|CB|=r+2或|CA|=r+
2,|CB|=r-2,则|CA|-|CB|=-4或|CA|-
|CB|=4,即||CA|-|CB||=4.
因为4<25,所以圆C 的圆心轨迹为以A,B 为焦

点的双曲线,其中2a=4,c= 5,b2=1,

所以圆C 的圆心轨迹L 的方程为
x2

4-y
2=1.

(2)由(1)知F 为双曲线L 的一个焦点,如图,连接

MF 并延长交双曲线于点P,此时|MP|-|FP|=
|MF|为||MP|-|FP||的最大值.

又|MF|= (355 - 5)
2

+ 45
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=2,

所以||MP|-|FP||的最大值为2.
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3.2.2 双曲线的简单几何性质

第1课时 双曲线的简单几何性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.掌握双曲线的简单几何性质.
2.掌握双曲线标准方程中的a,b,c及双曲线的离心率e的几何意义和它们之间的相互关系.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 双曲线的几何性质

标准方程
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b

>0)

y2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b

>0)

图形

焦点 F1(-c,0),F2(c,0) F1(0,-c),F2(0,c)

焦距 |F1F2|=2c

范围
x≤-a 或x≥a,y
∈R

y≤-a 或y≥a,x
∈R

对称性 对称轴:坐标轴;对称中心:原点

顶点 A1(-a,0),A2(a,0) A1(0,-a),A2(0,a)

轴
实轴:线段A1A2,长:2a;虚轴:线段B1B2,
长:2b;实半轴长:a,虚半轴长:b

离心率 e=
c
a ∈

(1,+∞)

渐近线 y=±
b
ax y=±

a
bx

知识点二 双曲线的中心和等轴双曲线

(1)双曲线的中心

双曲线的对称中心叫做双曲线的中心.
(2)等轴双曲线

实轴和虚轴等长的双曲线叫做等轴双曲线,其离心率

e= 2.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).

(1)双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
与
y2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b>0)

的形状相同. ( √ )
(2)等轴双曲线的渐近线方程为x±y=0.

( √ )

(3)离心率是 2的双曲线为等轴双曲线.( √ )

(4)双曲线
x2

4-
y2

9=1
的渐近线方程是3x±2y=0.

( √ )
2.(多选)已知双曲线方程为x2-8y2=32,则 (  )

A.实轴长为82  B.虚轴长为4

C.焦距为6     D.离心率为
32
4

ABD 解析:将双曲线方程x2-8y2=32化为标准

方程为
x2

32-
y2

4=1
,可得a=42,b=2,c=6,

所以双曲线的实轴长为82,虚轴长为4,焦距为

12,离心率为
32
4 .

3.请思考并回答下列问题:
(1)渐近线相同的双曲线的方程一定相同吗?
提示:不一定.

(2)双曲线的离心率e和
b
a

有什么关系?

提示:b
a=

c2-a2

a =
c2-a2

a2 = e2-1.

(3)双曲线的离心率是如何影响双曲线的形状的?
提示:双曲线的离心率刻画了双曲线的“张口”大
小,e越大,张口越大.
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根据双曲线的方程研究几何性质

1.(多选)已知双曲线方程为x2-
y2

2=1
,则 (  )

A.焦点坐标为(±1,0)

B.渐近线方程为y=± 2x

C.离心率为 3

D.实轴长为22

BC 解析:因为双曲线方程为x2-
y2

2=1
,所以a

=1,b= 2,c= a2+b2= 3,所以该双曲线的焦
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点坐标为(± 3,0),故A错误;渐近线方程为y=

± 2x,故B正确;离心率e=
c
a= 3

,故C正确;

实轴长2a=2,故D错误.

2.关于椭圆
x2

25+
y2

9=1
与双曲线

y2

12-
x2

4=1
,下列说

法正确的是 (  )
A.有相同的离心率

B.有相等的焦距

C.有相同的焦点

D.有相同的顶点

B 解析:对于椭圆
x2

25+
y2

9=1
,a=5,b=3,c=4,

所以离心率e=
c
a=

4
5
,焦距2c=8,焦点为(-4,

0),(4,0),顶点为(-5,0),(5,0),(0,3),(0,-3).

双曲线
y2

12-
x2

4=1
,a=23,b=2,c=4,则离心率

e=
c
a=

23
3
,焦距2c=8,焦点为(0,4),(0,-4),

顶点为(0,23),(0,-23).

综上可知,椭圆
x2

25+
y2

9=1
与双曲线

y2

12-
x2

4=1
有

相同的焦距.故选B.
【探究总结】

根据双曲线的方程研究其几何性质的方法

(1)已知双曲线方程讨论其几何性质,应先将方程化

为标准形式,找出对应的a,b,利用c2=a2+b2 求出

c,再按定义求出其焦点坐标、焦距、实轴长、虚轴长、
顶点坐标、离心率、渐近线方程.

(2)已知双曲线的标准方程为
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>

0)或
y2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b>0),求双曲线的渐近线方

程时,直接将标准方程等号右边的1变为0,即可得

出渐近线方程.
由双曲线的几何性质求双曲线的

方程

例1 求满足下列条件的双曲线的标准方程.

(1)焦 点 在 x 轴 上,离 心 率 为
5
3
,且 经 过 点

M(-3,23);

(2)渐近线方程为y=±
1
2x
,且经过点A(2,-3).

解:(1)设所求双曲线的标准方程为
x2

a2-
y2

b2=1
(a>

0,b>0).

因为e=
5
3
,所以e2=

c2

a2=
a2+b2

a2 =1+
b2

a2=
25
9
,所以

b
a=

4
3.

又由题意得
9
a2-

12
b2=1

,解得
a2=

9
4
,

b2=4.

ì

î

í

ïï

ïï

所以所求双曲线的标准方程为
x2

9
4

-
y2

4=1.

(2)(方法一)因为双曲线的渐近线方程为y=±
1
2x.

当焦点在x 轴上时,设所求双曲线的标准方程为
x2

a2

-
y2

b2=1
(a>0,b>0),则

b
a=

1
2①.

因为点A(2,-3)在双曲线上,所以
4
a2-

9
b2=1②.

联立①②,方程组无解.

当焦点在y 轴上时,设所求双曲线的标准方程为
y2

a2

-
x2

b2=1
(a>0,b>0),则

a
b=

1
2③.

因为点A(2,-3)在双曲线上,所以
9
a2-

4
b2=1④.

联立③④,解得a2=8,b2=32.

所以所求双曲线的标准方程为
y2

8-
x2

32=1.

(方法二)由双曲线的渐近线方程为y=±
1
2x
,可设

双曲线方程为
x2

22-y
2=λ(λ≠0).

因为A(2,-3)在双曲线上,所以
22

22-
(-3)2=λ,即

λ=-8.

所以所求双曲线的标准方程为
y2

8-
x2

32=1.

【探究总结】
由双曲线的几何性质求双曲线的方程的方法

(1)若双曲线的渐近线方程为y=±
n
mx,则双曲线方

程可设为
x2

m2-
y2

n2=λ(λ≠0).

(2)与双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)共渐近线的双

曲线的方程可设为
x2

a2-
y2

b2=λ
(a>0,b>0,λ≠0);与

双曲线
y2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b>0)共渐近线的双曲线的

方程可设为
y2

a2-
x2

b2=λ
(a>0,b>0,λ≠0).
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                1.(2023·北京卷)已知双曲线C 的焦点为(-2,0)和
(2,0),离心率为 2,则C 的方程为    .
x2

2-
y2

2=1 
解析:令双曲线C 的实半轴长、虚半

轴长分别为a,b,显然双曲线C 的中心为坐标原

点,焦点在x 轴上,其半焦距c=2.由双曲线C 的离

心率为 2,得
c
a= 2

,解得a= 2,则b= c2-a2

= 2,所以双曲线C 的方程为
x2

2-
y2

2=1.

2.已知双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的离心率

为2,顶点到渐近线的距离为
6
2
,求双曲线C 的标

准方程.

解:记C 的半焦距为c,由题意得C 的离心率e=
c
a

=2①.
双曲线C 的顶点坐标为(±a,0),渐近线方程为bx

±ay=0,则由题意得
|ab|
a2+b2

=
ab
c=

6
2②.

又a2+b2=c2③.
联立①②③,解得a= 2,b= 6,c=22.

所以双曲线C 的标准方程为
x2

2-
y2

6=1.

求双曲线的离心率

例2 已知F1,F2 是双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)

的左、右焦点,M 为双曲线上的点,若 MF1⊥MF2,
∠MF2F1=60°,求双曲线的离心率.
解:由题 意 知 M 为 双 曲 线 右 支 上 的 点,由 MF1⊥
MF2,∠MF2F1=60°,|F1F2|=2c,得|MF1|= 3c,

|MF2|=c,所以|MF1|-|MF2|=(3-1)c=2a,

所以双曲线的离心率e=
c
a =

2c
2a=

2c
(3-1)c

= 3

+1.
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􀪋[一题多思]

思考 1.把 本 例 中 的 “∠MF2F1 =60°”改 为

“tan∠MF1F2=
1
2
”,其他条件不变,求双曲线的离

心率.

解:因为 MF1⊥MF2,tan∠MF1F2=
1
2
,|F1F2|=

2c,所 以sin∠MF1F2=
5
5
,|MF2|=|F1F2|·

sin∠MF1F2=
25c
5
,|MF1|=

45c
5 .
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􀪋又点 M 在双曲线上,所以2a=|MF1|-|MF2|=

25c
5
,所以e=

c
a=

2c
2a= 5.

思考2.把本例中的“MF1⊥MF2,∠MF2F1=60°”改为

“MF1 =3 MF2 ”,其他条件不变,求双曲线离心

率e的取值范围.

解:由 题 意 得
MF1 =3 MF2 ,
MF1 - MF2 =2a,{ 解 得

MF2 =a,MF1 =3a.
因为 MF1 + MF2 ≥ F1F2 ,即4a≥2c,所以e

=
c
a≤2.

又e>1,所以离心率e 的取值范围是(1,

2].
【探究总结】

求双曲线离心率的三种方法

(1)若可求得a,c,则直接利用e=
c
a

求解.

(2)若已知a,b,则可直接利用e= 1+ (ba )
2
求解.

(3)若 得 到 的 是 关 于a,c 的 二 次 齐 次 方 程rc2+
s·ac+ta2=0(r,s,t为常数,且r≠0),则方程两边同除
以a2 可转化为关于e的一元二次方程re2+se+t=0,
进而求解.
                
已知F1,F2 为双曲线的焦点,过F2 作垂直于实轴的
直线交双曲线于A,B 两点,BF1 交y 轴于点C.若
AC⊥BF1,则双曲线的离心率为 (  )

A.2 B.3 C.22 D.23

B 解析:不妨设双曲线方程为
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>

0),

由已知,不妨令点A 的坐标为 (c,b
2

a ),点B 的坐标为

(c,-b2

a ),又 F1(-c,0),则 点 C 的 坐 标 为 (0,

-
b2

2a) .由AC⊥BF1 知AC
→·BF1

→
=0.又AC

→
= (-c,

-
3b2

2a ),BF1
→
= (-2c,b

2

a ),可得2c2-
3b4

2a2=0.又b2

=c2-a2,可得3c4-10c2a2+3a4=0,则有3e4-

10e2+3=0,可得e2=3或e2=
1
3.又e>1,所以e

= 3.
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1.(多选)已知双曲线的方程为

y2

4-
x2

5=1
,则下列说

法正确的是 (  )
A.焦点在y 轴上

B.渐近线方程为2x±
 
5y=0

C.虚轴长为4

D.离心率为
3
5

AB 解析:双曲线的方程为
y2

4-
x2

5=1
,则双曲线

的焦点在y 轴上,渐近线方程为2x± 5y=0,虚轴

长为25,离心率为
3
2
,判断知A,B正确.

2.已知双曲线C:
y2

9-
x2

7=1
,则下列说法中不正确的是

(  )
A.C 的焦点坐标为(±4,0)
B.C 的顶点坐标为(0,±3)

C.C 的离心率为
4
3

D.C 的虚轴长为27

A 解析:因为a2=9,b2=7,所以a=3,b= 7,c=

a2+b2=4.
因为双曲线的焦点在y 轴上,所以C 的焦点坐标为

(0,±4),顶点为(0,±3),离心率为
4
3
,虚轴长为

27.

3.(多选)以椭圆
x2

16+
y2

9=1
的顶点为顶点,离心率为

2的双曲线的方程为 (  )

A.
x2

80-
y2

16=1 B.
y2

45-
x2

9=1

C.
x2

16-
y2

48=1 D.
y2

9-
x2

27=1

CD 解析:因为离心率为2,当顶点为(±4,0)时,a

=4,c=8,b=43,双曲线方程为
x2

16-
y2

48=1
;当顶

点为(0,±3)时,a=3,c=6,b=33,双曲线方程

为
y2

9-
x2

27=1.

4.某建筑外形弧线的一段可以近似看成双曲线
y2

a2-

x2

b2=1
(a>0,b>0)下支的一部分,且此双曲线的下

焦点到渐近线的距离为2,离心率为2,则该双曲线的

方程为 (  )

A.
y2

12-
x2

4=1 B.
3y2

4 -
x2

4=1

C.
x2

4-
y2

4=1 D.
y2

16-
x2

4=1

B 解析:设双曲线的一个焦点为(0,c),一条渐近

线方程为y=
a
bx,

则焦点到渐近线的距离d=
-bc

a2+b2
=b=2,

所以

b=2,
c
a=2

,

c2=a2+b2,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得
a2=

4
3
,

b2=4,

ì

î

í
ïï

ïï
所以该双曲线的方

程为
3y2

4 -
x2

4=1.

5.双曲线方程为
x2

a2-y2=1,其中a>0,双曲线的渐

近线与圆(x-2)2+y2=1相切,则双曲线的离心

率为 (  )

A.
23
3 B.3 C.2 D.

3
2

A 解析:根据题意,可以求得双曲线的渐近线方程

为x±ay=0,而圆(x-2)2+y2=1的圆心为(2,

0),半径为1,结合题意有
|2±0|
1+a2

=1,结合a>0,

得a= 3,所以c= 3+1=2,所以有e=
2
3
=
23
3 .

6.已知直线y= 3x 是双曲线
y2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b>

0)的一条渐近线,则此双曲线的离心率为    .
23
3  解析:因为双曲线

y2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b>0)的

渐近线方程为y=±
a
bx,

又直线y= 3x 是双曲线
y2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b>0)

的一条渐近线,可得a= 3b,

c= a2+b2=2b,所以离心率为
c
a=

2b
3b
=
23
3 .

7.设双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的左、右焦点

分别为 F1,F2,离 心 率 为2,P 为 C 上 一 点,且

∠F1PF2=120°.若△F1PF2 的面积为43,则a=
    .
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2 解析:不妨取点P 在第一象限,如图所示.

根据双曲线的定义可得 PF1 - PF2 =2a,且
F1F2 =2c.

由离 心 率 为 2,即
c
a =2,可 得 c =2a,即

F1F2 =4a.
设 PF2 =m>0,则 PF1 =2a+m.

由 △F1PF2 的 面 积 为 4 3,可 得
1
2

·

PF1 PF2 ·sin∠F1PF2=
1
2m(2a+m)×

3
2

=43,
m(2a+m)=16.
由余弦定理的推论可得

cos∠F1PF2=
PF1

2+ PF2
2- F1F2

2

2PF1 PF2
=-

1
2
,

即
(2a+m)2+m2-(4a)2

2m(2a+m) =-
1
2
,整理可得2m2+

4am-12a2=-m(2a+m),
即12a2=3m(2a+m),所以12a2=48,解得a=2.

8.若双曲线x2-
y2

b2=1
(b>0)经过点(3,4),则该双曲

线的渐近线方程是    .

y=± 2x 解析:由已知得32-
42

b2=1
,解得b=

2或b=- 2.又因为b>0,所以b= 2.因为a=
1,所以双曲线的渐近线方程为y=± 2x.

9.与椭圆
x2

9+
y2

25=1
共焦点,离心率之和为

14
5

的双曲

线的标准方程为    .
y2

4-
x2

12=1 
解析:易知椭圆的焦点是(0,4),(0,

-4),

所以c=4,e=
4
5
,

所以双曲线的离心率为
14
5-

4
5=2.

设双曲线的标准方程为
y2

a2-
x2

b2=1
,

所以
4
a=2

,所以a=2,b2=42-22=12.

所以双曲线的标准方程为
y2

4-
x2

12=1.

10.已知双曲线C:
x2

4-
y2

m=1
的开口比等轴双曲线的

开口更开阔,则实数m 的取值范围是     .

(4,+∞) 解析:因为等轴双曲线的离心率为 2,
且双曲线C 的开口比等轴双曲线的开口更开阔,

所以双曲线C:
x2

4-
y2

m =1
的离心率e> 2,即

4+m
4 >2,所以m>4.

故实数m 的取值范围是(4,+∞).

1.(数学文化)如图1为陕西历史博物馆收藏的唐金

筐宝钿团花纹金杯,杯身曲线内收,玲珑娇美,巧夺

天工,是唐代金银细作的典范之作.该杯的主体部分

可以近似看作是离心率为5的双曲线C:x2-
y2

b2=1

(b>0)的右支与y 轴及平行于x 轴的两条直线围

成的曲边四边形ABMN 绕y 轴旋转一周得到的几

何体.如图2,若P 为C 右支上的一点,F 为C 的左

焦点,则|PF|与P 到C 的一条渐近线的距离之和

的最小值为 (  )
                

A.2 B.3 C.4 D.5

C 解析:由题意可知a=1,e=
c
a= 5

,则c= 5,

b2=c2-a2=4,所以b=2,

所以双曲线C:x2-
y2

4=1
,一条渐近线方程为2x

-y=0.设双曲线的右焦点为F2,则F2(5,0)到渐

近线2x-y=0的距离为d=
25
5
=2,所以|PF2|

与P 到C 的一条渐近线的距离之和的最小值为d
=2.
又因为|PF|=2a+|PF2|,
所以|PF|与P 到C 的一条渐近线的距离之和的最

小值为2a+2=4.

2.已知左、右焦点分别为F1,F2 的双曲线C:
x2

a2-y2

=1(a>0)过点  
15,-

 
6
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,点P 在双曲线C 上.

若|PF1|=3,则|PF2|= (  )
A.3 B.6 C.9 D.12
C 解析:由左、右焦点分别为F1,F2 的双曲线C:

x2

a2-y2=1(a>0)过点 ( 15,- 63 ),可得
15
a2-

6
9

=1,

解得a=3.又b=1,所以c= 10,a+c>3.
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因为点P 在双曲线C 上,若|PF1|=3,可得P 在

双曲线的左支上,
则|PF2|=2a+|PF1|=6+3=9.故选C.

3.设F 为双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的右焦

点,O 为坐标原点,以OF 为直径的圆与圆x2+y2

=a2 交于P,Q 两点.若|PQ|=|OF|,则C 的离心率

为 (  )

A.2 B.3 C.2 D.5
A 解析:如图,设PQ 与x 轴交于点A,由对称性

可知PQ⊥x 轴.

又因为|PQ|=|OF|=c,所以|PA|=
c
2
,所以PA

为以OF 为直径的圆的半径,所以|OA|=
c
2
,所以

P c
2
,c
2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又点P 在圆x2+y2=a2 上,所以
c2

4+
c2

4=a
2,即c2

2

=a2,所以e2=
c2

a2=2,所以e= 2.

4.已知圆C:x2+y2-4x+3=0与双曲线D:
y2

a2-
x2

b2

=1(a>0,b>0)的渐近线有公共点,则双曲线 D
的离心率的取值范围为    .
[2,+∞) 解析:圆C:(x-2)2+y2=1,双曲线

D:
y2

a2-
x2

b2=1
(a>0,b>0)的渐近线为ax±by=

0,因为圆C 与双曲线D 的渐近线有公共点,所以

圆心C(2,0)到渐近线的距离d=
2a

a2+b2
≤1,所

以3a2≤b2,所以c2=a2+b2≥4a2,即c2

a2≥4,所以

e=
c
a≥2.

5.已知双曲线E:
x2

4-
y2

b2=1
(b>0)的离心率为2,点

P 是E 上的动点,则点P 到E 的两条渐近线的距

离之积为    .

3 解析:由题意知a=2,又
b
a= e2-1= 3,得b

=23,所以双曲线E 的方程为
x2

4-
y2

12=1
,渐近线

方程为y=± 3x,即 3x±y=0.

设P(s,t),则
s2

4-
t2

12=1
,即3s2-t2=12,

所以点P 到E 的两条渐近线的距离之积为
3s+t
2

·

3s-t
2 =

3s2-t2

4 =3.

6.已知双曲线的中心在原点,焦点F1,F2 在坐标轴

上,离心率为 2,且过点P(4,- 10).
(1)求双曲线的方程;

(2)若点 M(3,m)在双曲线上,求证:MF1
→·MF2

→

=0;
(3)在(2)的条件下,求△F1MF2 的面积.
(1)解:因为e= 2,所以可设双曲线的方程为x2-
y2=λ(λ≠0).
因为双曲线过点P(4,- 10),所以16-10=λ,即
λ=6.

所以双曲线的方程为x2-y2=6,即
x2

6-
y2

6=1.

(2)证明:由(1)可知,a=b=6,所以c=23,不妨设

F1,F2 分别为双曲线的左、右焦点,则F1(-23,0),

F2(23,0),如图所示.

(方法一)因为kMF1=
m

3+23
,kMF2=

m
3-23

,所以

kMF1
·kMF2=

m2

9-12=-
m2

3.

因为点 M(3,m)在双曲线上,所以9-m2=6,即
m2=3,所以kMF1

·kMF2=-1,

所以 MF1⊥MF2,所以MF1
→·MF2

→=0.
(方法二)因为MF1

→=(-2 3-3,-m),MF2
→=

(23-3,-m),

所以MF1
→·MF2

→=(-23-3)×(23-3)+m2

=-3+m2.
因为点 M 在双曲线上,所以9-m2=6,即m2=3,

所以MF1
→·MF2

→=0.
(3)解:由(2)知△F1MF2 的底边长 F1F2 =43,

△F1MF2 的高h= m = 3,所以S△F1MF2=
1
2×

43× 3=6.
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第2课时 双曲线几何性质的应用

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.从数与形两方面理解双曲线与直线的位置关系.
2.会解决直线与双曲线相交的相关问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

                【知识清单】

知识点 直线与双曲线的位置关系

设直线l的方程为y=kx+m(m≠0)①,

双曲线C 的方程为
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)②,

把①代入②得(b2-a2k2)x2-2a2mkx-a2m2-
a2b2=0.

(1)当b2-a2k2=0,即k=±
b
a

时,直线l与双曲线

C 的渐近线平行,直线l与双曲线C 相交于一点.

(2)当b2-a2k2≠0,即k≠±
b
a

时,Δ=(-2a2mk)2

-4(b2-a2k2)(-a2m2-a2b2).
Δ>0⇒直线l与双曲线C 有两个公共点,此时称直

线l与双曲线C 相交;

Δ=0⇒直线l与双曲线C 有一个公共点,此时称直

线l与双曲线C 相切;

Δ<0⇒直线l与双曲线C 没有公共点,此时称直线l
与双曲线C 相离.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)过点A(1,0)作直线l与双曲线x2-y2=1只

有一个公共点,则这样的直线可作两条. ( × )
(2)直线l:y=x 与双曲线C:2x2-y2=2有两个

公共点. ( √ )
(3)直线与双曲线有唯一交点是直线与双曲线相切

的必要不充分条件. ( √ )

2.若直线y=kx 与双曲线4x2-y2=16相交,则实

数k的取值范围为 (  )
A.(-2,2) B.[-2,2)
C.(-2,2] D.[-2,2]
A 解析:由题易得,双曲线的渐近线方程为y=
±2x,故k≠±2.
将y=kx 代入4x2-y2=16,得(4-k2)x2-16
=0,
由Δ=64(4-k2)>0,得-2<k<2.
故实数k 的取值范围为(-2,2).

3.请思考并回答下列问题:
(1)与双曲线只有一个公共点的直线是双曲线的切

线吗?
提示:不一定,与双曲线只有一个公共点的直线有

两种:一种是与渐近线平行的直线;另一种是与双

曲线相切的直线.

(2)如何判断直线y=kx+m(m≠0)与双曲线
x2

a2

-
y2

b2=0
(a>0,b>0)的两个交点是在同一支上,还

是在两支上?
提示:利用方程(b2-a2k2)x2-2a2mkx-a2m2-
a2b2=0判断,

若
-a2m2-a2b2

b2-a2k2 >0,则直线与双曲线的两个交点

在一支上;

若
-a2m2-a2b2

b2-a2k2 <0,则直线与双曲线的两个交点

在两支上.
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直线与双曲线的位置关系

1.(2022·全国甲卷)记双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,

b>0)的离心率为e,写出满足条件“直线y=2x 与

C 无公共点”的e的一个值:    .

2(满足1<e≤ 5皆可) 解析:因为双曲线C:
x2

a2

-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的渐近线方程为y=±

b
ax.

结合渐近线的特点可知,只需0<
b
a≤2

,即b2

a2≤4,

可满足条件“直线y=2x 与C 无公共点”,

所以e=
c
a= 1+

b2

a2≤ 1+4= 5.

又因为e>1,所以1<e≤ 5.
2.已知双曲线x2-y2=4,直线l:y=k(x-1),试确

定满足下列条件的实数k的取值范围.
(1)直线l与双曲线有两个不同的公共点;
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(2)直线l与双曲线有且只有一个公共点;
(3)直线l与双曲线没有公共点.

解:联立
x2-y2=4,

y=k(x-1),{ 消去y,

得(1-k2)x2+2k2x-k2-4=0.(*)
当1-k2≠0,即k≠±1时,
Δ=(2k2)2-4(1-k2)(-k2-4)=4×(4-3k2).

(1)由
4-3k2>0,
1-k2≠0,{ 得-

23
3 <k<

23
3

且k≠±1,

此时方程(*)有两个不同的实数根,
即直线l与双曲线有两个不同的公共点.

故实数k 的取值范围为{k -
23
3 <k<

23
3
,且k

≠±1}.

(2)由
4-3k2=0,
1-k2≠0,{ 得k=±

23
3
,

此时方程(*)有两个相同的实数根,
即直线l与双曲线有且只有一个公共点.
当1-k2=0,即k=±1时,
直线l与双曲线的渐近线平行,
方程(*)可化为2x=5,
故方程(*)只有一个实数根,即直线l与双曲线相

交,有且只有一个公共点.

综上,当k=±
23
3

或k=±1时,

直线l与双曲线有且只有一个公共点.

(3)由
4-3k2<0,
1-k2≠0,{ 得k<-

23
3

或k>
23
3
,

此时方程(*)无实数根,即直线l与双曲线没有公

共点.

所以实数k 的取值范围为 {k k<-
23
3
,或k>

23
3 }.

【探究总结】
判断直线与双曲线的位置关系的注意点

(1)判断直线与双曲线的位置关系时,不仅要考虑消

元后得一元二次方程的判别式,也要注意二次项系数

为0时,直线与双曲线的渐近线平行的特殊情况.
(2)注意对直线的斜率是否存在进行讨论.

弦长与中点弦问题

                
例1 已知双曲线

x2

4-y
2=1,求过点A(3,-1)且被

点A 平分的弦MN 所在直线的方程.
解:(方法一)由题意知直线的斜率存在,故可设直线

方程为y+1=k(x-3),即y=kx-3k-1.

由
y=kx-3k-1,
x2

4-y
2=1,

ì

î

í
ïï

ïï
消去y,

整理得(1-4k2)x2+8k(3k+1)x-36k2-24k-8=
0,Δ=64k2(3k+1)2+4(1-4k2)(36k2+24k+8)
>0.
设 M(x1,y1),N(x2,y2),

所以x1+x2=
8k(3k+1)
4k2-1 .

因为A(3,-1)为 MN 的中点,

所以
x1+x2

2 =3,即
8k(3k+1)
2(4k2-1)=3

,解得k=-
3
4.

当k=-
3
4

时,满足Δ>0,符合题意.

所以所求直线MN 的方程为y=-
3
4x+

5
4
,即3x+

4y-5=0.
(方法二)设 M(x1,y1),N(x2,y2).

因为 M,N 均在双曲线上,所以

x2
1

4-y
2
1=1,

x2
2

4-y
2
2=1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

两式相减,得x2
2-x2

1

4 =y2
2-y2

1.

所以
y2-y1

x2-x1
=

x2+x1

4(y2+y1)
.

因为点A(3,-1)平分弦 MN,所以x1+x2=6,y1+
y2=-2.

所以kMN=
y2-y1

x2-x1
=

x2+x1

4(y2+y1)
=-

3
4.

经验证,该直线 MN 存在.

所以所求直线 MN 的方程为y+1=-
3
4
(x-3),即

3x+4y-5=0.
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􀪋
􀪋[一题多思]

思考1.已知双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0),一条直

线与双曲线相交于点 A(x1,y1),B(x2,y2)(x1≠
x2),弦AB 的中点为M(x0,y0),O 为原点,你能求

出kOM ·kAB 的值吗?
解:将 A(x1,y1),B(x2,y2)代 入 双 曲 线 方 程

得

x2
1

a2-
y2
1

b2=1
,

x2
2

a2-
y2
2

b2=1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

两 式 作 差 并 整 理 得
(x1-x2)(x1+x2)

a2 -

(y1-y2)(y1+y2)
b2 =0.

已知弦AB 的中点为M(x0,y0),
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因为x1≠x2,则
(y1-y2)(y1+y2)
(x1-x2)(x1+x2)=

b2

a2
,即y1-y2

x1-x2
·

y0

x0
=
b2

a2,所以kOM ·kAB=
b2

a2.

思考2.已知斜率为-1的直线与双曲线
x2

a2-
y2

b2=1

(a>0,b>0)交于P,Q 两点,若线段PQ 的中点为

A(3,-1),求双曲线的渐近线方程.
解:设P(x1,y1),Q(x2,y2),代 入 双 曲 线 方 程 得

x2
1

a2-
y2
1

b2=1
,

x2
2

a2-
y2
2

b2=1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

两式相减得
x2
1-x2

2

a2 -
y2
1-y2

2

b2 =0,

即
(x1+x2)(x1-x2)

a2 -
(y1+y2)(y1-y2)

b2 =0.

由题知x1≠x2,两边同时除以x1-x2,得
x1+x2

a2 -

y1+y2

b2
·y1-y2

x1-x2
=0.

由题意可知,PQ 的中点为A(3,-1),直线 PQ 的

斜率为-1,所以x1+x2=6,y1+y2=-2,
y1-y2

x1-x2

=-1,

所以
6
a2-

2
b2=0

,解得
b2

a2=
1
3
,即b

a=
3
3.

所以双曲线的渐近线方程是y=±
3
3x.

【探究总结】
解决弦长和中点弦问题的方法

(1)解决弦长问题和中点弦问题时,我们要注意一元

二次方程根与系数的关系、弦长公式和中点坐标公式

的应用,也可以考虑应用点差法.
(2)弦长公式

若斜率为k(k≠0)的直线与双曲线相交于A(x1,
y1),B(x2,y2)两点,则

|AB|= (1+k2)[(x1+x2)2-4x1x2]

= (1+1k2 )[(y1+y2)2-4y1y2].

1.过双曲线
x2

9-
y2

16=1
的右焦点F 作倾斜角为

π
4

的

直线,与双曲线交于 A,B 两点,求弦 AB 的长及

AB 的中点M 到右焦点F 的距离.
解:由题意可得F(5,0),
所以直线AB 的方程为y=x-5.
代入双曲线方程,得7x2+90x-369=0,Δ>0.
设A(x1,y1),B(x2,y2),则

x1+x2=-
90
7
,x1x2=-

369
7
,

所以|AB|= 2 (x1+x2)2-4x1x2

=
2× 18432

7 =
192
7 .

又xM=
x1+x2

2 =-
45
7
,所以yM=-

80
7.

所以|MF|= -
45
7-5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+ -
80
7-0

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
802
7 .

2.已知直线y=
1
3x+2

与双曲线
x2

9-
y2

4=1
相交于

点A,B,O 为原点,求△ABO 的面积.

解:由
y=

1
3x+2

,

x2

9-
y2

4=1
,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

得x2-4x-24=0,Δ>0.

设A(x1,y1),B(x2,y2),

则
x1+x2=4,

x1x2=-24,{
所以|x1-x2|= (x1+x2)2-4x1x2=47,

所以S△ABO=
1
2×2×47=47.

直线与双曲线的综合应用

例2 (2024·上海卷)已知双曲线Γ:x2-
y2

b2=1
(b

>0)的左、右顶点分别为A1,A2,过点M(-2,0)的
直线l交双曲线Γ 于P,Q 两点.
(1)若双曲线Γ 的离心率e=2,求b的值;

(2)若b=
26
3
,△MA2P 为等腰三角形,且点P 在第

一象限,求点P 的坐标;
(3)连接QO(O 为原点)并延长,交双曲线Γ 于另一

点R,若A1R→·A2P→=1,求b的取值范围.

解:(1)由题意得e=
c
a=

c
1=2

,则c=2,b= 22-1

= 3.

(2)当b=
26
3

时,双曲线Γ:x2-
y2

8
3

=1,M(-2,0),

A2(1,0).
因为△MA2P 为等腰三角形,则

①当以 MA2 为底时,显然点 P 在直线x=-
1
2

上,

这与点P 在第一象限矛盾,故舍去;
②当以A2P 为底时,MP = MA2 =3,

设 P (m,n),则
m2-

3n2

8 =1
,

(m+2)2+n2=9,

ì

î

í
ïï

ïï
联 立 解 得
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m=-
23
11
,

n=-
817
11

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

或

m=-
23
11
,

n=
817
11

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

或
m=1,
n=0,{

因为点P 在第一象限,显然以上均不合题意,舍去;
(或者由双曲线的性质知 MP > MA2 ,矛盾,舍
去)
③当以 MP 为底时,A2P = MA2 =3,
设P(x0,y0),其中x0>0,y0>0,

则有

(x0-1)2+y2
0=9,

x2
0-

y2
0

8
3

=1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解 得
x0=2,

y0=22,{ 即 P(2,

22).
综上所述,点P 的坐标为(2,22).
(3)由题意知A1(-1,0),A2(1,0),

当直线l的斜率为0时,A1R→·A2P→=0,不合题意,
则kl≠0.
设直线l:x=ty-2,P(x1,y1),Q(x2,y2),
根据双曲线的对称性知R(-x2,-y2),

联立
x=ty-2,

x2-
y2

b2=1
,

ì

î

í

ïï

ïï
消去x 并整理得(b2t2-1)y2-

4b2ty+3b2=0,
显然二次项系数b2t2-1≠0,
Δ=(-4b2t)2-4(b2t2-1)3b2=4b4t2+12b2>0,

y1+y2=
4b2t

b2t2-1①
,y1y2=

3b2

b2t2-1②
,

A1R→=(-x2+1,-y2),A2P→=(x1-1,y1),

则A1R→·A2P→=(-x2+1)(x1-1)-y1y2=1.
因为P,Q 在直线l上,
则x1=ty1-2,x2=ty2-2,
即-(ty2-3)(ty1-3)-y1y2=1,即y1y2(t2+1)-
(y1+y2)3t+10=0.

将①②代入上式有(t2+1)·
3b2

b2t2-1-3t
· 4b2t
b2t2-1

+10=0,
即3b2(t2+1)-3t·4b2t+10(b2t2-1)=0,
化简得b2t2+3b2-10=0,

所以t2=
10
b2-3

,代入到b2t2-1≠0,得b2≠3,即b≠

± 3,

又t2=
10
b2-3≥0

,解得b2≤
10
3
,即-

30
3 ≤b≤

30
3 .

又因为b>0,所以0<b≤
30
3

且b≠ 3.

综上,b∈(0,3)∪ ( 3,303 ] .
【探究总结】
利用设而不求的方法解决直线与双曲线相交问题的

步骤:
(1)设直线与双曲线的两个交点为A(x1,y1),B(x2,

y2).
(2)将直线方程与双曲线方程联立,消元后得到关于

x 的一元二次方程.
(3)结合一元二次方程根与系数的关系可求得x1+
x2,x1x2,从而弦长问题、参数取值范围问题等都可

以根据x1+x2,x1x2 应满足的条件解决.

1.如图,直线ax-y+b=0和曲线bx2+ay2=ab(ab
≠0)在同一平面直角坐标系中的位置可能是

(  )

  A     B    C    D
C 解析:直线方程可化为y=ax+b,曲线方程可

化为
x2

a+
y2

b =1.
若a>0,b>0,则曲线表示椭圆,

故A不正确.关于B,D,由椭圆知直线斜率应满足

a>0,而选项B,D的图象中直线斜率均为负值,故
B,D不正确.由C可知a>0,b<0,故C正确.

2.已知双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的离心率

为 3,且
a2

c=
3
3.

(1)求双曲线C 的方程;
(2)已知直线x-y+m=0与双曲线C 交于不同

的两点A,B,且线段AB 的中点在圆x2+y2=5
上,求m 的值.

解:(1)由题意得

a2

c=
3
3
,

c
a= 3

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得
a=1,

c= 3.{

所以b2=c2-a2=2,

所以双曲线C 的方程为x2-
y2

2=1.

(2)设A,B 两点的坐标分别为(x1,y1),(x2,y2),
线段AB 的中点为M(x0,y0).
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由

x-y+m=0,

x2-
y2

2=1
,

ì

î

í

ïï

ïï

得x2-2mx-m2-2=0,Δ=8m2+8>0.

所以x0=
x1+x2

2 =m,y0=x0+m=2m.

因为点 M(x0,y0)在圆x2+y2=5上,
所以m2+(2m)2=5,解得m=±1.
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                 1.“直线与双曲线有唯一交点”是“直线与双曲线相

切”的 ( B )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

2.(多选)直线y=mx+1与双曲线x2-y2=1有公

共点,则m 的值不可能为 (  )

A.-2 B.-1
C.1 D.2

AD 解析:由 y=mx+1,

x2-y2=1,{ 得(1-m2)x2-2mx-

2=0.
由 题 意 知 1 - m2 = 0 或

1-m2≠0,

Δ=4m2+8(1-m2)≥0,{ 解得- 2≤m≤ 2.经判

断只有A,D符合题意.
3.已知等轴双曲线的中心在原点,焦点在x 轴上,与

直线y=
1
2x

交于A,B 两点.若|AB|=2 15,则

该双曲线的方程为 (  )

A.x2-y2=6

B.x2-y2=9

C.x2-y2=16

D.x2-y2=25

B 解析:设等轴双曲线的方程为x2-y2=a2(a>

0),与y=
1
2x

联立,得3
4x

2=a2,

所以|AB|= 1+ 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

×
43
3a=2 15,

解得a=3,所以该双曲线的方程为x2-y2=9.故
选B.

4.已知双曲线
x2

4-
y2

5=1
的右焦点为F,过点F 作一

条直线与双曲线的一条渐近线垂直,垂足为 A,O
为坐标原点,则S△OAF= (  )

A.3 B.35

C.25 D.5

D 解析:双曲线
x2

4-
y2

5=1
的右焦点为F(3,0),

渐近线方程为 5x±2y=0,F 到渐近线 5x+2y

=0 的 距 离|FA|=
35
5+4

= 5,则|OA|=

|OF|2-|FA|2= 32-(5)2=2.

所以S△OAF=
1
2|FA|·|OA|=

1
2× 5×2= 5.

5.若直线y=kx+2与双曲线x2-y2=6的右支交于

不同的两点,则k的取值范围是    .

(- 15
3
,-1) 解析:由 y=kx+2,

x2-y2=6,{
得(1-k2)x2-4kx-10=0.

由题意,得

1-k2≠0,

Δ=16k2+40(1-k2)>0,

4k
1-k2>0

,

10
k2-1>0

,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

解得-
15
3 <k<-1,

所以k 的取值范围是 (- 15
3
,-1) .

6.设双曲线的一个焦点为F,虚轴的一个端点为B,
如果直线BF 与该双曲线的一条渐近线垂直,那么

此双曲线的离心率为    .

1+ 5
2  解析:不妨设双曲线的方程为

x2

a2-
y2

b2=1
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(a>0,b>0),如图所示,双曲线的一条渐近线方程

为y=
b
ax,

kBF=-
b
c.因为直线BF 与直线y=

b
ax 垂直,

所以
b
a

· -
b
c

æ

è
ç

ö

ø
÷=-1,整理得b2=ac,

所以c2-a2-ac=0.
两边同除以a2,得e2-e-1=0,

解得e=
1+ 5
2

或e=
1- 5
2
(舍去).

7.过双曲线
x2

20-
y2

5=1
的右焦点的直线被双曲线所

截得弦的长为 5,这样的直线有    条.
1 解析:由题意得右焦点F(5,0),所以过点F 且

垂直于x 轴的直线是x=5,代入
x2

20-
y2

5=1
,得y

=±
5
2
,所以此时弦长为

5
2×2= 5.当直线不垂

直x 轴,且与双曲线右支有两个交点时,那么弦长

一定比 5长.因为两顶点间的距离为45,即左、右

两支上的点的最短距离是45,所以如果交于两支

的话,那 么 弦 长 不 可 能 为 5.故 这 样 的 直 线 只 有

1条.

8.如图,设双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的左焦

点为F,过F 作倾斜角为60°的直线l与双曲线C
的左支交于A,B 两点,若AF→=4FB→,则双曲线C
的渐近线方程为    .

y=±
11
5 x 解析:如图,令 双 曲 线 的 右 焦 点 为

F',半焦距为c,设|BF|=t,则|AF|=4t.
由双曲线定义得|BF'|=t+2a,|AF'|=4t+2a.
由直线AB 倾斜角为60°,

得
∠BFF'=60°,

∠AFF'=120°.{ 由余弦定理得

BF'|2= BF|2+ FF'|2-2BF FF'|cos60°,

AF'|2= AF|2+ FF'|2-2AF FF'|cos120°,{
即
(t+2a)2=t2+4c2-2tc,
(4t+2a)2=16t2+4c2+8tc,{

整理得
(2a+c)t=2c2-2a2,

(4a-2c)t=c2-a2,{
解得c=

6
5a
,t=
11
40a

,b=
11
5a,

所以双曲线C 的渐近线方程为y=±
11
5 x.

1.若点O 和点F1(-2,0)分别是双曲线
x2

a2-y
2=1

(a>0)的中心和左焦点,点P 为双曲线右支上的

一点,并且过点P 与双曲线的右焦点F2 的直线

垂直于x 轴,则线段OP 的长为 (  )

                
A.
13
3 B.

 
39
3 C.

7
3 D.

 
21
3

B 解析:由条件知a2+1=4,因为a>0,所以a=

3.又PF2⊥x 轴,把x=2代入
x2

3-y
2=1,得y2

=
1
3
,

所以|OP|= 22+
1
3=

39
3 .

2.已知双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的左、右焦

点分别为F1,F2,O 为坐标原点,过F1 作C 的一条

渐近线的垂线,垂足为 M,且 MF2 =3OM ,则
双曲线C 的离心率为 (  )

A.2 B.6

C.22 D.3
B 解析:如图.

由题意得F1(-c,0),设一条渐近线的方程为bx-
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ay=0,

所以 MF1 =
-bc

b2+(-a)2
=
bc
c =b

,由勾股定理

得 OM =a.

因为 MF1 垂直于渐近线,所以cos∠MOF1=
a
c.

因 为 MF2 =3 OM ,所 以 MF2 =3a.又

OF2 =c,
在△MOF2 中,由余弦定理的推论得cos∠MOF2

=
a2+c2-9a2

2ac .

因为∠MOF1+∠MOF2=π,所以
a2+c2-9a2

2ac +

a
c=0

,

化简得c2=6a2,所以c= 6a,故e=
c
a = 6.故

选B.

3.(多选)已知双曲线C 过点(3,2),且渐近线为y=

±
3
3x,则下列结论正确的是 (  )

A.双曲线C 的方程为
x2

3-y
2=1

B.双曲线C 的离心率为 3
C.曲线y=ex-2-1经过C 的一个焦点

D.直线x- 2y-1=0与C 有两个公共点

AC 解析:当焦点在x 轴上时,设双曲线C 的标准

方程为
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0),由题意可知

b
a =

3
3
,所以

b2

a2=
1
3
,即a2=3b2,所以双曲线方程可化

为
x2

3b2-
y2

b2=1.

又点(3,2)在双曲线C 上,

所以
9
3b2-

2
b2=1

,所以b2=1,a2=3,

所以双曲线C 的方程为
x2

3-y
2=1.

同理可得,当焦点在y 轴上时,双曲线方程不存在,

故A正确.

双曲线C 的离心率e= 1+
b2

a2= 1+
1
3=

23
3
,

故B错误.
双曲线C 的一个焦点(2,0)恰在曲线y=ex-2-1
上,故C正确.

联立

x2

3-y
2=1,

x- 2y-1=0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

消 去 x,得 y2-2 2y+2

=0,
因为Δ=0,故D错误.

4.过点M(2,1)作斜率为1的直线,交双曲线
y2

a2-
x2

b2

=1(a>0,b>0)于 A,B 两点,点 M 为AB 的中

点,则该双曲线的离心率为 (  )

A.
6
2 B.3 C.

2
2 D.2

B 解析:设点A(x1,y1),B(x2,y2),

代入双曲线方程得

y2
1

a2-
x2
1

b2=1
,

y2
2

a2-
x2
2

b2=1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

两式作差后整理得

y1-y2

x1-x2
·y1+y2

x1+x2
=
a2

b2.

由题易知
y1-y2

x1-x2
=1,x1+x2=4,y1+y2=2,

所以
2
4=

a2

b2.

又c2=a2+b2,所以
1
2=

a2

c2-a2,得
c
a= 3.

5.已知双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的右焦点为F.

若过点F 且倾斜角为60°的直线l与双曲线的右支

有且只有一个交点,则此双曲线的离心率e的取值

范围是    .

[2,+∞) 解析:由题意,知b
a≥ 3

,则b2

a2≥3,所以

c2-a2≥3a2,即c2≥4a2,所以e2=
c2

a2≥4,所以e

≥2.
故双曲线的离心率e的取值范围是[2,+∞).

6.已知双曲线的方程为2x2-y2=2,则以点A(2,3)
为中点的双曲线的弦所在的直线的方程为  
  .
4x-3y+1=0 解析:设弦的两端点分别为P(x1,

y1),Q(x2,y2),则2x2
1-y2

1=2,2x2
2-y2

2=2,两式

相减,得2(x1-x2)(x1+x2)-(y1-y2)(y1+y2)

=0.
又x1+x2=4,y1+y2=6,

所以8(x1-x2)-6(y1-y2)=0,即kPQ=
4
3.

因此直线PQ 的方程为y-3=
4
3
(x-2),即4x-
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3y+1=0.
经验证,直线4x-3y+1=0与双曲线相交.
因此所求直线方程为4x-3y+1=0.

7.已知双曲线
x2

4-
y2

b2=1
(b>0),其一条渐近线被圆(x

-3)2+y2=8截得的弦长为22,则b=    .

22 解析:依题意,x
2

4-
y2

b2=1
(b>0)的渐近线方

程为y=±
b
2x
,

不妨取渐近线l1:bx-2y=0,则圆心(3,0)到l1 的

距离d=
3b

b2+4
.

由圆的性质得 ( 3b
b2+4

)
2

+ (222 )
2

=(2 2)2,所

以b=22.

8.双曲线C:
x2

6-
y2

3=1
的右焦点为F2,直线l过点

F2 且与双曲线C 交于A,B 两点,直线l的倾斜角

为30°,O 为坐标原点.
(1)求|AB|;
(2)求△AOB 的面积.

解:(1)由题意,双曲线C:
x2

b -
y2

b =1
的右焦点为

F2(3,0).

由直线l的倾斜角为30°,得斜率k=tan30°=
3
3
,

所以直线l的方程为y=
3
3
(x-3)=

3
3x- 3.

联立直线与双曲线的方程
y=

3
3x- 3,

x2

6-
y2

3=1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

消去y,

并整理得x2+12x-36=0,易得Δ>0.

不妨设A(x1,y1),B(x2,y2),则
x1+x2=-12,

x1x2=-36.{

由弦长公式得|AB|= 1+ ( 33 )
2

× 122+4×36

=86.
(2)由题意,在△OAB 中,边AB 上的高即为原点O
到直线AB 的距离d,

y=
3
3x- 3即

3
3x-y- 3=0,

故d=
|- 3|

1+ ( 33 )
2
=
3
2
,

所以S△AOB=
1
2|AB|·d=

1
2×86×

3
2=66.
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3.3 抛物线

3.3.1 抛物线及其标准方程

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.掌握抛物线的定义、焦点及准线的概念.
2.掌握抛物线的标准方程及其推导过程.
3.掌握抛物线标准方程中p 的几何意义,并能解决简单的求抛物线标准方程的问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 抛物线的定义

把平面内与一个定点F 和一条定直线l(l不经过点

F)的距离相等的点的轨迹叫做抛物线.点F 叫做抛物

线的焦点,直线l叫做抛物线的准线.
知识点二 抛物线的标准方程

图形 标准方程 焦点坐标 准线方程

y2=2px(p>0) ( p2,0) x=-
p
2

续表

图形 标准方程 焦点坐标 准线方程

y2=-2px(p>0) (-p
2
,0) x=

p
2

x2=2py(p>0) (0,p2 ) y=-
p
2

x2=-2py(p>0) (0,-p
2 ) y=

p
2
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【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)若点P 到点F(1,0)的距离和到直线x=-1的距

离相等,则点P 的轨迹是抛物线. ( √ )
(2)若点P 到点F(1,0)的距离和到直线x+y-1
=0的距离相等,则点P 的轨迹是抛物线.

( × )
(3)若点P 到点F(1,0)的距离比到直线x=-2的

距离小1,则点P 的轨迹是抛物线. ( √ )
(4)抛物线的准线与坐标轴的交点和抛物线的焦点

关于原点对称. ( √ )
2.准线为x=1的抛物线的标准方程为 (  )
A.y2=4x B.y2=-4x
C.x2=4y D.x2=-4y

B 解析:由题意知,抛物线的焦点在x 轴的负半轴

上,p
2=1

,即p=2,

故抛物线的标准方程为y2=-4x.
3.请思考并回答下列问题:
(1)抛物线标准方程中p 的几何意义是什么?

提示:p 的几何意义是焦点到准线的距离.
(2)方程为标准方程的抛物线的结构特征是什么?

提示:顶点在坐标原点,焦点在坐标轴上.
(3)如何判断抛物线的焦点位置和开口方向?

提示:抛物线的焦点所在的坐标轴与标准方程中一

次项变量一致,开口方向取决于标准方程中一次项

系数的正负.
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求抛物线的标准方程

1.已知抛物线C 与双曲线x2-y2=1有相同的焦点,
且顶点在原点,则抛物线C 的标准方程是 (  )

A.y2=±22x B.y2=±2x

C.y2=±4x D.y2=±42x

D 解析:由已知可得双曲线的焦点为(- 2,0),

(2,0).设抛物线C 的方程为y2=±2px(p>0),

则
p
2= 2

,所以p=22,抛物线C 的标准方程为

y2=±42x.
2.已知抛物线的顶点是原点,且经过点P(-2,-4),

则该抛物线的标准方程为        .
y2=-8x 或x2=-y 解析:设抛物线的标准方

程为y2=mx(m≠0)或x2=ny(n≠0).
将P(-2,-4)分别代入,得m=-8,n=-1,所以

抛物线的标准方程为y2=-8x 或x2=-y.

3.(1)准线方程为y=
2
3

的抛物线的标准方程为  

   ;
(2)焦点在y 轴上,焦点到准线的距离为5的抛物

线的标准方程为     .

(1)x2=-
8
3y 

解析:因为抛物线的准线交y 轴

于正半轴,且p
2=

2
3
,所以p=

4
3
,所以所求抛物线

的标准方程为x2=-
8
3y.

(2)x2=10y 或x2=-10y 解析:已知抛物线的

焦点在y 轴上,故可设其方程为x2=2my(m≠0).由
焦点到准线的距离为5,知|m|=5,所以m=±5.所
以满足条件的抛物线的标准方程为x2=10y,x2=
-10y.

【探究总结】
求抛物线的标准方程的方法

(1)待定系数法,步骤如下:

(2)当抛物线的类型没有确定时,可设方程为y2=
mx(m≠0)或x2=ny(n≠0),这样可以避免分类

讨论.
抛物线定义的应用

例1 已知动圆 M 与直线y=2相切,且与定圆C:
x2+(y+3)2=1外切,设动圆圆心为M(x,y),半径

为r.
(1)点M 到定圆圆心C(0,-3)的距离与到直线y=3
的距离有什么关系?
(2)点M 的轨迹是什么? 求出其轨迹方程.
解:(1)相等.
(2)由抛物线的定义可知,动圆圆心 M 的轨迹是以

C(0,-3)为焦点,y=3为准线的一条抛物线,其方程

为x2=-12y.
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􀪋[一题多思]

思考1.设定点F(0,-2),动圆 M 过点F 且与直线

y=2相切,求动圆圆心 M(x,y)的轨迹方程.
解:由题意知,动圆圆心 M(x,y)到定点F(0,-2)
与到定直线y=2的距离相等,
所以动圆圆心 M 的轨迹是以F 为焦点,y=2为准

线的抛物线,所以动圆圆心 M(x,y)的轨迹方程为

x2=-8y.
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􀪋思考2.与抛物线的定义有关的最值问题常进行哪些

方面的转化?
提示:(1)将抛物线上的点到准线的距离化为该点到

焦点的距离,利用“两点之间线段最短”解决;
(2)将拋物线上的点到焦点的距离转化为该点到准

线的距离,利用“垂线段最短”解决.
思考3.设点P 是抛物线x2=-12y 上的一个动点,
求点P 到点A(2,0)的距离与点P 到该抛物线准线

的距离之和的最小值.
解:抛物线x2=-12y 的焦点为F(0,-3),过点P
作PP'垂直于准线y=3,垂足为P'(图略).
由抛物线 的 定 义 知 PF = PP' ,所 以 PA +

PP' = PA + PF ≥|AF|= 13.
故当P,A,F 三点共线时,|PA|+|PP'|取到最小

值为 13.

【探究总结】
抛物线定义的两种应用

(1)实现距离转化.根据抛物线的定义,抛物线上任意

一点到焦点的距离等于它到准线的距离.因此,由抛

物线的定义可以实现点到点的距离与点到直线的距

离的相互转化,从而简化某些问题.
(2)解决最值问题.求抛物线上一动点到焦点的距离

与抛物线内部另一点的距离之和的最小值时,往往用

抛物线的定义进行转化,即化折线为直线解决最值

问题.

1.已知点 P 在抛物线y2=4x 上,那么点 P 到点

Q(2,-1)的距离与点P 到抛物线焦点的距离之和

取得最小值时,点P 的坐标为 (  )

                A.14
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.14

,1
æ

è
ç

ö

ø
÷

C.(1,2) D.(1,-2)

A 解析:由题意,抛物线的方程为y2=4x,所以p
=2,焦点为F(1,0).
如图所示,过点Q 作准线x=-1的垂线,垂足为

M,交抛物线于点P,则|PF|=|PM|.

依题意可知,当P,Q,M 三点共线且点P 在中间时

所求距离和最小,
故点P 的纵坐标为-1,代入抛物线的方程,求得x

=
1
4
,

所以点P 的坐标为 1
4
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷.故选A.

2.若动点M 到点F (12,0) 的距离比它到y 轴的距离

大
1
2
,求点M 的轨迹方程.

解:当动点 M 位于y 轴上及y 轴右侧时,因为动点

M 到F (12,0) 的距离比它到y 轴的距离大
1
2
,所以

动点 M 到F (12,0) 的距离与它到直线l:x=-
1
2

的距离相等.由抛物线的定义知,动点 M 的轨迹是

以F 为焦点,l为准线的抛物线.设方程为y2=2px

(p>0),其中
p
2=

1
2
,所以p=1,故点 M 的轨迹方

程为y2=2x.
当动点 M 位于y 轴左侧时,点 M 的轨迹为x 轴的

负半轴.
综上所述,点 M 的轨迹方程为y2=2x 或y=0(x
<0).

抛物线的实际应用

例2 河上有一抛物线形拱桥,当水面距拱顶5m
时,水面宽为8m,一小船宽4m,高2m,载货后船露

出水面的部分高0.75m,问:水面上涨到与拱桥顶相

距多远时,小船开始不能通过?
解:如图,以拱桥的拱顶为坐标原点,以过拱顶且平行

于水面的直线为x 轴,建立平面直角坐标系.

设抛物线方程为x2=-2py(p>0),由题意可知,点

B(4,-5)在抛物线上,代入抛物线方程得p=
8
5
,故

x2=-
16
5y.

当船两侧和拱桥接触时,船不能通过,
因为船宽4m,则A(2,yA).

由22=-
16
5yA,得yA=-

5
4.

又知船露出水面上的部分高为0.75m,所以|yA|+
0.75=2.
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所以水面上涨到与拱顶相距2m 时,小船开始不能

通过.
【探究总结】

解决抛物线实际应用问题的五个步骤

(1)建立适当的坐标系;
(2)设出合适的抛物线标准方程;
(3)通过计算求出抛物线的标准方程;
(4)利用抛物线的性质进行计算;
(5)将计算结果还原到实际问题中,从而解决实际

问题.

1.如 图 是 抛 物 线 形 桥

拱,当水面的宽度为

4m 时,拱顶离水面

2m.若水面下降0.42
m,则水面宽为

(  )
                A.4.6m B.4.4m
C.2.2m D.4m
B 解析:如图,建立平面直角坐标系.设抛物线方

程为x2=my(m<0).

将A(2,-2)代入x2=my,得m=-2,所以x2=
-2y.代入B(xB,-2.42),得xB=2.2,故水面宽

为4.4米.故选B.
2.被称为“中国天眼”的500米口径球面射电望远镜

(FAST)是目前世界上口径最大,灵敏度最高的单

口径射电望远镜(图1).其轴截面可以看作拋物线

的一部分.某学校科技小组制作了一个FAST模

型,观测时呈口径为4m、高为1m的抛物面,则其

轴截面所在的抛物线(图2)的顶点到焦点的距离为

(  )

图1

 

图2

A.1m B.2m C.4m D.8m
A 解析:如图,以抛物线的顶点为坐标原点,对称

轴为y 轴,建立平面直角坐标系.

设抛物线的方程为x2=2py,p>0.
由题意可得抛物线上一点 A(2,1),代入抛物线方

程可得22=2p×1,所以p=2,
即抛物线方程为x2=4y,则抛物线的焦点坐标为

(0,1),故顶点到焦点的距离为1m.
故选A.
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                 1.已知M 为拋物线y2=2px(p>0)上一点,且 M 到

抛物线焦点F 的距离为4,它到y 轴的距离为3,则
p= (  )
A.4 B.3
C.2 D.1

C 解析:由题意得,MF =
p
2+xM,即4=

p
2+

3,解得p=2.故选C.
2.(多选)关于抛物线y=4x2,下列描述正确的是

(  )

A.焦点坐标为(0,1)

B.焦点坐标为 0,
1
16

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.准线方程为y=-
1
16

D.准线方程为y=-1

BC 解析:由y=4x2,得x2=
1
4y
,所以该抛物线

开口向 上,焦 点 坐 标 为 0,
1
16

æ

è
ç

ö

ø
÷,准 线 方 程 为 y=

-
1
16.
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3.如果抛物线y2=mx(m≠0)的焦点在直线3x-4y
-12=0上,那么抛物线的方程是 (  )

A.y2=12x B.y2=16x
C.y2=4x D.y2=8x
B 解析:由题知抛物线y2=mx(m≠0)的焦点在

x 轴上,又直线3x-4y-12=0与x 轴的交点为

(4,0),故抛物线的焦点为(4,0),所以抛物线的方

程为y2=16x.
4.如图,已知某盖碗的碗体和碗盖的纵截面的形状均

可近似看作抛物线的一部分,碗盖深为3cm,碗盖

口直 径 为8cm,碗 体 口 直 径 为10cm,碗 体 深

6.25cm,则盖上碗盖后,碗盖内部最高点到碗体内

部最低点的距离为(碗和碗盖的厚度忽略不计)
(  )

A.5cm B.6cm
C.7cm D.8.25cm
C 解析:以碗体的最低点为原点,向上方向为y
轴,建立如图所示的平面直角坐标系.

设碗体的抛物线方程为x2=2py(p>0),将(5,
6.25)代入,得52=2p×6.25,
解得p=2,则x2=4y.
设盖上碗盖后,碗盖内部最高点到碗体内部最低的

距离为hcm,
则两抛物线在第一象限的交点为(4,h-3),代入

x2=4y,得42=4(h-3),解得h=7.
5.已知抛物线C:y2=x 的焦点为F,A(x0,y0)是C

上一点,|AF|=
5
4x0,则x0 等于 (  )

A.4 B.2 C.1 D.8

C 解析:如图,易知F 1
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,准线l的方程为x=

-
1
4.

过点A 作AA'⊥l,垂足为A',则|AF|=|AA'|,

即
5
4x0=x0+

1
4
,所以x0=1.

6.已知抛物线的焦点在y 轴上,顶点为坐标原点O,
且经过点P(x0,2).若点P 到该抛物线焦点的距离

为4,则该抛物线的方程为    .
x2=8y 解析:因为抛物线的焦点在y 轴上,顶点

为坐标原点O,且经过点P(x0,2),
所以可设抛物线的标准方程为x2=2py(p>0).

由抛物线的定义可得2+
p
2=4

,解得p=4.

所以抛物线的方程为x2=8y.

7.(2023·全国乙卷)已知点A(1,5)在抛物线C:y2

=2px 上,则A 到C 的准线的距离为    .
9
4 

解析:由题意可得(5)2=2p×1,则2p=5,抛

物线的方程为y2=5x,

准线方程为x=-
5
4
,故A 到C 的准线的距离为1

- -
5
4

æ

è
ç

ö

ø
÷=
9
4.

8.已知抛物线y2=2px(p>0)的焦点为F,P,Q 是

抛物线上的两个点.若△PQF 是边长为2的正三角

形,求p 的值.

解:依题意得 F p
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,设P

y2
1

2p
,y1

æ

è
ç

ö

ø
÷,Q

y2
2

2p
,y2

æ

è
ç

ö

ø
÷

(y1≠y2).

由抛 物 线 定 义 及|PF|=|QF|,得
y21
2p
+

p
2=

y22
2p

+
p
2
,

所以y21=y22,所以y1=-y2.
又|PQ|=2,

因此|y1|=|y2|=1,不妨令点P 1
2p
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷.

又点P 位于该抛物线上,

由抛物线的定义得|PF|=
1
2p
+
p
2=2

,

解得p=2± 3.

1.(多选)下列关于抛物线y2=10x 的说法正确的有

(  )

                 A.焦点在x 轴上

B.抛物线上横坐标为1的点到焦点的距离等于6
C.焦点到准线的距离为5
D.由原点向过焦点的直线作垂线,垂足坐标可能为

(2,1)
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ACD 解析:抛物线y2=10x 的焦点在x 轴上,A
满足.设 M(1,y0)是抛物线y2=10x 上 一 点,则

|MF|=1+
p
2=1+

5
2=

7
2≠6

,B不满足.因为y2

=10x 中p=5,所以焦点到准线的距离为5,C满

足.由于抛物线y2=10x 的焦点为 5
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,设过该

焦点的直线方程为y=kx-
5
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,若由原点向该直

线作垂线,垂足为(2,1),则k=-2,此时直线存在,

D满足.
2.已知A(4,-2),F 为抛物线y2=8x 的焦点,点 M

在抛物线上移动,当 MA + MF 取最小值时,点

M 的坐标为 (  )

A.(0,0) B.(1,-22)

C.(2,-2) D.12
,-2

æ

è
ç

ö

ø
÷

D 解析:如图所示,过点 M 作准线l的垂线,垂足

为E,由抛物线的定义知 MF = ME .

当点 M 在抛物线上移动时,ME + MA 的值在

变化,显然 M 移动到M'时,A,M',E'三点共线,此
时 ME + MA 的值最小,AM∥Ox.把y=-2

代入y2=8x,得x=
1
2
,

所以当 MA + MF 取最小值时,点 M 的坐标

为 1
2
,-2

æ

è
ç

ö

ø
÷.

3.(多选)已知O 为坐标原点,M(1,2),P 是抛物线

C:y2=2px(p>0)上的一点,F 为其焦点,若F 与

双曲线
x2

3-y
2=1的右焦点重合,则下列说法正确

的有 (  )

A.若|PF|=6,则点P 的横坐标为6
B.该抛物线的准线被双曲线所截得的线段的长度

为
3
3

C.若△POF 的外接圆与抛物线C 的准线相切,则
该圆面积为9π

D.△PMF 周长的最小值为3+ 5
CD 解析:由双曲线方程知F(2,0),所以抛物线

C:y2=8x.

对于A,设P(x0,y0),则 PF =x0+2=6,解得

x0=4,A错误;

对 于 B,抛 物 线 准 线 方 程 为 x = -2,由

x2

3-y
2=1,

x=-2

ì

î

í

ïï

ïï

得y=±
3
3
,

所以抛 物 线 的 准 线 被 双 曲 线 截 得 的 线 段 长 度 为

23
3
,B错误;

对于C,因为△POF 外接圆圆心在线段OF 的中垂

线上,则其横坐标为1,

又该圆与抛物线准线相切,所以该圆的半径r=1+
2=3,所以该圆的面积S=πr2=9π,C正确;

对于D,设P 和M 在准线上的射影分别为P',M',

由抛物线定义知 PF = PP' ,

则 PF + PM = PP' + PM ≥ MM' (当
且仅当 M,P,P'三点共线时取等号,此时P',M'重

合),

又 MM' = 1 + 2 = 3, MF =

(1-2)2+(2-0)2= 5,

所以△PMF 周长的最小值为3+ 5,D正确.
4.在同一平面直角坐标系中,方程a2x2+b2y2=1与

ax+by2=0(a>b>0)表示的曲线可能是 (  )

      A       B

      C       D
D 解析:方程a2x2+b2y2=1与ax+by2=0可化

为
x2

1
a2

+
y2

1
b2
=1与y2=-

a
bx.

因为a>b>0,所以
1
a2<

1
b2
,-

a
b<0.

所以椭圆的焦

点在y 轴上,抛物线的焦点在x 轴负半轴上.
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5.抛物线y2=2x 上的两点A,B 到焦点的距离之和

是5,则线段AB 的中点到y 轴的距离是    .

2 解析:设抛物线y2=2x 的焦点为F 1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,准

线方程为x=-
1
2
,设 A(x1,y1),B(x2,y2),则

|AF|+|BF|=x1+
1
2+x2+

1
2=5

,解得x1+x2

=4,所以线段AB 的中点的横坐标为2.故线段AB
的中点到y 轴的距离是2.

6.O 为坐标原点,F 为抛物线C:y2=42x 的焦点,

P 为C 上一点.若|PF|=42,则△POF 的面积为

    .

23 解析:抛物线C 的准线方程为x=- 2,焦

点F(2,0),由|PF|=42及抛物线的定义知,xP

=32,从而yP=±26,

所以S△POF=
1
2|OF|

·|yP|=
1
2× 2×2 6=

23.
7.分别求满足下列条件的抛物线的标准方程.
(1)准线方程为2y+4=0;
(2)过点(3,-4);

(3)焦点在直线x+3y+15=0上.
解:(1)准线方程为2y+4=0,即y=-2,则抛物线

的焦点坐标为(0,2),

所以所求抛物线的标准方程为x2=8y.
(2)设所求抛物线的标准方程为y2=mx(m≠0)或

x2=ny(n≠0),

则(-4)2=3m,解得 m=
16
3
,或32=-4n,解得n

=-
9
4
,

所以所求抛物线的标准方程为y2=
16
3x 或x2=

-
9
4y.

(3)直线x+3y+15=0交y 轴于点(0,-5),则以

(0,-5)为 焦 点 的 抛 物 线 的 标 准 方 程 为 x2=

-20y;

直线x+3y+15=0交x 轴于点(-15,0),则以

(-15,0)为 焦 点 的 抛 物 线 的 标 准 方 程 为 y2=

-60x.
所以所求抛物线的标准方程为x2=-20y 或y2=

-60x.
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3.3.2 抛物线的简单几何性质

第1课时 抛物线的简单几何性质

学习任务目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.掌握抛物线的几何性质.
2.会判断直线与抛物线的位置关系.
3.能利用方程及数形结合思想解决与抛物线的弦有关的问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

【知识清单】
知识点一 抛物线的几何性质

类型
y2=2px
(p>0)

y2=
-2px
(p>0)

x2=2py
(p>0)

x2=
-2py
(p>0)

图象

续表

性

质

焦点 F( p2,0) F(-p
2
,0) F (0,p2 ) F(0,-p

2 )

准线 x=-
p
2 x=

p
2 y=-

p
2 y=

p
2

范围
x≥0,
y∈R

x≤0,
y∈R

x∈R,
y≥0

x∈R,
y≤0

对称

轴
x 轴 y 轴

顶点 O(0,0)

离心

率
e=1

开口

方向
向右 向左 向上 向下
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知识点二 直线与抛物线的位置关系

直线y=kx+b(k,b∈R)与抛物线y2=2px(p>0)
的位置关系及判定方法如下表:

位置关系 公共点情况 判定方法

相交
有 一 个 或 两 个

公共点
k=0或

k≠0,

Δ>0{

相切
有 且 只 有 一 个

公共点
Δ=0

相离 无公共点 Δ<0

其中,Δ 为联立直线与抛物线的方程,消去y 后得到

的关于x 的一元二次方程的根的判别式.
【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)抛物线x2=2py(p>0)有一条对称轴为y 轴.

( √ )
(2)抛物线只有一个焦点,一条对称轴,无对称中心.

( √ )
(3)抛物线的标准方程虽然各不相同,但是其离心

率都相同. ( √ )
(4)抛物线方程x2=4y 与y2=4x 中,x,y 的范围

是不同的,但是两条抛物线的焦点到准线的距离是

相同的,离心率也相同. ( √ )

2.直线y=kx+2与抛物线y2=8x 有且只有一个公

共点,则k=    .
0或1 解析:当k=0时,直 线 与 抛 物 线 有 唯 一

交点.
当k≠0时,将y=kx+2代入y2=8x,得k2x2+
4(k-2)x+4=0.
由题意Δ=16(k-2)2-16k2=0,解得k=1.
综上,k=0或k=1.

3.请思考并回答下列问题:
(1)若一条直线与抛物线只有一个公共点,则二者

一定相切吗?
提示:不一定.当直线与抛物线的对称轴平行或重

合时,也只有一个公共点,此时二者不相切.
(2)掌握抛物线的性质,重点应抓住“两点”“两线”
“一率”“一方向”,它们分别指的是什么?
提示:“两点”是指抛物线的焦点和顶点;“两线”是
指抛物线的准线和对称轴;“一率”是指离心率;“一
方向”是指抛物线的开口方向.
(3)抛物线的性质与椭圆和双曲线的性质的主要区

别有哪些?
提示:抛物线的离心率等于1,它只有一个焦点、一
个顶点、一条对称轴和一条准线,它没有中心,通常

称抛物线为无心圆锥曲线,而称椭圆和双曲线为有

心圆锥曲线.
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                抛物线几何性质的应用

1.设F 为抛物线C:y2=4x 的焦点,曲线y=
k
x
(k>

0)与C 交于点P,PF⊥x 轴,则k= (  )

A.
1
2 B.1 C.

3
2 D.2

D 解析:因为抛物线方程是y2=4x,所以 F(1,
0).又因为PF⊥x 轴,所以P(1,2).

把点P 的坐标代入曲线方程y=
k
x
(k>0),即

k
1=

2,所以k=2.
2.已知点P(x,y)在抛物线y2=4x 上,则z=x2+
1
2y

2+4的最小值为    .

4 解析:z=x2+
1
2y

2+4=x2+2x+4=(x+1)2

+3.因为y2=4x≥0,所以x∈[0,+∞),
所以当x=0时,zmin=4.

3.已知双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的两条渐近线

与抛物线y2=2px(p>0)的准线分别交于A,B 两

点,O 为坐标原点.若双曲线的离心率为2,△AOB

的面积为 3,求抛物线的标准方程.

解:由已知得
c
a=2

,所以
a2+b2

a2 =4,解得
b
a= 3

,

即双曲线的渐近线方程为y=± 3x.

而抛物线的准线方程为x=-
p
2
,

不妨设A (-p
2
,-
3p
2 ),B (-p

2
,3p
2 ),

从而△AOB 的面积为
1
2

· 3p·p
2= 3

,可得p

=2,所以抛物线的标准方程为y2=4x.
【探究总结】
抛物线的几何性质在解决与抛物线有关的问题时具

有广泛的应用.在解题时,应先注意开口方向、焦点位

置,确定标准方程形式,然后利用条件求解.要注意运

用数形结合思想,根据抛物线的定义,将抛物线上的

点到焦点的距离与到准线的距离相互转化.
直线与抛物线的位置关系

例1 已知抛物线C:y2=-2x,过点P(1,1)的直线

l的斜率为k,当k取何值时,l与C 有且只有一个公

共点? 有两个公共点? 无公共点?

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—502—



解:设直线l:y-1=k(x-1),将x=-
y2

2
代入整理

得ky2+2y+2k-2=0.

①当k=0时,把y=1代入y2=-2x,得x=-
1
2
,

此时l与C 只有一个公共点 (-12,1) .
②当k≠0时,
Δ=4-4k(2k-2)=-8k2+8k+4.

由Δ=0,得k=
1± 3
2

,此时l与C 有且只有一个公

共点;

当
1- 3
2 <k<

1+ 3
2

且k≠0时,Δ>0,l与C 有两个

公共点;

当k<
1- 3
2

或k>
1+ 3
2

时,Δ<0,此时l与C 无公

共点.

综上,当k=0或k=
1± 3
2

时,l与C 有且只有一个

公共点;当1- 3
2 <k<0或0<k<

1+ 3
2

时,l 与C

有两个公共点;当k<
1- 3
2

或k>
1+ 3
2

时,l 与C

无公共点.
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思考 求抛物线C:y2=12x 上的点到直线x-y+
12=0的最小距离.
解:易知直线x-y+12=0与抛物线C:y2=12x
相离.
设直线y=x+m 与抛物线C:y2=12x 相切,联立

y=x+m,

y2=12x,{ 消去x,得y2-12y+12m=0,所以Δ

=144-48m=0,解得m=3.
所以直线y=x+3与x-y+12=0的距离d=

|12-3|
2

=
92
2 .

故抛物线上的点到直线x-y+12=0的最小距离

为
92
2 .

【探究总结】
直线与抛物线交点个数的判断方法

设直线l:y=kx+m(k,m∈R),抛物线:y2=2px(p>
0).
将直线方程与抛物线方程联立,消去y 后得到关于x
的方程k2x2+(2km-2p)x+m2=0.
(1)若k≠0,
当Δ>0时,直线与抛物线相交,有两个交点;

当Δ=0时,直线与抛物线相切,有一个交点;
当Δ<0时,直线与抛物线相离,无交点.
(2)若k=0,直线与抛物线有一个交点,此时直线平

行于抛物线的对称轴或与对称轴重合.

已知抛物线C:y2=mx(m>0)的焦点为F,以F 和

C 的准线上的两点为顶点可以构成边长为
43
3

的等

边三角形.
(1)求C 的方程;
(2)讨论过点(-2,1)的直线l与C 的交点个数.

解:(1)由题意得焦点F(m4,0),准线方程为x=-
m
4.

以F 和C 的准线上的两点为顶点可以构成边长为

43
3

的等边三角形,

则这个等边三角形的高为 (433 )
2

- (12×
43
3 )

2

=2,

即焦点到准线的距离 m
2 =2,解得 m=4(负值舍

去),
所以C 的方程为y2=4x.
(2)若直线l的斜率存在,设l的方程为y-1=k(x
+2).

由方程组
y-1=k(x+2),

y2=4x,{ 可得ky2-4y+4(2k+

1)=0.

①当k=0时,解得x=
1
4
,y=1,此时方程只有一个

实数解,l与C 只有一个公共点;
②当k≠0时,Δ=-16(2k2+k-1),

由Δ=0,解得k=-1或k=
1
2
,此时方程有两个相

等的实数解,l与C 只有一个公共点;

由Δ>0,解得-1<k<0或0<k<
1
2
,此时方程有两

个不等的实数解,l与C 有两个公共点;

由Δ<0,解得k<-1或k>
1
2
,此时方程没有实数

解,l与C 没有公共点;
若直线l的斜率不存在,则直线l的方程为x=-2,
易知l与C 没有公共点.
综上所述,当l的方程为x=-2或l的斜率k<-1

或k>
1
2

时,l与C 的交点个数为0;当l的斜率k=0

或k=-1或k=
1
2

时,l与C 的交点个数为1;当l的

斜率k∈(-1,0)∪ (0,12 ) 时,l与C 的交点个数为2.
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与抛物线的弦有关的问题

例2 若直线y=kx-2与抛物线y2=8x 交于A,B
两点,且线段 AB 中点的横坐标为2,求此直线的

方程.
解:(方法一)设A(x1,y1),B(x2,y2),

则由
y=kx-2,

y2=8x,{ 可得k2x2-(4k+8)x+4=0.

因为直线与抛物线相交于两点,
所以k≠0且Δ>0,即k>-1且k≠0.

因为 线 段 AB 中 点 的 横 坐 标 为2,所 以
x1+x2

2 =

4k+8
2k2 =2

,解得k=2或k=-1(舍去).

故所求直线方程为y=2x-2.
(方法二)设A(x1,y1),B(x2,y2),则有y2

1=8x1,y2
2

=8x2.
两式作差,得(y1-y2)(y1+y2)=8(x1-x2).

即
y1-y2

x1-x2
=

8
y1+y2

.

因为x1+x2=4,所以y1+y2=kx1-2+kx2-2=
k(x1+x2)-4=4k-4.

所以k=
8

4k-4
,故k=2或k=-1.

而当k=-1时,直线y=-x-2与抛物线y2=8x
只有一个交点,不合题意.
从而所求直线的方程为y=2x-2.
【探究总结】
直线与抛物线相交问题,可联立直线与抛物线的方

程,消元后利用一元二次方程根与系数的关系列方程

求解.若已知条件与直线斜率及弦的中点坐标有关,
则可考虑利用“点差法”求解.

1.已知抛物线C 的顶点为坐标原点,焦点在x 轴上,

直线y=x 与抛物线C 交于A,B 两点.若P(2,2)
为AB 的中点,求抛物线C 的方程.
解:由题意可设抛物线C 的方程为y2=2px(p>
0),A(x1,y1),B(x2,y2),

则
y2
1=2px1,①

y2
2=2px2,②{

②-①并整理得
y2-y1

x2-x1
=
2p

y1+y2
.

又
y2-y1

x2-x1
=1,y1+y2=4,所以2p=4.

因此抛物线C 的方程为y2=4x.
2.若抛物线y2=4x 与直线y=x-4相交于不同的

两点A,B,O 为原点,求证:OA⊥OB.
证明:因为直线y=x-4与抛物线相交于不同的两

点A,B,
所以可设A(x1,y1),B(x2,y2),

由
y2=4x,
y=x-4,{ 消去y,得x2-12x+16=0.

则有Δ>0,x1+x2=12,x1x2=16,y1=x1-4,y2

=x2-4.

因为OA
→
=(x1,y1),OB

→
=(x2,y2),且OA

→·OB
→
=

x1x2+y1y2=x1x2+(x1-4)(x2-4)=x1x2+
x1x2-4(x1+x2)+16=16+16-4×12+16=0,

所以OA
→
⊥OB
→,即OA⊥OB.
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                1.直线y=k(x-1)+2与抛物线x2=4y 的位置关

系为 (  )

A.相交 B.相切

C.相离 D.不能确定

A 解析:直线y=k(x-1)+2过定点(1,2),因为

12<4×2,

所以(1,2)在抛物线x2=4y 内部,所以直线y=
k(x-1)+2与抛物线x2=4y 相交.故选A.

2.若抛物线y2=x 上一点P 到准线的距离等于它到

顶点的距离,则点P 的坐标为 (  )

A.1
4
,±
2
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ B.1

8
,±
2
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

C.1
4
,2
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ D.1

8
,2
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

B 解析:设点P 的坐标为(a2,a),依题意可知抛

物 线 的 准 线 方 程 为 x = -
1
4
,则 a2 +

1
4 =
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a4+a2,解得a=±
2
4
,所以点P 的坐标为 (18,

±
2
4 ) .

3.设O 为坐标原点,F 为抛物线y2=4x 的焦点,A 为

抛物线上一点.若OA→·AF→=-4,则点A 的坐标为

(  )

A.(2,±2 2) B.(1,±2)

C.(1,2) D.(2,22)

B 解析:设A(x,y)(x>0),则y2=4x.①
又OA→=(x,y),AF→=(1-x,-y),

所以OA→·AF→=x-x2-y2=-4.②
由①②可解得x=1,y=±2,所以点 A 的坐标为

(1,±2).

4.等腰直角三角形AOB 内接于抛物线y2=2px(p>
0),O 为抛物线的顶点,OA⊥OB,则△AOB 的面

积是 (  )

A.8p2 B.4p2

C.2p2 D.p2

B 解析:因为抛物线的对称轴为x 轴,内接三角形

AOB 为等腰直角三角形,所以由抛物线的对称性,

知直线 AB 与抛物线的对称轴垂直,不妨设直线

OA 与x 轴的夹角为45°.

由方 程 组
y=x,

y2=2px,{ 得
x=0,

y=0{ (舍)或
x=2p,

y=2p,{ 所

以A,B 两点的坐标分别为(2p,2p)和(2p,-2p).

所以|AB|=4p,所以S△AOB=
1
2×4p×2p=4p

2.

5.抛物线y2=ax 上有一点P(3,m),它到焦点的距离

等于4,则a=    ,m=    .

4 ±23 解析:由题意,得a>0且

3a=m2,

3+
a
4=4

,

ì

î

í

ïï

ïï

所

以a=4,m=±23.

6.在边长为1的等边三角形AOB 中,O 为坐标原点,

AB⊥x 轴,以O 为顶点且过A,B 的抛物线的方程

是 .

y2=±
3
6x 解析:设抛物线方程为y2=ax(a≠

0).不妨设A (± 32,
1
2 ),则有

1
4=±

3
2a,解得a=

±
3
6
,所以所求抛物线的方程为y2=±

3
6x.

7.已知F 是抛物线C:y2=8x 的焦点,M 是C 上一

点,FM 的延长线交y 轴于点N.若 M 是FN 的中

点,则 FN =    .
6 解析:如图,过点 M 作MM'⊥y 轴,垂足为 M',

OF =2.

因为 M 为FN 的中点,所以 MM' =1,所以 M 到

准线的距离d= MM' +
p
2=3

,所以 MF =3,

所以 FN =6.

8.已知拋物线C:x2=2py(p>0),C 的一条切线的

方程为x-y-1=0,则C 的准线方程为    .

y+1=0 解析:由
x2=2py,

x-y-1=0,{ 消去y,得x2-

2px+2p=0.
由题意Δ=(-2p)2-4×2p=0,解得p=2,则抛

物线的方程为x2=4y,

所以抛物线的准线方程为y=-1,即y+1=0.

1.抛物线y=-x2 上的点到直线4x+3y-8=0的

距离的最小值是 (  )

                
A.
4
3 B.

7
5

C.
8
5 D.3

A 解析:设抛物线y=-x2 上一点(m,-m2),该

点 到 直 线 4x +3y -8=0 的 距 离 d =

|4m-3m2-8|
5 =

3m-
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
20
3

5
,当m=

2
3

时,

d 取得最小值为
4
3.

2.(多选)设M(x0,y0)为抛物线C:x2=8y 上一点,

F 为抛物线C 的焦点,以F 为圆心、|FM|为半径

的圆和抛物线C 的准线相交,则y0的值可能是

(  )

A.0 B.2
C.4 D.6

CD 解析:由抛物线C:x2=8y 知p=4,所以焦点
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为F(0,2),准线方程为y=-2.
由抛物线的定义,得|FM|=y0+2,因为以F 为圆

心、|FM|为半径的圆与准线相交,且圆心F(0,2)
到准线y=-2的距离为4,所以4<y0+2,从而y0

>2.
3.(数学文化)《九章算术》是我国古代内容极为丰富

的数学著作,第九章“勾股”讲述了勾股定理及其一

些应用,其中将直角三角形的斜边称为“弦”,短直

角边称为“勾”,长直角边称为“股”.设点F 是抛物

线y2=2px(p>0)的焦点,l是该抛物线的准线,过
抛物线上一点A 作准线l的垂线AB,垂足为B,射
线AF 交准线l于点C.若Rt△ABC的“勾”AB =

3,“股”BC =33,则抛物线的方程为     .

y2=3x 解析:如 图,由 题 意 可 知,AB =3,

BC =33,

可得 AC = 32+(33)2=6,所以∠CAB=60°.
由抛物线的定义知 AB = AF ,所以△ABF 是

等边三角形,即|BF|=|AB|=3,∠ABF=60°,故

∠CBF=30°.

所以
p
2- -

p
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=p=

1
2 BF =

1
2×3=

3
2
,所以

抛物线的方程是y2=3x.

4.已知直线l:3x-y-a=0与抛物线x2=4y 交于

P,Q 两点,过P,Q 分别作l的垂线与y 轴交于M,

N 两点.若 MN =
163
3
,则a=    .

2 解析:根据题意作图如下.

设直线l 的 倾 斜 角 为θ,则θ=
π
3
,易 知 PQ =

MN sinθ=8,

联立
x2=4y,

y= 3x-a,{ 得x2-43x+4a=0,Δ>0.

设P,Q 的横坐标分别为x1,x2,则
x1+x2=43,

x1x2=4a.{
由 弦 长 公 式 得 PQ = 1+3 ·

(x1+x2)2-4x1x2=2 48-16a=8,

得a=2,且Δ=(43)
2
-4×8=16>0,符合题意.

5.若过点P(0,-1)的直线l与抛物线y2=2x 恰有

一个公共点,则直线l的方程为       .

x=0或y=-1或x+2y+2=0 解析:当直线l
的斜率不存在或为0时,显然满足题意,此时直线l
的方程为x=0或y=-1.
当直线l的斜率存在且不为0时,设直线l的方程

为y=kx-1.

由
y=kx-1,

y2=2x,{ 消去y 整理得k2x2-(2k+2)x+1

=0.
由Δ=(2k+2)2-4k2=0,得8k+4=0,即k=

-
1
2
,此时直线l的方程为y=-

1
2x-1

,即x+2y

+2=0.
综上,直线l的方程为x=0或y=-1或x+2y+

2=0.

6.抛物线x2=2py(p>0)的焦点为F,其准线与双曲

线
x2

3-
y2

3=1
相交于A,B 两点.若△ABF 为等边

三角形,则p=    .

6 解析:因为抛物线x2=2py 的准线y=-
p
2

和

双曲线
x2

3 -
y2

3 =1
相 交,交 点 的 横 坐 标 为 x=

± 3+
p2

4
,所以由等边三角形的性质及抛物线的

定义,得2 3+
p2

4 ×
3
2=p

,解得p=6或p=-6

(舍).

7.设抛物线y2=4x 的焦点为F,准线为l.已知点C 在

l上,以C 为圆心的圆与y 轴的正半轴相切于点A.
若∠FAC=120°,则圆的方程为        .

(x+1)2+(y- 3)2=1 解析:由y2=4x 可得点

F 的坐标为(1,0),准线l的方程为x=-1.
由圆心C 在l上,且圆C 与y轴正半轴相切(如图),
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可得点C 的横坐标为-1,圆的半径为1,∠CAO=
90°.又因为∠FAC=120°,所以∠OAF=30°,所以

|OA|= 3,所以点C 的纵坐标为 3.

所以圆的方程为(x+1)2+(y- 3)2=1.
8.设A,B 为曲线C:y2=4x 上两点,A 与B 的横坐

标之和为4.
(1)若A 与B 的纵坐标之和为4,求直线 AB 的

方程.
(2)证明:线段AB 的垂直平分线过定点.
(1)解:由题意可得直线AB 的斜率不为0,设直线

AB 方程为x=my+t,A(x1,y1),B(x2,y2),

联立
y2=4x,

my=x-t,{ 化为y2-4my-4t=0,

Δ=16m2+16t>0,

所以y1+y2=4m=4,y1y2=-4t,

解得m=1.
所以x1+x2=my1+t+my2+t=1×4+2t=4,

解得t=0.
所以直线AB 的方程为y=x,即x-y=0.
(2)证明:设直线AB 的方程为x=my+t,线段AB
的中点为M(x0,y0),

x0=
4
2=2

,y0=
y1+y2

2 =2m,

则线段AB 的垂直平分线的方程为y-2m=-m(x

-2),

化为y=-mx+4m=-m(x-4),

可得线段AB 的垂直平分线经过定点(4,0).
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第2课时 抛物线几何性质的应用

学习任务目标
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􀪋

􀪋
􀪋

1.能利用抛物线的性质解决与抛物线有关的问题.
2.能利用方程与数形结合思想解决焦点弦问题.
3.能解决直线与圆锥曲线的综合应用问题.
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【知识清单】

知识点 抛物线的焦点弦

设抛物线y2=2px(p>0),AB 为过焦点的一条弦,

A(x1,y1),B(x2,y2),AB 的中点为M(x0,y0),则
有以下结论:
(1)以AB 为直径的圆与准线相切;

(2)|AB|=2(x0+
p
2 )(焦点弦长与中点坐标的关

系);
(3)|AB|=x1+x2+p;
(4)A,B 两点的横坐标之积、纵坐标之积为定值,即

x1x2=
p2

4
,y1y2=-p2.

【概念辨析】

1.判断正误(正确的打“√”,错误的打“×”).
(1)抛物线没有渐近线. (  )

√ 提示:渐近线是圆锥曲线中双曲线的特有性

质,抛物线没有渐近线.

(2)过抛物线的焦点且垂直于抛物线对称轴的弦的

长为p. (  )

× 提示:过抛物线的焦点且垂直于对称轴的弦长

为2p,此弦长也称为通径长.
(3)若一条直线与抛物线只有一个公共点,则二者

一定相切. (  )

× 提示:当直线与抛物线的对称轴平行或重合

时,也只有一个公共点,此时不相切.
(4)抛物线y2=2px(p>0)的图象上的点的横坐标

的取值范围是[0,+∞). (  )

√ 提示:因为p>0,y2≥0,所以x≥0.
2.已知过抛物线y2=2px(p>0)的焦点F 的直线交

抛物线于A,B 两点,则称AB 为抛物线的焦点弦.
设A(x1,y1),B(x2,y2),由抛物线的定义知,

AF =    ,BF =    ,故 AB =
    .

x1+
p
2 x2+

p
2 x1+x2+p 解析:如图,过点
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A,B 作准线的垂线,垂足分别为C,D.

由抛物线 的 定 义 可 知,AF = AC =x1+
p
2
,

BF = BD =x2+
p
2
,

所以 AB = AF + BF =x1+x2+p.

3.过抛物线y=
1
4x2 的焦点F 的直线交抛物线于

A,B 两点,若弦AB 中点的纵坐标为2,则 AB =
    .

6 解析:由 y=
1
4x2,得 x2=4y,所 以 焦 点 为

F(0,1),准线为l:y=-1.
设弦AB 中点的纵坐标为y0=2,

故 AB =yA+yB+2=2y0+2=6.
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抛物线几何性质的应用

例1 已知直线l 过原点,抛物线C 的顶点在原点,
焦点在x 轴的正半轴上,且点A(-1,0)和点B(0,
8)关于直线l的对称点都在C 上,求直线l和抛物线

C 的方程.
解:设抛物线C 的方程为y2=2px(p>0),直线l的

方程为y=kx(k≠0).
(方法一)设点A(-1,0),B(0,8)关于直线l的对称

点分别为A'(x1,y1),B'(x2,y2).

由

y1

2=k
·x1-1
2
,

y1

x1+1
·k=-1,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

得
x1=

k2-1
k2+1

,

y1=
-2k

k2+1
;

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

由

y2+8
2 =k·x2

2
,

y2-8
x2

·k=-1,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

得
x2=

16k
k2+1

,

y2=
8(k2-1)
k2+1 .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

因为A',B'在抛物线C 上,

所以

4k2
(k2+1)2=2p

·k2-1
k2+1

,

64(k2-1)2
(k2+1)2 =2p

·16k
k2+1

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

两式 相 除,消 去 p,整 理 得 k2-k-1=0,故 k

=
1± 5
2 .

由x2=
16k

k2+1>0
,得k>0,从而k=

1+ 5
2 .

把k=
1+ 5
2

代 入
64(k2-1)2
(k2+1)2 =2p

· 16k
k2+1

,得 p

=
25
5 .

所以直线l的方程为y=
1+ 5
2 x,抛物线C 的方程

为y2=
45
5x.

(方法二)设点A,B 关于l的对称点分别为A'(x1,

y1),B'(x2,y2),OB'→与x 轴正方向的夹角为α.
依题意,有|OA'|=|OA|=1,|OB'|=|OB|=8,
故x2=8cosα,y2=8sinα.
由∠BOA=90°,知∠B'OA'=90°,
所以x1=cos(α-90°)=sinα,y1=sin(α-90°)=
-cosα.
所以A'(sinα,-cosα),B'(8cosα,8sinα).
将A',B'的坐标代入抛物线方程,

得
cos2α=2psinα,
64sin2α=16pcosα,{

所以8sin3α=cos3α,即tanα=
1
2.

从而sinα=
5
5
,cosα=

25
5
,所以p=

25
5
,得抛物

线C 的方程为y2=
45
5x.

又直线l平分∠B'OB,得l的倾斜角为α+
90°-α
2 =

α
2+45°.

所以k=tanα
2+45°

æ

è
ç

ö

ø
÷=

sin
α
2

cos
α
2

+1

1-
sin

α
2

cos
α
2

=
sin

α
2+cos

α
2

cos
α
2-sin

α
2

=
1+sinα
cosα =

1+ 5
2 .

所以直线l的方程为y=
1+ 5
2 x.
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【探究总结】
对称问题,利用基本方法,虽然思路明确,但是运算量

大,若不仔细,难以求得正确结果;利用对称图形的性

质,技巧性较强,一时难以想到求解方法,但可简化运

算,避免出错.

                1.已知抛物线C:y2=-2px(p>0)的焦点为 F,
M(-1,y0)是抛物线上一点,过点 M 向抛物线C
的准线作垂线,垂足为 D.若△MDF 为等边三角

形,则p 的值为 (  )

A.
2
3 B.

3
4 C.1 D.2

A 解析:抛物线C:y2=-2px(p>0),焦点为

F -
p
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,准线为l:x=

p
2
,

M(-1,y0)是抛物线上一点,则y2
0=2p,根据抛物

线的对称性,不妨令y0= 2p,

则D p
2
,2p

æ

è
ç

ö

ø
÷.

由于△MDF 为等边三角形,则有|MF|=|MD|
=|FD|,

即有1+
p
2= 2p+p2,可得p=

2
3
(负值舍去).

故选A.
2.正三角形的一个顶点位于坐标原点,另外两个顶点

在抛物线y2=2px(p>0)上,求这个正三角形的

边长.
解:如图,设正三角形OAB 的顶点A,B 在拋物线

上,且坐标分别为(x1,y1),(x2,y2),则y2
1=2px1,

y2
2=2px2.

又|OA|=|OB|,所以x2
1+y2

1=x2
2+y2

2,即x2
1-

x2
2+2px1-2px2=0,(x2

1-x2
2)+2p(x1-x2)

=0,
(x1-x2)(x1+x2+2p)=0.
因为x1>0,x2>0,2p>0,所以x1=x2.
由此可得|y1|=|y2|,即线段AB 关于x 轴对称.
因为AB 垂直于x 轴且∠AOx=30°,

所以
y1

x1
=tan30°=

3
3.

因为x1=
y2
1

2p
,所以y1=23p.

所以|AB|=2y1=43p.

抛物线的焦半径和焦点弦

                例2 (1)过抛物线y2=4x 的焦点F 的直线l与抛

物线交于A,B 两点,若|AF|=2|BF|,则|AB|等于

(  )

A.4 B.
9
2 C.5 D.6

(2)设F 为抛物线C:y2=3x 的焦点,过点F 且倾斜角

为30°的直线交C 于A,B 两点,则 AB =    .
(1)B 解析:(方法一)易知直线l 的斜率存在,设
A(x1,y1),B(x2,y2),直线l 的方程为y=k(x-
1),将其代入抛物线方程得,k2x2-(2k2+4)x+k2

=0,Δ=(2k2+4)2-4k4>0,则x1x2=1.
又由|AF|=2|BF|,可知x1+1=2(x2+1),

解得x1=2,x2=
1
2
,

所以|AB|=x1+x2+p=
9
2.

(方法二)由|AF|=2|BF|,可知
1

|AF|+
1

|BF|=

3
2|BF|=

2
p
=1,

所以|BF|=
3
2
,|AF|=3,

所以|AB|=|AF|+|BF|=
9
2.

(2)12 解析:(方 法 一)由 题 意 知 抛 物 线 焦 点

F 3
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,所 以 直 线 AB:y =

3
3 x-

3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷.由

y2=3x,

y=
3
3 x-

3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷,

ì

î

í

ïï

ïï

得x2-
21
2x+

9
16=0

,Δ>0.

设A(x1,y1),B(x2,y2),则由抛物线的几何性质,

得|AB|=x1+x2+p=
21
2+

3
2=12.

(方法二)易知2p=3,因为|AB|=
2p
sin2θ

,θ=30°,所

以|AB|=
3

sin230°=12.

【探究总结】
抛物线焦点弦的相关结论

设AB 是过抛物线y2=2px(p>0)的焦点F 的弦,
若A(x1,y1),B(x2,y2),α为直线AB 的倾斜角,则

(1)焦半径|AF|=x1+
p
2=

p
1-cosα

,|BF|=x2+

p
2=

p
1+cosα

;

(2)x1x2=
p2

4
,y1y2=-p2;
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(3)弦长|AB|=x1+x2+p=
2p
sin2α

;

(4)
1

|AF|+
1

|BF|=
2
p
;

(5)以弦AB 为直径的圆与抛物线的准线相切;

(6)S△OAB=
p2

2sinα
(O 为抛物线的顶点).

1.(2023·新高考全国Ⅱ卷)(多选)设O 为坐标原点,

直线y=- 3(x-1)过抛物线C:y2=2px(p>0)
的焦点,且与C 交于M,N 两点,l为C 的准线,则

(  )

A.p=2

B.|MN|=
8
3

C.以MN 为直径的圆与l相切

D.△OMN 为等腰三角形

AC 解析:易知直线y=- 3(x-1)与x 轴的交

点为(1,0),又直线y=- 3(x-1)过抛物线C:y2

=2px(p>0)的焦点,可得
p
2=1

,所以p=2,故A

正确;
抛物线方程为y2=4x,
将直线 方 程 代 入 抛 物 线 方 程 可 得3x2-10x+3
=0,

Δ=102-4×3×3=64>0,则xM+xN=
10
3
,

所以|MN|=xM+xN+p=
16
3
,故B错误;

因为 M,N 的中点的横坐标为
5
3
,该点到抛物线的

准线的距离为1+
5
3=

8
3
,

所以以 MN 为直径的圆与l相切,故C正确;
由3x2-10x+3=0,

解得 x=3或 x=
1
3
,不 妨 取 M (3,-2 3),

N 1
3
,23
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

则|OM|= 9+12= 21,|ON|=
1
9+
12
9 =

13
3
,|MN|=

16
3
,

所以△OMN 不是等腰三角形,故D不正确.
2.设O 是坐标原点,F 是抛物线y2=2px(p>0)的

焦点,A 是抛物线上的一点,FA→与x 轴正方向的夹

角为60°,求|OA→|的值.

解:由题意设A x+
p
2
,3xæ

è
ç

ö

ø
÷,

代入y2=2px,得(3x)2=2p x+
p
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

解得x=p(负值舍去).

所以A 3
2p
,3p

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以|OA→|= 3
2p

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+3p2=
21
2 p.

直线与抛物线的综合问题

例3 已知抛物线E:y2=2px(p>0)经过点P(1,
2).
(1)求抛物线E 的方程.
(2)设直线y=kx+m 与E 的交点为A,B,且直线

PA 与PB 的倾斜角互补,求k的值.
解:(1)由题意可得,4=2p,所以p=2,
所以抛物线E 的方程为y2=4x.
(2)如图,

设A(x1,y1),B(x2,y2),将直线AB 的方程代入y2

=4x,得k2x2+(2km-4)x+m2=0,Δ=(2km-
4)2-4k2m2>0,

所以x1+x2=
4-2km

k2
,x1x2=

m2

k2.

因为直线PA 与PB 的倾斜角互补,

所以 kPA +kPB =
y1-2
x1-1

+
y2-2
x2-1

=
kx1+m-2

x1-1
+

kx2+m-2
x2-1

=0,

即2k+(k+m-2) 1
x2-1

+
1

x1-1
æ

è
ç

ö

ø
÷=2k+(k+m

-2)
x1+x2-2

(x2-1)(x1-1)
=0,

所以2k+(k+m-2)
4-2km-2k2

(k+m-2)(k+m+2)=0
,

即2k+
4-2km-2k2

k+m+2 =0,所以k=-1.

【探究总结】
解决直线与圆锥曲线的综合问题的方法

(1)求参数的最值、范围的方法:

①利用一元二次方程根的判别式构造不等关系,从而

确定参数的取值范围;
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②利用已知参数的范围,求新参数的范围,关键是在

两个参数之间建立等量关系;

③利用隐含或已知的不等关系建立不等式,从而求出

参数的取值范围;

④利用基本不等式求出参数的取值范围;

⑤利用函数的值域,确定参数的取值范围.
(2)圆锥曲线中定点问题的两种解决方法:

①引入参数法:引入动点的坐标或动直线方程中的系

数为参数表示变化量,再研究变化量与参数在何时没

有关系,从而找到定点;

②特殊到一般法:根据动点或动直线的特殊情况探索

出定点,再证明该定点与变量无关.

如图,过抛物线y2=x 上一点A(4,2)作倾斜角互补

的两条直线AB,AC,交抛物线于B,C 两点,求证:
直线BC 的斜率是定值.

证明:设kAB=k(k≠0),
因为直线AB,AC 的倾斜角互补,
所以kAC=-k.
则直线AB 的方程是y=k(x-4)+2.

由方程组
y=k(x-4)+2,

y2=x,{ 消去y 后,整理得

k2x2+(-8k2+4k-1)x+16k2-16k+4=0,Δ=
(-8k2+4k-1)2-4k2(16k2-16k+4)>0.

所以4·xB=
16k2-16k+4

k2
,

即xB=
4k2-4k+1

k2 .

以-k 代换上式中的k,得xC=
4k2+4k+1

k2
,

所以kBC=
yB-yC

xB-xC

=
k(xB-4)+2-[-k(xC-4)+2]

xB-xC

=
k(xB+xC-8)

xB-xC
=
k(8k

2+2
k2 -8)
-8k
k2

=-
1
4.

所以直线BC 的斜率为定值.
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                1.抛物线C:x2=2py(p>0)的焦点为F,过F 且倾

斜角为60°的直线l交C 于A,B 两点.若|AB|=
16,则p= (  )
A.2 B.4 C.6 D.12

A 解析:抛物线C:x2=2py 的焦点为F 0,
p
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

直线l:y-
p
2= 3x

,可得x=
1
3

y-
p
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

代入抛物线方程,得y2-7py+
1
4p

2=0,Δ>0,则

y1+y2=7p,|AB|=y1+y2+p=7p+p=16,解
得p=2.

2.设抛物线C:y2=4x 的焦点为F,过点(-2,0)且斜

率为
2
3

的直线与C 交于M,N 两点,则FM→·FN→=

(  )
A.5 B.6 C.7 D.8

D 解析:由题意知直线MN 的方程为y=
2
3
(x+2),

联立
y=

2
3
(x+2),

y2=4x,

ì

î

í
ïï

ïï
解得

x=1,
y=2{ 或

x=4,
y=4.{

不妨设 M(1,2),N(4,4).
又因为抛物线焦点为F(1,0),所以FM→=(0,2),

FN→=(3,4),所以FM→·FN→=0×3+2×4=8.

3.过抛物线y2=4x 的焦点F 作斜率为 3的直线,交

抛物线于A,B 两点,若AF→=λFB→(λ>1),则λ=
(  )

A.3 B.4
C.5 D.6
A 解析:设A(x1,y1),B(x2,y2),易得直线AB

的方程为y= 3(x-1).联立 y= 3(x-1),

y2=4x,{ 可得

3x2-10x+3=0,解得x1=3,x2=
1
3
(x1>x2).
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因为|FA|=x1+1,|FB|=x2+1,所以λ=
|FA|
|FB|

=
x1+1
x2+1

=
4
4
3

=3.

4.设抛物线x2=12y 的焦点为F,经过点P(2,1)的直

线l与抛物线相交于A,B 两点,又知点P 恰为AB
的中点,则|AF|+|BF|=    .
8 解析:分别过点A,B,P 作准线的垂线,垂足分

别为 M,N,Q(图略),
根据抛物线上的点到焦点的距离等于该点到准线

的距离,
得|AF|+|BF|=|AM|+|BN|=2|PQ|=2×(1
+3)=8.

5.已知抛物线y2=4x,过点P(4,0)的直线与抛物线

相交于A(x1,y1),B(x2,y2)两点,则y2
1+y2

2 的最

小值是    .
32 解析:设直线 AB 的方程为x=my+4,代入

y2=4x,得y2-4my-16=0,Δ=16m2+64>0,
则y1+y2=4m,y1y2=-16,所以y2

1+y2
2=(y1+

y2)2-2y1y2=16m2+32,当 m=0时,y2
1+y2

2 取

得最小值为32.
6.已知抛物线y2=4x 和点M(6,0),O 为坐标原点,

直线l过点M,且与抛物线交于A,B 两点.
(1)求OA→·OB→的值;
(2)若△OAB 的面积等于12 10,求直线l的方程.
解:(1)设直线l的方程为x=my+6,A(x1,y1),
B(x2,y2),

联立
x=my+6,

y2=4x,{ 得y2-4my-24=0,

显然Δ>0,y1+y2=4m,y1y2=-24,x1x2=36,

可得OA→·OB→=x1x2+y1y2=12.

(2)因 为 S△OAB =
1
2|OM|·|y1 -y2|=

3 16m2+96=12 m2+6=12 10,
所以m2=4,m=±2.
故直线l的方程为x+2y-6=0或x-2y-6=0.

                1.A,B 是抛物线y2=2px(p>0)上不同的两点,点
F 是抛物线的焦点,且△OAB(O 为原点)的重心恰

为F,若|AF|=5,则p= (  )
A.1 B.2
C.3 D.4

D 解析:设A(x1,y1),B(x2,y2),F
p
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

因为△OAB 的重心为F,所以

x1+x2+0
3 =

p
2
,

y1+y2+0
3 =0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解

得
x1+x2=

3p
2
,

y1=-y2.{
由y1=-y2 可知A,B 关于x 轴对称,即x1=x2,

则x1+x2=2x1=
3p
2
,即x1=

3p
4.

又因为 AF =x1+
p
2=
5p
4=5

,解得p=4.

2.设抛物线y2=4x 的焦点为F,过抛物线上一点P
作其准线的垂线,设垂足为Q,若∠PQF=30°,则
PQ = (  )

A.
2
3 B.

23
3

C.
4
3 D.3

C 解析:如图所示,

由抛物线的定义,可得 PF = PQ .
又∠PQF =30°,所 以 可 得 直 线 PF 的 倾 斜 角

为120°,

则可得
1
2|PF|+|PQ|=

1
2|PF|+|PF|=p=2,

从而 PF =
2

1+
1
2

=
4
3
,所以|PQ|=

4
3.

3.已知直线l1:4x+3y+6=0和直线l2:x=-1,则
抛物线y2=4x 上一动点P 到直线l1 和直线l2 的

距离之和的最小值是 (  )
A.2 B.3

C.
11
5 D.

37
16

A 解析:抛物线y2=4x 的焦点为F(1,0),直线

l2:x=-1为抛物线的准线.
如图,|PB|+|PA|=|PB|+|PF|≥|FB|,所以

当点F,P,B 共线且FB⊥l1 时,抛物线y2=4x 上

一动点P 到直线l1 和直线l2 的距离之和最小,

即距离和的最小值为点 F 到直线l1 的距离d=
4×1+3×0+6

42+32
=2.
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4.已知等边三角形的一个顶点位于原点,另外两个顶

点在抛物线y2= 3x 上,则这个等边三角形的边长

为    .
6 解析:由题意可知等边三角形的一个顶点位于

原点,另外两个顶点在抛物线y2= 3x 上,则另外

两个顶点关于x 轴对称,如图所示.

设等边三角形的边长为a,则点A 的横坐标为a·

cos30°=
3
2a,纵坐标为asin30°=

1
2a
,

则A 3
2a
,1
2a

æ

è
ç

ö

ø
÷,代入y2= 3x 得 1

2a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

= 3×

3
2a,

解得a=6(a=0舍),
故等边三角形的边长为6.

5.已知抛物线C:x2=2py(p>0)的焦点为F,过点

F 的直线与抛物线C 交于M,N 两点,且 MN =
8,则线段 MN 的中点到抛物线C 的准线的距离为

    .
4 解析:如图,分别过点 M,N 作抛物线C 的准线

的垂线,垂 足 分 别 为 P,Q,由 抛 物 线 的 定 义 知,
MP = MF , NQ = NF ,则 MP +
NQ = MN =8.线段 MN 的中点到抛物线C

的准线的距离为梯形MNQP 的中位线的长度,即
1
2×

(MP + NQ )=4.

6.已知点A,B 是抛物线y2=2px(p>0)上的两点,
O 为原点,且OA⊥OB.
(1)求A,B 两点的横坐标之积和纵坐标之积;
(2)求证:直线AB 过定点.
(1)解:设点A,B 的坐标分别为(x1,y1),(x2,y2),

则有kOA=
y1

x1
,kOB=

y2

x2
.

因为OA⊥OB,所以kOA ·kOB=-1,所以x1x2+
y1y2=0.

因为y2
1=2px1,y2

2=2px2,所以
y2
1

2p
·y2

2

2p
+y1y2

=0.

因为y1≠0,y2≠0,所以y1y2=-4p2,所以x1x2

=4p2.
(2)证明:因为y2

1=2px1,y2
2=2px2,两式相减得

(y1-y2)(y1+y2)=2p(x1-x2),

所以
y1-y2

x1-x2
=
2p

y1+y2
,所以kAB=

2p
y1+y2

,故直线

AB 的方程为y-y1=
2p

y1+y2
(x-x1),

所以 y=
2px

y1+y2
+y1-

2px1

y1+y2
,即 y=

2px
y1+y2

+
y2
1-2px1+y1y2

y1+y2
.

因为y2
1=2px1,y1y2=-4p2,代 入 整 理 得y=

2px
y1+y2

+
-4p2

y1+y2
,

所以y=
2p

y1+y2
(x-2p),即直线AB 过定点(2p,

0).

7.已知抛物线C:y2=3x 的焦点为F,斜率为
3
2

的直

线l与C 的交点为A,B,与x 轴的交点为P.
(1)若|AF|+|BF|=4,求l的方程;
(2)若AP→=3PB→,求|AB|.

解:设直线l:y=
3
2x+t

,A(x1,y1),B(x2,y2).

(1)由题设得F 3
4
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,故|AF|+|BF|=x1+x2

+
3
2.

又|AF|+|BF|=4,所以x1+x2=
5
2.

由 y=
3
2x+t

,

y2=3x,

ì

î

í
ïï

ïï
可得9x2+12(t-1)x+4t2=0,Δ

>0,则x1+x2=-
12(t-1)
9 .

从而-
12(t-1)
9 =

5
2
,得t=-

7
8.所以l的方程为

y=
3
2x-

7
8.

(2)由AP→=3PB→可得y1=-3y2.

由 y=
3
2x+t

,

y2=3x,

ì

î

í
ïï

ïï
可得y2-2y+2t=0,Δ>0,所以

y1+y2=2,
从而-3y2+y2=2,故y2=-1,y1=3.

代入C 的方程得x1=3,x2=
1
3.

故|AB|= 1+ 3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

× 3-
1
3 =

4 13
3 .
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学习目标
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋

􀪋
􀪋

1.在熟练掌握椭圆、双曲线的标准方程及性质的基础上,能够利用其性质解决与离心率相关的问题.

2.能够利用设参数以及数形结合的方法解决与圆锥曲线相关的定值、定点和最值问题.

3.了解韦达定理的非对称结构,能够应用韦达定理解决圆锥曲线中的非对称结构问题.

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

例1 已知双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的左、

右焦点分别为F1,F2.点A 在C 上,点B 在y 轴上,

F1A→⊥F1B→,F2A→=-
2
3F2B→,则C 的离心率e= 

   .

35
5  解析:(方法一)如图,设 AF2 =2m(m>0),

则 BF2 =3m= BF1 ,AF1 =2a+2m.
在Rt△AF1B 中,9m2+(2a+2m)2=25m2,则(a+

3m)(a-m)=0,

故a=m 或a=-3m(舍去),

所以 AF1 =4a,AF2 =2a,BF2 = BF1 =

3a,则 AB =5a,

故cos∠F1AF2=
AF1

AB =
4a
5a=

4
5.

所以在△AF1F2 中,cos∠F1AF2=
16a2+4a2-4c2

2×4a×2a

=
4
5
,整理得5c2=9a2,

故e=
c
a=

35
5 .

(方法二)由题意,得F1(-c,0),F2(c,0),令A(x0,

y0),B(0,t),

因为F2A→=-
2
3F2B→,所以(x0-c,y0)=-

2
3
(-c,

t),则x0=
5
3c
,y0=-

2
3t.

又F1A→⊥F1B→,所以F1A→·F1B→=
8
3c
,-
2
3t

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·(c,

t)=
8
3c

2-
2
3t

2=0,则t2=4c2.

又点A 在C 上,则

25
9c

2

a2 -

4
9t

2

b2 =1
,整理得

25c2

9a2 -
4t2

9b2

=1,则
25c2

9a2-
16c2

9b2 =1
,

所以25c2b2-16a2c2=9a2b2,即25c2(c2-a2)-

16a2c2=9a2(c2-a2),

整理得25c4-50a2c2+9a4=0,则(5c2-9a2)(5c2-

a2)=0,即5c2=9a2 或5c2=a2.

所以e=
35
5

或e=
5
5
,又e>1,故e=

35
5 .

【总结升华】

求椭圆、双曲线的离心率的两种常用方法
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例2 已知椭圆E 的中心为坐标原点,对称轴为x 轴、

y轴,且过A(0,-2),B 3
2
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ 两点.

(1)求E 的方程.

(2)设过点P(1,-2)的直线交E 于M,N 两点,过

M 且平行于x 轴的直线与线段AB 交于点T,点 H

满足MT→=TH→.证明:直线 HN 过定点.

(1)解:设椭圆E 的方程为mx2+ny2=1,因为椭圆

E 过点A(0,-2),B 3
2
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以

4n=1,

9
4m+n=1,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得

m=
1
3
,

n=
1
4
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以椭圆E 的方程为
y2

4+
x2

3=1.

(2)证明:因为A(0,-2),B 3
2
,-1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所以直线AB:y=
2
3x-2.

①若过点P(1,-2)的直线斜率不存在,即直线方程

为x=1,代入
y2

4+
x2

3=1
,

可得 M (1,-263 ),N (1,263 ) .将y=-
26
3

代入

直线AB 的方程,可得T (- 6+3,-263 ) .

由MT→=TH→,得 H (-26+5,-263 ) .

易求得直线 HN 的方程为y= (2+263 )x-2,此直

线过一定点(0,-2).

②若过点P(1,-2)的直线斜率存在,设直线方程为

kx-y-(k+2)=0,M(x1,y1),N(x2,y2).

联立

kx-y-(k+2)=0,

y2

4+
x2

3=1
,

ì

î

í

ï
ï

ïï

得(3k2+4)x2-6k(2+k)x+3k(k+4)=0,

Δ=36k2(2+k)2-12k(3k2+4)(k+4)>0,

可得

x1+x2=
6k(2+k)
3k2+4

,

x1x2=
3k(4+k)
3k2+4

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

y1+y2=
-8(2+k)
3k2+4

,

y1y2=
4(4+4k-2k2)
3k2+4

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

且x1y2+x2y1=
-24k
3k2+4

(*).

联 立

y=y1,

y=
2
3x-2

,

ì

î

í

ï
ï

ïï

可 得 T 3y1

2 +3
,y1

æ

è
ç

ö

ø
÷.由 MT→ =

TH→,得 H(3y1+6-x1,y1).

可求得此时直线 HN:y-y2=
y1-y2

3y1+6-x1-x2
(x

-x2),

将点(0,-2)代入上式,整理得2(x1+x2)-6(y1+

y2)+x1y2+x2y1-3y1y2-12=0,

将(*)代入,得24k+12k2+96+48k-24k-48-

48k+24k2-36k2-48=0,

显然成立.

综上,直线 HN 过定点(0,-2).

例3 已知椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的离心率为

6
3
,以两焦点与短轴两端点为顶点的四边形的面积

为42.

(1)求椭圆C 的标准方程.

(2)我们称圆心在椭圆C 上运动、半径为
a
2

的圆是椭

圆C 的“卫星圆”,过原点O 作椭圆C 的“卫星圆”的

两条切线,分别交椭圆C 于A,B 两点,若直线OA,

OB 的斜率存在,记为k1,k2.

①求证:k1k2 为定值.

②试问|OA|2+|OB|2 是否为定值? 若是,求出该定

值;若不是,请说明理由.

(1)解:由题意得

2bc=42,

c
a=

6
3
,

a2=b2+c2,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解得

a= 6,

b= 2,

c=2,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以椭圆C 的标准方程为
x2

6+
y2

2=1.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—812—



(2)①证明:直线OA,OB 的方程分别为y=k1x,y

=k2x.

设椭圆C 的“卫星圆”的圆心为(x0,y0).

因为直线OA,OB 为“卫星圆”的两条切线,

所以
|k1x0-y0|
1+k21

=
a
2=

6
2
,|k2x0-y0|

1+k22
=
a
2=

6
2
,

化简得(2x2
0-3)k21-4k1x0y0+2y2

0-3=0,

(2x2
0-3)k22-4k2x0y0+2y2

0-3=0,

所以k1,k2 为方程(2x2
0-3)k2-4kx0y0+2y2

0-3=

0的两根,故k1k2=
2y2

0-3
2x2

0-3
.

又因为
x2
0

6+
y2
0

2=1
,

所以k1k2=
2y2

0-3
2x2

0-3
=
2y2

0-3
9-6y2

0
=-

1
3
,

故k1k2 为定值-
1
3.

②解:|OA|2+|OB|2 是定值.

设A(x1,y1),B(x2,y2),

由

y1=k1x1,

x2
1

6+
y2
1

2=1
,

ì

î

í

ï
ï

ïï

y2=k2x2,

x2
2

6+
y2
2

2=1
,

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得x2
1=

6
3k21+1

,x2
2=

6
3k22+1

,所以|OA|2+|OB|2

=(1+k21)
6

3k21+1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷+(1+k22)

6
3k22+1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷.

由k1k2=-
1
3
,得k22=

1
9k21
,

所以|OA|2+|OB|2=
6(1+k21)
3k21+1

+
2(9k21+1)
3k21+1

=

8(1+3k21)
3k21+1

=8,

所以|OA|2+|OB|2 为定值8.

【总结升华】

1.定点问题

(1)参数法

参数法解决定点问题的思路:①引入动点的坐标或

动直线中的参数表示变化量,即确定题目中的核心

变量(此处设为k);②利用条件找到k 与过定点的

曲线F(x,y)=0之间的关系,得到关于k 与x,y

的等式,再对等式进行合理变形,找到定点.

(2)由特殊到一般法

由特殊到一般法求解定点问题时,常根据动点或动

直线的特殊情况探索出定点,再证明该定点与变量

无关.

2.定值问题

(1)直接消参法

一般步骤如下:

(2)由特殊到一般法
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例4 (2024·浙江卷)如图所示,已知抛物线C 的顶

点为O(0,0),焦点为F(0,1).

(1)求抛物线C 的方程.
(2)过点F 作直线交抛物线C 于A,B 两点.若直线

AO,BO 分别交直线l:y=x-2于 M,N 两点,求

|MN|的最小值.
解:(1)由题意可设抛物线C 的方程为x2=2py(p>

0),

则
p
2=1

,所以p=2.

所以抛物线C 的方程为x2=4y.
(2)设点A(x1,y1),B(x2,y2),直线AB 的方程为y
=kx+1.

由
y=kx+1,

x2=4y,{ 消去y,整理得x2-4kx-4=0,

则Δ=16k2+16>0,

所以x1+x2=4k,x1x2=-4,

从而|x1-x2|=4k2+1.

由
y=

y1

x1
x,

y=x-2,

ì

î

í

ïï

ïï

可得xM=
2x1

x1-y1
=
2x1

x1-
x2
1

4

=
8

4-x1
.

同理可得xN=
8

4-x2
.

所以|MN|= 2|xM-xN|= 2
8

4-x1
-
8

4-x2
=

82· x1-x2

x1x2-4(x1+x2)+16
=
82· k2+1
|4k-3| .

令4k-3=t,t≠0,则k=
t+3
4 .

当t>0时,|MN|=22· 25
t2+

6
t+1>22

;

当t<0时,|MN|=22· 5
t+

3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
16
25≥

82
5 .

综上所述,当t=-
25
3
,即k=-

4
3

时,|MN|取得最

小值,最小值是
82
5 .

【总结升华】

1.解决圆锥曲线中最值问题的方法

2.解决圆锥曲线中取值范围问题的方法

(1)利用圆锥曲线的几何性质或一元二次方程根的

判别式构造不等关系,从而确定参数的取值范围;

(2)利用已知参数的范围,求新参数的范围,核心是

建立两个参数之间的等量关系;

(3)利用已知的不等关系构造不等式,从而求出参

数的取值范围;

(4)利用隐含的不等关系建立不等式,从而求出参

数的取值范围;

(5)将参数表示为其他变量的函数,利用求函数的

值域的方法求出函数值域,从而确定参数的取值

范围.
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例5 已知椭圆E:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的焦距为

4,左、右顶点分别为A,B,左、右焦点分别为F1,F2,

过右焦点 F2 的直线l 交 椭 圆E 于 M,N 两 点,

△F1MN 的周长为12.
(1)记直线AM 的斜率为k1,直线BN 的斜率为k2.

证明:k1
k2

为定值;

(2)记△AMN 的面积为S1,△BMN 的面积为S2,求

S1+S2 的最大值.

解:由椭圆E:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的焦距为4,可知

c=2.
由△F1MN 的周长为12,可得4a=12,a=3.
所以b2=a2-c2=9-4=5.

所以椭圆E 的方程为
x2

9+
y2

5=1
,如图所示.

(1)证明:设 M(x1,y1),N(x2,y2),直线l方程为x

=my+2.

联立

x2

9+
y2

5=1
,

x=my+2,

ì

î

í

ïï

ïï

得(5m2+9)y2+20my-25=0,

则Δ=900(m2+1)>0,

所以y1+y2=
-20m
5m2+9

,y1y2=
-25
5m2+9.

所以
y1+y2

y1y2
=
-20m
-25 =

4m
5
,即my1y2=

5
4
(y1+y2).

则
k1
k2 =

y1

x1+3
y2

x2-3

=
y1(x2-3)
y2(x1+3)

=
my1y2-y1

my1y2+5y2
=

5
4
(y1+y2)-y1

5
4
(y1+y2)+5y2

=

1
4
(y1+5y2)

5
4
(y1+5y2)

=
1
5.

所以
k1
k2

为定值
1
5.

(2)解:由题意可知,

S1+S2=S△MAB+S△NAB

=
1
2×2×3×|y1-y2|=3|y1-y2|

=3×
(-20m)2+4×25×(5m2+9)

5m2+9

=
90 m2+1
5m2+9 .

令t= m2+1≥1,

则S1+S2=
90t
5t2+4=

90

5t+
4
t

.

又y=5t+
4
t

在[1,+∞)上单调递增,

所以当t=1,即 m=0时,S1+S2 取 得 最 大 值 为

90

5×1+
4
1

=10.

所以S1+S2 的最大值为10.

【总结升华】

非对称结构问题常用的处理方式

1.和积互换法.如例5中根据y1+y2 与y1y2 的关

系,整体代换.若不能直接得出关系,可以用待定系

数法,设y1y2=m(y1+y2)+n,求出m,n.

2.配凑半代换法.通过部分代换将分子配凑成能与分

母约分的形式.

3.先猜后证法.先找特殊情况得到定值,再证明一般

情况也成立.

4.使用圆锥曲线的第三定义.
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【问题探究】

1.在椭圆、双曲线、抛物线这三类圆锥曲线的研究中,

椭圆是研究的第一类圆锥曲线,对双曲线、抛物线

的研究,我们采用的是类比的方法,你能说说具体

的类比内容吗?

2.椭圆、双曲线、抛物线的几何特征有哪些? 这些几

何特征在研究圆锥曲线中有什么作用?

3.圆锥曲线的几何性质主要包括哪些方面? 如何用

代数方法研究这些几何性质?

4.圆锥曲线的“统一性”体现在哪些方面? 你如何理

解圆锥曲线的“统一性”?

5.如何用直线与圆锥曲线的方程判断它们之间的位

置关系?

6.数形结合在圆锥曲线的研究中具有重要作用,你能

举例说明吗?
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圆锥曲线中的斜率问题——

平移齐次化

【拓展总结】

1.已知点P 是椭圆上的一个定点,A,B 是椭圆上的

两个动点,则有

(1)若kPA+kPB=λ(λ≠0),则直线AB 过定点;

(2)若kPA·kPB=λ,则直线AB 过定点.

2.储备知识:

(1)直线平移后不会改变斜率,但经过的点会变;

(2)平移口诀:左加右减,上加下减.

3.平移齐次化可解决的问题:

(1)斜率之和为定值;

(2)斜率之积为定值.

应用1 (2023·新高考全国Ⅱ卷)已知双曲线C 的

中心为坐标原点,左焦点为(-25,0),离心率为 5.
(1)求C 的方程;

(2)记C 的左、右顶点分别为A1,A2,过点(-4,0)的

直线与C 的左支交于M,N 两点,M 在第二象限,直

线MA1 与NA2 交于点P,证明:点P 在定直线上.

(1)解:设双曲线C 的方程为
x2

a2-
y2

b2
=1(a>0,b>

0),c为双曲线C 的半焦距.

由题意可得

c=25,

c
a= 5

,

c2=a2+b2,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

解得

a=2,

b=4,

c=25.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

所以双曲线C 的方程为
x2

4-
y2

16=1.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—222—



(2)证明:(方法一)设 M(x1,y1),N(x2,y2),直线

MN 的方程为x=my-4,

则x1=my1-4,x2=my2-4.

联立

x=my-4,

x2

4-
y2

16=1
,

ì

î

í

ï
ï

ïï

得(4m2-1)y2-32my+48=0.

因为直线 MN 与双曲线C 的左支交于 M,N 两点,

所以4m2-1≠0,且Δ>0.

由根与系数的关系得

y1+y2=
32m
4m2-1

,

y1y2=
48

4m2-1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

所以y1+

y2=
2m
3y1y2.

因为A1,A2 分别为双曲线C 的左、右顶点,

所以A1(-2,0),A2(2,0).

直线 MA1 的方程为
y1

x1+2
=

y
x+2

,直线 NA2 的方程

为
y2

x2-2
=

y
x-2

,

所 以

y1

x1+2
y2

x2-2

=

y
x+2
y

x-2

,得
(x2-2)y1

(x1+2)y2
=

x-2
x+2

,

(my2-6)y1

(my1-2)y2
=
my1y2-6y1

my1y2-2y2
=
x-2
x+2.

因为
my1y2-6y1

my1y2-2y2
=
my1y2-6(y1+y2)+6y2

my1y2-2y2

=
my1y2-6·

2m
3y1y2+6y2

my1y2-2y2

=
-3my1y2+6y2

my1y2-2y2

=-3,

所以
x-2
x+2=-3

,解得x=-1.

所以点P 在定直线x=-1上.

(方法二)将原坐标系平移,原点O 平移至点A1 处,

则在新坐 标 系 下 双 曲 线 C 的 方 程 为
(x-2)2

4 -
y2

16

=1.

设直线 MN 的方程为mx+ny=1,与双曲线C 的方

程联立,得y2+16nxy+(16m-4)x2=0,

即k2+16nk+(16m-4)=0.

设 M(x1,y1),N(x2,y2),k1=kA1M,k2=kA1N,

则k1·k2=16m-4.

因为直线 MN 过点(-2,0),所以m=-
1
2
,则k1·

k2=-12.

因为kA1N ·kA2N=
b2

a2=4,所以k1=-3kA2N .

直线A1M 的方程为y=k1x,直线A2N 的方程为y

=kA2N(x-4),

联立两方程可得k1x=kA2N(x-4),即-3x=x-4,

可得x=1.

由此可知在原坐标系中点P 在定直线x=-1上.

圆锥曲线与函数、数列、向

量等的交汇问题

【拓展总结】

1.圆锥曲线与数列的结合点常见的有圆锥曲线中的

相关线段长度或参数成等差、等比数列等,解决此

类问题的关键是利用数列的知识,将条件等价转化

为相关数量之间的关系,其实质就是相关数量之间

的相等关系的一种外在表现.

2.圆锥曲线中向量问题的基本求解策略就是坐标化,

主要有两个方面:

(1)向量的共线,转化为两向量所在的直线重合或

平行,并且两向量模之间存在倍数关系;

(2)向量的数量积,直接利用坐标运算转化为点的

坐标所满足的条件进行求解.

应用2 (2024·新高考全国Ⅱ卷)已知双曲线C:x2

-y2=m(m>0),点P1(5,4)在C 上,k 为常数,0<

k<1.按照如下方式依次构造点Pn(n=2,3,…):过

Pn-1作斜率为k 的直线与C 的左支交于点Qn-1,令

Pn 为Qn-1关于y 轴的对称点.记Pn 的坐标为(xn,

yn).

(1)若k=
1
2
,求x2,y2.

(2)证明:数列{xn-yn}是公比为
1+k
1-k

的等比数列.

(3)设Sn 为△PnPn+1Pn+2的面积.证明:对任意正整
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数n,Sn=Sn+1.

(1)解:将点P1(5,4)代入C 的方程,得52-42=m,

则m=9,所以C:x2-y2=9.

过点P1(5,4)且斜率k=
1
2

的直线方程为y=
1
2
(x

-5)+4,

与C 的方程联立,消去y 并化简可得x2-2x-15=

0,即(x-5)(x+3)=0,

所以点Q1 的横坐标为-3.

将x=-3代入直线方程y=
1
2
(x-5)+4,得y=0,

因此Q1(-3,0),从而P2(3,0),

即x2=3,y2=0.

(2)证明:(方法一)由题意,Pn(xn,yn),Pn+1(xn+1,

yn+1),Qn(-xn+1,yn+1).

设过点Pn(xn,yn)且斜率为k 的直线为ln:y=k(x

-xn)+yn,

将ln 的方程与C 的方程联立,消去y 化简可得(1-

k2)x2+(2k2xn-2kyn)x-(kxn-yn)2-9=0,Δ

>0,

由根与系数的关系得-xn+1+xn=-
2k2xn-2kyn

1-k2
,

所以xn+1=
2k2xn-2kyn

1-k2
+xn=

k2xn+xn-2kyn

1-k2
.

又Qn(-xn+1,yn+1)在直线ln 上,

所以yn+1=k(-xn+1-xn)+yn=-kxn+1-kxn

+yn.

从而xn+1-yn+1=xn+1+kxn+1+kxn-yn=(1+k)·

xn+1+kxn-yn=(1+k)·
k2xn+xn-2kyn

1-k2
+kxn

-yn=
1+k
1-k

·(xn-yn).

易知xn-yn≠0,所以数列{xn-yn}是公比为
1+k
1-k

的等比数列.

(方 法 二)由 题 意,Pn (xn,yn),Pn+1 (xn+1,

yn+1),Qn(-xn+1,yn+1).

由 点 Pn,Qn 所 在 直 线 的 斜 率 为 k,可 知 k

=
yn-yn+1

xn+xn+1
.

又点Pn,Qn 都在C 上,所以
x2

n-y2
n=9,

x2
n+1-y2

n+1=9,{
即
(xn-yn)(xn+yn)=9,

(xn+1-yn+1)(xn+1+yn+1)=9,{
易知xn-yn≠0,

则
1+k
1-k =

1+
yn-yn+1

xn+xn+1

1-
yn-yn+1

xn+xn+1

=
xn+xn+1+yn-yn+1

xn+xn+1-yn+yn+1

=
xn+1-yn+1+

9
xn-yn

xn-yn+
9

xn+1-yn+1

=

1
xn-yn

[(xn+1-yn+1)(xn-yn)+9]

1
xn+1-yn+1

[(xn-yn)(xn+1-yn+1)+9]

=
xn+1-yn+1

xn-yn
,

即数列{xn-yn}是公比为
1+k
1-k

的等比数列.

(3)证明:(方法一)由 (2)知,数列{xn-yn}是首项为

x1-y1=5-4=1,公比为
1+k
1-k

的等比数列.

令t=
1+k
1-k

,由0<k<1,可知t>1,则xn-yn=tn-1.

又x2
n-y2

n=9,所以xn+yn=
9

xn-yn
=
9

tn-1,

可得xn=
9+t2n-2

2tn-1 ,yn=
9-t2n-2

2tn-1 .

所以Pn (9+t
2n-2

2tn-1 ,
9-t2n-2

2tn-1 ),Pn+1 (9+t
2n

2tn ,9-t
2n

2tn ),

Pn+2 (9+t
2n+2

2tn+1 ,
9-t2n+2

2tn+1 ) .

所以直线PnPn+1的方程为x-xn=
xn+1-xn

yn+1-yn
(y-

yn),即(9+t2n-1)x-(9-t2n-1)y-9tn-1(1+t)=0.

易知点Pn+2到直线PnPn+1的距离d=

(9+t2n-1)·
9+t2n+2

2tn+1 -(9-t
2n-1)·9-t

2n+2

2tn+1 -9t
n-1(1+t)

(9+t2n-1)2+(9-t2n-1)2

=
|9tn-2(t-1)2(t+1)|
(9+t2n-1)2+(9-t2n-1)2

.
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又|PnPn+1|= (9+t
2n

2tn -
9+t2n-2

2tn-1 )
2

+(9-t
2n

2tn -
9-t2n-2

2tn-1 )
2

=
(t-1)2[(9-t2n-1)2+(9+t2n-1)2]

2tn ,

则Sn =
1
2

·|PnPn+1|·d=
9(t-1)3(t+1)

4t2
=

36k3

(1-k2)2
,即Sn 为定值,所以Sn=Sn+1.

(方法二)由 (2)知,数列{xn-yn}是首项为x1-y1

=5-4=1,公比为
1+k
1-k

的等比数列.

令t=
1+k
1-k

,由0<k<1,可 知t>1,则 xn-yn

=tn-1,

又x2
n-y2

n=9,所以xn+yn=
9

xn-yn
=
9

tn-1,

可得xn=
9+t2n-2

2tn-1 ,yn=
9-t2n-2

2tn-1 .

所 以 Pn
9+t2n-2

2tn-1 ,
9-t2n-2

2tn-1
æ

è
ç

ö

ø
÷,Pn+1

9+t2n

2tn ,9-t
2n

2tn
æ

è
ç

ö

ø
÷,

Pn+2
9+t2n+2

2tn+1 ,
9-t2n+2

2tn+1
æ

è
ç

ö

ø
÷,Pn+3

9+t2n+4

2tn+2 ,
9-t2n+4

2tn+2
æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以
xn+3-xn

yn+3-yn
=

9+t2n+4

2tn+2 -
9+t2n-2

2tn-1

9-t2n+4

2tn+2 -
9-t2n-2

2tn-1

=
9-t2n+1

9+t2n+1
,

xn+2-xn+1

yn+2-yn+1
=

9+t2n+2

2tn+1 -
9+t2n

2tn

9-t2n+2

2tn+1 -
9-t2n

2tn

=
9-t2n+1

9+t2n+1
,

即
xn+2-xn+1

yn+2-yn+1
=
xn+3-xn

yn+3-yn
,

所以PnPn+3∥Pn+1Pn+2,

所以点Pn 和点Pn+3到直线Pn+1Pn+2的距离相等,

因此△PnPn+1Pn+2和△Pn+1Pn+2Pn+3的面积相等,

即Sn=Sn+1.

圆锥曲线的光学性质

【拓展总结】

1.抛物线的光学性质

如图1所示,从抛物线的焦点F 发出的光线,被抛

物线反射后,得到的是一系列的与抛物线对称轴平

行(或重合)的光线;

如图2所示,若抛物线在点P 处的切线l交对称轴

于点Q,PM⊥l交对称轴于点M,则焦点F 是QM

的中点.

图1

   

图2

2.椭圆的光学性质

如图3所示,从椭圆的一个焦点发出的光线,被椭

圆反射后,必定经过另一个焦点;

如图4所示,椭圆在点P 处的切线为l,直线PQ⊥

l交直线F1F2 于点Q,则PQ 平分∠F1PF2,由角

平分线性质定理,得|PF1|
|PF2|

=
|QF1|
|QF2|

.

图3

 

图4

3.双曲线的光学性质

如图5所示,从双曲线一个焦点发出的光线,被双

曲线反射后,反射光线的反向延长线交于另一个

焦点;

如图6所示,双曲线在点 P 处的切线l 与直线

F1F2 相交于点Q,则PQ 平分∠F1PF2,由角平

分线性质定理,得|PF1|
|PF2|

=
|QF1|
|QF2|

.

图5

 

图6

应用3 (多选)抛物线有如下光学性质:从焦点发出

的光线经抛物线反射后,沿平行于抛物线对称轴的方
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向射出;反之,平行于抛物线对称轴的入射光线经抛

物线反射后,必过抛物线的焦点.如图,已知平行于x

轴的光线l1 从点 M 射入,经过抛物线C:y2=8x 上

的点P 反射,再经过C 上另一点Q 反射后,沿直线l2
射出,经过点N,则 (  )

A.若直线l1 的方程为y=2,则|PQ|=8

B.若直线l1 的方程为y=2,且∠PQM=∠MQN,则

点M 的坐标为(13,2)

C.分别延长 PO,NQ 交于点D,则点 D 在C 的准

线上

D.抛物线C 在点P 处的切线与直线FP,l1 所成角

相等

BCD 解析:对于选项A,

若l1 的方程为y=2,则P 1
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,又F(2,0),

所以直线PF 的斜率k=
2-0
1
2-2

=-
4
3
,所以直线PF

的方程为y=-
4
3
(x-2),

联立

y2=8x,

y=-
4
3
(x-2),

ì

î

í

ï
ï

ïï

得2x2-17x+8=0,即(2x-

1)(x-8)=0,

所以x=
1
2

或x=8,所以Q(8,-8),

所以|PQ|=x1+x2+4=
25
2
,A选项错误.

对于选项B,由 P 1
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,Q(8,-8),得直线 PQ 的

方程为4x+3y-8=0,直线l2 的方程为y=-8,

若∠PQM=∠MQN,则点 M 在∠PQN 的平分线

上,点 M 到直线PQ 和到直线l2 的距离相等,

设 M(a,2),

则有
|4a+6-8|

5 =2-(-8),由a>0,解得a=13,

所以 M(13,2),B选项正确.

对于选项C,抛物线C:y2=8x 的焦点为F(2,0),准

线方程为x=-2,

设P
y2
1

8
,y1

æ

è
ç

ö

ø
÷,Q

y2
2

8
,y2

æ

è
ç

ö

ø
÷,由PF→∥QF→,

得y2
y2
1

8-2
æ

è
ç

ö

ø
÷=y1

y2
2

8-2
æ

è
ç

ö

ø
÷,即 y1y2(y2-y1)=

16(y1-y2),由y1≠y2,得y1y2=-16.

又直线PO 的斜率kPO=
8
y1
,所以直线PO 的方程为

y=
8
y1

x,直线 NQ 的方程为y=y2,

分别延长PO,NQ 交于点D(图略),由y2=
8
y1

x,得

x=
y1y2

8 =
-16
8 =-2,即点D 横坐标为-2,所以点

D 在C 的准线上,C选项正确.

对于选项D,由反射的性质可知,选项D正确.
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单元测试卷(三)

(考查范围:第三章 时间:120分钟 分值:150分)
一、单项选择题:本题共8小题,每小题5分,共40分.
在每小题给出的四个选项中,只有一项是符合题目要

求的.
1.双曲线3x2-y2=9的焦距为 (  )

                A.6 B.26 C.23 D.43

D 解析:3x2-y2=9化为标准方程为
x2

3-
y2

9=1
,

所以a2=3,b2=9.

因为c2=a2+b2=12,所以c=23,所以2c=43.

2.已知椭圆的中心在原点,离心率e=
1
2
,且它的一个

焦点与抛物线y2=-4x 的焦点重合,则此椭圆的

方程为 (  )

A.
x2

4+
y2

3=1 B.
x2

8+
y2

6=1

C.
x2

2+y
2=1 D.

x2

4+y
2=1

A 解析:由 题 意 知 抛 物 线y2=-4x 的 焦 点 为

(-1,0),所以c=1.

又离心率e=
c
a=

1
2
,所以a=2,所以b= 3,

所以椭圆的方程为
x2

4+
y2

3=1.

3.设F 为抛物线C:y2=4x 的焦点,点A 在C 上,点

B(3,0).若|AF|=|BF|,则|AB|= (  )

A.2 B.22 C.3 D.32
B 解析:由题意得F(1,0),则|AF|=|BF|=2,
即点A 到准线x=-1的距离为2,所以点A 的横

坐标为-1+2=1.
不妨设点A 在x 轴上方,代入得A(1,2),

所以|AB|= (3-1)2+(0-2)2=22.故选B.

4.过点P(2,1)的直线l与双曲线x2-
y2

3=1
相交于

A,B 两点.若P 是线段AB 的中点,则直线l的方

程是 (  )

A.6x-y-11=0 B.6x+y-13=0
C.2x-3y-1=0 D.3x-2y-4=0
A 解析:设A(x1,y1),B(x2,y2),由P(2,1)是线

段AB 的中点,得x1+x2=4,y1+y2=2,将A,B

代入双曲线方程得
x2
1-

y2
1

3=1
,

x2
2-

y2
2

3=1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

两式 作 差,得 直 线 l 的 斜 率 为 k=
y1-y2

x1-x2
=

3(x1+x2)
y1+y2

=
3×4
2 =6.

又直线l过点P(2,1),所以直线l的方程为6x-y
-11=0.
经检验,此 时 直 线l 与 双 曲 线 有 两 个 交 点,满 足

题意.
5.(2024·新高考全国Ⅱ卷)已知曲线C:x2+y2=16
(y>0),从C 上任意一点P 向x 轴作垂线段PP',
P'为垂足,则线段PP'的中点M 的轨迹方程为

(  )

A.
x2

16+
y2

4=1
(y>0) B.

x2

16+
y2

8=1
(y>0)

C.
y2

16+
x2

4=1
(y>0) D.

y2

16+
x2

8=1
(y>0)

A 解析:设点 M(x0,y0),y0>0,则P(x0,2y0).
又点P 在曲线C 上,

所以x2
0+4y2

0=16(y0>0),即
x2
0

16+
y2
0

4=1
(y0>0),

故点 M 的轨迹方程为
x2

16+
y2

4=1
(y>0).故选A.

6.(2024·全国甲卷)已知双曲线的两个焦点分别为

(0,4),(0,-4),点(-6,4)在该双曲线上,则该双

曲线的离心率为 (  )

A.4 B.3 C.2 D.2
C 解析:设F1(0,-4),F2(0,4),P(-6,4),
则 | F1F2 | = 2c = 8,| PF1 | =

(-6-0)2+(4+4)2 = 10, |PF2| =

(-6-0)2+(4-4)2=6,

则2a=|PF1|-|PF2|=10-6=4,所以e=
c
a

=2.
故选C.

7.已知椭圆C:
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的离心率为

3
2
,

双曲线x2-y2=1的渐近线与椭圆C 有四个交点,
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以这四个交点为顶点的四边形的面积为16,则椭圆

C 的方程为 (  )

A.
x2

8+
y2

2=1 B.
x2

12+
y2

6=1

C.
x2

16+
y2

4=1 D.
x2

20+
y2

5=1

D 解析:因为椭圆的离心率为
3
2
,

所以e=
c
a=

3
2
,c2=

3
4a

2=a2-b2,

所以b2=
1
4a

2,即a2=4b2.

双曲线的渐近线方程为y=±x,

代入椭圆方程得
x2

a2+
x2

b2=1
,即x2

4b2+
x2

b2=
5x2

4b2=1
,

所以x2=
4
5b

2,x=±
2
5
b,y2=

4
5b

2,y=±
2
5
b,则

在第一象限内双曲线的渐近线与椭圆C 的交点坐

标为 (2
5
b,
2
5
b),所以四边形的面积为4×

2
5
b×

2
5
b=
16
5b

2=16,

解得b2=5,a2=4b2=20,

所以椭圆C 的方程为
x2

20+
y2

5=1.

8.设O 为坐标原点,直线x=a 与双曲线C:
x2

a2-
y2

b2

=1(a>0,b>0)的两条渐近线分别交于 D,E 两

点.若△ODE 的面积为8,则C 的焦距的最小值为

(  )
A.4 B.8 C.16 D.32

B 解析:因为双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0),

所以双曲线的渐近线方程是y=±
b
ax.

直线x=a 与双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的

两条渐近线分别交于D,E 两点,
不妨设D 在第一象限,E 在第四象限.

联立
x=a,

y=
b
ax,

ì

î

í
ïï

ïï
解得

x=a,
y=b.{ 故D(a,b).

联立
x=a,

y=-
b
ax,

ì

î

í
ïï

ïï
解得

x=a,
y=-b.{ 故E(a,-b).

所以|ED|=2b,

所以△ODE 的面积为S△ODE=
1
2×a×2b=ab=8.

因为双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0),所以其焦

距为2c=2a2+b2≥22ab=216=8,当且仅当

a=b=22时,等号成立.
所以C 的焦距的最小值为8.

二、多项选择题:本题共3小题,每小题6分,共18分.
在每小题给出的选项中,有多项符合题目要求.全部

选对的得6分,部分选对的得部分分,有选错的得

0分.

9.已知椭圆C:
x2

25+
y2

4=1
的两个焦点为F1,F2,P

是C 上任意一点,则 (  )

A.|PF1|+|PF2|=4 B.|F1F2|=2 21

C.|PF1|≤5+ 21 D.|PF1|·|PF2|≤25
BCD 解析:对 A,B,设该椭圆的长轴长、短轴长、
焦距分别为2a,2b,2c,
因为4<25,所以a2=25,b2=4,c2=25-4=21,
所以|PF1|+|PF2|=2a=10,|F1F2|=2c=

221,故A错误,B正确;

对C,设F1(- 21,0),

则当点P 为椭圆的右顶点时,|PF1|max= 21+5,

即|PF1|≤ 21+5,当P(5,0)时,等号成立,故C
正确;
对D,由椭圆的定义及基本不等式可知|PF1|·

|PF2|≤
|PF1|+|PF2|

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=25,当且仅当|PF1|

=|PF2|=5时,等号成立,故D正确.
10.(2024·新高考全国Ⅱ卷)抛物线C:y2=4x 的准

线为l,P 为C 上的动点.过P 作☉A:x2+(y-
4)2=1的一条切线,Q 为切点.过P 作l的垂线,
垂足为B.则 (  )
A.l与☉A 相切

B.当P,A,B 三点共线时,|PQ|= 15
C.当|PB|=2时,PA⊥AB
D.满足|PA|=|PB|的点P 有且仅有2个

ABD 解析:A选项,抛物线y2=4x 的准线方程

为x=-1,
☉A 的圆心A(0,4)到直线x=-1的距离为1,等
于圆的半径,
故准线l与☉A 相切,A选项正确.
B选项,当P,A,B 三点共线时,即PA⊥l,则yP

=4,
由y2

P=4xP,得xP=4,故P(4,4),

此时|PA|=4,切 线 长|PQ|= |PA|2-r2 =

42-12= 15,B选项正确.
C选项,当|PB|=2时,xP=1,此时y2

P=4xP=
4,则yP=±2,故P(1,2)或P(1,-2),
当P(1,2)时,B(-1,2),又A(0,4),所以kPA=
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4-2
0-1=-2

,kAB=
4-2

0-(-1)=2
,

不满足kPAkAB=-1;
当P(1,-2)时,B(-1,-2),又 A(0,4),所以

kPA=
4-(-2)
0-1 =-6,kAB=

4-(-2)
0-(-1)=6

,

不满足kPAkAB=-1,
于是PA⊥AB 不成立,C选项错误.
D选项,(方法一:利用抛物线定义转化)
如图,根据抛物线的定义,可得|PB|=|PF|,

于是|PA|=|PB|时点 P 的存在性问题转化成

|PA|=|PF|时点P 的存在性问题.

因为A(0,4),F(1,0),AF 的中点为 1
2
,2

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以

线段AF 中垂线的斜率为-
1

kAF
=
1
4
,

线段AF 的中垂线方程为y=
1
4x+

15
8.与抛物线

方程y2=4x 联立消去x,可得y2-16y+30=0,
Δ=162-4×30=136>0,所以AF 的中垂线和抛

物线有两个交点,
即存在两个点P,使得|PA|=|PF|,D选项正确.
(方法二:设点直接求解)

设P t2

4
,tæ

è
ç

ö

ø
÷,由PB⊥l,可得B(-1,t),又 A(0,

4),|PA|=|PB|,

所以根据两点间的距离公式,得 t4

16+
(t-4)2=

t2

4+1
,整理得t2-16t+30=0,

Δ=162-4×30=136>0,则关于t的方程有两个

不相等的解,
即存在两个这样的点P,使得|PA|=|PB|,D选

项正确.
故选ABD.

11.某载人飞船返回舱的轴截面

可近似地看作是由半圆和半

椭圆组成的“曲圆”,如图.在
平面直角坐标系中,半圆的

圆心在坐标原点,半圆所在

的圆过椭圆的焦点F(0,2),
椭圆的短轴与半圆的直径重

合,半圆与y 轴交于点G.若过原点O 的直线与半

椭圆交于点A,与半圆交于点B,则 (  )

A.椭圆的长轴长为42

B.线段AB 长度的最大值为2+22

C.△AFG 的周长为4+42
D.在x 轴上方的半椭圆上存在M,N 两点,使得

∠FMG=∠FNG=
π
2

ABC 解析:由题意可知,椭圆的半焦距c=2,短

半轴长b=2,得长半轴长a=22,则椭圆的长轴

长为2a=42,故A正确;

因为2≤|OA|≤2 2,|OB|=2,所以|AB|=

|OA|+|OB|∈[4,2+22],故B正确;
因为点F,G 是椭圆的两个焦点,所以△AFG 的

周长为|FG|+|AF|+|AG|=4+2a=4+42,
故C正确;
由题意知|MF|<|MG|,在△MFG 中,

cos ∠FMG =
|MF|2+|MG|2-|FG|2

2|MF|·|MG| =

1
2
[(|MF|+|MG|)2+(|MF|-|MG|)2]-|FG|2

2|MF|·|MG|

>

1
2×

(42)2-42

2|MF|·|MG|=0
,所以∠FMG 不可能为直

角,所以在x 轴上方的半椭圆上不存在点M,使得

∠FMG=
π
2
,故D错误.

故选ABC.
三、填空题:本题共3小题,每小题5分,共15分.

12.(2024·新高考全国Ⅰ卷)设双曲线C:
x2

a2-
y2

b2
=1

(a>0,b>0)的左、右焦点分别为F1,F2,过F2 作

平行于y 轴的直线交C 于A,B 两点,若|F1A|=
13,|AB|=10,则C 的离心率为    .
3
2 

解析:由题可知A,B,F2 三点横坐标相等,设

A 在第一象限,将x=c代入
x2

a2-
y2

b2
=1,

得y=±
b2

a
,即 A c,

b2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷,B c,-

b2

a
æ

è
ç

ö

ø
÷,所以|AB|

=
2b2

a =10,|F2A|=
b2

a=5.

由|F1A|-|F2A|=2a,得|F1A|=|F2A|+2a

=5+2a=13,解得a=4.代入
b2

a=5
,得b2=20,

则c2=a2+b2=36,即c=6,所以e=
c
a=

6
4=

3
2.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

—922—



13.给出四个命题:①方程x2+y2-2x+1=0表示的

图形是圆;②椭圆
x2

3+
y2

2=1
的离心率e=

5
3
;

③抛物线x=2y2 的准线方程是x=-
1
8
;④双曲

线
y2

49-
x2

25=-1
的渐近线方程是y=±

5
7x.其中

是假命题的是 .(填序号)
①②④ 解析:①方程表示的图形是一个点(1,0);

②e=
3
3
;④渐近线方程为y=±

7
5x
;③正确.

14.如图,设椭圆
x2

9+
y2

5=1

的左、右焦点分别为 F1,
F2,过焦点 F1 的直线交

椭 圆 于 A (x1,y1 ),
B(x2,y2) 两 点. 若

△ABF2 的内切圆的面积为π,则△ABF2 的面积

为    ,|y1-y2|= .
6 3 解析:因为△ABF2 的内切圆的面积为π,
所以△ABF2 内切圆的半径r=1,

所以△ABF2 的面积S=
1
2×1×

(|AB|+|AF2|

+|BF2|)=2a=6.

又△ABF2 的面积S=
1
2|y1-y2|×2c=

1
2|y1-

y2|×2×2=6,
所以|y1-y2|=3.

四、解答题:本题共5小题,共77分.解答时应写出必

要的文字说明、证明过程或演算步骤.

15.(13分)双曲线C 与椭圆
x2

8+
y2

4=1
有相同的焦

点,直线y= 3x 为C 的一条渐近线.求双曲线C
的方程.

解:由题意设双曲线C 的方程为
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,

b>0).

由椭圆
x2

8+
y2

4=1
,

求得两焦点分别为(-2,0),(2,0),
所以对于双曲线C 可得c=2.
又y= 3x 为双曲线C 的一条渐近线,

所以
b
a= 3

,解得a2=1,b2=3,

所以双曲线C 的方程为x2-
y2

3=1.

16.(15分)已知抛物线y2=4x 的焦点为F,点 M 在

抛物线上,且|MF|=6,MN 垂直于x 轴,垂足为

点N.

(1)求点M 的横坐标;
(2)求△MNF 的面积.
解:(1)由抛物线方程为y2=4x,可得p=2且焦点

为F(1,0),设点 M(x1,y1).
因为|MF|=6,由抛物线的定义,可得|MF|=x1

+
p
2=x1+1=6,

解得x1=5,即点 M 的横坐标为5.
(2)由(1)知x1=5,代入抛物线方程,可得y2

1=20,

解得y1=±25.
又因为 MN⊥x 轴于点N(如图),且F(1,0),
所以 N(5,0),

所以S△MNF=
1
2|NF|·|y1|=

1
2×

(5-1)×25

=45.

17.(15分)(2024·北京卷)已知椭圆E:
x2

a2+
y2

b2
=1

(a>b>0),以椭圆E 的焦点和短轴端点为顶点的

四边形是边长为2的正方形.过点(0,t)(t> 2)且
斜率存在的直线与椭圆E 交于不同的两点A,B,
过点A 和C(0,1)的直线AC 与椭圆E 的另一个交

点为D.
(1)求椭圆E 的方程及离心率;
(2)若直线BD 的斜率为0,求t的值.
解:(1)由题意可知b= 2,c= 2,

所以a= b2+c2=2,

故椭圆E 的方程为
x2

4+
y2

2=1
,离心率e=

c
a=

2
2.

(2)设A(x1,y1),B(x2,y2),直线 AB 的方程为

y=kx+t(k≠0),

联立
x2

4+
y2

2=1
,

y=kx+t,

ì

î

í
ïï

ïï
得(1+2k2)x2+4ktx+2t2-4

=0.
所以Δ=(4kt)2-4(1+2k2)(2t2-4)>0,即4k2

-t2+2>0.

由根与系数的关系得

x1+x2=-
4kt
1+2k2

,

x1x2=
2t2-4
1+2k2

,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

 ①

因为直线BD 的斜率为0,所以由椭圆的对称性可
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得D(-x2,y2).
因为A,C,D 三点共线,所以kAC=kCD,

所以
y1-1
x1

=
y2-1
-x2

,即x1y2+x2y1-(x1+x2)

=0.
由y1=kx1+t,y2=kx2+t,得 x1(kx2+t)+
x2(kx1+t)-(x1+x2)=0,
整理得2kx1x2+(t-1)(x1+x2)=0, ②

所以2k·2t
2-4

1+2k2
+(t-1)·

-4kt
1+2k2

=0,

解得t=2.

18.(17分)已知O 为坐标原点,双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1

(a>0,b>0)的离心率为 3,点P 在双曲线C 上,
点F1,F2 分别为双曲线C 的左、右焦点,||PF1|
-|PF2||=2.
(1)求双曲线C 的标准方程.
(2)已知点A(-1,0),B(1,0),设直线PA,PB 的

斜率分别为k1,k2.求证:k1k2 为定值.
(1)解:因为||PF1|-|PF2||=2,由双曲线的定

义知2a=2,所以a=1.

又因为e=
c
a= 3

,所以c= 3,所以b2=c2-a2

=2,

所以双曲线C 的标准方程为x2-
y2

2=1.

(2)证明:设P(x0,y0),则x2
0-

y2
0

2=1.

因为A(-1,0),B(1,0),

所以k1=
y0

x0+1
,k2=

y0

x0-1
,

所以k1k2=
y0

x0+1
· y0

x0-1
=

y2
0

x2
0-1

=
y2
0

1+
y2
0

2
æ

è
ç

ö

ø
÷-1

=2.
故k1k2 为定值2.

19.(17分)已知l1,l2 是过点(0,2)的两条互相垂直

的直线,且l1 与椭圆
x2

4+y2=1相交于 A,B 两

点,l2 与椭圆相交于C,D 两点.
(1)求直线l1 的斜率k的取值范围;
(2)若线段AB,CD 的中点分别为M,N,求证:直

线MN 经过一个定点.并求出此定点的坐标.
(1)解:根据题意,直线l1,l2 的斜率均存在且不为0,

则直线l1,l2 的方程分别为y=kx+2,y=-
1
kx

+2.

联立
y=kx+2,

x2

4+y
2=1,

ì

î

í

ïï

ïï
消去y,得(4k2+1)x2+16kx+

12=0.
由Δ=(16k)2-4×12(4k2+1)>0,得4k2>3,则

k<-
3
2

或k>
3
2.

同理4 -
1
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

>3,则-
23
3 <k<

23
3 .

所以k 的 取 值 范 围 为 ( -233 ,-
3
2 ) ∪ ( 32,

23
3 ) .
(2)证明:设A(x1,y1),B(x2,y2),由(1)知(4k2+
1)x2+16kx+12=0,

所以 x1 +x2 = -
16k
4k2+1

,则 xM =
x1+x2

2 =

-
8k

4k2+1
,

所以 yM =kxM +2=-
8k2

4k2+1+2=
2

4k2+1
,则

M -
8k
4k2+1

, 2
4k2+1

æ

è
ç

ö

ø
÷.

同理 N 8k
k2+4

,2k
2

k2+4
æ

è
ç

ö

ø
÷,

则 直 线 MN 的 方 程 为 y -
2

4k2+1 =

2k2

k2+4-
2

4k2+1
8k

k2+4+
8k
4k2+1

x+
8k
4k2+1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

化简整理得y=
k2-1
5k x+

2
5.

因此 直 线 MN 经 过 一 个 定 点,该 定 点 的 坐 标

为 0,
2
5

æ

è
ç

ö

ø
÷.
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模块测试卷

(考查范围:选择性必修 第一册 时间:120分钟 分值:150分)

                一、单项选择题:本题共8小题,每小题5分,共40分.
在每小题给出的四个选项中,只有一项是符合题目要

求的.
1.已知A(3,4),B(-1,0),则过AB 的中点且倾斜角

为120°的直线的方程是 (  )

A.3x-y+2- 3=0

B.3x-y+1-23=0

C.3x+y-2- 3=0

D.3x+3y-6- 3=0
C 解析:设 AB 的中点为 M,则 M 的坐标为(1,

2),又斜率k=- 3,所以直线的方程为y-2=

- 3(x-1).即 3x+y-2- 3=0.

2.已知椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的离心率为

5
3
,椭

圆上一点P 到两焦点距离之和为12,则椭圆的短

轴长为 (  )

A.8 B.6 C.5 D.4

A 解析:椭圆
x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0)的离心率e=

c
a=

5
3
,椭圆上一点P 到两焦点距离之和为12,即

2a=12,可得a=6,c=25,所以b= a2-c2=

36-20=4,则椭圆的短轴长为2b=8.
3.如图,在空间四边形OABC 中,OA→=a,OB→=b,OC→

=c,点M 在OA 上,OM→=
2
3OA→,点N 为BC 的中

点,则MN→= (  )

A.
1
2a-

2
3b+

1
2c B.-

2
3a+

1
2b+

1
2c

C.
1
2a+

1
2b-

1
2c D.

2
3a+

2
3b-

1
2c

B 解析:连接ON(图略),

因为OM→=
2
3OA→=

2
3a
,点 N 为BC 的中点,则ON→

=
1
2
(OB→+OC→)=

1
2
(b+c),

于是,MN→=ON→-OM→=
1
2
(b+c)-

2
3a=-

2
3a

+
1
2b+

1
2c.

4.开普勒第一定律指出,所有行星绕太阳运动的轨道

都是椭圆,太阳处在椭圆的一个焦点上.如图,若某

行星距太阳表面的最大距离为ρ,最小距离μ,太阳

半径为r,则该行星运行轨迹椭圆的离心率为

(  )

A.ρ-μ
ρ+μ+2r

B.ρ
+2r-μ
ρ+μ

C.ρ+μ
ρ-μ+2r

D.ρ
+μ+2r
ρ-μ

A 解析:设椭圆的焦距为2c,长轴长为2a,则由已

知可得ρ=a+c-r,μ=a-c-r,两式相加可得ρ
+μ=2a-2r,两式相减可得ρ-μ=2c,

则a=ρ+μ+2r
2

,c=ρ-μ
2
,所 以 离 心 率e=

c
a

= ρ-μ
ρ+μ+2r

.

5.已知圆C:(x-1)2+(y-2)2=1,点 N(3,4),M
为圆C 上的动点,P 为x 轴上的动点,则 PM +
PN 的最小值为 (  )

A.52-1 B.52

C.2 10-1 D.2 10

C 解析:圆C:(x-1)2+(y-2)2=1,圆心C(1,

2),半径为r=1,

则圆心C(1,2)关于x 轴的对称点为C1(1,-2),

则 (|PC1 | + |PN |)min = | NC1 | =

(3-1)2+(4+2)2=2 10,
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当且仅当P,N,C1 三点共线时取得最小值.
结合图象(图略)可知(PM + PN )min=|NC1|

-r=2 10-1.
故选C.

6.已知双曲线
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的左、右焦点

分别为F1,F2,以F1F2 为直径的圆与双曲线渐近

线的一个交点为A(3,4),则此双曲线的方程为

(  )

A.
x2

16-
y2

9=1 B.
x2

3-
y2

4=1

C.
x2

9-
y2

16=1 D.
x2

4-
y2

3=1

C 解析:由已知可得交点 A(3,4)到原点O 的距

离为圆的半径,

则半径r= 32+42=5,故c=5,

所以a2+b2=25.又双曲线的一条渐近线y=
b
ax

过点A(3,4),即3b=4a.

联立
a2+b2=25,

3b=4a,{ 解得
a=3,

b=4.{
所以双曲线的方程为

x2

9-
y2

16=1.
故选C.

7.在直三棱柱ABC-A1B1C1中,∠BCA=90°,M,N
分别是A1B1,A1C1的中点,BC=CA=CC1,则

BM 与AN 所成角的余弦值为 (  )

A.
1
10 B.

2
5 C.

30
10 D.

2
2

C 解析:由题意建立如图所示的空间直角坐标系

Cxyz,

设BC=2,则B(0,2,0),A(2,0,0),M(1,1,2),

N(1,0,2),所以BM→=(1,-1,2),AN→=(-1,0,

2).设 BM 与 AN 所 成 的 角 为θ,所 以cosθ=

|BM→·AN→|
|BM→||AN→|

=
3

6× 5
=
30
10 .

8.正方体ABCD-A1B1C1D1的棱长为1,若动点P 在

线段BD1上运动,则DC→·AP→的取值范围是 (  )

A.(0,1) B.[0,1) C.[0,1] D.[-1,1]

C 解析:如图,

由题意,设BP→=λBD1
→,其中λ∈[0,1],DC→·AP→

=AB→·(AB→+BP→)=AB→·(AB→+λBD1
→)=AB→2

+λAB→·BD1
→=1+ 3λ· -

3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=1-λ∈[0,1].

因此DC→·AP→的取值范围是[0,1].
二、多项选择题:本题共3小题,每小题6分,共18分.
在每小题给出的选项中,有多项符合题目要求.全部

选对的得6分,部分选对的得部分分,有选错的得

0分.

9.若方程
x2

3-t+
y2

t-1=1
所表示的曲线为C,则下列

命题错误的是 (  )

A.当1<t<3时,C 为椭圆

B.当t>3或t<1时,C 为双曲线

C.若C 为椭圆,则长轴长为2 3-t

D.若C 为双曲线,则焦距为2 4-2t

ACD 解析:当
x2

3-t+
y2

t-1=1
表 示 椭 圆 时,则

3-t>0,

t-1>0,

3-t≠t-1,

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以1<t<3且t≠2,故A错误;

当
x2

3-t+
y2

t-1=1
表示双曲线时,则(3-t)(t-1)

<0,解得t>3或t<1,故B正确;

当1<t<2时,C 表示焦点在x 轴上的椭圆,则长

轴长为2 3-t,当2<t<3时,C 表示焦点在y 轴

上的椭圆,则长轴长为2 t-1,故C错误;

当t<1时,C 表示焦点在x 轴上的双曲线,则焦距

为2 4-2t,当t>3时,C 表示焦点在y 轴上的双

曲线,则焦距为2 2t-4,故D错误.
故选ACD.

10.已知点P 是平行四边形ABCD 所在的平面外一

点,如果AB→=(2,-1,-4),AD→=(4,2,0),AP→=
(-1,2,-1),那么下列结论正确的是 (  )

A.AP⊥AB
B.AP⊥AD
C.AP→是平面ABCD 的一个法向量

D.AP→∥BD→
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ABC 解析:因为AB→·AP→=0,AD→·AP→=0,所
以AB⊥AP,AD⊥AP,故A,B正确.
又AB→与AD→不平行,所以AP→是平面ABCD 的一

个法向量,故C正确.
因为BD⊂平面 ABCD,所以 AP⊥BD,故D不

正确.
11.如图,棱长为1的正方体ABCD-A1B1C1D1 中,

M 为线段B1D1 上的动点(包括端点),则下列结

论正确的是 (  )

A.当 点 M 为 B1D1 的 中 点 时,C1M ⊥ 平

面BB1D1D
B.当点 M 在线段B1D1 上运动时,三棱锥 C1-

BDM 的体积为定值

C.当点 M 为B1D1 的中点时,直线 DM 与直线

BC 所成角的余弦值为
3
3

D.点M 到线段BC1 距离的最小值为
1
3

AB 解析:如图,以D 为坐标原点,建立空间直角

坐标系,

则D(0,0,0),B(1,1,0),D1(0,0,1),C1(0,1,

1),C(0,1,0).
对于选项A,DB→=(1,1,0),DD1

→=(0,0,1),设平

面 BB1D1D 的 法 向 量 为 n = (x,y,z),则

n·DB→=x+y=0,

n·DD1
→=z=0,{ 令x=1,则y=-1,z=0,所

以n=(1,-1,0)为平面BB1D1D 的一个法向量,

当点 M 为B1D1 中 点 时,则 M 1
2
,1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,可 得

C1M→=
1
2
,-
1
2
,0

æ

è
ç

ö

ø
÷,

因为n=2C1M→,即n 与C1M→共线,所以C1M⊥平

面BB1D1D,故A正确;

对于选项B,由选项A可知点C1 到平面BB1D1D

的距离为
1
2 n =

2
2
,

所以三棱锥C1-BDM 的体积VC1-BDM=
1
3×

2
2×

1
2× 2×1=

1
6
,为定值,故B正确;

对 于 选 项 C,当 点 M 为 B1D1 中 点 时,则 M

1
2
,1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,可得DM→= 1

2
,1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,CB→=(1,0,0),

因为cos<DM→,CB→>=
DM→·CB→

DM→ CB→
=

1
2
6
2×1

=
6
6
,

所以直线DM 与直线BC 所成角的余弦值为
6
6
,

故C错误;

对于选项D,设 M(a,a,1),a∈[0,1],则BM→=(a
-1,a-1,1),BC1

→=(-1,0,1),

BM→在BC1
→上的投影为

BM→·BC1
→

BC1
→ =

2-a
2
,且BM→2

=2(a-1)2+1,

则 点 M 到 线 段 BC1 的 距 离 为

2(a-1)2+1- (2-a
2

)
2

=
3
2 a-

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
1
3
,

所以当a=
2
3

时,点 M 到线段BC1 距离取到最小

值
3
3
,故D错误.

故选AB.
三、填空题:本题共3小题,每小题5分,共15分.
12.A,B,C,D 是空间不共面的四点,且AB→·AC→=0,

AC→·AD→=0,AB→·AD→=0,则△BCD 的形状是

    三角形.(填“锐角”“直角”或“钝角”)

锐角 解析:因为BC→·BD→=(AC→-AB→)·(AD→-
AB→)=AC→·AD→-AC→·AB→-AB→·AD→+AB→2=
AB→2>0,

所以∠CBD 为锐角.
同理可证∠BCD,∠BDC 均为锐角,

故△BCD 是锐角三角形.

13.若双曲线y2-
x2

m2=1(m>0)的渐近线与圆x2+

y2-4y+3=0相切,则m=    .

3
3 

解析:双曲线y2-
x2

m2=1(m>0)的渐近线为
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y=±
x
m
,即x±my=0,不妨取x+my=0.

圆x2+y2-4y+3=0,即x2+(y-2)2=1,所以

圆心为(0,2),半径r=1.
依题意圆心(0,2)到渐近线x+my=0的距离d=

|2m|
1+m2

=1,

解得m=
3
3

或m=-
3
3
(舍去).

故答案为
3
3.

14.在长方体ABCD-A1B1C1D1 中,底面是边长为1
的正方形,AA1=2,E 为A1D 的中点,F 为CC1 靠

近点C 的三等分点,则点E 到平面BDF 的距离为

    .

4 17
17  解析:以A 为坐标原点,AB,AD,AA1 所

在直线分别为x 轴、y 轴、z 轴,建立如图所示的空

间直角坐标系,

则B(1,0,0),D(0,1,0),A1(0,0,2),E 0,
1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷,

F 1,1,
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,

所 以BD→ = (-1,1,0),BF→ = 0,1,
2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷,BE→

= -1,
1
2
,1

æ

è
ç

ö

ø
÷.

设平面BDF 的法向量为n=(x,y,z),

则
n·BD→=0,

n·BF→=0,{ 即

-x+y=0,

y+
2
3z=0.

ì

î

í

ïï

ïï

令z=-3,则x=2,y=2,所以n=(2,2,-3)为平

面BDF 的一个法向量,

所以点E 到平面BDF 的距离d=
|n·BE→|
|n| =

4
17

=
4 17
17 .

四、解答题:本题共5小题,共77分.解答时应写出必

要的文字说明、证明过程或演算步骤.

15.(13分)已知圆C 经过点A(2,-1),和直线x+y
=1相切,且圆心在直线y=-2x 上.
(1)求圆C 的方程;

(2)已知直线l经过原点,并且被圆C 截得的弦长

为2,求直线l的方程.
解:(1)设圆心C(a,-2a),

则 (a-2)2+(-2a+1)2=
|a-2a-1|

2
,

化简,得a2-2a+1=0,解得a=1.
所以圆心为C(1,-2),

半径r=|AC|= (1-2)2+(-2+1)2= 2.
所以圆C 的方程为(x-1)2+(y+2)2=2.
(2)①当直线l的斜率不存在时,直线l的方程为x
=0,此时直线l被圆C 截得的弦长为2,满足条件.

②当直线l的斜率存在时,设直线l的方程为y=

kx,由题意得
|k+2|
1+k2

=1,解得k=-
3
4
,

所以直线l的方程为y=-
3
4x
,

即3x+4y=0.
综上所述,直线l的方程为x=0或3x+4y=0.

16.(15分)已知双曲线C:
x2

a2-
y2

b2=1
(a>0,b>0)的

一个焦点为(25,0),一条渐近线方程为2x-y=
0,O 为坐标原点.
(1)求双曲线C 的标准方程;

(2)已知倾斜角为
3π
4

的直线l与双曲线C 交于A,

B 两点,且线段 AB 的中点的纵坐标为4,求弦

长 AB .

解:(1)由一个焦点为(-25,0),可知c=25,

又一条渐近线方程为2x-y=0,所以
b
a=2.

由c2=a2+b2,可得20=a2+4a2,解得a2=4,b2

=16,

故双曲线C 的标准方程为
x2

4-
y2

16=1.

(2)设直线l的斜率为k,A(x1,y1),B(x2,y2),线
段AB 中点的坐标为(x0,4),

则

x2
1

4-
y2
1

16=1
,

x2
2

4-
y2
2

16=1
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï
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两式相减得16(x2
2-x2

1)=4(y2
2-y2

1),

即16(x2-x1)(x2+x1)=4(y2-y1)(y2+y1),

化简得k=
y2-y1

x2-x1
=
4(x2+x1)
y2+y1

=
4x0

4 =x0,又k

=tan
3π
4=-1

,所以x0=-1,

所以AB 中点的坐标为(-1,4).
所以直线l的方程为y-4=-(x+1),即x+y-

3=0.

由x+y-3=0,
x2

4-
y2

16=1
,得3x2+6x-25=0,

Δ=36+4×3×25=336>0,

则x1+x2=-2,x1x2=-
25
3
,

AB = 2 x1-x2 = 2 (x1+x2)2-4x1x2=

2× 4+4×
25
3=

4 42
3 .

17.(15分)如图,在五面体ABCDEF 中,底面ABCD
为正方形,侧面CDEF 为等腰梯形,EF∥CD,平

面CDEF⊥平面ABCD,AB=2EF=4,AF=13.
(1)求直线EF 到平面ABCD 的距离;

(2)求直线AC 与平面ABF 所成角的正弦值.

解:(1)因为侧面CDEF 为等腰梯形,

EF∥CD,EF⊄平面ABCD,CD⊂平面ABCD,

所以EF∥平面ABCD,

则直线EF 到平面ABCD 的距离就是点F 到平面

ABCD 的距离.
如图,过点F 作FO⊥DC 于点O,连接OA.

因为平面CDEF⊥平面ABCD,

又平 面 CDEF∩平 面 ABCD=CD,FO⊂平 面

CDEF,

所以FO⊥平面ABCD.因为OA⊂平面ABCD,所

以FO⊥OA.

因为四边形CDEF 为等腰梯形,AB=CD=2EF

=4,

所以OD=3,所以AO=5.
又 AF=13,所 以 FO=12,即 直 线 EF 到 平 面

ABCD 的距离为12.
(2)如图,以O 为坐标原点,分别以OD,OF 所在直

线为x 轴、z 轴,过点O 且垂直于平面CDEF 的直

线为y 轴,建立如图所示的空间直角坐标系Oxyz.

则A(3,4,0),B(-1,4,0),C(-1,0,0),F(0,0,

12),

所以AF→=(-3,-4,12),AB→=(-4,0,0),AC→=
(-4,-4,0).
设平面ABF 的法向量为m=(x,y,z),则

AB→·m=0,

AF→·m=0,{ 即
-4x=0,

-3x-4y+12z=0.{
令z=1,则x=0,y=3,所以m=(0,3,1)为平面

ABF 的一个法向量.
设直线AC 与平面ABF 的夹角为α,

则sinα=|cos<AC→,m>|=
|AC→·m|
|AC→||m|

=
12

32× 10

=
35
10.

18.(17分)如图,已知在几何体 ABCDE 中,△ABC

是边长为4的正三角形,CD=DE=2 3,AE=

BE,cos∠ACD=cos∠BCD=
3
4
,二面角D-AB-

E 的大小为
π
3
,F 为线段BC 的中点.

(1)证明:DE∥平面ABC;

(2)点M 为线段AF 上的动点(不包括端点),求平

面ABC 与平面BEM 所成角的余弦值的最大值,

并说明此时点M 的位置.
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(1)证明:因为CA=CB=4,CD=23,cos∠ACD

=cos∠BCD=
3
4
,

由 余 弦 定 理 得 AD =

AC2+CD2-2AC·CDcos∠ACD =4,同 理 可

得BD=4.
如图,取线段AB 的中点O,连接CO,DO,OE,

所以AB⊥CO,AB⊥DO,AB⊥OE,所以 CO=

DO=CD=23,

所以∠OCD=∠COD=∠CDO=
π
3
,∠DOE 为二

面角D-AB-E 的平面角,即∠DOE=
π
3
,

易知点O,E,D,C 共面,所以CD∥OE.

又因为DO=DE=OE=23,所以OE=CD,

所以四边形COED 是平行四边形,

所以DE∥CO.
又因为DE⊄平面ABC,CO⊂平面ABC,

所以DE∥平面ABC.
(2)解:取线段CD 的中点P,连接PO,

所以PO⊥CD,PO⊥OE.
又AB⊥DO,AB⊥OE,OD∩OE=O,OD,OE⊂
平面OEDC,

所以AB⊥平面OEDC.
所以OP,OA,OE 两两垂直,

以点O 为坐标原点,以OA→,OE→,OP→方向分别为x
轴、y 轴、z 轴的正方向建立如图所示的空间直角

坐标系Oxyz,

所以A(2,0,0),B(-2,0,0),C(0,- 3,3),D(0,

3,3),E(0,2 3,0),OA→=(2,0,0),OC→=(0,

- 3,3).
设平面ABC 的法向量为m=(x1,y1,z1),

所以
OA→·m=2x1=0,

OC→·m=- 3y1+3z1=0,{
令y1= 3,则x1=0,z1=1,所以m=(0,3,1)为

平面ABC 的一个法向量.

因为F (-1,- 32,
3
2 ),所以AF→= (-3,- 32,

3
2 ),

设AM→=λAF→= (-3λ,- 32λ,
3
2λ),λ∈(0,1),

又因为AB→=(-4,0,0),BE→=(2,23,0),

所以BM→=AM→-AB→= (-3λ+4,- 32λ,
3
2λ) .

设平面BEM 的法向量为n=(x2,y2,z2),

则

BE→·n=2x2+23y2=0,

BM→·n=(-3λ+4)x2-
3
2λy2+

3
2λz2=0

,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

令x2= 3,则y2=-1,z2=
3
3 5-

8
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷,所以n=

3,-1,
3
3 5-

8
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为平面BEM 的一个法向量.

设平面ABC 与平面BEM 所成角为θ,则cosθ=

m·n
m n =

- 3+
3
3 5-

8
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 4+
1
3 5-

8
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,

令t=- 3+
3
3 5-

8
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷∈(-∞,-23),

则cosθ=
t

2 4+(t+ 3)2
=

1

2 7(1t+
3
7 )

2

+
4
7

≤
7
4
,

当且仅 当
1
t =-

3
7
,即λ=

AM
AF =

8
9

时 等 号

成立.
所以平面ABC 与平面BEM 所成角的余弦值的最

大值为
7
4
,此时

AM
AF =

8
9.

19.(17分)(2024·天津卷)已知椭圆
x2

a2+
y2

b2
=1(a>

b>0),椭圆的离心率e=
1
2
,左顶点为A,下顶点

为B,O 为坐标原点,C 是线段OB 的 中 点,且

S△ABC=
33
2 .
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(1)求椭圆的方程.

(2)过点 0,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的动直线与椭圆有两个交点P,

Q,在y 轴上是否存在点T 使得TP
→·TQ

→
≤0? 若

存在,求出点T 纵坐标的取值范围;若不存在,请

说明理由.

解:(1)因为椭圆的离心率e=
1
2
,所以a=2c,b=

3c,其中c为半焦距,

所以A(-2c,0),B(0,- 3c),C 0,-
3c
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,

故S△ABC=
1
2×

3
2c×2c=

33
2
,

得c= 3,所以a=23,b=3,

故椭圆的方程为
x2

12+
y2

9=1.

(2)若过点 0,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的动直线的斜率存在,则可设

该直线方程为y=kx-
3
2.

设P(x1,y1),Q(x2,y2),T(0,t),

由

x2

12+
y2

9=1
,

y=kx-
3
2
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

消去y 可得(3+4k2)x2-12kx-

27=0,

故Δ=144k2+108(3+4k2)>0,且 x1+x2=

12k
3+4k2

,x1x2=-
27

3+4k2
.

而TP
→
=(x1,y1-t),TQ

→
=(x2,y2-t),

故TP
→·TQ

→
=x1x2+(y1-t)(y2-t)=x1x2

+kx1-
3
2-t

æ

è
ç

ö

ø
÷ kx2-

3
2-t

æ

è
ç

ö

ø
÷

=(1+k2)x1x2-k
3
2+t

æ

è
ç

ö

ø
÷(x1+x2)+

3
2+t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=(1+k2)× -
27

3+4k2
æ

è
ç

ö

ø
÷-k 3

2+t
æ

è
ç

ö

ø
÷×

12k
3+4k2

+ 3
2+t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
-27k2-27-18k2-12k2t+332+t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+(3+2t)2k2

3+4k2

=
[(3+2t)2-12t-45]k2+3 32+t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-27

3+4k2
.

因为TP
→·TQ

→
≤0恒成立,

所以

(3+2t)2-12t-45≤0,

3 32+t
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-27≤0,

ì

î

í

ïï

ïï

解得-3≤t≤
3
2.

若过点 0,-
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的动直线的斜率不存在,则P(0,

3),Q(0,-3)或P(0,-3),Q(0,3),

要使TP
→·TQ

→
≤0恒成立,则-3≤t≤3.

所以-3≤t≤
3
2.

综上,点T 纵坐标的取值范围是 -3,
3
2

é

ë
êê

ù

û
úú.
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