
答案详解

答案详解

第一章 集合、常用逻辑用语、不等式

第1课时 集合

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)互异性 (2)属于 ∈ (3)列举法 描述法 
(4)N N*或N+ Z Q R

知识点2 (1)元素 ⊆ ⊇ (2)存在 真子集 (3)B⊆A 
(4)非空

知识点3 {x|x∈A,且x∈B}
链教材·夯基固本

1.D
2.解:因为集合B 的元素都是集合A 的元素,所以可用数轴表示

它们的关系,如图所示.

从而可知a≤2.
3.解:A∩B={-1,0,1}∩{0,1,2,3}={0,1};

A∪B={-1,0,1}∪{0,1,2,3}={-1,0,1,2,3}.
4.7 [对于集合A={x|x=2n,n∈Z},当n=0时,x=1;当n=
1时,x=2;当n=2时,x=4,且B={1,2,3,4},所以A∩B=
{1,2,4},即A∩B 中有3个元素,则其真子集的个数为23-
1=7.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 ACD [对于A,集合A={a-2,a2+4a,12},且-3
∈A,

①当a-2=-3时,a=-1,
所以a2+4a=1-4=-3,
此时集合A={-3,-3,12},不满足集合中元素的互异性,故
不符合题意,舍去;

②当a2+4a=-3时,a=-1或-3,
若a=-1,则a-2=-3,此时集合A={-3,-3,12},不满足

集合中元素的互异性,故不符合题意,舍去,
若a=-3,则a-2=-5,此时集合A={-5,-3,12},符合题意,
综上所述,a=-3,故A正确.
对于B,因为A={0,1,2},a∈A,b∈A,
所以ab=0或ab=1或ab=2或ab=4,
故B={ab|a∈A,b∈A}={0,1,2,4},
即集合B 中有4个元素,
故B错误.
对于C,因为A={x|x2≤4}={x|-2≤x≤2},B={x|x∈
N*,且x-1∈A},所以B={1,2,3},故C正确.
对于D,当x=5时,y=1,2,3,4,
当x=4时,y=1,2,3,
当x=3时,y=1,2,
当x=2时,y=1,
综上知,B 中的元素个数为10,故D正确.故选ACD.]

考点二

典例2 (1)B (2)B [(1)集合A={x|x=3k-1,k∈Z},

B={x|x=6k-1,k∈Z}={x|x=3×2k-1,k∈Z},
则集合B 是集合A 的子集,即B⊆A.故选B.
(2)因为A={x|x>a},B={x|1<x<2},且B⫋A,用数轴

表示其关系如图,所以实数a的取值范围为(-∞,1].故选B.

]

母题探究

1.(3,+∞) [因为A={x|2a-3≤x≤a},B={x|1<x<2},
且A⊆B,用数轴表示其关系如图.

①当A=⌀时,2a-3>a,则a>3,满足题意;

②当A≠⌀时,
2a-3≤a,

2a-3>1,

a<2, 即

a≤3,

a>2,

a<2. 所以a不存在.

综上所述,实数a的取值范围为(3,+∞).]

2.(3,+∞) [因 为 B⊆A,用 数 轴表 示 其 关系 如 图.所 以

-a≤-1,

a>3, 即a>3.所以实数a的取值范围为(3,+∞).

]

考点三

典例3 C [U={1,2,3,4,5,6,7,8},A={1,3,5},故∁UA=
{2,4,6,7,8},故∁UA 中有5个元素.故选C.]

考题探源

 解:根据题意可知,U={1,2,3,4,5,6,7,8},所以∁UA={4,5,

6,7,8},∁UB={1,2,7,8}.
多维变迁

1.C [由集合的并运算,得M∪N={x|-3<x<4}.]

2.C [因为A={1,3},B={2,3,5},所以A∩B={3},A∪B=
{1,2,3,5},
所以阴影部分表示的集合为∁A∪B(A∩B)={1,2,5}.
故选C.]

3.(-∞,-3)∪(3,+∞) [由题意得,A={x|x2≤4}={x|-2≤x≤
2},B={x|a-1≤x≤a+1},因为A∩B=⌀,所以a+1<
-2或a-1>2,得a<-3或a>3,则实数a 的取值范围为

(-∞,-3)∪(3,+∞).]
微点突破

典例4 AC [根据题意知a>0,1
a
=12

或1
a
=1,∴a=4或

a=1.
故选AC.]

随堂·对点检测

1.C [因为集合A={-1,0,1},B={0,1,4},所以A∩B={0,

1}.故选C.]

2.C [因为A={x|2x-1>m},2∈A,所以2×2-1>m,
解得m<3.故选C.]
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数学 上册

3.B [依题意,有a-2=0或2a-2=0.当a-2=0时,解得

a=2,此时A={0,-2},B={1,0,2},不满足A⊆B;当2a-
2=0时,解得a=1,此时A={0,-1},B={-1,0,1},满足A
⊆B.所以a=1,故选B.]

4.x -13≤x≤1   [由A= x -13≤x≤3 ,B={x|x>
1},A-B={x|x∈A,且x∉B},

则A-B= x -13≤x≤1  .]

第2课时 常用逻辑用语

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 充分 必要 充分不必要 p/⇒q且q⇒p p⇔q 
既不充分也不必要

知识点2 (1)∃x∈M,􀱑p(x) 存在 ∀x∈M,􀱑p(x) 全

称 (2)不是 不都是 小于或等于 大于或等于 或 至多

有n-1个 至少有两个 存在一个x不成立

链教材·夯基固本

1.解:(1)因为命题“若A⊆B,则A∩B=A”为真命题,并且“若

A∩B=A,则A⊆B”也为真命题,所以p是q的充要条件.
(2)因为“a=b”⇒“|a|=|b|”,但是“|a|=|b|”不能推出“a=
b”,例如,“|1|=|-1|”,而“1≠-1”,所以p 是q的充分不必

要条件.
(3)因为“四边形的对角线相等”不能推出“四边形是平行四边

形”,并且“四边形是平行四边形”也不能推出“四边形的对角线

相等”,所以p既不是q的充分条件,也不是q的必要条件.
2.任意一个偶数都不是素数

3.[1,+∞) [∵x2≥1,即x≥1或x≤-1,且原命题是真命

题,∴实数a的取值范围是[1,+∞).]

4.B [若x∈A,但x不一定同时属于集合B,即由“x∈A”推不

出“x∈A∩B”,所以“x∈A”不是“x∈A∩B”的充分条件;如
果x∈A∩B,那么x 既在集合A 中又在集合B 中,所以一定

有x∈A,即由“x∈A∩B”可以推出“x∈A”,所以“x∈A”是
“x∈A∩B”的必要不充分条件.故选B.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)BC [(1)由|x-2|<1可得-1<x-2<1,
解得1<x<3.
所以由|x-2|<1推不出1<x<2,故充分性不成立,由1<
x<2可推出|x-2|<1,故必要性成立,所以“|x-2|<1”是
“1<x<2”的必要不充分条件.
(2)对于A,当a=2时,x2+2x+5=0,此时Δ=22-4×1×
5=-16<0,
方程没有实数根,故A错误;
对于B,方程无实数根的充要条件是Δ=a2-4×1×(a+3)<
0,即-2<a<6,
因为{a|-2<a<4}⫋{a|-2<a<6},故B正确;
对 于 C,方 程 有 两 个 不 相 等 的 负 根 的 充 要 条 件 是

Δ=a2-4×1×(a+3)>0,

x1+x2=-a<0,

x1·x2=a+3>0, 解得a>6,故C正确;

对于D,方程有一个正根和一个负根的充要条件是

Δ=a2-4×1×(a+3)>0,

x1·x2=a+3<0, 解得a<-3,故D错误.

故选BC.]
考点二

典例2 解:p:-2≤x≤10,q:1-m≤x≤1+m(m>0).
因为p是q的必要不充分条件,
所以q是p的充分不必要条件,
即{x|1-m≤x≤1+m}⫋{x|-2≤x≤10},

故有
1-m≥-2,

1+m<10, 或
1-m>-2,

1+m≤10, 
解得m≤3.
又m>0,所以实数m 的取值范围为{m|0<m≤3}.

母题探究

1.解:p:-2≤x≤10,q:1-m≤x≤1+m(m>0).
因为p是q的充分不必要条件,
所以{x|-2≤x≤10}⫋{x|1-m≤x≤1+m}.

所以
1-m≤-2,

1+m>10, 或
1-m<-2,

1+m≥10, 
解得m≥9,
即实数m 的取值范围是{m|m≥9}.

2.解:因为p:-2≤x≤10,q:1-m≤x≤1+m(m>0),

若p是q的充要条件,则 -2=1-m,

10=1+m, 无解,

故不存在实数m,使得p是q的充要条件.
考点三

典例3 D [因为p为假命题,所以命题􀱑p“∀x∈[0,3],x2-
2x-a≤0”为真命题,
即x2-2x-a≤0在x∈[0,3]上恒成立,
即a≥x2-2x在x∈[0,3]上恒成立,
记f(x)=x2-2x,x∈[0,3],
则a≥f(x)max,

因为f(x)=x2-2x 在[0,1]上单调递减,在[1,3]上单调

递增,
所以f(x)max=f(3)=3,
所以a≥3,所以实数a可取的最小值是3.
故选D.]

多维变迁

1.D [因为原命题为存在量词命题,

故否定是∀x∈∁RQ,x2-2∉Q.
故选D.]

2.B [对于命题p而言,取x=-1,则有|x+1|=0<1,故p 是

假命题,􀱑p是真命题;对于命题q而言,取x=1,则有x3=
13=1=x,故q是真命题,􀱑q是假命题.
综上,􀱑p和q都是真命题.故选B.]

随堂·对点检测

1.A [由“三角形是等边三角形”可得到“该三角形一定是等腰

三角形”,但反之不成立.故选A.]

2.B [由(a+b)·(a-b)=0,得a2-b2=0,即|a|2-|b|2=0,
所以|a|=|b|,当a=(1,1),b=(-1,1)时,|a|=|b|,但a≠
b且a≠-b,故充分性不成立;当a=-b或a=b时,(a+b)·
(a-b)=0,故必要性成立.所以“(a+b)·(a-b)=0”是
“a=-b或a=b”的必要不充分条件.]
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答案详解

3.AD [对于A,命题p 的否定是∀x∈R,x2+2x+2≥0,故A
正确.
对于B,|x|>|y|不能推出x>y,例如|-2|>|1|,但-2<1;

x>y也不能推出|x|>|y|,例如2>-3,而|2|<|-3|;
所以“|x|>|y|”是“x>y”的既不充分也不必要条件,故B
错误.
对于C,当x=0时,x2=0,故C错误;
对于D,关于x 的方程x2-2x+m=0有一正一负根⇔
4-4m>0,

m<0 ⇔m<0,

所以“m<0”是“关于x的方程x2-2x+m=0有一正一负根”
的充要条件,故D正确.
故选AD.]

4.[-2,+∞) [因为∃x∈(0,+∞),x2+ax+1<0为假命题,
故∀x∈(0,+∞),x2+ax+1≥0是真命题,

即a≥-x-1x
在x∈(0,+∞)上恒成立,

根据基本不等式可得y=x+
1
x≥2

,当且仅当x=1x
,即x=1

时等号成立,

所以-x-1x≤-2
,故a≥-2.]

第3课时 等式性质与不等式性质

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 b<a a>c a+c>b+c ac>bc ac<bc
a+c>b+d ac>bd

链教材·夯基固本

1.M>N [M-N=x2+y2+1-2x-2y+2=(x-1)2+(y-
1)2+1>0.故M>N.]

2.B [对于A,若a>b>0,则当c=0时,显然ac2>bc2 不成立,
故A错误;
对于B,若a>b>0,则a2>b2 成立,故B正确;
对于C,若a<b<0,则a2>b2,故C错误;

对于D,若a<b<0,则1a-
1
b=

b-a
ab >0,

所以1
a>

1
b
,故D错误.故选B.]

3.(-5,-1) [由b∈(2,3)得-6<-2b<-4,又1<a<3,
故-5<a-2b<-1.]

4.D [这一事实用不等式可表示为a
b<

a+m
b+m.

下面证明不等式成立:

∵a
b-

a+m
b+m=

a(b+m)-b(a+m)
b(b+m)

=m(a-b)
b(b+m)

,

又∵b>a>0,m>0,

∴b(b+m)>0,m(a-b)<0,

即m(a-b)
b(b+m)<0

,

∴a
b-

a+m
b+m<0

,即a
b<

a+m
b+m.

故选D.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 ABD [对于A,∵x2-2x+3=(x-1)2+2≥2>0,

∴x2-2x>-3,故A正确.

对于B,法一(作商法):∵a=ln
 

3
3 >0,b=ln

 

2
2 >0,∴a

b =

ln
 

3
3 ×

2
ln

 

2=
2ln

 

3
3ln

 

2=
ln

 

9
 

ln
 

8=log89>1
,∴a>b.

法二(作差法):
 

a-b=ln
 

3
3-
ln

 

2
2=

1
6
(2ln

 

3-3ln
 

2)=16
(ln

 

9-

ln
 

8)>0,即a>b.故B正确.
对于C,∵a2+b2-2a+2b+2=(a-1)2+(b+1)2≥0,

∴a2+b2≥2(a-b-1),故C错误.

对于D,a+2
 

025
b+2

 

025-
a
b=

2
 

025(b-a)
b(b+2

 

025)
,

∵b>a>0,∴2
 

025(b-a)
b(b+2

 

025)>0
,∴a

b<
a+2

 

025
b+2

 

025
,故D正确.]

考点二

典例2 (1)D (2)AC [(1)对于 A,∵a>b>0,∴1a <

1
b
,∴-1a>-

1
b
,∴a-1a>b-

1
b
,故A正确;

对于B,若b<a<0,则-b>-a>0,

∴ 1-b<
1
-a
,则1

b>
1
a
,故B正确;

对于C,∵a>b,c>d,

∴由不等式的可加性可得a+c>b+d,即a-d>b-c,故C
正确;
对于D,令a=-1,b=-2,c=2,d=1,满足a>b,c>d>0,

但a
d=

b
c
,故D错误.

故选D.
(2)A中,因为a<0<b,且a+b>0,两边同时除以b,

所以a
b+1>0

,即a
b>-1

,所以A正确;

B中,由题意可得ab<0,a+b>0两边同时除以ab,

则1
b+

1
a<0

,所以B不正确;

C中,由题意可得|b|>|a|,所以b2>a2,所以C正确;

D中,取a=-2<0<b=3,a+b=1>0,则a-1a=-
3
2<

b-1b=
8
3
,故D错误.故选AC.]

考点三

典例3 ABC [因为-3<a+2b<2,-1<2a-b<4,
所以-2<4a-2b<8,
所以-5<5a<10,即-1<a<2,A正确;
由-3<a+2b<2,可得-4<-2a-4b<6,
又-1<2a-b<4,则-5<-5b<10,即-2<b<1,B正确;

a+b=35
(a+2b)+15

(2a-b)∈(-2,2),C正确;

a-b=-15
(a+2b)+35

(2a-b)∈(-1,3),D错误.

故选ABC.]
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数学 上册

母题探究

1.13
,2   [因为4<b<9,所以1

9<
1
b<

1
4
,又3<a<8,所以

1
9×3<

a
b<

1
4×8

,即1
3<

a
b<2.

]

2.(-5,6) [设3a+2b=x(a+2b)+y(2a-b),
即3a+2b=(x+2y)a+(2x-y)b,

所以
x+2y=3,

2x-y=2, 解得
x=75

,

y=
4
5
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

于是3a+2b=75
(a+2b)+45

(2a-b),

又因为-215<
7
5
(a+2b)<145

,-45<
4
5
(2a-b)<165

,

所以-5<75
(a+2b)+45

(2a-b)<6,

即-5<3a+2b<6.]
随堂·对点检测

1.B [由a-b=2+ 3- 7,且(2+ 3)2=7+43>7,故a>

b.a-c=2+ 2- 6,且(2+ 2)2=6+42>6,故a>c.

b-c=(7+2)-(6+3),且(6+3)2=9+2 18>9+

2 14=(7+2)2,故c>b.
所以a>c>b.]

2.D [因为实数a<b,

若m>0,如a=-2,b=-1,m=2,得a
b>

a+m
b+m

,

∴m>0不是a
b<

a+m
b+m

的充分条件;

若a
b<

a+m
b+m

,如a=0,b=1,m=-2符合此不等式,但是m<

0,

∴m>0不是a
b<

a+m
b+m

的必要条件,

∴m>0是a
b<

a+m
b+m

的既不充分也不必要条件.

故选D.]

3.ACD [选项A,由a>b可得a-b>0,

由1
a>

1
b

可得a-b
ab <0,故ab<0,A正确;

选项B,当a=0,b=-1时,满足a>b,且a≠-b,但 b
a-b=

-1,a
a+b=0

,不等式 b
a-b>

a
a+b

不成立,B错误;

选项C,因为a<b<0,所以-a>-b>0,

故-a-b>2 ab> ab,C正确;
选项D,由a<b<0,可得b-a>0,且b-1<0,

故a
b-

a-1
b-1=

b-a
b(b-1)>0

,

即a
b>

a-1
b-1

,D正确.

故选ACD.]

4.(2,5) [因为2<a<3,所以4<2a<6,
又-2<b<-1,所以2<2a+b<5.]

第4课时 基本不等式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (2)a=b (3)a+b2  ab

知识点2 (1)2 P (2)14S
2

链教材·夯基固本

1.C [∵0<a<b,∴2b>a+b,∴b>a+b2 > ab.

∵b>a>0,∴ab>a2,∴ ab>a.

故b>a+b2 > ab>a.故选C.]

2.9 [由ab=a+b+3≥2 ab+3,得ab-2 ab-3≥0,解得

ab≥3(ab≤-1舍去),
即ab≥9.当且仅当a=b=3时取等号.]

3.6 [因为x>-2,所以x+2>0.
由基本不等式,得

x+ 16x+2=
(x+2)+ 16x+2-2

≥2 (x+2)· 16
x+2-2=6

,

当且仅当x+2= 16x+2
,即x=2时,等号成立.

因此,y的最小值为6.]

4.AD [对于A,C,因为a>0,b>0,所以a+b=4≥2 ab,即

ab≤2,当且仅当a=b=2时等号成立,故0<ab≤4,则1ab≥

1
4
,故A正确,C错误;对于B,代入a=b=2,1a+

2
b=

1
2+

1=32<2
,故B错误;对于D,a2+b2≥

(a+b)2

2 =8,当且仅当

a=b=2时等号成立,故D正确.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 ABC [对于A,当x>0时,x+4x≥2 x·4
x =4

(当

且仅当x=2时取等号),

当 x < 0 时,x + 4
x = - (-x)+ 4-x  ≤

-2 (-x)· 4
-x=-4

(当且仅当x=-2时取等号),故A

错误;

对于B,ab≤ a+b
2  

2
恒成立,而 ab≤a+b2

成立的条件为

a>0,b>0,故B错误;

对于 C,y= x2+2+ 1
x2+2

≥2,等 号 成 立 的 条 件 是

x2+2= 1
x2+2

,即x2+2=1,显然不能取到,故C错误;

对于D,存在a=-1,使得a+1a<2
成立,故D正确.]

考点二

考向1 典例2 D [由题意可得,|a|>0,

则3|a|+ 7|a|≥2 3|a|× 7|a|=2 21,
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答案详解

当且仅当3|a|= 7|a|
,即|a|= 7

3
时取等号.

故选D.]
考向2 典例3 A [由x>-3,

则 1
x+3+x=

1
x+3+

(x+3)-3

≥2 1
x+3

·(x+3)-3=-1,

当且仅当 1
x+3=x+3

,即x=-2时取等号.

故选A.]
母题探究

 解:由x<-3,知 1
x+3<0

,- 1
x+3>0

,

则- 1
x+3+

[-(x+3)]

≥2 1
x+3

·(x+3)=2,

所以 1
x+3+

(x+3)≤-2,当且仅当 1
x+3=x+3

,即x=-4

时取等号.

故 1
x+3+x=

1
x+3+

(x+3)-3≤-2-3=-5,

所以 1
x+3+x

的最大值为-5.

考向3 典例4 C [8a+b=(8a+b) 8b+4a =64ab +4ba+

40≥2 64a
b

·4b
a +40=72,

当且仅当64a
b =4ba

,即a=6,b=24时取等号.

故选C.]
考向4 典例5 (1)B [因为x>0,y>0,且xy+2x+y=2,

所以y=
2-2x
x+1

,其中0<x<1,

则2x+y=2x+
2-2x
x+1=2

(x+1)+-2
(x+1)+4
x+1 -2=

2(x+1)+ 4
x+1-4≥42-4

,

当且仅当2(x+1)= 4
x+1

,即x=2-1时取等号,

所以2x+y的最小值为42-4.
故选B.]
(2)解:设x-1=t(t>0),∴x=t+1.

∴y=
(t+1)2+2(t+1)

t =t
2+4t+3

t =t+3t+4

≥2 t·3
t +4=23+4.

当且仅当t=3t
,即t= 3,x= 3+1时,y 取得最小值

23+4.
微点突破

典例6 ACD [对于A,由基本不等式可得 ab≤a+b2 =12
,

当 且 仅 当 a=b= 12
时 等 号 成 立,A 正 确;对 于 B,由

2
1

a+2b+
1

2a+b

≤
(a+2b)+(2a+b)

2 =3
(a+b)
2 = 32

,得

1
a+2b+

1
2a+b≥

4
3
,当且仅当a+2b=2a+b,即a=b=12

时

等号成立,B错误;对于C,由 a2+b2

2 ≥a+b2 =12
,得a2+

b2≥12
,当且仅当a=b=12

时等号成立,C正确;对于D,由

a+b
2 ≤ a+b

2 = 1
2
,得 a+b≤2,当且仅当a=b=

1
2

时等号成立,D正确.故选ACD.]

随堂·对点检测

1.B [因为正实数a,b满足ab=100,

则1
a+

4
b≥2

1
a

·4
b = 4

ab
=25

,当且仅当1
a =

4
b
,即

a=5,b=20时,等号成立.
故选B.]

2.C [因为x>0,

所以 4
1+x+x=

4
1+x+x+1-1≥2

4(x+1)
1+x -1=3,

当且仅当x+1= 4
x+1

,

即x=1时等号成立,

故 4
1+x+x

的最小值是3.

故选C.]

3.B [①∵a,b为正实数,∴b
a
,a
b

为正实数,符合基本不等式

的条件,故①的推导正确.
②∵a∈R,a≠0,不符合基本不等式的条件,

∴4a+a≥2
4
a

·a=4是错误的.

③由xy<0,得
x
y
,y
x

均为负数,但在推导过程中将x
y+

y
x

整

体提出负号后,-x
y  ,-y

x  均变为正数,符合基本不等式

的条件,故③正确.]
4.B [因为实数x,y满足3xy+y2=1,y>0,

所以x=1-y
2

3y
,

则2x+y=
2-2y2

3y +y=
2
3y+

y
3≥2

2
3y

·y
3=

22
3
,

当且仅当2
3y=

y
3
,即y=2时,等号成立,

所以2x+y的最小值是22
3 .]

*第5课时 基本不等式的综合应用(进阶课)
类型一

典例1 C [因为x>0,y>0,且
1

x+2+
1
y=

2
3
,所以x+2+

y=(x+2+y)· 1
x+2+

1
y  × 32 = 32 2+ y

x+2+

x+2
y  ≥32 2+2 y

x+2
·x+2

y  =6,
当且仅当x+2=y,即y=3,x=1时取等号,
所以x+y的最小值为4,
若x+y>m2+3m 恒成立,则4>m2+3m,
解得-4<m<1.
故选C.]
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数学 上册

多维变迁

 A [由正实数x,y满足
 

2x+3y-xy=0,得
2
y+

3
x=1

,

则3x+2y=(3x+2y)2y+
3
x  =6xy +9+4+6yx ≥13+

2 6x
y

·6y
x =25,

当且仅当6x
y=

6y
x
,且2

y+
3
x=1

,即x=y=5时,等号成立,则

t≤25.
故实数t的取值范围是(-∞,25].故选A.]

类型二

典例2 解:(1)由题意,当v=100时,y=1,

∴1= 184×100
1002+20×100+1

 

280l
,

∴l=5.∴该车型的平均车长为5
 

m.

(2)由(1)知,y=
184v

v2+20v+6
 

400
(0<v≤120).

∵v>0,∴y=
184v

v2+20v+6
 

400
= 184

v+6
 

400
v +20

≤ 184

2 v·6
 

400
v +20

=4645
,当且仅当v=6

 

400
v
,

即v=80时取等号.
故当汽车的平均速度为80

 

km/h时,车流量y达到最大值.
多维变迁

1.B [假设第一次的油价为m 元/L,第二次的油价为n 元/L,

第一种方案的均价为30m+30n
60 =m+n

2 ≥ mn;第二种方案

的均价为 400
200
m +200n

=2mnm+n≤ mn.所以无论油价如何变化,

第二种都更划算.]
2.4 4 [设矩形的长为x

 

cm,宽为y
 

cm,
则x+y=8,

其面积S=xy≤ x+y
2  

2

=16,

当且仅当x=y=4时等号成立.]
类型三

典例3 B [依题意,二次函数f(x)=ax2-22x+2b(a>0)
的图象与x轴仅有一个交点,

令ax2-22x+2b=0,

所以Δ=(-22)2-4a·2b=0,所以ab=1.
因为a>0,所以b>0,

所以2
a+

1
b≥2

2
a

·1
b =22,当且仅当2

a=
1
b
,即a=

2,b= 22
时,等号成立.]

多维变迁

 B [由题知,圆心(1,2)在直线ax+by-2=0上,
∴a+2b=2.
又a>0,b>0,∴2=a+2b≥2 2ab,

∴ab≤12
,当且仅当a=2b,且a+2b=2,即a=1,b=12

时等

号成立,∴ab的最大值为1
2.]

教材拓展1
典例4 解:由于a,b,c∈R+,且a+b+c=1,

所以0<a<1,0<b<1,0<c<1,所以(1-a)·(1-b)(1-c)≤
(1-a)+(1-b)+(1-c)

3  
3

= 2
3  

3

=827
,当且仅当1-a=

1-b=1-c,

即a=b=c=13
时,原式取得最大值8

27.

母题探究

 解:∵a,b,c均属于正实数,a+b+c=1,

∴33abc≤a+b+c=1,∴ 3abc≤13
,

∴ 1
3abc

≥3,∴1a+
1
b+

1
c≥3

3 1
abc≥9

,

当且仅当a=b=c=13
时,等号成立.

∴1a+
1
b+

1
c

的最小值为9.

第6课时 一元二次方程、不等式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 {x|x<x1或x>x2} {x|x1<x<x2} ⌀ ⌀
知识点2 (1)f(x)g(x)>0(<0)
(2)f(x)g(x)≥0(≤0)且g(x)≠0

知识点3 (-∞,-a)∪(a,+∞) (-a,a)
链教材·夯基固本

1.(-∞,-1]∪ 3
2
,+∞   [由-2x2+x≤-3可得2x2-

x-3≥0,

即(2x-3)(x+1)≥0,得x≤-1或x≥32
,

故不等式的解集为(-∞,-1]∪ 32,+∞ .]

2.R [已知A={x|x2-16<0}={x|-4<x<4},B={x|
x2-4x+3>0}={x|x<1,或x>3},则A∪B=R.]
3.-12 -1 [∵关于x的一元二次不等式ax2+bx+1>0的

解集为 -13
,1
4  ,

∴关于x的一元二次方程ax2+bx+1=0的两根为-13
,1
4
,

且a<0.

∴
-13+

1
4=-

b
a
,

-13×
1
4=

1
a
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

a=-12,
b=-1. ]

4.(-3,0) [由题意知
k<0,

Δ=k2-4×2k× -38  <0, 
解得-3<k<0.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 ABD [因为方程x2+x-2=0的解为x1=1,x2=
-2,所以不等式x2+x-2>0的解集为{x|x<-2,或x>
1},故A正确;

因为2x+1
x-2-1≤0

,即x+3
x-2≤0

,即(x+3)·(x-2)≤0(x-2≠

0),解得-3≤x<2,所以不等式的解集为{x|-3≤x<2},故
B正确;
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答案详解

由|x-2|≥1,可得x-2≤-1或x-2≥1,
解得x≤1或x≥3,所以不等式的解集为{x|x≤1,或x≥3},
故C错误;

由|x-1|<1,可得-1<x-1<1,解得0<x<2,由x+4
x-5<0

,

可得-4<x<5,因此,“|x-1|<1”是“x+4x-5<0
”的充分不必

要条件,故D正确.故选ABD.]
考点二

典例2 解:原不等式可化为ax2+(a-2)x-2≥0.

因为a<0,所以原不等式化为 x-2a ·(x+1)≤0.

当2
a>-1

,即a<-2时,解得-1≤x≤2a
;

当2
a=-1

,即a=-2时,解得x=-1;

当2
a<-1

,即-2<a<0时,解得2
a≤x≤-1.

综上所述,当-2<a<0时,不等式的解集为 x 2
a ≤x≤

-1 ;
当a=-2时,不等式的解集为{-1};

当a<-2时,不等式的解集为 x -1≤x≤2a .

母题探究

 解:第1步 看二次项系数:二次项系数含参,则需要分系数为

0、正、负三种情况讨论.
当a=0时,原不等式可化为x+1≤0,解得x≤-1.
第2步 因式分解:看含参二次不等式能否因式分解.
不等式ax2-2≥2x-ax可化为(ax-2)·(x+1)≥0.
第3步 能因式分解则比较根的大小,不能则利用Δ:若能通

过因式分解求出根,就比较两根大小,若不能使用因式分解求

根,就应用判别式判断根的情况,并求根.

方程ax2-2=2x-ax的两根为x1=-1,x2=
2
a.

当a>0时,原不等式可化为 x-2a  (x+1)≥0,
解得x≥2a

或x≤-1.

当a<0时,原不等式化为 x-2a  (x+1)≤0.
当2
a>-1

,即a<-2时,解得-1≤x≤2a
;

当2
a=-1

,即a=-2时,解得x=-1;

当2
a<-1

,即-2<a<0时,解得2
a≤x≤-1.

第4步 写解集:在参数的不同取值范围下,分别写出不等式

对应的解集.
综上所述,当a=0时,不等式的解集为{x|x≤-1};

当a>0时,不等式的解集为 x x≥2a
,或x≤-1 ;

当-2<a<0时,不等式的解集为 x 2
a≤x≤-1 ;

当a=-2时,不等式的解集为{-1};

当a<-2时,不等式的解集为 x -1≤x≤2a .

考点三

典例3 解:由不等式ax2+bx+c>0的解集为{x|2<x<3}可
知a<0,且2和3是方程ax2+bx+c=0的两根,

由根与系数的关系可知
-b
a=2+3=5

,

c
a=2×3=6.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

故b
c=-

5
6
,

又由a<0知c<0,故不等式cx2+bx+a<0,

即x2+b
cx+a

c>0
,即x2-56x+

1
6>0

,

解得x<13
或x>12

,

所以不等式cx2+bx+a<0的解集为 x x<13
,或x>

1
2 .

母题探究

 解:法一:由ax2+bx+c≥0的解集为 x -13≤x≤2  ,知
a<0,

且-13
,2为方程ax2+bx+c=0的两个根,

∴ -13  ×2=c
a<0

,-13+2=-
b
a .

∴b=-53a
,c=-23a

,

∴不等式cx2+bx+a<0变为 -23a  x2+ -53a  x+a<0,
即2ax2+5ax-3a>0.
又∵a<0,∴2x2+5x-3<0,

故所求不等式的解集为 x -3<x<12  .

法二:由已知得a<0且-13+2=-
b
a
,-13  ×2=c

a
,

则c>0,
设方程cx2+bx+a=0的两根分别为x1,x2,

则x1+x2=-
b
c
,x1x2=

a
c
,

其中a
c=

1

-13  ×2
=-32

,

-b
c=

-b
a

c
a

=
-13+2

-13  ×2
=-52

,

∴x1=-3,x2=
1
2.

∴不等式cx2+bx+a<0的解集为 x -3<x<12 .

微点突破

典例4 (1)D (2)C (3)[-1,0]∪ 5
3
,4   [(1)当a=2时,

不等式(a-2)x2+2(a-2)x-4<0可化为-4<0,恒成立;
当a≠2时,要使关于x 的不等式(a-2)·x2+2(a-2)x-
4<0对一切实数x恒成立,只需

a<2,

4(a-2)2-4(a-2)×(-4)<0, 

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

·7·



数学 上册

解得-2<a<2.故-2<a≤2.故选D.
(2)(分离变量法):f(x)=x2-2ax+1≥0对任意x∈(0,2]

恒成立,即2a≤x+1x
在x∈(0,2]上恒成立.因为x+1x≥2

,

当且仅当x=1时x+1x
取最小值2,所以2a≤2,即a≤1.故

选C.
(3)(变更主元法):把不等式的左端看成关于a 的函数,令

g(a)=ax2-2ax+x+3-a=(x2-2x-1)a+x+3≥0,则

由g(a)≥0对于∀a∈[-1,3]恒成立,得 g(-1)≥0,

g(3)≥0, 
即
-x2+3x+4≥0,

3x2-5x≥0, 即
-1≤x≤4,

x≥53
或x≤0, 

所以实数x的取值范围为[-1,0]∪ 53,4 .]

随堂·对点检测

1.B [由 4
x+2≥1

,可得 4
x+2-1≥0

,即-x+2
x+2 ≥0

,即x-2
x+2≤0

,

可化为(x-2)(x+2)≤0,且x+2≠0,
解得-2<x≤2,所以A={x|-2<x≤2},
不等式x2-3x<0可化为x(x-3)<0,
解得0<x<3,所以B={x|0<x<3},
所以A∪B={x|-2<x<3}.
故选B.]

2.CD [由题意可得1和5是方程ax2+bx+c=0的两根,且

a<0,

由根与系数的关系可得1+5=-b
a
,1×5=c

a
,得b=

-6a,c=5a.
对于A,因为a<0,故A错误;
对于B,a+b+c=a-6a+5a=0,故B错误;
对于C,不等式bx+c>0,即-6ax+5a>0,即6x-5>0,得

x>56
,所以不等式bx+c>0的解集是 x x>56 ,故C

正确;
对于D,由不等式cx2-bx+a<0,
得a(5x2+6x+1)<0,即5x2+6x+1>0,

则(5x+1)(x+1)>0,解得x>-15
或x<-1,

即解集为 x x>-15
,或x<-1  ,故D正确.故选CD.]

3.解:不等式ax2+3x+2>-ax-1可化为ax2+(a+3)x+
3>0,即(ax+3)(x+1)>0.
因为a>0,

所以 当- 3a <-1,即0<a<3时,原 不 等 式 的 解 集

为 x x>-1,或x<-3a  ;
当-3a=-1

,即a=3时,原不等式的解集为{x|x≠-1};

当-3a>-1
,即a>3时,原不等式的解集为 x x<-1,或

x>-3a .

第二章 函数

第7课时 函数的概念及其表示

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 实数集 任意一个数x 唯一 x
知识点2 定义域 对应关系

知识点3 解析法 图象法 列表法

知识点4 (2)并集

链教材·夯基固本

1.BC [对于A,当x=1.5时,y没有值与之对应,故A错误;
对于B,C,集合M 中的每一个x,集合N 中都有唯一的y与之

对应,故B,C正确.
对于D,当x=1.5时,y 有两个值与之对应,故D错误.故

选BC.]

2.B [函数y=(x)2=x(x≥0)与y=x 不是同一个函数,选
项A错误;

u=
3
v3=v与y=x是同一个函数,选项B正确;

y= x2=|x|与y=x不是同一个函数,选项C错误;

m=n
2

n=n
(n≠0)与y=x 不是同一个函数,选项D错误.故

选B.]
3.解:由绝对值的概念,我们有

y=
-x,x<0,
x,x≥0. 

所以函数y=|x|的图象如图所示.

4.26 [由题意得f(1)=5,f(-3)=21,
所以f(1)+f(-3)=26.]

5.[-3,0)∪(0,+∞) [由
x+3≥0,
x≠0, 

解得
x≥-3,
x≠0, 

故函数的定义域为[-3,0)∪(0,+∞).]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)ABD (2)C [(1)对 于 A,要使函数f(x)=

x2-1+ 1
x+2

有意义,

则
x2-1≥0,
x+2≠0, 解得x<-2或-2<x≤-1或x≥1.

所以函数的定义域为(-∞,-2)∪(-2,-1]∪[1,+∞),A
正确;
对于B,根据函数的定义可知,函数y=f(x)的图象与直线

x=2
 

026至多有一个交点,B正确;

对于C,函数y=
x2-1
x+1

的定义域为(-∞,-1)∪(-1,+∞),

函数y=x-1的定义域为R,故这两个函数不是同一个函数,
C错误;
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答案详解

对于D,函数中一个x值只能对应一个y值,如果y值不同,则
x的值一定不同,D正确.故选ABD.
(2)因为函数y=f(x-1)的定义域是[-1,2],
所以-2≤x-1≤1,
则y=f(1-3x)中,-2≤1-3x≤1,
解得0≤x≤1,
故y=f(1-3x)的定义域为[0,1].
故选C.]

考点二

典例2 解:(1)换元法:令2
x+1=t

(t>1),则x= 2
t-1

,

∴f(t)=ln
2

t-1
,

∴f(x)=ln
2

x-1
(x>1).

(2)配凑法:∵f x2+1x2  =x4+1x4= x2+1x2  
2

-2,

令t=x2+1x2≥2 x2·1x2=2
,当且仅当x=±1时取等号,

∴f(t)=t2-2(t≥2),
∴f(x)=x2-2(x≥2).
(3)待定系数法:设f(x)=ax+b(a≠0),则3f(x+1)-
2f(x-1)=3ax+3a+3b-2ax+2a-2b=ax+b+5a=
2x+17,∴a=2,b=7,∴f(x)=2x+7.
(4)解方程组法:∵2f(x)+f(-x)=3x,①
∴将x用-x替换得2f(-x)+f(x)=-3x,②
由①②解得f(x)=3x.

考点三

典例3 (1)BC (2)D [(1)函数f(x)=
x2,-2≤x<1,
-x+2,x≥1 的定

义域是[-2,+∞),故A错误;
当-2≤x<1时,f(x)=x2,值域为[0,4],当x≥1时,

f(x)=-x+2,值域为(-∞,1],故f(x)的值域为(-∞,4],
故B正确;
当x≥1时,令f(x)=-x+2=2,无解,当-2≤x<1时,

令f(x)=x2=2,解得x=-2,故C正确;
当-2≤x<1时,令f(x)=x2<1,解得x∈(-1,1),当x≥1
时,令f(x)=-x+2<1,解得x∈(1,+∞),故f(x)<1的

解集为(-1,1)∪(1,+∞),故D错误.故选BC.
(2)令f(x)≥g(x),即x+1≥(x+1)2,解得-1≤x≤0;
令f(x)<g(x),即x+1<(x+1)2,解得x<-1或x>0,

所以F(x)=max{f(x),g(x)}=
(x+1)2,x<-1,
x+1,-1≤x≤0,
(x+1)2,x>0, 

F(x)的图象如图所示,
 

又F(0)=F(-2)=1,F(-1)=0,
要使函数F(x)在区间[m,n]内的值域为[0,1],
当n=0时,-2≤m≤-1;
当m=-2时,-1≤n≤0,
则当n=0,m=-2时,n-m 取得最大值2.故选D.]

母题探究

1.0或2 [当-2≤a<1时,由a2=0,得a=0;当a≥1时,由
-a+2=0,解得a=2,故实数a的值为0或2.]

2.1 [f(f(3))=f(-1)=1.]
随堂·对点检测

1.A [f(9)=f(9-3)=f(6)=f(3)=f(0)=20+1=2.]
2.C [对于A,f(x)=x2,x∈R,g(x)=(x+1)2,x∈R,两函数

的对应关系不同,不是同一个函数;

对于B,f(x)= -x3=-x -x,x∈(-∞,0],g(x)=

x -x,x∈(-∞,0],两函数的对应关系不同,不是同一个

函数;

对于C,f(x)=
x
x=1

,x∈(-∞,0)∪(0,+∞),g(x)=
1
x0=

1,x∈(-∞,0)∪(0,+∞),两函数的定义域相同,对应关系

也相同,是同一个函数;

对于D,f(x)= x+3· x-3= x2-9,x∈[3,+∞),

g(x)= x2-9,x∈(-∞,-3]∪[3,+∞),两函数的定义

域不同,不是同一个函数.
故选C.]

3.C [因为x2-1≥-1,所以f(x2-1)=x4-1=(x2-1)2+
2(x2-1),
所以f(x)=x2+2x,其中x≥-1.
故选C.]

4.[-5,1)∪(1,+∞) [由题意可得,x+5≥0,
x-1≠0, 解得x≥-5

且x≠1,
故函数的定义域为[-5,1)∪(1,+∞).]

第8课时 函数的单调性

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 f(x1)<f(x2) f(x1)>f(x2)
知识点2 单调递增 单调递减 区间I
链教材·夯基固本

1.ABD [对于A,对任意x1<x2,f(x1)-f(x2)=-2x1+1-
(-2x2+1)=2(x2-x1)>0,∴f(x1)>f(x2),∴f(x)在R
上是减函数,A正确;对于B,对任意0<x1<x2,f(x1)-
f(x2)=x21+1-(x22+1)=x21-x22=(x1+x2)(x1-x2),
∵0<x1<x2,
∴x1+x2>0,x1-x2<0,∴f(x1)-f(x2)<0,∴f(x1)<
f(x2),∴f(x)=x2+1在(0,+∞)上单调递增,B正确;对于

C,单调区间表示错误,两个单调区间不能用并集符号连接,C
错误;对于D,对任意x1,x2∈(-∞,0)且x1<x2,f(x1)-

f(x2)=1-
1
x1
-1+1x2

=1x2
-1x1

=
x1-x2
x1x2

,∵x1<x2<0,

∴x1-x2<0,x1x2>0,∴f(x1)-f(x2)<0,∴函数f(x)=

1-1x
在(-∞,0)上单调递增,D正确.故选ABD.]

2.解:画出函数f(x)= x的图象(如图).由图象可以看出,函数

f(x)= x在定义域[0,+∞)上是增函数.
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∀x1,x2∈[0,+∞),且x1<x2,则x1-x2<0.

所以f(x1)-f(x2)= x1- x2=
x1-x2
x1+ x2

.

由 x1+ x2>0,可知f(x1)-f(x2)<0,
即f(x1)<f(x2).
所以函数f(x)= x在定义域[0,+∞)上是增函数.

3.B [由题图知,该函数的单调递增区间为[-1,2]和[4,5],故
选B.]

4.D [函数f(x)= 3+2x-x2的定义域需要满足3+2x-
x2≥0,解得f(x)的定义域为[-1,3].
因为y=3+2x-x2 在[-1,1]上单调递增,所以f(x)=

3+2x-x2在[-1,1]上单调递增.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 ABD [对于A,∵y=x 与y=-
1
x

在(0,+∞)上单调

递增,∴y=x-
1
x

在(0,+∞)上单调递增,故A正确;

对于B,两增函数的和为增函数,故B正确;
对于C,作出函数y=2|x+1|的图象,如图所示,

由图象可知,函数y=2|x+1|在区间(-∞,-1]上单调递减,
故C错误;
由判断复合函数的单调性的方法“同增异减”可得函数y=
lg(x+1)是定义域(-1,+∞)上 的增 函 数,故 D正确.故
选ABD.]

考点二

典例2 解:函数f(x)在(-2,+∞)上单调递增.

证明如下:f(x)=
x-3
x+2=

x+2-5
x+2 =1- 5

x+2
,∀x1,x2∈

(-2,+∞),且x1<x2,则f(x1)-f(x2)=1-
5

x1+2
- 1-

5
x2+2 = 5

x2+2
- 5
x1+2

=
5(x1-x2)
(x1+2)(x2+2)

.又x1<x2,且x1,

x2∈(-2,+∞),所以x1+2>0,x2+2>0,x1-x2<0,所以

f(x1)-f(x2)<0,即f(x1)<f(x2),
故函数f(x)在(-2,+∞)上单调递增.

考点三

典例3 [-1,2],[5,+∞) [函数y=|-x2+4x+5|=
-x2+4x+5,x∈(-1,5),

x2-4x-5,x∈(-∞,-1)∪(5,+∞), 
由|-x2+4x+5|=0,解得x=-1或x=5,
函数y=|-x2+4x+5|的图象如图所示,

由图可知,函数y=|-x2+4x+5|的单调递增区间为[-1,

2],[5,+∞).]

母题探究

1.[2,5] [函数y= -x2+4x+5的定义域需要满足-x2+
4x+5≥0,解得x∈[-1,5],因为t=-x2+4x+5在[2,

+∞)上单调递减,所以y= -x2+4x+5在[2,5]上单调

递减.]
2.(-∞,-2]和[0,2] [f(x)=
-x2+4x+5,x≥0,

-x2-4x+5,x<0, 
即f(x)=

-(x-2)2+9,x≥0,

-(x+2)2+9,x<0. 
画出函数的图象如图所示,

可知函数f(x)=-x2+4|x|+5的单调递增区间为(-∞,
-2]和[0,2].]

随堂·对点检测

1.C [f(x)=x在R上单调递增;

f(x)=
1
2x

在(-∞,0)上单调递减,(0,+∞)上单调递减,在定

义域内不单调递减;

f(x)=x2 在(-∞,0)上单调递减,(0,+∞)上单调递增,在
定义域内不单调递减;

函数t=1-2x在R上为减函数,t∈R,函数y=
3t在R上为

增函数,

所以函数f(x)=
31-2x在定义域R上为减函数.故选C.]

2.B [g(x)=x|x-1|+1=
x2-x+1,x≥1,

-x2+x+1,x<1, 
画出函数图象如图所示.

根据图象知函数g(x)的单调递减区间为 1
2
,1  .故选B.]

3.解:①设x1 和x2 是区间(0,1]上任意两个实数,且x1<x2,

则k=f
(x2)-f(x1)
x2-x1

=
x2+

1
x2- x1+

1
x1  

x2-x1
=1- 1

x1x2
.

由0<x1<x2≤1,得0<x1x2<1,
1

x1x2
>1,

于是k=1- 1
x1x2

<0,f(x2)-f(x1)<0,

所以函数f(x)在区间(0,1]上单调递减.
②设x1 和x2 是区间[1,+∞)上任意两个实数,且x1<x2.

由x2>x1≥1,得x1x2>1,
1

x1x2
<1,

于是k=1- 1
x1x2

>0,f(x2)-f(x1)>0,

所以函数f(x)在区间[1,+∞)上单调递增.
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答案详解

第9课时 函数的单调性的应用
 

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点 f(x)≤M f(x0)=M f(x)≥M f(x0)=M
链教材·夯基固本

1.14
,3   -15

2.-25 -2 
[可判断函数f(x)=

2
1-x

在区间[2,6]上单调递

增,所以f(x)max=f(6)=-
2
5
,f(x)min=f(2)=-2.]

3.17 2 [因为y=f(x)=x2+1在区间[1,4]上单调递增,
所以f(x)max=f(4)=17,f(x)min=f(1)=2.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 B [因为f(x)的定义域为R,f(x)的图象关于y
 

轴对

称,所以f(x)
 

是偶函数,所以f(-2)=f(2),f(-π)=
f(π).又f(x)在[0,+∞)上单调递增,且2<3<π,所以

f(2)<f(3)<f(π),所以f(-2)<f(3)<f(-π).故选B.]
考点二

典例2 A [因为f(x)是定义在[-1,1]上的减函数,且f(x-
1)<f(1-3x),

所以

1-3x<x-1,
-1≤1-3x≤1,
-1≤x-1≤1, 则1

2<x≤
2
3.

故选A.]
考点三

典例3 C [由y=x在[1,4]上单调递增,

且y=-
2
x

在[1,4]上单调递增,

可得f(x)=x-
2
x+1

在[1,4]上单调递增,

又f(1)=0,f(4)=
9
2
,

故f(x)在[1,4]上的值域为 0,92  .]

母题探究

 解:由对勾函数的模型知g(x)=x+
2
x+1

在[1,2]上单调递减,在[2,4]上单调递增,

∴g(x)min=g(2)=22+1.

又g(1)=4,g(4)=
11
2
,

∴g(x)max=g(4)=
11
2
,

∴g(x)在[1,4]上的最小值为22+1,最大值为11
2.

考点四

典例4 B [因为函数f(x)在R
 

上单调递增,且当x<0时,

f(x)=-x2-2ax-a,所以f(x)=-x2-2ax-a在(-∞,

0)上单调递增,所以- -2a
2×(-1)=-a≥0

,即a≤0;当x≥0

时,f(x)=ex+ln(x+1),所以函数f(x)在[0,+∞)上单调

递增.若函数f(x)在 R上单调递增,则-a≤f(0)=e0+
ln

 

1=1,即a≥-1.
综上,实数a的取值范围是[-1,0].
故选B.

 

]

考题探源

 解:要使此分段函数f(x)在R上是减函数,

需满足
--a2×1≥0

,

02-a×0+1≥-0+3a, 
解得0≤a≤13

,即实数a的取值范围是 0,13  .

多维变迁

 B [由y=-x2+ax-3a在[1,+∞)上单调递减,可知a
2≤

1,即a≤2,由y=2ax+1在(-∞,1)上单调递减,可得2a<
0,即a<0,又f(x)在R上单调递减,所以2a+1≥-1-2a,

解得a≥-12.

故实数a的取值范围是 -12
,0  .

故选B.]
微点突破

典例5 ACD [对于A,配方法:y=x2-2x+3=(x-1)2+2,
由x∈[0,3),再结合函数的图象(如图1所示),可得函数的值

域为[2,6);

 

对于B,分离常数法:y=
2x+1
x-3=

2(x-3)+7
x-3 =2+ 7

x-3
,显然

7
x-3≠0

,y≠2,

故函数的值域为(-∞,2)∪(2,+∞);

对于C,换元法:设t= x-1,则x=t2+1,且t≥0,

∴y=2(t2+1)-t=2 t-14 
2

+158
,

由t≥0,再结合函数的图象(如图2所示),可得函数的值域

为 15
8
,+∞  ;

对于D,函数的定义域为[1,+∞),

∵y= x+1与y= x-1在[1,+∞)上均单调递增,

∴y= x+1+ x-1在[1,+∞)上单调递增,

∴当x=1时,ymin=2,

即函数的值域为[2,+∞).
故选ACD.]

随堂·对点检测

1.B [易知f(x)是R上的减函数,
又π>3>2,故f(π)<f(3)<f(2).故选B.]

2.A [因为函数y=f(x)是定义在 R上的增函数,且f(1-
a)<f(a-3),所以1-a<a-3,解得a>2.
故选A.]

3.A [因为f(x)= x-1x2
在[1,4]上单调递增,所以 M=

f(4)=2-
1
16=

31
16
,m=f(1)=0,因此M-m=3116.

故选A.]
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数学 上册

4.(-∞,0] [函数f(x)=x2-2ax+4=(x-a)2+4-a2,所
以f(x)的单调递增区间是[a,+∞),依题意知,[0,+∞)
⊆[a,+∞),所以a≤0,即实数a的取值范围是(-∞,0].]

第10课时 函数的奇偶性、周期性

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 f(-x)=f(x) y轴

f(-x)=-f(x) 原点

知识点2 (1)f(x+T)=f(x) (2)最小的正数 最小正数

链教材·夯基固本

1.AC [对于A,函数f(x)=x2-1的定义域是R.
因为对于任意的x∈R,都有-x∈R,
且f(-x)=(-x)2-1=x2-1=f(x),
所以函数f(x)=x2-1是偶函数;
对于B,函数f(x)=2x的定义域是R.
因为对于任意的x∈R,都有-x∈R,
且f(-x)=2(-x)=-2x=-f(x),
所以函数f(x)=2x是奇函数;
对于C,函数f(x)=2|x|的定义域是R.
因为对于任意的x∈R,都有-x∈R,
且f(-x)=2|-x|=2|x|=f(x),
所以函数f(x)=2|x|是偶函数;
对于D,函数f(x)=(x-1)2 的定义域是R.
因为f(1)=0,f(-1)=4,
所以f(1)≠f(-1),
因此,函数f(x)=(x-1)2 不是偶函数.]

2.(-2,0)∪(2,5] [由题图可知,当0<x<2时,f(x)>0;当
2<x≤5时,f(x)<0,又f(x)是奇函数,∴当-2<x<0时,

f(x)<0,当-5≤x<-2时,f(x)>0.
综上,f(x)<0的解集为(-2,0)∪(2,5].]

3.解:∵当x<0时,-x>0,且x≥0时,f(x)=x2+2x,
∴f(-x)=(-x)2+2(-x)=x2-2x.
∵f(x)是定义域为R的奇函数,
∴f(-x)=-f(x)=x2-2x,
∴当x<0时,f(x)=-x2+2x.

4.12 
[∵f(x)的周期为2,

∴f(2
 

027)=f(1)=2-1=
1
2.]

5.ABC [因为f(x)是定义在R上的奇函数,
所以f(x)+f(-x)=0,且f(0)=0,A,B正确;
因为f(-x)=-f(x),
所以f(x)·f(-x)=-[f(x)]2≤0,当x=0时,等号成立,C
正确;

当x=0时,f(-x)=0,此时 f(x)
f(-x)

无意义,D错误.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:(1)函数的定义域为{x|x≠0},且对于定义域内的任

意一个x 都有f(-x)=(-x)3- 1
-x= - x3-1x =

-f(x),从而函数f(x)为奇函数.

(2)函数f(x)=(1+x)
1-x
1+x

的定义域满足1-x
1+x≥0

,则

(1+x)(1-x)≥0,
x≠-1, 解得-1<x≤1,

故f(x)既不是奇函数,也不是偶函数.
(3)f(x)的定义域为{-1,1},
又f(-1)=f(1)=0,f(-1)=-f(1)=0,
所以f(x)既是奇函数又是偶函数.
(4)f(x)的 定 义 域 为 R,当 x >0 时,f (-x)=
-(-x)2-2=-(x2+2)=-f(x);当x<0时,f(-x)=
(-x)2+2=-(-x2-2)=-f(x);当x=0时,f(0)=0,也
满足f(-x)=-f(x),故该函数为奇函数.
(5)函数f(x)的定义域为R,

f(-x)+f(x)=log2[-x+ (-x)2+1]+log2( x2+1+x)

=log2[( x2+1-x)·( x2+1+x)]
=log21=0,
∴f(-x)=-f(x),
∴f(x)为奇函数.

考点二

典例2 (-∞,2) [因为f(x)=-2x-x5 是单调递减的奇

函数,
又f(x-1)+f(5-3x)<0,
所以f(x-1)<-f(5-3x)=f(3x-5),则x-1>3x-5,
即x<2,
所以不等式的解集为(-∞,2).]

母题探究

1.-2x-x5 [当x<0时,-x>0.
f(x)=-f(-x)=-[-2(-x)-(-x)5]=-2x-x5.]
2.-1 [因为函数f(x)=-2x-x5-b+2为[-7a,a+6]上

的奇函数,
所以-7a+a+6=0且f(0)=0,所以a=1且b=2,故a-
b=-1.]

多维变迁

1.B [根据题意,函数y=f(x)-x2 是奇函数,则[f(4)-
16]+[f(-4)-16]=0,
又由f(4)=9,则f(-4)=23,
则g(-4)=f(-4)+5=28.
故选B.]

2.C [由于f(x)是偶函数,则f(-x)=f(x)恒成立,
不等式f(a-1)>f(2)可以转化为f(|a-1|)>f(2).
函数f(x)在(0,+∞)上单调递增,根据偶函数的对称性可知,

f(x)在(-∞,0)上单调递减,
所以|a-1|>2,解得a<-1或a>3.
故选C.]

考点三

典例3 C [根据题意可知,f(x)=-f(x+2)=-[-f(x+
4)]=f(x+4),
∴f(x)是周期为4的周期函数,

f(2
 

025)=f(1+506×4)=f(1)=-f(3)=1.
故选C.]

多维变迁

 (1)x2-6x+8 (2)1 [(1)∵f(x+2)=-f(x),∴f(x+
4)=-f(x+2)=f(x).
∴f(x)是周期为4的周期函数,且f(x)的最小正周期是4.
当x∈[-2,0]时,-x∈[0,2],由已知得

f(-x)=2(-x)-(-x)2=-2x-x2.
又f(x)是奇函数,∴f(-x)=-f(x)=-2x-x2.
∴f(x)=x2+2x.
又当x∈[2,4]时,x-4∈[-2,0],
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答案详解

∴f(x-4)=(x-4)2+2(x-4).
又f(x)是周期为4的周期函数,∴f(x)=f(x-4)=(x-
4)2+2(x-4)=x2-6x+8.
即当x∈[2,4]时,f(x)=x2-6x+8.
(2)∵f(0)=0,f(1)=1,f(2)=0,f(3)=-1,且f(x)是周

期为4的周期函数,
∴f(0)+f(1)+f(2)+f(3)=f(4)+f(5)+f(6)+
f(7)=…=f(2

 

020)+f(2
 

021)+f(2
 

022)+f(2
 

023)=0.
∴f (0)+f (1)+f (2)+ … +f (2

 

026)=
f(0)+f(1)+f(2)=1.]

考点四

典例4 A [法一:当x∈[-1,0]时,-x+2∈[2,3],所以当x
∈[-1,0]时,f(x)=f(-x)=f(-x+2)=5-2(-x+
2)=1+2x,

所以f -34  =1-32=-12.故选A.

法二:由f(x)是定义在R上且周期为2的偶函数可得,

f -34  =f 3
4  =f 3

4+2  =f 11
4  ,

因为当2≤x≤3时,f(x)=5-2x,

所以f 11
4  =5-2×114=-12,

即f -34  =-12.故选A.]

考题探源

1.解:图略,函数解析式为f(x)=
x(1+x),x≥0,
-x(x-1),x<0. 

2.解:f(3)=0,f 7
2  =14.

随堂·对点检测

1.A [y=x3 是奇函数,在(0,+∞)上单调递增,所以A正确;
选项B,C,D是偶函数,不正确.故选A.]

2.B [根据题意可知,f(x+3)=
1

f(x)
,

则f(x+6)=
1

f(x+3)=f
(x),

所以函数f(x)的一个周期为6,

所以f(2
 

026)=f(337×6+4)=f(4)=
1
3.

故选B.]
3.D [根据题意,当x>0时,f(x)=x-x2,则f(2)=2-
4=-2,
又由f(x)是定义在R上的奇函数,
则f(-2)=-f(2)=2.
故选D.]

4.A [函数的定义域为(-1,1),
因为f(x)是奇函数,

所以 f(-x)=(-2x+a)ln1+x1-x  = -(2x-a)·

-ln1-x1+x  =-(2x+a)· ln1-x1+x  =-f(x)恒

成立,
所以a=-a,即a=0.
故选A.]

5.13 
[∵f(x)=ax2+bx+

5
27

是定义在[a-1,2a]上的偶

函数,

∴a-1+2a=0,∴a=13
,f(x)=

1
3x

2+bx+527
,

又f(-x)=f(x),∴ax2+bx+
5
27=a

·(-x)2+b·

(-x)+527
,∴b=0.

∴f(x)=
1
3x

2+527
,x∈ -23

,2
3  ,

∴f(x)max=f -23  =f 2
3  =13× 2

3  
2

+527=
1
3.]

第11课时 函数的对称性及应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)原点 y轴 (2)x=a (a,0)
知识点2 (2)(a,0)
知识点3 (1)y轴 (2)x轴 (3)原点

(4)x=a+b2
链教材·夯基固本

1.C [因为f(x)=x3+x为奇函数,
所以函数f(x)的图象关于原点对称.故选C.]

2.(1,0) [将y=
1
x

的图象向右平移1个单位长度,得到y=

1
x-1

的图象,所以f(x)=
1

x-1
的图象的对称中心是(1,0).]

3.B [因为y= 1
3  

x

=3-x,所以函数y=3x 与y= 1
3  

x
的

图象关于y轴对称.故选B.]
考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 AB [由于y=f(x)的图象关于直线x=1对

称,则f(1+x)=f(1-x),所以f(x+1)为偶函数,故A,B
选项正确,C选项错误;如f(x)=(x-1)2+1,函数f(x)的图

象关于直线x=1对称,但f(1)=1≠0,故D选项错误.故
选AB.]

考向2 典例2 ABC [对于A,f(x)=
2x-1
x+2=

2(x+2)-5
x+2 =

2- 5
x+2

,其图象可以由y=-
5
x

的图象向左平移2个单位长

度,再向上平移2个单位长度得到,且y=-
5
x

的图象关于原

点对称,故f(x)=
2x-1
x+2

的图象关于点(-2,2)中心对称,A

正确;
对于B,因为f(2x-1)为奇函数,
所以f(2x-1)=-f(-2x-1),所以f(x-1)=-f(-x-1),
所以f(x)=-f(-x-2),所以函数f(x)的图象关于点

(-1,0)中心对称,B正确;
对于C,函数y=f(x)的图象向右平移1个单位长度,再向上

平移1个单位长度得到函数y=f(x-1)+1的图象,由于

y=f(x)过定点(0,1),故函数y=f(x-1)+1过定点(1,2),
C正确;

对于D,函数y=
x-1
x-b=

(x-b)+b-1
x-b =1+b-1x-b

的图象关于

点(3,c)中心对称,

所以
3-b=0,
c=1, 解得

b=3,
c=1, 

所以b+c=4,D不正确.故选ABC.]
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考向3 典例3 B [设y=f(x)=2x-1,y=g(x)=21-x,显然

g(x)=2(2-x)-1=f(2-x),故y=f(x)与y=g(x)的图象关

于直线x=1对称.故选B.]
考点二

典例4 BD [因为函数f(x)是定义域为R的偶函数,
所以f(-x)=f(x),
又f(x+1)为奇函数,所以f(-x+1)+f(x+1)=0,
因为A选项中,f(-x-1)=-f(x+1)⇔f(-x)=-f(x),
而f(-x)=f(x),所以A选项错误;
所以f(-x)+f(x+2)=0,f(x)的图象关于点(1,0)对称,
且f(1)=0,所以B选项正确;
所以f(x)+f(x+2)=0,所以f(x+2)+f(x+4)=0,
所以f(x+4)=f(x),所以f(x)的周期为4,所以C选项

错误;
所以f(2

 

025)=f(4×506+1)=f(1)=0,所以D选项正确.
故选BD.]

考点三

典例5 AC [由f(1+x)=f(1-x),可得f(x)图象的对称轴

方程为x=1,所以f(0)=f(2),
又由f(1+x)=f(1-x),可知f(2+x)=f(-x).
因为函数f(x)的图象关于点(2,0)对称,
即f(2+x)=-f(2-x),
故f(4+x)=-f(-x),
所以-f(2+x)=f(4+x),
即-f(x)=f(2+x),
所以f(x)=f(x+4),所以f(x)的周期为4,
所以f(-2)=f(2),所以f(0)=f(-2),故A正确,B错误.
因为f(x)在(-1,0]上单调递增,且周期为4,所以f(x)在
(3,4]上单调递增,
又f(x)的图象关于点(2,0)对称,
所以f(x)在[0,1)上单调递增,
因为f(x)的图象关于直线x=1对称,
所以f(x)在(1,2]上单调递减,
则函数f(x)在(2,3)上单调递减,故C正确.
根据f(x)的周期为4,可得f(2

 

025)=f(1),f(2
 

026)=
f(2),f(2

 

027)=f(3),
因为f(x)的图象关于直线x=1对称,
所以f(2)=f(0)且f(3)=f(-1),
即f(2

 

025)=f(1),f(2
 

026)=f(0),
f(2

 

027)=f(-1),
由C选项的分析可知,函数f(x)在[0,1)上单调递增,在(-1,
0]上单调递增,确定的单调区间内均不包含x=±1,
若f(-1)=f(1)=0,则f(2

 

025)>f(2
 

026)>f(2
 

027)不成

立,故D错误.故选AC.]
随堂·对点检测

1.D [法一:f(x)=
ax-1
x-1=a+

a-1
x-1

的图象关于点(1,2)对称,

则f(x)+f(2-x)=4,即a+a-1x-1+a+
a-1
2-x-1=4

,解得

a=2.故选D.

法二:f(x)=
ax-1
x-1=a+

a-1
x-1

,

可知f(x)的图象关于点(1,a)对称,
又f(x)的图象关于点(1,2)对称,
则a=2.
故选D.]

2.ACD [因为f(2+x)=f(2-x),所以f(x)的图象关于直线

x=2对称,故A正确,B错误;
因为函数f(x)的图象关于直线x=2对称,所以f(-x)=
f(x+4),又f(-x)=f(x),所以f(x+4)=f(x),所以T=
4,故C正确;
因为T=4且f(x)为偶函数,所以y=f(x+4)为偶函数,故
D正确.故选ACD.]

3.C [f(4-x)=f(2-(x-2))=f(x-2)=-f(2-x)=
-f(x),
即f(4-x)+f(x)=0,故f(x)的图象关于点(2,0)对称,B
错误;
∵f(2-x)=f(x),则f(x)的图象关于直线x=1对称,A
错误;
根据题意可得,f(x)在(0,1)上单调递增,
∵f(x)的图象关于直线x=1对称,关于点(2,0)对称,则
f(x)在(2,3)内单调递减,C正确;
∵f(x)=f(2-x)=-f(x-2),则f(x+2)=-f(x),
∴f(x+4)=-f(x+2)=f(x),可知f(x)的周期为4,

则f -72  =f 1
2  <f 2

3  ,D错误.故选C.]

4.5 [∵f(x)为偶函数,∴f(-1)=f(1),
由f(x)的图象关于直线x=2对称,
可得f(1)=f(3)=2×3-1=5,
∴f(-1)=5.]

*第12课时 抽象函数(进阶课)
类型一

典例1 (1)B (2)ACD [(1)由f(a+b)=f(a)f(b),f(1)=

2,令b=1,可得f(a+1)=f(a)f(1)=2f(a),所以f(2)
f(1)+

f(4)
f(3)+

f(6)
f(5)+

…+f(2
 

026)
f(2

 

025)=
2f(1)
f(1)+

2f(3)
f(3)+

2f(5)
f(5)

+…+2f
(2

 

025)
f(2

 

025)=2×1
 

013=2
 

026.故选B.

(2)根据题意可知,函数f(x)满足f(x+1)-f(x-1)=
f(2)+4x-6,
令x=1,得f(2)-f(0)=f(2)+4-6,解得f(0)=2,故A正

确;
令x=-1,得f(0)-f(-2)=f(2)-4-6,
即f(2)+f(-2)=f(0)+10,
因为f(0)=2,f(-2)=6,所以f(2)=6,故B错误;
因为f(2)=6,则f(x+1)-f(x-1)=4x,
令x=2

 

024,则f(2
 

025)-f(2
 

023)=4×2
 

024=8
 

096,故C
正确;
又f(6)=f(4)+4×5=f(4)+20,f(4)=f(2)+4×3=18,
则f(6)=18+20=38,故D正确.故选ACD.]

类型二

典例2 A [根据题意,f(x)是定义在R上的函数,取x=a,

y=0,且a>0,则0<f(a)<1,f(a+0)=f(a)+f(0)
1+f(a)f(0)

,即

f(a)=f(a)+f(0)
1+f(a)f(0)

,f(a)[1+f(a)f(0)]=f(a)+f(0),

解得{[f(a)]2-1}f(0)=0,又0<[f(a)]2<1,[f(a)]2-1
≠0,
故f(0)=0.
令y=-x,

则f(0)=f(x)+f(-x)
1+f(x)f(-x)=0

,变形可得f(-x)=-f(x),

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

·41·



答案详解

则函数f(x)为奇函数,
设x1,x2 为任意实数,且0<x1<x2,
则有x2-x1>0,故0<f(x2-x1)<1,则
f(x1)-f(x2)=f(x1)-f(x2-x1+x1)

=f(x1)-
f(x2-x1)+f(x1)
1+f(x2-x1)f(x1)

=
f(x2-x1){[f(x1)]2-1}
1+f(x2-x1)f(x1)

,

因为x1>0,所以0<f(x1)<1,而0<f(x2-x1)<1,

则
f(x2-x1){[f(x1)]2-1}
1+f(x2-x1)f(x1)

<0,

所以f(x1)-f(x2)<0,
则有f(x1)<f(x2),
故函数f(x)在(0,+∞)上单调递增.故选A.]

多维变迁

 ACD [A中,令x=y=0,得f(0)=0,故A正确;
B中,令y=-x,

则f(0)=f(x)+f(-x)
1-f(x)f(-x)=0

,

因此f(-x)=-f(x),又f(x)的定义域为{x|x≠4k+2,k
∈Z},
所以f(x)为奇函数,故B错误;

C中,令y=1,则f(x+1)=f(x)+f(1)
1-f(x)f(1)=

f(x)+1
1-f(x)=-1

+ 2
1-f(x)

,

所以f(x+2)=-1+
2

1-f(x+1)=-
1

f(x)
,因此f(x+

4)=- 1
f(x+2)=f

(x),

所以f(x)为周期函数,且周期为4,故C正确;
D中,f(2

 

027)=f(3)=f(-1)=-f(1)=-1,故D正确.故
选ACD.]

第13课时 幂函数与二次函数

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)y=xα (3)(1,1) (0,0)
(1,1) 奇函数 偶函数

知识点2 (1)ax2+bx+c(a≠0) (m,n) 零点 (2)R

-b
2a -b

2a
,4ac-b

2

4a   偶 减 增 增 减

链教材·夯基固本

1.-3 [由题意知8α=2,解得α=13
,所以f(x)=

3x,

所以f(-27)=
3-27=-3.]

2.< [由于函数y=x3 在R上单调递增,
且-1.5<-1.4,故(-1.5)3<(-1.4)3.]

3.(-∞,-3] [因为二次函数f(x)=x2+2(a-1)x+2的图象

的对称轴为直线x=1-a,且开口向上,所以函数f(x)在区间

(-∞,1-a]上单调递减.
又已知该函数在区间(-∞,4)上单调递减,则1-a≥4,即
a≤-3.
故实数a的取值范围为(-∞,-3].]

4.解:(1)配方得y=
1
2x

2+2x+5

=12
(x2+4x)+5

=12
(x2+4x+4-4)+5

=12
(x+2)2+3.

所以函数y=
1
2x

2+2x+5的图象可以由函数y=
1
2x

2 的图

象向左平移2个单位长度,再向上平移3个单位长度而得到.
(2)由(1)可知,该函数的图象开口向上,对称轴为直线x=
-2.在区间(-∞,-2]上,函数值y 随自变量x 的增大而减

小,在区间[-2,+∞)上,函数值y随自变量x的增大而增大.
函数在x=-2处取得最小值3,即ymin=3.

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)B (3)BC [(1)根据幂函数y=xn 的性质,
在第一象限内的图象:
当n>0时,n 越大,y=xn 的增长速度越快,所以曲线C1 的

n=2,C2 的n=12
;

当n<0时,|n|越大,曲线越陡峭,所以曲线C3 的n=-12
,

C4 的n=-2.

(2)由a= 1
2  

4
3,b= 1

3  
2
3,c= 1

25  
1
3,

得a= 1
4  

2
3,b= 1

3  
2
3,c= 1

5  
2
3
.

因为幂函数y=x
2
3 在区间(0,+∞)上单调递增,且1

5<

1
4<

1
3
,

所以 1
5  

2
3
< 1
4  

2
3
< 1
3  

2
3,即c<a<b.故选B.

(3)设f(x)=xα,其图象经过点 3,19  ,
则3α=19

,解得α=-2,故f(x)=
1
x2
,

那么f(x)的定义域为{x|x≠0},故A错误;
f(x)的值域为{y|y>0},故B正确;

因为f(-x)=
1
x2=f

(x),则f(x)为偶函数,故C正确;

因为f(x)在(-∞,0)上单调递增,在(0,+∞)上单调递减,在
定义域上不是减函数,故D错误.故选BC.]

考点二

典例2 解:法一(利用二次函数的一般式):设f(x)=ax2+
bx+c(a≠0).

由题意得

4a+2b+c=-1,
a-b+c=-1,

4ac-b2

4a =8,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得

a=-4,
b=4,
c=7. 

故所求二次函数的解析式为f(x)=-4x2+4x+7.
法二(利用二次函数的顶点式):
设f(x)=a(x-m)2+n(a≠0).
∵f(2)=f(-1),

∴抛物线的对称轴为直线x=2+
(-1)
2 =12.

∴m=12
,又根据题意函数有最大值8,

∴n=8,∴y=f(x)=a x-12 
2

+8.
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∵f(2)=-1,∴a 2-12 
2

+8=-1,解得a=-4,

∴f(x)=-4 x-12 
2

+8=-4x2+4x+7.

法三(利用二次函数的零点式):
由已知f(x)+1=0的两根为x1=2,x2=-1,
故可设f(x)+1=a(x-2)(x+1)(a≠0),
即f(x)=ax2-ax-2a-1.

又函数有最大值8,即4a
(-2a-1)-a2

4a =8.

解得a=-4,故所求二次函数的解析式为f(x)=-4x2+
4x+7.

考点三

考向1 典例3 AD [因为图象与x轴交于两点,
所以b2-4ac>0,即b2>4ac,A正确;

对称轴为x=-1,即-b
2a=-1

,2a-b=0,B错误;

结合图象,当x=-1时,y>0,即a-b+c>0,C错误;
由对称轴为x=-1知,b=2a.
根据抛物线开口向下,知a<0,
所以5a<2a,即5a<b,D正确.故选AD.]

考向2 典例4 解:f(x)=x2-tx-1= x-t
2  2-1-t

2

4.

(1)依题意,-1<t
2<2

,解得-2<t<4,

所以实数t的取值范围是(-2,4).

(2)①当t
2≥2

,即t≥4时,f(x)在[-1,2]上单调递减,

所以f(x)min=f(2)=3-2t.

②当-1<t
2<2

,即-2<t<4时,

f(x)min=f
t
2  =-1-t

2

4.

③当t
2≤-1

,即t≤-2时,f(x)在[-1,2]上单调递增,

所以f(x)min=f(-1)=t.

综上,g(t)=

t,t≤-2,

-1-t
2

4
,-2<t<4,

3-2t,t≥4.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

母题探究

1.(-∞,2] [不妨设x1>x2,则
f(x1)-f(x2)

x1-x2
>-2可化为

f(x1)+2x1>f(x2)+2x2,令g(x)=f(x)+2x=x2-(t-
2)x-1,则g(x)在(0,+∞)上单调递增.

所以t-2
2 ≤0,解得t≤2.]

2.解:f(-1)=t,f(2)=3-2t,f(2)-f(-1)=3-3t,
当t≥1时,f(2)-f(-1)≤0,

∴f(2)≤f(-1),∴f(x)max=f(-1)=t;
当t<1时,f(2)-f(-1)>0,

∴f(2)>f(-1),

∴f(x)max=f(2)=3-2t,

综上有G(t)=
t,t≥1,

3-2t,t<1. 

教材拓展

典例5 (1)3 (2)(-∞,1) [(1)f(x)=
ax+2-a

x+1 =

a(x+1)+2-2a
x+1 =a+2-2ax+1

,

所以f(x)的图象的对称中心为点(-1,a),
由题意得a=3.

(2)由f(x)=
ax+2-a

x+1
知直线x=-1为f(x)的一条渐

近线,
又由一次分式函数的性质知,
当且仅当1×(2-a)>1×a,
即a<1时,f(x)在(-1,+∞)上单调递减,
故实数a的取值范围是(-∞,1).]

典例6 32 
[由f(x)=x2+

3
x2+2=x

2+2+ 3
x2+2-2

,

令x2+2=t(t≥2),则有f(t)=t+
3
t-2

,

由对勾函数的性质知,f(t)在[2,+∞)上单调递增,所以当

t=2时,f(t)min=
3
2
,

即当x=0时,f(x)min=
3
2.]

典例7 BCD [当a>0时,f(x)=x-
a
x
,定义域为(-∞,0)∪

(0,+∞),则f(x)在(-∞,0),(0,+∞)上单调递增,当x→+∞
时,f(x)→+∞,当x→0时,f(x)→-∞,故f(x)的值域为R,故

A错误,D正确;当a=-4时,f(x)=x+
4
x

为对勾函数,其单调

递增区间为(-∞,-2),(2,+∞),故B正确;当x>0时,x+4x≥

2 x·4
x =4

(当且仅当x=2时取等号),当x<0时,x+4x=

- (-x)+ -4x    ≤-2 (-x)· -4x  =-4(当 且 仅 当

x=-2时取等号),
故f(x)的值域为(-∞,-4]∪[4,+∞),故C正确.]

随堂·对点检测

1.C [因为函数f(x)=(m2-3m-3)xm 为幂函数,则m2-
3m-3=1,解得m=4或m=-1.
当m=4时,f(x)=x4 在区间(0,+∞)上单调递增,不满足条

件,A错误;
当m=-1时,f(x)=x-1 在区间(0,+∞)上单调递减,满足

题意.
函数f(x)=x-1 在(-∞,0)和(0,+∞)上单调递减,但不是

减函数,B错误;
因为函 数 定 义域 为(-∞,0)∪(0,+∞),且f(-x)=
1
-x=-f

(x),

所以函数f(x)是奇函数,不是偶函数,故C正确,D错误.
故选C.]

2.A [已知函数f(x)=-x2+4x+5在区间[0,m]上的值域

为[5,9],
又f(x)=-x2+4x+5的图象开口向下,对称轴为x=2,且
f(0)=f(4)=5,f(2)=9,
∵函数f(x)=-x2+4x+5在区间[0,m]上的值域为[5,9],
∴由图可知,2≤m≤4,即实数m 的取值范围是[2,4].
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答案详解

故选A.]
3.ACD [由二次函数图象开口向下知a<0,

对称轴为x=-b
2a=1

,

即2a+b=0,故b>0.
又因为f(0)=c>0,所以abc<0.
f(2)=f(0)=4a+2b+c>0,

f(3)=f(-1)=9a+3b+c<0.故选ACD.]
4.f(x)=x2-4x [由题意,可设f(x)=a(x-2)2-4(a>0),

又图象过原点,
所以f(0)=4a-4=0,a=1,
所以f(x)=(x-2)2-4=x2-4x.]

第14课时 指数运算与对数运算

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)根式 (2)负数 0 a a -a
知识点2 0
知识点3 ar+s ars arbr 
知识点4 logaN a N lg

 

N ln
 

N
知识点5 (1)0 1 N (2)logaM+logaN logaM-logaN
 nlogaM

链教材·夯基固本

1.解:(1)
3(-8)3=-8;

(2) (-10)2=|-10|=10;

(3)
4(3-π)4=|3-π|=π-3;

(4) (a-b)2=|a-b|=
a-b,a≥b,
b-a,a<b. 

2.解:(1)设b=4
3
2,由定义,得b2=43=64,b=8(b>0),所以

4
3
2=8.

(2)由负分数指数幂的定义,得27
-13= 1

27
1
3
.

设b=27
1
3,由定义,得b3=27,b=3,所以27

-13=13.

(3)由负分数指数幂的定义,得 1
16  

-32
=16

3
2 =(42)

3
2 =

43=64.

3.解:(1)原 式=245 ×5×x
-23+1-

1
3 ×y

1
2-

1
2+

1
6 =24x0y

1
6

=24y
1
6.

(2)原式= m
1
2  2+2m

1
2m

-12+ m
-12  2

m
1
2+m

-12

= m
1
2+m

-12  2

m
1
2+m

-12
=m

1
2+m

-12.

4.ABD [对于A,因为log64x=-
2
3
,所以

x=64
-23=(43)

-23=4-2=116
,A正确;

对于B,因为logx8=6,所以x6=8.又x>0,所以x=8
1
6=

(23)
1
6=2

1
2=2,B正确;

对于C,因为lg
 

100=x,所以10x=100,10x=102,于是x=2,
C错误;
对于D,因为-ln

 

e2=x,所以ln
 

e2=-x,e2=e-x,于是x=
-2,D正确.
故选ABD.]

5.BC [对于A,log3(27×92)=log3(33×34)=7,故A错误;对

于B,2(log43+log83)(log32+log92)=2 log23log24+
log23
log28 ×

 log22log23+
log22
log29 =53log23× 3

2log23=
5
2
,故B正确;对于C,

ln
 

3+ln
 1
3=ln

 

1=0,故C正确;对于D,log35-log315=

log3
1
3=-1

,故D错误.故选BC.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)π+234 
(2)1ab 

(3)7 47

[(1)1649  
-12
+(-8)

2
3+80.25×42+

3(π-2)3

= 4916  
1
2
+(-2)2+2

3
4×2

1
4+π-2

=74+4+2+π-2

=π+234.

(2) b·a
1
3

b
-12· 3

a-2
÷ a-2· b-2

ab2  
-23

= b
1
2·a

1
3

b
-12·a

-23
÷ a-2·b-1

ab2  
-23

=ab÷(a-3b-3)-
2
3

=ab÷a2b2=1ab.

(3)由a
1
2+a

-12=3,得a+a-1+2=9,即a+a-1=7,
则a2+a-2+2=49,即a2+a-2=47.]

考点二

考向1 典例2 (1)AB (2)D (3)64

[(1)log2
1
25×log38×log15

27=
lg
1
25
lg

 

2×
lg

 

8
lg

 

3×
lg

 

27

lg
1
5

=
2lg
1
5

lg
 

2 ×

3lg
 

2
lg

 

3×
3lg

 

3

lg
1
5

=18,故A正确;ln
 

e+lg
 

1+2
log23+ln

 

10lg
 

e=1+

0+3+1=5,故B正确;log3 27-log32
log23-2

log23+lg2+

lg5=log33
3
2-1-3+lg 10=32-4+

1
2=-2

,故C错误;

因为log2[log3(lg
 

x)]=1,所以log3(lg
 

x)=2,所以lg
 

x=9,
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数学 上册

所以x=109,故D错误.
故选AB.
(2)因为a=lg

 

2,b=lg
 

3,

所以log1210=
lg

 

10
lg

 

12=
1

lg
 

4+lg
 

3

= 1
2lg

 

2+lg
 

3=
1

2a+b.

故选D.

(3)由题意 1
log8a

- 1
loga4

= 3
log2a

-12log2a= -
5
2
,整 理 得

(log2a)2-5log2a-6=0,
解得log2a=-1或log2a=6.又a>1,
所以log2a=6=log226,故a=26=64.]

考向2 典例3 (1)A (2)e [(1)由3a=5b=15,得a=
log315,b=log515,

所以1
a+

1
b=

1
log315

+ 1
log515

=log153+log155=log1515=1.

故选A.
(2)f(ln

 

2)f(ln
 

4)=aln
 

2aln
 

4=aln
 

2+ln
 

4

=a3ln
 

2=(aln
 

2)3=8,
∴aln

 

2=2,∴a=e.]
考点三

典例4 (1)D (2)B [(1)设北极星的亮度为I1,牛郎星的亮度

为I2,

由题意可得2=-52lg
I1
I0
,

0.8=-52lg
I2
I0
,

所以I1=I0·10
-45,I2=I0·10

-825,所以
I1
I2
=10

-45

10
-825
=10

-1225.

故选D.
(2)由题意知,klog2(1.024×109)-klog2106=20,

即klog2
1.024×109

106
=20,

所以klog21
 

024=20,解得k= 20
log21

 

024=
20
10=2

,

所以2log2(4.096×109)-2log2(1.024×109)

=2log2
4.096×109

1.024×109
=2log24=2×2=4.

故选B.]
随堂·对点检测

1.C [若log2x=3,则x=23=8,故A错误;若e=ln
 

x,则x=

ee,故B错误;lg(ln
 

e)=lg
 

1=0,故C正确;5
log5

 
1
25=125

,故D错

误.故选C.]

2.BCD [a
4
3a

3
4=a

4
3+

3
4=a

25
12≠a,故A错误;

a
1
4  4=a

1
4×4=a,故B正确;

a
m
n=

n
am ,故C正确;

a
-m
n=1

a
m
n
= 1

n
am
,故D正确.

故选BCD.]
3.C [f(t)=mat,第3天时其含量为100,第7天时其含量

为400,

则
f(3)=ma3=100,

f(7)=ma7=400, 解得
a=2,

m=252 (负值已舍去),

所以f(t)=252×(2)t,则f(t1)=252×(2)
t1=800,解

得t1=9.
故选C.]

4.35 [因为正实数m,n,t满足5m=7n=t,
所以m=log5t,n=log7t,

所以1
m+

1
n=

1
log5t

+ 1
log7t

=logt5+logt7=logt35=2,

所以t2=35,
又因为t>0,

所以t= 35.]
第15课时 指数函数

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 (0,+∞) (0,1) y>1 0<y<1 y>1 0<y<
1 增 减

链教材·夯基固本

1.f(x)=9x [设指数函数f(x)=ax(a>0,且a≠1),则
81=a2,
所以a=9,所以这个指数函数的解析式为f(x)=9x.]

2.D [b=2-0.4<20=1,c=90.4=30.8>30.7=a>30=1,所以

b<a<c.故选D.]
3.CD [当a>1时,y=ax 在[0,1]上单调递增,

此时f(1)-f(0)=a-a0=a-1=
1
2
,

解得a=32
;

当0<a<1时,y=ax 在[0,1]上单调递减,

此时f(0)-f(1)=a0-a=1-a=
1
2
,

解得a=12.

所以实数a的值为3
2

或1
2.故选CD.]

4.(-∞,2) [由指数函数的性质,得x-1<3-x,解得x<2,
所以实数x

 

的取值范围是(-∞,2).]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)ABD (2)1.6 [(1)对于A,令2a2-3a+2=1且

a>0,a≠1,则a=12
,A正确;

对于B,不论0<a<1,还是a>1,值域都为(0,+∞),B正确;
对于C,f(x)=ax 的图象向左平移一个单位长度得到y=
ax+1 的图象,C错误;

对于D,令2x+3=0,则x=-32
,y=0,所以函数y=a2x+3-

1(a>0,且a≠1)恒过定点 -32
,0  ,D正确.

故选ABD.
(2)由题图可得,a=2,f(t)=2t,

当浮萍面积为4
 

m2 时,2
t1=4,即t1=2,

当浮萍面积为12
 

m2 时,2
t2=12,即t2=log212=2+log23,

则t2-t1=log23≈1.6.]
考点二

考向1 典例2 B [∵函数f(x)定义域为R,它的图象关于直

线x=1对称,且当x≥1时,函数f(x)=3x-1单调递增,

∴当x<1时,函数f(x)单调递减,且f 3
2  =f 1

2  .
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答案详解

∵13<
1
2<

2
3<1

,

∴f 2
3  <f 1

2  <f 1
3  ,即f 2

3  <f 3
2  <f 1

3  .

故选B.]
多维变迁

 D [函数f(x)=ex+e-x 为偶函数,在(0,+∞)上单调递增.
∵a=f(21.1),b=f(-1)=f(1),c=f(log23),1<log23<
2<21.1,
∴实数a,b,c的大小关系为b<c<a.
故选D.]

考向2 典例3 (1)D (2)B [(1)∵y=4x-3·2x+3的值域

为[1,7],
∴1≤4x-3·2x+3≤7,且2x>0,
∴0<2x≤1或2≤2x≤4,∴x≤0或1≤x≤2.
(2)∵ax<1,当a>1时,y=ax 是增函数,
∴p:{x|x<0}.
对于不等式2x+1<x+2,
作出函数y=2x+1 与y=x+2的图象,如图所示.

由图象可知,不等式2x+1<x+2的解集为{x|-1<x<0},
∴q:{x|-1<x<0}.
又∵{x|-1<x<0}⫋{x|x<0},
∴p是q的必要不充分条件.]

考向3 典例4 解:(1)因为函数f(x)=1-
a
2x+1

是定义域为

R的奇函数,

所以f(0)=0,即1-
a
2=0

,解得a=2,

当a=2时,f(x)=1-
2

2x+1
,

所以f(-x)+f(x)=1-
2

2-x+1
+1- 2

2x+1
=2-

2(2x+1)
2x+1

=0对任意实数x恒成立,所以a=2.

因为y=2x 是增函数,所以y=2x+1是增函数,所以y=
2

2x+1
是减函数,

所以y=-
2

2x+1
是增函数,

所以f(x)=1-
2

2x+1
是增函数.

(2)由y=2x>0,得y=2x+1>1,所以0< 2
2x+1

<2,

所以-2<- 2
2x+1

<0,所以-1<1- 2
2x+1

<1,

所以函数y=f(x)=1-
2

2x+1
的值域为(-1,1).

随堂·对点检测

1.D [当x=1时,31>21> 1
2  

1

> 1
3  

1
,所以图象①,②,

③,④对应的函数依次为y= 1
2  

x
,y= 1

3  
x
,y=3x 和y=

2x.故选D.]
2.A [令x-2=0,得x=2,

将x=2代入函数可得y=3a0+3=6,
即函数y=3ax-2+3的图象恒过点(2,6).
故选A.]

3.D [∵a=(3)3=33,b=9
1
3=39,c=4

2
3= 316,∴39<

316< 327=3,
∴c>b,且

 

a>c,即
 

a>c>b,故选D.]
4.D [法一(复合函数法):因为y=2x 在R上单调递增,所以

y=x(x-a)在区间(0,1)上单调递减,所以a
2≥1

,解得a≥2.

故选D.

法二(特值法):取a=3,则y=x(x-3)= x-32  
2

-94
在

(0,1)上单调递减,所以f(x)=2x(x-3)在(0,1)上单调递减,所
以a=3符合题意,排除A,B,C.故选D.]

5.(-3,2) [函数y=2x 在R上单调递增,则

2x
2-2x-3< 1

2  
3(x-1)

⇔2x
2-2x-3<2-3(x-1)⇔x2-2x-3<

-3(x-1),
即x2+x-6<0,解得-3<x<2,
所以原不等式的解集为(-3,2).]

第16课时 对数函数

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (2)(0,+∞) R (1,0) 增 减

知识点2 y=logax y=x 
链教材·夯基固本

1.C [根据f(2)<1,f(3)>1,可知y=ln
 

x满足.故选C.]
2.A [根据复合函数单调性的同增异减原则,可知f(x)在[0,
1]上单调递增,
因为0≤x≤1,所以1≤x+1≤2,
则log21≤log2(x+1)≤log22,即f(x)∈[0,1].]

3.(1,+∞) [因为y=log0.7x 的定义域为(0,+∞),且是减函

数,故2m>m-1>0,解得m>1.]
4.a>b>c [法一:如图,作出函数y1=log0.2x,y2=log0.3x,
y3=log0.4x的图象,

由图可知,当x=6时,log0.26>log0.36>log0.46,
即a>b>c.
法二:易知0>log60.4>log60.3>log60.2,

所以 1
log60.4

< 1
log60.3

< 1
log60.2

,

即log0.46<log0.36<log0.26,
即a>b>c.]

5.(1)y= 1
3  

x

 (2)
 

y=log5x [(1)因为对数函数y=log1
3
x

的底数是1
3
,所以它的反函数是指数函数y= 1

3  
x

.

(2)因为指数函数y=5x 的底数是5,所以它的反函数是对数

函数y=log5x.]
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数学 上册

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)BC (2)A (3)(1,+∞) [(1)对 于 A,
a2-5a+6=0,
a-1>0,
a-1≠1, 解得a=3,A错误;

对于B,由题意可得,x-2≠0
,

3-x>0, 解得x<3且x≠2,B正确;

对于C,令4x-3=1,解得x=1,则f(1)=loga1=0,C正确;
对于D,x2-2x>0⇒x∈(-∞,0)∪(2,+∞),可知当x>2
时,y=x2-2x 单调递增,结合复合函数的单调性可知f(x)
的单调递增区间为(2,+∞),D错误.
(2)由函数图象可知,f(x)为增函数,故a>1.
函数图象与y轴的交点坐标为(0,logab),
由函数图象可知-1<logab<0,

解得1
a<b<1.

综上,0<a-1<b<1.
(3)如图,在同一平面直角坐标系中分别作出y=f(x)与
y=-x+a的图象,其中a表示直线在y轴上的截距.由图象

可知,当a>1时,直线y=-x+a 与f(x)的图象只有一个

交点.

]

考点二

考向1 典例2 D [法一(中间量法):因为a=log2e>1,b=

ln
 

2∈(0,1),c=log1
2

1
3=log23>log2e>1

,所以c>a>b.

法二(图象法):log1
2

1
3=log23

,在同一平面直角坐标系中作出

函数y=log2x,y=ln
 

x的图象,如图.由图可知c>a>b.

]

考向2 典例3 B [因为log2a(4a2+1)<0,4a2+1>1,结合

对数函数图象的性质得0<2a<1,所以4a2+1>4a>1,所以

1
4<a<

1
2.故选B.]

考向3 典例4 解:由x>0且4-x>0,得函数f(x)的定义域

为(0,4).
(1)证明:因为函数f(4-x)=log2(4-x)+log2x=f(x),
所以f(x)的图象关于直线x=2对称.
(2)函数f(x)=log2x+log2(4-x)=log2(4x-x2)=log2[-(x-
2)2+4](0<x<4),
当x=2时,4x-x2 取到最大值4,
此时f(x)=log2x+log2(4-x)取到最大值log24=2,所以函

数f(x)的最大值为2.
母题探究

1.解:f(x)=log2(4x-x2)(0<x<4)可以看作是由函数y=
log2u和u=-x2+4x(0<x<4)复合而成的,

因为y=log2u是定义域上的增函数,u=-x2+4x(0<x<4)
在(0,2)上单调递增,在(2,4)上单调递减,
所以f(x)的单调递增区间是(0,2),单调递减区间是(2,4).

2.解:因为f(4-x)+f(x)=2f(x)=0不恒成立,所以f(x)的
图象不关于点(2,0)对称.

教材拓展

典例5 A [a=3log83=log827=log233
3=log23,

b=-12log13
16=log1

3

1
4=log34

,c=log45,

利用对数型糖水不等式得log23>log34>log45,即a>b>c.]
随堂·对点检测

1.A [因为a>1,所以y=ax 在R上单调递增,排除C;
又y=loga(-x)的定义域为(-∞,0),
所以由复合函数的单调性可知,y=loga(-x)在(-∞,0)上单调

递减,且恒过点(-1,0),排除B,D.
故选A.]

2.A [因为log3
1
5<log31=0

,所以a<0,

因为40.3>40=1,所以b>1,

因为log1
3
1<log1

3

1
2<log13

1
3
,

所以0<c<1,
所以b>c>a.
故选A.]

3.A [因为y=log0.3x 在(0,+∞)上单调递减,log0.3(3x)<
log0.3(x+1),

所以

3x>0,
3x>x+1,
x+1>0, 解得x>12

,即x的取值范围是 1
2
,+∞  .

故选A.]

4.-14  
[依 题 意 得 f(x)=

1
2log2x

·(2+2log2x)=

(log2x)2+log2x= log2x+12 
2

-14≥-
1
4
,当log2x=

-12
,即x= 22

时等号成立,所以函数f(x)的最小值为

-14.]

*第17课时 指、对、幂的大小比较(进阶课)
类型一

典例1 BD [对于A,y=0.6x 单调递减,所以0.60.6<0.60.5,
故A错误;
对于B,y=log6x单调递增,所以log60.6>log60.5,
又log60.5>log50.5,所以log60.6>log50.5,故B正确;
对于C,0.60.5∈(0,1),log0.60.5>log0.60.6=1,所以0.60.5<
log0.60.5,故C错误;
对于D,log37=log949,y=log9x 单调递增,所以log949>
log940,所以log37>log940,故D正确.故选BD.]

类型二

典例2 C [因为函数y=4x 在R上为增函数,且0<0.1<1,
所以40<40.1<41,即1<a<4.因为函数y=0.1x 在R上为减

函数,且0<0.4<1,所以0.11<0.10.4<0.10,即0.1<b<1.
因为函数y=log4x 在(0,+∞)上单调递增,0.1<1,所以

log40.1<log41=0,即c<0.所以c<b<a.故选C.]
类型三

典例3 D [法一(特殊值法):取z=1,则由2x=3y=5得x=
log25,y=log35,所 以 2x=log225<log232=5z,3y=
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答案详解

log3125<log3243=5z,所以5z最大.取y=1,则由2x=3得

x=log23,所以2x=log29>3y.
综上可得,3y<2x<5z.
法二(作差法):令2x=3y=5z=k,由x,y,z为正数,知k>1,

则x=lg
 

k
lg

 

2
,y=
lg

 

k
lg

 

3
,z=lg

 

k
lg

 

5
,

因为k>1,所以lg
 

k>0,

所以2x-3y=
2lg

 

k
lg

 

2-
3lg

 

k
lg

 

3

=lg
 

k·(2lg
 

3-3lg
 

2)
lg

 

2·lg
 

3

=
lg

 

k·lg
9
8

lg
 

2·lg
 

3>0
,

故2x>3y,

2x-5z=2lg
 

k
lg

 

2-
5lg

 

k
lg

 

5

=lg
 

k·(2lg
 

5-5lg
 

2)
lg

 

2·lg
 

5

=
lg

 

k·lg
25
32

lg
 

2·lg
 

5<0
,

故2x<5z.
所以3y<2x<5z.
法三(作商法):令2x=3y=5z=k,由x,y,z为正数,知k>1.

则x=lg
 

k
lg

 

2
,y=
lg

 

k
lg

 

3
,z=lg

 

k
lg

 

5.

所以2x
3y=

2
3

·lg
 

3
lg

 

2=
lg

 

9
lg

 

8>1
,即2x>3y,

5z
2x=

5
2

·lg
 

2
lg

 

5=
lg

 

32
lg

 

25>1
,即5z>2x.

所以5z>2x>3y.]
第18课时 函数的图象

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 (1)f(x+h) f(x-h) (2)-f(x) f(-x)
-f(-x) logax(a>0,且a≠1) (3)f(ax) af(x)
(4)|f(x)| f(|x|)

链教材·夯基固本

1.C [因为题图2中的图象是在题图1的基础上,去掉函数y=
f(x)图象在y轴右侧的部分,然后将y 轴左侧的图象翻折到

y轴右侧得到的,所以题图2中的图象对应的函数可能是y=
f(-|x|).故选C.]
2.上 log2(x+2)

3.-12
,0   [由指数函数y= b

a  
x

的图象可知,0<b
a<1

,

所以-12<-
b
2a<0

,所以二次函数y=ax2+bx 图象顶点的

横坐标的取值范围是 -12
,0  .]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:(1)首先作出y=lg
 

x的图象,然后

将其向 右 平 移1个 单 位 长 度,得 到 y=
lg(x-1)的图象,再把所得图象在x 轴下方的

部分翻折到x 轴上方,即得到所求函数y=
|lg(x-1)|的图象,如图1所示(实线部分).
(2)将y=2x 的图象向左平移1个单位长度,得到y=2x+1 的

图象,再将所得图象向下平移1个单位长度,得到y=2x+1-1
的图象,如图2所示.

(3)y=x2-|x|-2=
x2-x-2,x≥0,

x2+x-2,x<0, 其图象如图3所示.

(4)因为y=
2x-1
x-1=2+

1
x-1

,所以该函数的图象可由y=
1
x

的图象向右平移1个单位长度,再向上平移2个单位长度得

到,如图4所示.

考点二

考向1 典例2 B [f(-x)=-x2+(e-x-ex)sin(-x)=
-x2+(ex-e-x)sin

 

x=f(x),
又函数定义域为[-2.8,2.8],故该函数为偶函数,图象关于y
轴对称,可排除A,C,

又f(1)=-1+ e-1e  sin 

1>-1+ e-1e  sin π
6=

e
2-

1-12e>0
,故可排除D.

故选B.]
考向2 典例3 D [由题图可知函数f(x)的定义域为{x|x

≠±1},且f(x)为偶函数,易得f(x)=
x

1-|x|
与f(x)=

x
|x|-1

均为奇函数,排除选项A,B;由题图可知当x>1时,

f(x)>0,易得当x>1时,f(x)=
|x|
1-x2<0

,f(x)=
|x|
x2-1>

0,排除选项C.故选D.]
考点三

典例4 (1)ABC (2)B [(1)由题意知f(x)=|lg|2-x||.将
函数y=lg

 

x的图象关于y轴对称,可得y=lg|x|的图象,再
将y=lg|x|的图象位于x 轴下方的部分对折至x 轴上方,可
得y=|lg|x||的图象,再将y=|lg|x||的图象向右平移2个

单位长度,可得f(x)的图象,如图所示.

结合图象,可知f(x)在区间(1,2)内单调递增,f(x)的图象关

于直线x=2对称,f(x)的图象与y=m(m>0)有且仅有4个
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数学 上册

交点,故A,B,C正确.令x1=
21
10
,x2=12,则f(x1)=f(x2)=

1,但x1+x2=
21
10+12≠4

,故D错误.故选ABC.

(2)由题意知f(x)在(0,+∞)上单调递

减.因为f(x)是定义在R上的奇函数,
所以f(x)在(-∞,0)上单调递减,如图

所示.
要使(x-1)f(x)>0,则当x>1时,有

f(x)>0,得1<x<2;当x<1时,有f(x)<0,得-2<x<0.
综上,满足(x-1)f(x)>0的x 的取值范围是(-2,0)∪(1,

2).故选B.]
多维变迁

 C [由f(x+1)=f(1-x),得f(x)的图象关于直线x=1对

称,
且当x≥1时,f(x)=x2-4x,作出f(x)的图象如图所示.

由图象可知,f(x)的图象不关于坐标原点对称,所以f(x)不
是奇函数,A错误;

f(x)在(1,2)内单调递减,B错误;f(x)min=f(0)=f(2)=
-4,C正确;

f(x)在(0,1)内单调递增,D错误.故选C.]
随堂·对点检测

1.C [f(x)=(ex-e-x)cos
 

x,
可知f(-x)=(e-x-ex)cos(-x)

=-(ex-e-x)cos
 

x=-f(x),
函数f(x)是奇函数,f(x)的图象关于原点对称,排除B,D;

又f -π2  =f(0)=f π
2  =0,函数f(x)在[-2,2]上有3

个零点,排除A.
故选C.]

2.D [由题图知,函数图象关于y 轴对称,其为偶函数,故排除

A,B;

当x>0时,5
(ex+e-x)
x2+2 >0恒成立,排除C.

故选D.]

3. -∞,52  [作出函数f(x)的图象如

图所示,
由图可知,函数f(x)在R上单调递增,
因为f(4)=log24=2,所以f(2x-1)<
2等价于f(2x-1)<f(4),即2x-1<

4,解得x<52
,所以不等式f(2x-1)<2

的解集是 -∞,52 .]

4.解:(1)根据绝对值的意义,可将函数式化为分段函数y=
1,x≥1,

2x-1,x<1, 可知其图象是由两条射线组成,如图1所示.

 

(2)先作出y=log2x的图象,再将其图象向下平移一个单位长

度,保留x轴上方的部分,将x 轴下方的图象翻折到x 轴上

方,即得y=|log2x-1|的图象,如图2所示.
第19课时 函数的零点与方程的解

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)f(x)=0 (2)零点 x轴

(3)连续不断 f(a)f(b)<0 (a,b) f(c)=0
知识点2 连续不断 f(a)f(b)<0 零点

链教材·夯基固本

1.B [由
x≤0,

x2+x-2=0, 或
x>0,
-1+ln

 

x=0, 
解得x=-2或x=e,故f(x)有2个零点.
故选B.]

2.B [函数f(x)在(0,+∞)上单调递增,
且f(1)=-1,f(2)=1,则f(1)f(2)<0,
故f(x)的零点所在的区间为(1,2).故选B.]

3.(-2,2) [由题意得f(-1)f(1)=(-2+a)(2+a)<0,
解得-2<a<2.]

4.A [根据二分法的概念可知选项A中函数不能用二分法求

零点.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)C [(1)函数f(x)=ex+4x-4在R上单调

递增,

f(-1)=
1
e-8<0

,f(0)=1-4=-3<0,f(1)=e+4-4=

e>0,
故函数f(x)的零点所在区间为(0,1).
故选B.
(2)因为区间(2,3)的长度为1,经过二分法的一次操作,
区间长度变为原来的一半,所以经过n(n∈N+)次二分法的

操作,

区间的长度为1
2n
,由1
2n
<0.1,解得n≥4.

故选C.]
多维变迁

1.B [易知f(x)在[0,+∞)上单调递减,又f(0)=1>0,

f(0.3)=0.30.3- 0.3= 0.30.3-0.30.5>0,f(0.5)=

0.30.5- 0.5= 0.3- 0.5<0,所以f(x)的零点所在区

间是(0.3,0.5).故选B.]
2.1.56 [注意到f(1.556

 

2)≈-0.029和f(1.562
 

5)≈0.003,显
然f(1.556

 

2)f(1.562
 

5)<0,又|1.556
 

2-1.562
 

5|=0.006
 

3<
0.01,所以近似解可取1.56.]

考点二

典例2 (1)D (2)1 [(1)当x≤0时,x2-1=0,解得x=-1;
当x>0时,f(x)=x-2+ln

 

x 在(0,+∞)上单调递增,并且

f(1)=1-2+ln
 

1=-1<0,

f(2)=2-2+ln
 

2=ln
 

2>0,
即f(1)f(2)<0,
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答案详解

所以函数f(x)在区间(1,2)内必有一个零点.
综上,函数f(x)的零点个数为2.故选D.
(2)令f(x)=0,可得方程ln

 

x+x2-3=0,即ln
 

x=3-x2,
故原函数的零点个数即为函数y=ln

 

x与y=3-x2 图象的交

点个数.
在同一平面直角坐标系中作出两个函数的大致图象(如图).

由图可知,函数y=3-x2 与y=ln
 

x的图象只有一个交点,
故函数f(x)=ln

 

x+x2-3只有一个零点.]
考点三

考向1 典例3 A [依题意,函数g(x)=f(x)-b有四个不

同的零点,即方程f(x)=b有四个解,转化为函数y=f(x)的
图象与直线y=b有四个交点,由函数y=f(x)的解析式可

知,当x∈(-∞,-1]时,函数单调递减,y∈[0,+∞);当x∈
(-1,0]时,函数单调递增,y∈(0,1];当x∈(0,1)时,函数单

调递减,y∈(0,+∞);当x∈[1,+∞)时,函数单调递增,y
∈[0,+∞),结合图象,可知实数b的取值范围为(0,1].故

选A.

]

母题探究

 [0,1) [由本例题的解题过程可知,x1+x2=-2,x3x4=1,
所以x1x2x3x4=x1x2=x1(-2-x1)=-x21-2x1,又-2≤
x1<-1,所以-x21-2x1∈[0,1),故x1x2x3x4 的取值范围

是[0,1).]
考向2 典例4 B [由y1=log2x 在(0,+∞)上单调递增,

y2=x2+m 在(0,+∞)上单调递增,得函数f(x)=log2x+
x2+m 在区间(0,+∞)上单调递增,
因为函数f(x)=log2x+x2+m 在区间(1,2)上存在零点,

所以
f(1)<0,
f(2)>0, 即

log21+12+m<0,

log22+22+m>0, 
解得-5<m<-1,
所以实数m 的取值范围是(-5,-1).
故选B.]

多维变迁

 A [函数h(x)=f(x)-g(x)在区间[-5,5]上恰有8个零

点,即函数f(x)与函数g(x)的图象在区间[-5,5]上有8个

交点,由f(x+2)=f(x)知,f(x)是R上周期为2的函数,作
函数f(x)与函数g(x)在区间[-5,5]上的图象,如图所示,

由图象知,当x∈[-5,1]时,图象有5个交点,故在(1,5]上有

3个交点即可,

故
loga(3-1)<1,

loga(5-1)>1, 解得2<a<4.故选A.]

随堂·对点检测

1.B [f(x)=x+log2x在(0,+∞)上单调递增,

f 13 =13+log2 13
=13-log23<

1
3-log22=-

2
3<0

,

f 12 =12+log2 12=-12<0,
f 23 = 23 +log2 23 = 53 -log23= 1

3
(5-3log23)=

1
3
(log232-log227)>0,则函数f(x)=x+log2x 的零点所在

的区间为 12,23 .故选B.]

2.C [由f(x)=log2x- x=0,

得log2x= x,

函数y=log2x与y= x都是(0,+∞)上的增函数,

且log24=4=2,log216= 16=4,

且当x>16时,函数y= x比y=log2x增长的快,

则函数y= x与y=log2x的图象只有两个交点,也就是函数

f(x)=log2x- x的零点个数是2.故选C.]

3.0或-14 
[当a=0时,f(x)=-x-1,

令f(x)=0得x=-1,
故f(x)只有一个零点为-1.

当a≠0时,则Δ=1+4a=0,∴a=-14.]

4.(0,3) [令f(x)=0,则x·2x-kx-2=0,即k=2x-2x
,即

y=k与g(x)=2x-
2
x

的图象在(1,2)内有交点.因为y=2x
 

和y=-
2
x

在(1,2)内单调递增,所以g(x)=2x-
2
x

在(1,2)

内单调递增,所以g(1)<g(x)<g(2),即0<g(x)<3,所以

0<k<3,即实数k
 

的取值范围是(0,3).]
第20课时 函数模型及其应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 递增 递增 越快 越慢 y轴 x轴

链教材·夯基固本

1.D [结合函数的性质可知,几种函数模型中,指数函数的增长

速度最快.故选D.]
2.B [由题图可知,函数在(0,+∞)上单调递减,且散点分布在

一条曲线附近,

函数y=a· 1
4  

x

+b的图象为一条曲线,且当a>0时,该

函数在(0,+∞)上单调递减,符合题意.
故选B.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)B [(1)水位由高变低,排除C,D.流完半缸

水前水位下降速度先快后慢,流完半缸水后水位下降速度先慢

后快.
(2)A选项,由散点图知身高y随时间x的变化不是线性增长,
故A错误;C选项,指数函数模型中y 随x 的增长越来越快,
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数学 上册

与图象不符合;D选项,对数函数模型在x=0时没有意义;B
选项符合散点图中y随x的增长越来越慢,且在x=0时有意

义.故选B.]
考点二

典例2 解:(1)将x=8
 

100,x0=4代入v=12log3
x
100-lg

 

x0,

得v=12log381-lg
 

4=2-2lg
 

2≈2-0.6=1.4,

所以候鸟的飞行速度约是1.4
 

km/min.
(2)设雄性候鸟每分钟的耗氧量为x1,雌性候鸟每分钟的耗氧

量为x2,

依题意可得
2.5=12log3

x1
100-lg

 

x0,

1.5=12log3
x2
100-lg

 

x0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

两式相减可得1=12log3
x1
x2
,解得

x1
x2
=9.

故此时雄性候鸟每分钟的耗氧量是雌性候鸟每分钟的耗氧量

的9倍.
多维变迁

 C [依题意可知,当t=0时,μ(t)=6.05,

即6.05=λe
-07+0.05,解得λ=6,

所以μ(t)=6e
-t
7+0.05,

由μ(t)=6e
-t
7+0.05≤0.1,得e

-t
7≤ 1120

,

即-t
7≤ln

 1
120
,即t
7≥ln

 

120=3ln
 

2+ln
 

3+ln
 

5≈3×0.7+

1.1+1.6=4.8,
所以t≥33.6,又t∈N,所以tmin=34,
故至少需要放置的时间为34天.故选C.]

考点三

考向1 典例3 解:(1)由题意知,当0≤x≤8时,

y=0.6x+0.2(14-x)-
1
20x

2=-120x
2+25x+

14
5
,

当8<x≤14时,

y=0.6x+0.2(14-x)-
3x+8
10 =110x+2

,

即y=
-120x

2+25x+
14
5
,0≤x≤8,

1
10x+2

,8<x≤14.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(2)当0≤x≤8时,y=-
1
20x

2+25x+145=-
1
20
(x-

4)2+185
,

所以当x=4时,ymax=
18
5.

当8<x≤14时,y=
1
10x+2

,

所以当x=14时,ymax=
17
5.

因为18
5>
17
5
,所以当x=4时,ymax=

18
5.

所以当精加工蔬菜4
 

t时,总利润最大,最大利润为3.6万元.

考向2 典例4 解:(1)由题意可得,y=(400+kx2)×
520
x =

208
 

000
x +520

 

kx,0<x≤100.

(2)由“对 勾 函 数”的 性 质 可 得y=
208

 

000
x +520

 

kx 在

0,20
k 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

上单调递减,在 20k,+∞ 上单调递增,

又0<x≤100,

当0<20
k
≤100,即k≥125

时,

货车速度为20
k
km/h时,全程运输成本最低;

当20
k
>100,即0<k<125

时,

货车速度为100
 

km/h时,全程运输成本最低.
随堂·对点检测

1.B [画出函数f(x)=x2,g(x)=2x,h(x)=log2x 的图象,如
图所示,

 

结合图象,可得三个函数f(x)=x2,g(x)=2x,h(x)=log2x
中,当x∈(4,+∞)时,函 数g(x)=2x 增 长 速 度 最 快,
h(x)=log2x增长速度最慢.
故选B.]

2.A [由题意知C0
1
2  

t
5

 

730
=25C0

,所以 t
5

 

730lg
1
2=lg

4
10
,

所以t=5
 

730×1-2lg
 

2
lg

 

2 ≈5
 

730×1-2×0.301
 

0
0.301

 

0 ≈7
 

577,

所以可推断该生物死亡的时间约为公元前7577-2025=
5552年.
故选A.]

3.解:(1)由题图可知每月销售量y与每件售价x 之间为一次函

数关系,
设其函数关系式为y=kx+b(k≠0),
将(60,600),(80,400)代入,

得
60k+b=600,
80k+b=400, 解得

k=-10,
b=1

 

200, 
所以每月销售量y 与每件售价x 之间的函数关系式为y=
-10x+1

 

200.
(2)根据题意得,(-10x+1

 

200)(x-50)=10
 

000,
整理得x2-170x+7

 

000=0,解得x1=70,x2=100,
因为该防护品的每件利润不允许高于进货价的50%,
所以x≤50×(1+50%),即x≤75,所以x=70.
所以当这种防护品每件的售价定为70元时,该主播每月的总

利润可达到10
 

000元.

第三章 一元函数的导数及其应用

第21课时 导数的概念及其意义、
导数的运算

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)f'(x0) y'|x=x0
知识点2 斜率 y-f(x0)=f'(x0)(x-x0)
知识点3 0 αxα-1 cos

 

x -sin
 

x axln
 

a ex 
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答案详解

知识点4 f'(x)±g'(x) f'(x)g(x)+f(x)g'(x) cf'(x)
知识点5 y'u·u'x
链教材·夯基固本

1.y=x+13 
[设y=f(x)=(3x-1)

1
3,则f'(x)=3×

1
3
(3x-1)

-23=(3x-1)
-23,则f' 2

3  =1,因此曲线y=

33x-1在点 2
3
,1  处的切线方程为y-1=x-

2
3
,即y=

x+13.]

2.AD [对于A,因为y=x5,所以y'=5x4,所以在x=3处的导

数为5×34=405,故A正确;对于B,因为y=ln
 

x,所以y'=
1
x
,所以在x=23

处的导数为3
2
,故B错误;对于C,因为y=

sin
 

x,所以y'=cos
 

x,所以在x=2π处的导数为cos
 

2π=1,故
C错误;对于D,因为y=ex,所以y'=ex,所以在x=0处的导

数为e0=1,故D正确.故选AD.]

3.1-2 [f'(x)=-f' π
4  sin

 

x-cos
 

x,

令x=π4
,得f' π

4  =-22f' π
4  - 22,

解得f' π
4  =1-2.]

4.ABC [选项D中,sin2x+π3    '=2cos2x+π3  .]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 A [lim
Δx→0

f(2+2Δx)-f(2)
Δx =-6,

则2lim
Δx→0

f(2+2Δx)-f(2)
2Δx =2f'(2)=-6,

解得f'(2)=-3,
故在第2

 

h时,原油温度的瞬时变化率为-3
 

℃/h.故选A.]
多维变迁

 D [因为f(x)=2ln
 

x+8x,所以f'(x)=
2
x+8

,

所以lim
Δx→0

 

f(1+2Δx)-f(1)
Δx

=2lim
Δx→0

 

f(1+2Δx)-f(1)
2Δx =2f'(1)=20.

故选D.]
考点二

典例2 CD [对于A选项,(e3x)'=e3x·(3x)'=3e3x,A错误;

对于B选项, x2

2x+1  '
=
(x2)'·(2x+1)-x2·(2x+1)'

(2x+1)2

=2x
·(2x+1)-2x2
(2x+1)2 =2x

2+2x
(2x+1)2

,B错误;

对于C选项,(2sin
 

x-3)'=2cos
 

x,C正确;

对 于 D 选 项,ln x
2-x  '= 1

x
2-x

· x
2-x  '=2-xx

·

2-x-x· -1  
(2-x)2 = 2

x(2-x)
,D正确.

故选CD.]

考点三

考向1 典例3 解:第1步 算切点:切点已知直接用,切点未

知,已知切点横坐标x0,应用关系式计算纵坐标y0=f(x0).
第2步 求斜率:由导数的几何意义,得切线的斜率k=f'(x0).
由题意得f'(x)=x2,

∵点P(2,4)在曲线f(x)=
1
3x

3+43
上,

∴曲线在点P(2,4)处切线的斜率为k=f'(2)=4,
第3步 列方程:列出直线的点斜式方程y-y0=k(x-x0).
∴曲线在点P(2,4)处的切线方程为y-4=4(x-2),
即4x-y-4=0.

母题探究

 解:第1步 设切点:设曲线上的切点坐标为(x0,f(x0)).

设曲线f(x)=
1
3x3+43

与过点P(2,4)的直线相切于点

A x0,
1
3x

3
0+
4
3  ,

第2步 求斜率:由导数的几何意义,得切线的斜率k=f'(x0).
则切线的斜率为k=x20.
第3步 列方程:列出直线的点斜式方程y-f(x0)=k(x-
x0).

∴切线方程为y- 1
3x

3
0+
4
3  =x20(x-x0),

即y=x20·x-23x
3
0+
4
3.

第4步 代坐标:把已知点(a,b)代入上述方程,
得b-f(x0)=k(a-x0).
∵点P(2,4)在切线上,

∴4=2x20-
2
3x

3
0+
4
3
,

即x30-3x20+4=0.
第5步 求参数x0 得切线方程.
∴x30+x20-4x20+4=0,

∴x20(x0+1)-4(x0+1)(x0-1)=0,
∴(x0+1)(x0-2)2=0,
解得x0=-1或x0=2.
故所求的切线方程为x-y+2=0或4x-y-4=0.

考向2 典例4 (1)D (2)4 [(1)因为f(x)=
a
2x2+bln

 

x,

所以f'(x)=ax+
b
x
,由题意得,f(1)=

a
2+bln

 

1=1,

f'(1)=a+b=-
1
2
,解得b=-52

,a=2,则a+2b=2-

5=-3.故选D.
(2)设直线y=2x+5与曲线y=ex+x+a的切点坐标为(x0,

e
x0+x0+a),由y=ex+x+a得y'=ex+1,所以y'|x=x0=

e
x0+1=2,解得x0=0,所以切点坐标为(0,1+a),又切点(0,
1+a)在切线y=2x+5上,所以1+a=5,解得a=4.]

考题探源

 解:对函数y=e2ax 求导得y'=2ae2ax.
在点(0,1)处的切线斜率k=y'|x=0=2ae0=2a,
又切线与直线2x-y+1=0垂直,

所以2a×2=-1,解得a=-14.

多维变迁

1.C [由题可得,f'(x)=ex+a,
则曲线在x=0处的切线的斜率为f'(0)=e0+a=1+a,
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又曲线f(x)=ex+ax在x=0处的切线与直线3x-2y-5=
0平行,

则有1+a=32
,可得a=12.

故选C.]
2.(-∞,-4)∪(0,+∞) [∵y=(x+a)ex,
∴y'=(x+1+a)ex,

设切点坐标为(x0,y0),则y0=(x0+a)e
x0,切线斜率k=

(x0+1+a)e
x0,

切线方程为y-(x0+a)e
x0=(x0+1+a)·e

x0(x-x0),

∵切线过原点,∴-(x0+a)e
x0=(x0+1+a)e

x0(-x0),
整理得x20+ax0-a=0,

∵切线有两条,∴Δ=a2+4a>0,解得a<-4或a>0,
∴a的取值范围是(-∞,-4)∪(0,+∞).]

微点突破

典例5 (1)A (2)ln
 

2 [(1)由y=x2+2ln
 

x,

得y'=2x+
2
x
,由2x+2x=4

,解得x=1,

则直线y=4x+m 与曲线y=x2+2ln
 

x相切于点(1,4+m),
∴4+m=1+2ln

 

1=1,得m=-3.
∴直线y=4x-3是曲线y=x3-nx+13的切线,
由y=x3-nx+13,得y'=3x2-n,设切点为(t,t3-nt+13),
则3t2-n=4,且t3-nt+13=4t-3,联立可得2t3=16,解得

t=2,由n=3t2-4,得n=8.
∴n-m=8-(-3)=11.
故选A.
(2)由y=ex+x得y'=ex+1,则y'|x=0=e0+1=2,
故曲线y=ex+x在点(0,1)处的切线方程为y=2x+1.

由y=ln(x+1)+a得y'=
1

x+1
,

设切线与曲线y=ln(x+1)+a 相切的切点为(x0,ln(x0+
1)+a),

由两曲线有公切线得y'=
1

x0+1
=2,解得x0=-

1
2
,则切点

为 -12
,a+ln

 1
2  ,

切线方程为y=2x+12  +a+ln 1
2=2x+1+a-ln

 

2.

因为两切线重合,所以a-ln
 

2=0,解得a=ln
 

2.]
随堂·对点检测

1.A [因为函数f(x)=ex-x2,
所以f'(x)=ex-2x,

所以lim
Δx→0

f(1+Δx)-f(1)
Δx =f'(1)=e-2.故选A.]

2.C [对于选项A,因为y=π2,
所以y'=0,故选项A错误;
对于选项B,因为y=log2x,

所以y'=
1

xln
 

2
,故选项B错误;

对于选项C,因为y=e-2x,
所以y'=e-2x·(-2x)'=-2e-2x,故选项C正确;

对于选项D,因为y=cos
x
3
,

所以y'=-sin
x
3

· x
3  '=-13sinx

3
,故选项D错误.故

选C.]

3.A [设直线y=x+a与曲线y=ln(x+b)相切于点(x0,y0),

由导数的几何意义知,y'|x=x0=
1

x0+b
,因为直线y=x+a的

斜率为1,所以 1
x0+b

=1,即x0=1-b.

又切点(x0,y0)既在直线上又在曲线上,
所以y0=x0+a且y0=ln(x0+b),
即ln(x0+b)=x0+a.
将x0=1-b代入ln(x0+b)=x0+a,
得ln(1-b+b)=1-b+a,即b-a=1.故选A.]

4.(e,1) [由题意得f'(x)=
2
x
,显然点(0,-1)

 

不在曲线

f(x)
 

上,设切点坐标为(x0,2ln
 

x0),则
2ln

 

x0+1
x0

=2x0
,解得

x0=e,f(e)=1,则切点坐标为(e,1).]
第22课时 导数与函数的单调性

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 单调递增 单调递减 常数函数

知识点2 定义域 零点

链教材·夯基固本

1.(0,1) (1,2) [由题图知,当x∈(0,1)时,f'(x)>0,
当x∈(1,2)时,f'(x)<0,
故f(x)的单调递增区间是(0,1),
单调递减区间是(1,2).]

2.(-∞,-1),13
,+∞   [f'(x)=3x2+2x-1,令f'(x)>

0,解得x>13
或x<-1,所以f(x)=x3+x2-x的单调递增

区间为(-∞,-1)和 1
3
,+∞  .]

3.C [由题图知,当x∈(-∞,0)时,f'(x)>0,
∴f(x)在(-∞,0)上单调递增;
当x∈(0,x1)时,f'(x)<0,∴f(x)在(0,x1)内单调递减;
当x∈(x1,+∞)时,f'(x)>0,
∴f(x)在(x1,+∞)上单调递增.
故选C.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)BD [(1)由函数的图象可知,当x<0时,函
数单调递增,导数始终为正;当x>0时,函数先增后减再增,即
导数先正后负再正,对照选项,应选D.
(2)由题图知,当0<x<a时,f'(x)>0且为定值;当a<x<c
时,f'(x)单调递减,且在x∈(a,b)内,f'(x)>0,在x∈(b,c)
内,f'(x)<0;当c<x<e时,f'(x)单调递增,且在x∈(c,d)
内,f'(x)<0,在x∈(d,e)内,f'(x)>0,所以当0<x<a时,

f(x)单调递增且图象为斜率大于0的直线,当a<x<b时,

f(x)单调递增,当b<x<c时,f(x)单调递减,当c<x<d
时,f(x)单调递减,当d<x<e时,f(x)单调递增,其大致图

象如图.故选BD.

]
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答案详解

考点二

典例2 (1)BD (2)C [(1)对于A,f(x)=x+
1
x
,其定义域

为{x|x≠0},

其导数f'(x)=1-
1
x2
,在(-1,0)和(0,1)内,f'(x)<0,f(x)

不符合题意;
对于B,f(x)=x+sin

 

x,其定义域为R,
其导数f'(x)=1+cos

 

x,有f'(x)≥0恒成立,则f(x)在定

义域上为增函数,符合题意;
对于C,f(x)=xex,其定义域为R,
其导数f'(x)=xex+ex=(1+x)ex,在区间(-∞,-1)上,

f'(x)<0,f(x)不符合题意;
对于D,f(x)=ex-e-x,其定义域为R,
其导数f'(x)=ex+e-x,易得f'(x)≥2>0恒成立,
则f(x)在定义域上为增函数,符合题意.
故选BD.

(2)∵f(x)=ln
 

x-12x
2,

∴函数f(x)的定义域为(0,+∞),

∴f'(x)=
1
x-x=

1-x2

x
,

当f'(x)>0时,解得0<x<1,

∴函数f(x)=ln
 

x-12x
2 的单调递增区间为(0,1).

故选C.]
考点三

典例3 解:因为f(x)=
1
2x2-(a+1)x+aln

 

x,定义域为

(0,+∞),

所以 f'(x)=x - (a+1)+ a
x =x2-(a+1)x+a

x

=
(x-1)(x-a)

x .

当0<a<1时,令f'(x)>0,得0<x<a或x>1,令f'(x)<
0,得a<x<1,
所以函数f(x)在(0,a)内单调递增,在(a,1)内单调递减,在
(1,+∞)上单调递增.

当a=1时,f'(x)=
(x-1)2

x ≥0恒成立,所以函数f(x)在

(0,+∞)上单调递增.
当a>1时,令f'(x)>0,得0<x<1或x>a,令f'(x)<0,
得1<x<a,
所以函数f(x)在(0,1)内单调递增,在(1,a)内单调递减,在
(a,+∞)上单调递增.
综上,当0<a<1时,f(x)在(0,a)内单调递增,在(a,1)内单

调递减,在(1,+∞)上单调递增;
当a=1时,f(x)在(0,+∞)上单调递增;
当a>1时,f(x)在(0,1)内单调递增,在(1,a)内单调递减,在
(a,+∞)上单调递增.

多维变迁

1.解:函数f(x)的定义域为R,f'(x)=aex-1,
当a≤0时,f'(x)≤-1<0,
所以函数f(x)在(-∞,+∞)上单调递减;
当a>0时,令f'(x)>0,得x>-ln

 

a,
令f'(x)<0,得x<-ln

 

a,
所以函数f(x)在(-∞,-ln

 

a)上单调递减,

在(-ln
 

a,+∞)上单调递增.
综上可得,当a≤0时,函数f(x)在(-∞,+∞)上单调递减;
当a>0时,函数f(x)在(-∞,-ln

 

a)上单调递减,
在(-ln

 

a,+∞)上单调递增.
2.解:由题意知f(x)的定义域为R,
f'(x)=3x2-2x+a,
对于f'(x)=0,Δ=(-2)2-4×3a=4(1-3a).

①当a≥13
时,f'(x)≥0,f(x)在R上单调递增;

②当a<13
时,令f'(x)=0,

即3x2-2x+a=0,

解得x1=
1- 1-3a

3
,x2=

1+ 1-3a
3

,

令f'(x)>0,则x<x1 或x>x2;
令f'(x)<0,则x1<x<x2.
所以f(x)在(-∞,x1),(x2,+∞)上单调递增,在(x1,x2)内
单调递减.

综上,当a≥13
时,f(x)在R上单调递增;

当a<13
时,f(x)在 -∞,1- 1-3a

3  ,
1+ 1-3a

3
,+∞  上单调递增,

在 1- 1-3a
3

,1+ 1-3a
3  内单调递减.

随堂·对点检测

1.B [f(x)=xe-x 的定义域为R,导函数f'(x)=(1-x)e-x,
由f'(x)>0,得x<1,因此f(x)=xe-x 的单调递增区间是

(-∞,1).
故选B.]

2.C [根据题意,由f(x)的图象,f(x)在(-∞,-1)上单调递

减,在(-1,+∞)上单调递增,
得当x∈(-∞,-1)时,f'(x)<0,当x∈(-1,+∞)时,
f'(x)>0.
对于函数y=xf'(x),在(-∞,-1)上,必有xf'(x)>0,
在(-1,0)上,必有xf'(x)<0,
在(0,+∞)上,必有xf'(x)>0,
分析可知选项C符合.
故选C.]

3.解:函数f(x)=ex-ax的定义域为R,f'(x)=ex-a,
当a≤0时,f'(x)=ex-a>0恒成立,f(x)在R上单调递增;
当a>0时,由f'(x)>0,解得x>ln

 

a;
由f'(x)<0,解得x<ln

 

a,
∴f(x)在(-∞,ln

 

a)上单调递减,在(ln
 

a,+∞)上单调

递增,
综上所述,当a≤0时,f(x)在R上单调递增;
当a>0时,f(x)在(-∞,ln

 

a)上单调递减,在(ln
 

a,+∞)上
单调递增.

第23课时 函数单调性的应用

考点深研·题型突破

考点一

典例1 D [法一:因为f(x)在(1,+∞)上单调递增,
所以f'(x)≥0在(1,+∞)上恒成立,
因为f(x)=kx-ln

 

x,

所以f'(x)=k-
1
x≥0

,即k≥1x.
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因为x>1,所以0<1x<1
,

所以k≥1.故选D.

法二:f'(x)=k-
1
x=

kx-1
x
(x>0),

当k≤0时,f'(x)=k-
1
x<0

,f(x)在其定义域内单调递减,

不合题意,

当k>0时,由f'(x)>0知x>1k
,即 1

k
,+∞  是f(x)的单

调递增区间.由题意可知1
k≤1

,即k≥1,故选D.]

母题探究

1.1 [由例题法二知1
k=1

,∴k=1.]

2.(-∞,0] [由题意知f'(x)=
kx-1

x ≤0在(1,+∞)上恒成

立,即k≤1x
,又x>1,

∴0<1x<1
,∴k≤0,即k的取值范围是(-∞,0].]

3.(0,1) [法一:由例题及母题探究2知,f(x)在(1,+∞)上单

调,则k≤0或k≥1,∴f(x)在(1,+∞)上不单调,则0<k<
1.即k的取值范围是(0,1).
法二:因为f(x)=kx-ln

 

x,

所以f'(x)=k-
1
x=0

在(1,+∞)上有解,即y=k和y=
1
x

的图象在(1,+∞)内有交点.因为当x∈(1,+∞)时,1x∈
(0,

1),所以k的取值范围是(0,1).]

4.(-∞,1) [由题意可知f'(x)=
kx-1

x <0在(1,+∞)内有

解,即k<1x
,x∈(1,+∞)有解,由0<1x<1

可知k<1,即k

的取值范围是(-∞,1).]

5.-∞,12  ∪[1,+∞) [∵x∈(1,2),
∴12<

1
x<1

,

若f(x)在(1,2)内单调递增,则f'(x)=
kx-1

x ≥0恒成立,

即k≥1x
,∴k≥1;

若f(x)在(1,2)内单调递减,则f'(x)=
kx-1

x ≤0恒成立,

即k≤1x
,∴k≤12.

∴f(x)在(1,2)内单调,则k 的取值范围是 -∞,12  ∪
[1,+∞).]

考点二

典例2 B [因为f(x)=x-sin
 

x的定义域为R,
所以f'(x)=1-cos

 

x≥0恒成立,
故f(x)在R上单调递增,
又根据f(-x)=-x-sin(-x)=-x+sin

 

x=-f(x),
因此f(x)为奇函数,
又f(log2m)+f(-1)<0⇒f(log2m)<-f(-1)=f(1),
则log2m<1,解得m∈(0,2).
故选B.]

多维变迁

 B [设g(x)=f(x)-2x+1,
因为f(2)=3,
所以g(2)=f(2)-3=0,
g'(x)=f'(x)-2,因为f'(x)>2,
所以g'(x)>0,
所以函数g(x)=f(x)-2x+1为R上的增函数,
因此由f(x)>2x-1⇒g(x)>0=g(2)⇒x>2.
故选B.]

考点三

典例3 A [已知函数f(x)的导函数f'(x)=(x2+1)ex,x
∈R,

则
x2+1≥1,

ex>0, x∈R⇒f'(x)>0,

所以函数f(x)在R上单调递增,
选项中x=2,x=e,x=π大小顺序为2<e<π.
所以f(2)<f(e)<f(π).
故选A.]

多维变迁

 A [当x∈ 0,π2  时,f'(x)=sin
 

x+xcos
 

x>0,

所以函数f(x)在 0,π2  内单调递增,

由题知f(-x)=(-x)·sin(-x)=xsin
 

x=f(x),
则函数f(x)是偶函数,

故f -π3  =f π
3  .

因为0<π5<1<
π
3<

π
2
,

所以f π
5  <f(1)<f π

3  ,
即f -π3  >f(1)>f π

5  .

故选A.]
随堂·对点检测

1.D [因为f'(x)=1-cos
 

x≥0,
所以f(x)在R上单调递增,
因此f(3)>f(2)>f(1).
故选D.]

2.D [∵函数f(x)=x2+2x+aln
 

x在(0,1)内单调递减,

∴当x∈(0,1)时,f'(x)=2x+2+
a
x=

2x2+2x+a
x ≤0,

∴g(x)=2x2+2x+a≤0在x∈(0,1)时恒成立,
∴g(0)≤0,g(1)≤0,即a≤-4.
故选D.]

3.B [由题意可知f(x)的定义域为(0,+∞).

因为f'(x)=
2
x-

1
x2-1=-

1
x-1  

2

≤0恒成立,

所以f(x)在(0,+∞)上单调递减.
由f(2x-1)<f(1-x),

可得

2x-1>0,
1-x>0,
2x-1>1-x, 

解得2
3<x<1

,即原不等式的解集为 2
3
,1  .故选B.]

4.[-3,0] [f'(x)=3x2+2ax-a≥0在 R上恒成立,所以

4a2+12a≤0,解得-3≤a≤0.]
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答案详解
*第24课时 导数中的构造问题(进阶课)

类型一

技法1 典例1 B [构造函数y=xf(x),x∈(0,+∞),则
y'=f(x)+xf'(x)<0,
所以函数y=xf(x)在(0,+∞)上单调递减.
又因为f(x+1)>(x-1)f(x2-1),所以(x+1)f(x+1)>
(x2-1)f(x2-1),
所以x+1<x2-1,且x2-1>0,x+1>0,解得x>2或

x<-1(舍去),
所以不等式f(x+1)>(x-1)f(x2-1)的解集是(2,+∞).]

母题探究

 解:设g(x)=f
(x)
x
,则g'(x)=

xf'(x)-f(x)
x2

,

∵f(x)<xf'(x),∴g'(x)>0,故g(x)在(0,+∞)上单调

递增,
由(x2+1)f(2x+1)>(2x+1)f(x2+1)得,
f(2x+1)
2x+1 >f

(x2+1)
x2+1

,

即g(2x+1)>g(x2+1),

∴
2x+1>0,

2x+1>x2+1, 解得0<x<2.

即不等式(x2+1)f(2x+1)>(2x+1)·f(x2+1)的解集为

(0,2).
技法2 典例2 A [令h(x)=exf(x),

则h'(x)=exf(x)+exf'(x)=ex[f(x)+f'(x)]>0,
所以函数h(x)在R上单调递增,
故h(-2

 

026)<h(0),即e-2
 

026f(-2
 

026)<e0f(0),
即e-2

 

026f(-2
 

026)<f(0).
同理,h(2

 

026)>h(0),即e2
 

026f(2
 

026)>f(0).故选A.]
母题探究

 解:令g(x)=f
(x)
ex
,

则g'(x)=f
'(x)-f(x)

ex
,

因为对任意的x∈R,都有f'(x)>f(x),所以g'(x)>0,
即g(x)在R上单调递增,
所以g(-2

 

026)<g(0),

即f(-2
 

026)
e-2

 

026 <f
(0)
e0
,

所以e2
 

026f(-2
 

026)<f(0).

技法3 典例3 BD [构造函数F(x)=f
(x)
cos

 

x
,

依题意,当x∈ -π2
,π
2  时,

F'(x)=f'
(x)cos

 

x+f(x)sin
 

x
cos2x >0,

故函数F(x)在 -π2
,π
2  内单调递增.

由F(0)<F π
4  得f(0)

cos
 

0<
f π
4  

cosπ4

,

即f(0)<2f π
4  ,排除A;

由F π
3  >F π

4  得
f π
3  

cosπ3

>
f π
4  

cosπ4

,

即2f π
3  >f π

4  ,B正确;

由F(0)<F π
3  得f(0)

cos
 

0<
f π
3  

cosπ3

,

即f(0)<2f π
3  ,排除C;

由F -π3  <F -π4  得
f -π3  
cos-π3  

<
f -π4  
cos-π4  

,

即2f -π3  <f -π4  ,D正确.]

类型二

典例4 C [由ae=ea,be1.2=1.2eb,ce1.6=1.6ec,

得a
ea
=1e

,b
eb
=1.2
e1.2
,c
ec
=1.6
e1.6

.

令f(x)=
x
ex
,则f'(x)=

1-x
ex
,

当x<1时,f'(x)>0;
当x>1时,f'(x)<0,
所以f(x)在(-∞,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调递减,
于是f(1)>f(1.2)>f(1.6),
即f(a)>f(b)>f(c),
又a,b,c∈[0,1],所以a>b>c.故选C.]

第25课时 导数与函数的极值

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点 (1)f'(x)<0 f'(x)>0
(2)f'(x)>0 f'(x)<0 (3)极值点 极值

链教材·夯基固本

1.x2 x4 [因为x2,x4 处的导数都为零,且这两点左右两侧的

导数值异号,所以x2,x4 是函数的极值点.因为当x∈(x1,
x2)时,f'(x)>0,当x∈(x2,x3)时,f'(x)<0,所以x2 是极

大值点.因为当x∈(x3,x4)时,f'(x)<0,当x∈(x4,x5)时,
f'(x)>0,所以x4 是极小值点.]

2.283 -
4
3 

[因为f(x)=
1
3x

3-4x+4,

所以f'(x)=x2-4=(x+2)(x-2),
由f'(x)>0,得x<-2或x>2,
由f'(x)<0,得-2<x<2,
故f(x)在(-∞,-2),(2,+∞)上单调递增,

在(-2,2)内单调递减,故f(x)的极大值为f(-2)=
28
3
,极小

值为f(2)=-
4
3.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 CD [对于选项A,由题图知,当x∈(-3,1)时,f'(x)
的符号有正有负,

f(x)不是单调函数,所以选项A错误;
对于选项B,由题图知,当x∈(1,2)时,f'(x)>0,f(x)单调

递增,所以选项B错误;
对于选项C,由题图知f'(2)=0,且在x=2左侧附近,

f'(x)>0,在x=2右侧附近,f'(x)<0,所以x=2是极大值

点,f(x)在x=2处取到极大值,所以选项C正确;
对于选项 D,由题图知f'(4)=0,且在x=4左侧附近,

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

·92·



数学 上册

f'(x)<0,在x=4右侧附近,f'(x)>0,所以x=4是极小值

点,f(x)在x=4处取到极小值,所以选项D正确.
故选CD.]

考点二

典例2 解:由题意知g(x)=ax-ln(x+1)的定义域为(-1,
+∞),

则g'(x)=a-
1

x+1
,

①当a≤0时,g'(x)=a-
1

x+1
恒小于0,无极值;

②当a>0时,令g'(x)=a-
1

x+1>0
,则x>1a-1

,当x 变

化时,g'(x),g(x)的变化情况如表所示.

x -1,1a-1  1a-1
 1

a-1
,+∞  

 

g'(x) - 0 +

g(x) 单调递减 极小值 单调递增

所以当x>1a-1
时,g(x)单调递增,当-1<x<1a-1

时,

g(x)单调递减,

所以g(x)在x=1a-1
处取得极小值g 1

a-1  =1-a+
ln

 

a,无极大值.
综上所述,当a≤0时,g(x)在(-1,+∞)上无极值;
当a >0 时,g (x)在 (-1,+ ∞)上 有 极 小 值

g 1
a-1  =1-a+ln 

a,无极大值.

多维变迁

 解:(1)因为f(x)=x+f
'(1)
2 ln

 

x+3x
,x>0,

所以f'(x)=1+f
'(1)
2x -3x2

,

所以f'(1)=1+f
'(1)
2 -3,解得f'(1)=-4.

(2)由(1)可知f(x)=x-2ln
 

x+3x
,x>0,

所以f'(x)=
(x+1)(x-3)

x2
,

令f'(x)=0,解得x=-1(舍去)或x=3,
所以当x变化时,f(x),f'(x)的变化情况如表所示.

x (0,3) 3 (3,+∞)

f'(x) - 0 +

f(x) 单调递减 4-2ln
 

3 单调递增

所以f(x)仅有极小值为f(3)=4-2ln
 

3,无极大值.
考点三

典例3 (1)A (2)-114 
[(1)第1步 极值点导数为0:可导函

数存在极值的必要条件是极值点一阶导数为0.
由函数f(x)=x(x-c)2,
可得f'(x)=(x-c)2+2x(x-c)=(x-c)·(3x-c),
因为函数f(x)在x=-2处取得极小值,
可得f'(-2)=0,
第2步 求解:求方程或方程组的解.
即(-2-c)(-6-c)=0,
解得c=-2或c=-6,

第3步 检验:出现多解时,检验是否符合题中的极值情况.

当c=-2时,令f'(x)>0,解得x<-2或x>-23
;

令f'(x)<0,解得-2<x<-23
,

所以函数f(x)在(-∞,-2)上单调递增,在 -2,-23  内单

调递减,在 -23,+∞ 上单调递增,

所以f(x)在x=-2处取极大值,不符合题意,舍去.
当c=-6时,令f'(x)>0,可得x<-6或x>-2;
令f'(x)<0,可得-6<x<-2,
所以函数f(x)在(-∞,-6)上单调递增,在(-6,-2)内单调

递减,在(-2,+∞)上单调递增,
所以f(x)在x=-2处取极小值,符合题意.
综上可得,c=-6.故选A.

(2)对f(x)=bln
 

x+32x
2+2ax+a2-3a求导,得f'(x)=

b
x+3x+2a

,

依题意得 f(1)=
27
2
,

f'(1)=0, 
即

a2-a+32=
27
2
,

b+2a+3=0, 
解得

a=4,
b=-11 或

a=-3,
b=3. 

当a=4,b=-11时,f(x)=-11ln
 

x+32x2+8x+4,x>0,

f'(x)=-
11
x+3x+8=

3x2+8x-11
x =

(x-1)(3x+11)
x

,

当0<x<1时,f'(x)<0,f(x)在(0,1)内单调递减,当x>1
时,f'(x)>0,f(x)在(1,+∞)上单调递增,

即x=1时,函数f(x)取得极小值f(1)=
27
2
,符合题意,此时

b
a=-

11
4
;

当a=-3,b=3时,f(x)=3ln
 

x+32x2-6x+18,x>0,

f'(x)=
3
x +3x-6=

3x2-6x+3
x =3

(x-1)2

x ≥0,即函数

f(x)在(0,+∞)上单调递增,无极值,与题意不符,舍去.]
多维变迁

 BCD [因为函数f(x)=aln
 

x+b
x +

c
x2
(a≠0),所以函数

f(x)的定义域为(0,+∞),f'(x)=
ax2-bx-2c

x3
,因为函数

f(x)既有极大值也有极小值,则函数f'(x)在(0,+∞)上有

两个变号零点,而a≠0,所以关于x 的方程ax2-bx-2c=0

有两个不等的正实根x1,x2,则
Δ>0,
x1+x2>0,
x1x2>0, 

即

b2+8ac>0,
b
a>0

,

-2ca>0
,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

所以

b2+8ac>0,
ab>0,
ac<0,
bc<0.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

故选BCD.]
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答案详解

微点突破

典例4 解:(1)函数的定义域为R.
f'(x)=(x+1)'ex+(x+1)(ex)'
=ex+(x+1)ex

=(x+2)ex.
令f'(x)=0,解得x=-2.
f'(x),f(x)的变化情况如下表所示.

x (-∞,-2) -2 (-2,+∞)

f'(x) - 0 +

f(x) 单调递减 -1e2
单调递增

所以,f(x)在区间(-∞,-2)上单调递减,在区间(-2,+∞)
上单调递增.

当x=-2时,f(x)有极小值f(-2)=-
1
e2

.

(2)令f(x)=0,解得x=-1.
当x<-1时,f(x)<0;当x>-1时,f(x)>0.

所以,f(x)的图象经过特殊点A -2,-1e2 ,B(-1,0),
C(0,1).
当x→-∞时,与一次函数相比,指数函数y=e-x 呈爆炸性增

长,从而f(x)=
x+1
e-x

→0;

当x→+∞时,f(x)→+∞,f'(x)→+∞.
根据以上信息,画出f(x)的大致

图象如图所示.
(3)方程f(x)=a(a∈R)的解的

个数为函数y=f(x)的图象与直

线y=a的交点个数.
由(1)及图可得,当x=-2时,

f(x)有最小值f(-2)=-
1
e2

.

所以,关于方程f(x)=a(a∈R)的解的个数有如下结论:

当a<-1
e2

时,解为0个;

当a=-1
e2

或a≥0时,解为1个;

当-1
e2
<a<0时,解为2个.

随堂·对点检测

1.C [如图,设f'(x)与x 轴的交点的横坐标为a,0,b,c,其中

a<0<b<c,

由图象可得x<a时,f'(x)<0,
当a<x<0时,f'(x)>0,
当0<x<b时,f'(x)>0,
当b<x<c时,f'(x)<0,

当x>c时,f'(x)>0,
所以x=a,x=c是f(x)的极小值点,x=b是f(x)的极大

值点,
故f(x)极小值点的个数为2.
故选C.]

2.A [f'(x)=cos
 

x+12
,

由f'(x)=0,得cos
 

x=-12
,结合x∈(0,π),可得x=2π3

,

因为 当 x∈ 0,2π3  时,f'(x)>0,当 x∈ 2π
3
,π  时,

f'(x)<0.

所以f(x)在 0,2π3  内单调递增,在 2π
3
,π  内单调递减,

可知当x=2π3
时,f(x)取得极大值,极大值为f 2π

3  = 32+
π
3
,无极小值.

故选A.]
3.A [函数f(x)=(x-a2)(x-1)2,

则f'(x)=(x-1)2+2(x-a2)(x-1)=(x-1)(3x-1-
2a2),

令f'(x)=0,可得x=1或x=1+2a
2

3
,

因为函数f(x)在x=1处取得极小值,
所以在x=1两侧导数需满足左负右正,

所以1+2a
2

3 <1,解得-1<a<1.

故选A.]
4.-4 [f'(x)=(x-2)'[(x-1)(x-a)]+(x-2)[(x-1)·
(x-a)]'=(x-1)(x-a)+(x-2)[(x-1)(x-a)]',因为

x=2是函数f(x)的极值点,所以f'(2)=0,即(2-1)(2-
a)=0,则a=2,经检验,满足题意,所以f(x)=(x-1)(x-
2)2,
所以f(0)=-4.]

第26课时 导数与函数的最值

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (2)f(a) f(b) f(a) f(b)
知识点2 (1)极值 (2)最大 最小

链教材·夯基固本

1.13427 -10 
[f'(x)=3x2-12=3(x-2)·(x+2),

因为x∈ -13
,1  ,所以f'(x)<0,

故f(x)在 -13
,1  上单调递减,

所以f(x)的最大值为f -13  =13427,最小值为f(1)=

-10.]
2.1.2 1.8 [设该容器底面矩形短边的长为x

 

m,则另一边的

长为(x+0.5)
 

m,此容器的高为y=
14.8
4 -x-(x+0.5)=

3.2-2x,则此容器的容积为V(x)=x(x+0.5)(3.2-
2x)=-2x3+2.2x2+1.6x,其中0<x<1.6.令V'(x)=

-6x2+4.4x+1.6=0,得x1=1,x2=-
4
15
(舍去).因 为

V(x)在(0,1.6)内 只 有 一 个 极 值 点,当 x∈(0,1)时,
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数学 上册

V'(x)>0,函数V(x)单调递增;当x∈(1,1.6)时,V'(x)<0,
函数V(x)单调递减,所以V(x)max=V(1)=1×(1+0.5)×
(3.2-2×1)=1.8(m3),即当高为1.2

 

m时,长方体容器的容

积最大,且最大容积为1.8
 

m3.]

3.2e2 [由题意得,f'(x)=ln
 

x+1,令f'(x)=0,解得x=1e
,

所以当1
e<x≤e

2 时,f'(x)>0,f(x)在 1
e
,e2  上单调递

增,故f(x)在 1
e
,e2  上的最大值为f(e2)=e2ln

 

e2=2e2.]

考点深研·题型突破

考点一

考向1 典例1 解:因为f(x)=x3-x2-x+1,所以f'(x)=
3x2-2x-1=(3x+1)(x-1),

令f'(x)=0,即(3x+1)(x-1)=0,解得x=-13
或x=1,

列表如下:

x -12
,-13  

 

-13 -13
,1  

 

1 (1,2]

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) 单调递增 单调递减 单调递增

当x∈ -12
,-13  时,f'(x)>0,f(x)单调递增,

当x∈ -13
,1  时,f'(x)<0,f(x)单调递减,

当x∈(1,2]时,f'(x)>0,f(x)单调递增,

所以f(x)的极大值为f -13  =3227,f(x)的极小值为

f(1)=0,

又f -12  =98,f(2)=3,
所以函数y=f(x)在区间 -12

,2  上的最大值为3,最小值

为0.
考向2 典例2 解:f'(x)=3x2-2ax-a2=(3x+a)(x-a),

令f'(x)=0,得x1=-
a
3
,x2=a.

①当a>0时,3x+a>0,令f'(x)>0,则x>a,令f'(x)<0,
则0≤x<a,所以f(x)在[0,a)上单调递减,在(a,+∞)上单

调递增.所以f(x)min=f(a)=-a3;

②当a=0时,f'(x)=3x2≥0,f(x)在[0,+∞)上单调递增,
所以f(x)min=f(0)=0;

③当a<0时,x-a>0,令f'(x)>0,则x>-a
3
,令f'(x)<

0,则0≤x<-a
3
,

所以f(x)在 0,-a
3  上单调递减,在 -a

3
,+∞ 上单调

递增,

所以f(x)min=f -a
3  =527a3.

综上所述,当a>0时,f(x)的最小值为-a3;
当a=0时,f(x)的最小值为0;

当a<0时,f(x)的最小值为5
27a

3.

母题探究

 解:f'(x)=(3x+a)(x-a)(a>0),

令f'(x)=0,得x1=-
a
3
,x2=a.

所以f(x)在 -a,-a
3  上单调递增,

在 -a
3
,a  内单调递减,在(a,2a]上单调递增.

因为f(-a)=-a3,f -a
3  =527a3,

f(a)=-a3,f(2a)=2a3.
所以f(x)max=f(2a)=2a3,

f(x)min=f(-a)=f(a)=-a3.
考点二

典例3 A [f'(x)=
2ax(x-1)-ax2

(x-1)2 =ax(x-2)
(x-1)2

,且x∈

(1,+∞),
当a=0时,不符合题意;
当a>0时,若x∈(1,2),则f'(x)<0,此时函数f(x)在(1,
2)内单调递减,
若x∈(2,+∞),则f'(x)>0,此时函数f(x)在(2,+∞)上
单调递增,
此时f(x)无最大值,不符合题意;
当a<0时,若x∈(1,2),则f'(x)>0,此时函数f(x)在(1,
2)内单调递增,
若x∈(2,+∞),则f'(x)<0,此时函数f(x)在(2,+∞)上
单调递减,
所以f(x)在x=2处取得极大值,也是最大值,即f(2)=
4a=-8,
解得a=-2,符合题意.
综上可知,a=-2.
故选A.]

多维变迁

 A [由题意得f'(x)=3x2-6x=3x(x-2).
当f'(x)>0时,得x<0或x>2,
当f'(x)<0时,得0<x<2,
故函数f(x)的单调递增区间为(-∞,
0),(2,+∞),单调递减区间为(0,2),
即x=2时,函 数 f(x)取 得 极 小 值

f(2)=-1,画出f(x)的图象如图.
当x3-3x2+3=-1时,(x+1)(x-
2)2=0,
解得x=-1或x=2,
故要使函数f(x)=x3-3x2+3在区间(a,a+6)内存在最

小值,

需有
a+6>2,
-1≤a<2, 解得-1≤a<2,

即实数a的取值范围为[-1,2).故选A.]
考点三

典例4 5 [由题意,利润g(x)=f(x)-2-x,且0≤x≤10,

所以g(x)=-
1
6x

3+54x
2-2,

则g'(x)=-
1
2x

2+52x=
x
2
(5-x),

当0≤x<5时,g'(x)≥0,即g(x)在[0,5)上单调递增;
当5<x≤10时,g'(x)<0,即g(x)在(5,10]上单调递减,
所以当x=5时,利润最大.]
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答案详解

多维变迁

 225 [设产品单价为m 万元,则m2=k
x
(其中k 为非零常

数),所以502=k
100
,故k=250

 

000.

记生产x件产品时,总利润为f(x),则

f(x)=mx-C(x)=500 x-1
 

200-127x
2,x>0,f'(x)=

250
x
-227x.

由f'(x)>0,得0<x<225;由f'(x)<0,得x>225.
故函数f(x)在(0,225)内单调递增,在(225,+∞)上单调

递减.
因此,当x=225时,f(x)取最大值,即产量定为225件时,总
利润最大.]

随堂·对点检测

1.C [根据函数f(x)=xex,得f'(x)=ex+xex=ex(x+1),
令f'(x)=0,解得x=-1,
因此当x∈(-1,+∞)时,f'(x)>0,函数f(x)单调递增,
当x∈(-∞,-1)时,f'(x)<0,函数f(x)单调递减,
所以当x=-1时,函数f(x)有最小值,

即f(-1)=-1·e-1=-
1
e.

故选C.]
2.C [由f'(x)=x2+2x,令f'(x)=0,可得x=-2或x=0,

由f'(x)>0得x<-2或x>0,由f'(x)<0得-2<x<0,
所以函数f(x)在(-∞,-2),(0,+∞)上单调递增,在(-2,
0)内单调递减,
所以函数f(x)在x=0处取得极小值f(0)=0,

令f(x)=
1
3x

3+x2=0,解得x=0或x=-3,

若函数f(x)在(a-1,a+5)内存在最小值,则-3≤a-1<
0<a+5,解得-2≤a<1,
即实数a的取值范围是[-2,1).
故选C.]

3.ABD [g'(x)=-
a
x2+

1
x=

x-a
x2 .

对于选项A,当a≤0时,g(x)在(0,e]上单调递增,此时g(x)
有最大值,故A选项正确.
对于选项B,C,当0<a<e时,若0<x<a,则g'(x)<0,
故g(x)在(0,a)内单调递减;
若a<x≤e,则g'(x)>0,故g(x)在(a,e]上单调递增.

令g(x)min=g(a)=
a
a+ln

 

a=-1,得a=1
e2
,满足条件,

令g(x)min=g(a)=
a
a+ln

 

a=2,得a=e,不满足条件,故B

选项正确,C选项错误.
对于选项D,当a≥e时,若0<x≤e,
则g'(x)≤0,所以g(x)在(0,e]上单调递减,令g(x)min=

g(e)=
a
e+ln

 

e=3,得a=2e,所以此时g(x)有最小值3,故D

选项正确.故选ABD.]
4.50 [设A 系列木版画的月利润为g(x),

则g(x)=f(x)·(x-30)=(x-90)2(x-30),30<x<90,
可得g'(x)=2(x-90)(x-30)+(x-90)2=3(x-90)(x-
50),
令g'(x)=0,则x=50,

当x∈(30,50)时,g'(x)>0,当x∈(50,90)时,g'(x)<0,
故g(x)在(30,50)内单调递增,在(50,90)内单调递减,
所以当x=50时,利润g(x)取到极大值,也是最大值,
即当A 系列木版画销售价格定为50元/套时,月利润最大.]

*第27课时 利用导数研究不等式问题(进阶课)
类型一

典例1 证明:(1)由题意,ex>1+x等价于ex-x-1>0,
令f(x)=ex-x-1,
∴f'(x)=ex-1,而f'(0)=e0-1=0,
∴当x<0时,f'(x)<0,f(x)单调递减;
当x>0时,f'(x)>0,f(x)单调递增.
故f(x)>f(0)=0在x≠0时恒成

立,即ex-x-1>0(x≠0),∴ex>
1+x,x≠0.
如图,由图象可直观得到ex>1+x,
x≠0.
(2)由题意,ln

 

x<x 等价于x-
ln

 

x>0,x<ex 等价于ex-x>0,

令f(x)=x-ln
 

x,则f'(x)=1-
1
x
,

而f'(1)=1-
1
1=0

,

∴当0<x<1时,f'(x)<0,f(x)单调递减;
当x>1时,f'(x)>0,f(x)单调递增.
故f(x)≥f(1)=1在x>0时恒成立,即x-ln

 

x≥1>0,
∴ln

 

x<x在x>0时恒成立.
令g(x)=ex-x,则g'(x)=ex-1,
而g'(0)=e0-1=0,
∴当x>0时,g'(x)>0,g(x)单调

递增,
故g(x)>g(0)=1>0在x>0时恒

成立,即ex-x>0,
∴x<ex 在x>0时恒成立.
综上,ln

 

x<x<ex,x>0.
如图,由图象可直观得到ln

 

x<x<
ex,x>0.

类型二

典例2 解:若f(x)图象恒在g(x)图象的上方,则ln
 

x>1-a
x

恒成立,
即a>x(1-ln

 

x)恒成立.
设h(x)=x(1-ln

 

x),
所求问题转化为a>h(x)max.

则h'(x)=1-ln
 

x+x -1x  =-ln 

x,

令h'(x)>0,得x∈(0,1),令h'(x)<0,得x∈(1,+∞),
所以h(x)在(0,1)内单调递增,在(1,+∞)上单调递减,
故h(x)max=h(1)=1,
所以a的取值范围为(1,+∞).

类型三

典例3 解:由f(x)<x有解,可得a<2x+1
ex

有解,

令g(x)=
2x+1
ex

,则g'(x)=
1-2x
ex

,

令g'(x)>0,可得x<12
,令g'(x)<0,可得x>12

,
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所以g(x)在 -∞,12  上单调递增,在 1
2
,+∞  上单调

递减,

所以g(x)的最大值为g 1
2  =2ee ,

所以a<2ee
,故实数a的取值范围为 -∞,2ee  .

*第28课时 利用导数研究函数的零点问题(进阶课)
类型一

典例1 解:f(x)的定义域为R,f'(x)=cos
 

x+ex-4.
当x≤0时,-1≤cos

 

x≤1,0<ex≤1,
所以f'(x)=cos

 

x+ex-4<0,
所以函数f(x)在(-∞,0]上单调递减,所以f(x)≥f(0)=
1,此时函数f(x)无零点.
当x>0时,设h(x)=cos

 

x+ex-4,
则h'(x)=-sin

 

x+ex>0,
所以h(x)在(0,+∞)上单调递增,
即f'(x)在(0,+∞)上单调递增,

f'(0)=-2<0,f'(2)=cos
 

2+e2-4>0,
因此f'(x)在(0,2)内有唯一零点,
记零点为m,即f'(m)=0,
所以x∈(0,m)时,f'(x)<0,f(x)单调递减,
x∈(m,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增,
又f(0)=1>0,f(1)=sin

 

1+e-4<0,

f(π)=eπ-4π>0,所以f(x)在(0,1)内有一个零点,在(1,π)
内有一个零点.
综上所述,f(x)在定义域上有2个零点.

类型二

典例2 解:第1步 参变分离:根据函数零点与方程根的关系,
将参数与自变量分开.

由f(x)=0,得a=
(ln

 

x)2

x
,x>0,

第2步 求导画曲线:求导研究曲线性质,并画出曲线.

设g(x)=
(ln

 

x)2

x
,

则g'(x)=
2ln

 

x-(ln
 

x)2

x2 =ln
 

x(2-ln
 

x)
x2

,

令g'(x)=0,得x=1或x=e2,
所以当x∈(0,1)时,g'(x)<0,g(x)单调递减,g(x)∈(0,
+∞);

当x∈(1,e2)时,g'(x)>0,g(x)单调递增,g(x)∈ 0,
4
e2  ;

x∈(e2,+∞)时,g'(x)<0,g(x)单调递减,g(x)∈ 0,
4
e2  .

画出函数g(x)的大致图象,如图所示,

第3步 曲直相交得范围:根据直线与曲线的交点个数,得参

数的取值范围.
由函数的图象知,当直线y=a与函数g(x)的图象有三个交

点时,a的取值范围是 0,4e2  .

微点突破

典例3 证明:设h(x)=ex-ln(x+2),x>-2,

则h'(x)=ex- 1
x+2

,易知h'(x)在(-2,+∞)上单调递增.

因为h'(-1)<0,h'(0)>0,
所以h'(x)=0在(-2,+∞)上存在唯一实数根x0,且x0∈
(-1,0).
当x∈(-2,x0)时,h'(x)<0,h(x)单调递减;
当x∈(x0,+∞)时,h'(x)>0,h(x)单调递增.
所以当x=x0 时,h(x)取得最小值.

因为e
x0= 1
2+x0

,所以x0=-ln(2+x0).

故h(x)≥h(x0)=e
x0 -ln(2+x0)=

1
2+x0

+x0=

(1+x0)2

2+x0
>0.

所以ex-ln(x+2)>0.
规范答题一

典例 (1)ex-1 e-2 (1,e-2) (2)ex-a 单调递增 

f(ln
 

a) a-aln
 

a-a3 -1a-2a<0 
(1,+∞)

第四章 三角函数与解三角形

第29课时 任意角和弧度制、三角函数的概念

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)端点 (2)零角 象限角

知识点2 (1)半径长 (2)180π  ° αR
知识点3 (1)y x y

x 
(2)yr 

x
r 

y
x
(x≠0)

链教材·夯基固本

1.A [因为-2
 

025°=-360°×6+135°,所以与-2
 

025°终边相

同的最小正角是135°.故选A.]

2.2π3R 4 [由弧长公式可得l=αR=2π3R,

由扇形面积公式得S=12αR
2=2R2,

∴α=2R
2

1
2R2

=4.]

3.-713 
[由三角函数的定义可得sin

 

θ+cos
 

θ= 5
(-12)2+52

+

-12
(-12)2+52

=513-
12
13=-

7
13.
]

4.D [因为α为第一象限角,所以2kπ<α<2kπ+π2
,k∈Z,所

以kπ<α
2<kπ+

π
4
,k∈Z.当k=2n,n∈Z时,2nπ<α

2<

2nπ+π4
,属于第一象限角;当k=2n+1,n∈Z时,2nπ+π<

α
2<2nπ+

5π
4
,属于第三象限角,所以α

2
是第一或第三象限角.

故选D.]
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答案详解

考点深研·题型突破

考点一

典例1 ACD [对于A,-25π6 =-750°=-1
 

080°+330°,330°

是第四象限角,所以-25π6
是第四象限角,故A正确;对于B,终

边落在y轴上的角的集合为 αα=π2+kπ
,k∈Z ,角度与弧

度不能混用,故B错误;对于C,第三象限角的集合为 α π+

2kπ<α<3π2+2kπ
,k∈Z ,故C正确;对于D,所有与45°角终

边相同的角可表示为β=45°+k·360°,k∈Z,从而当k=-2
时,β=-675°;当k=-1时,β=-315°,故D正确.故选ACD.]

多维变迁

1.D [因为α是第二象限角,可得π
2+2kπ<α<π+2kπ

,k∈Z,

对于A,可得-π-2kπ<-α<-π2-2kπ
,k∈Z,此时-α的

终边在第三象限,所以-α是第三象限角,A错误;对于B,可得

π
4+kπ<

α
2<

π
2+kπ

,k∈Z,当k为偶数时,α
2

的终边在第一

象限;当k为奇数时,α
2

的终边在第三象限,所以α
2

是第一或

第三象限角,B错误;对于C,可得2π+2kπ<3π2+α<
5π
2+

2kπ,k∈Z,即2(k+1)π<3π2+α<
π
2+2

(k+1)π,k∈Z,所以

3π
2+α

的终边在第一象限,所以3π
2+α

是第一象限角,C错误;

对于D,可得π+4kπ<2α<2π+4kπ,k∈Z,所以2α是第三或

第四象限角或终边在y轴的非正半轴上,D正确.故选D.]
2.{α|k·360°+30°≤α<k·360°+105°,k∈Z}
[终边落在射线OA 上的角的集合是{β|β=k·360°+30°,k∈
Z},终边落在射线OB 上的角的集合是{γ|γ=k·360°+
105°,k∈Z},所以终边落在阴影部分(含射线OA,不含射线

OB)的角的集合是{α|k·360°+30°≤α<k·360°+105°,k∈
Z}.]

考点二

典例2 解:(1)由题意知α=120°=2π3
,所以弧长l=αR=2π3×

10=20π3
 

cm.

(2)由题意得
2R+αR=10,
1
2αR

2=4, 
 

解得
R=1,
α=8 

  

(舍去)或
R=4,

α=12
, 

 

故扇形的圆心角为1
2.

母题探究

1.解:设弓形面积为S弓.由题意知l=2π3
 

cm.

S弓=S扇形 -S三角形 = 12 ×
2π
3 ×2-

1
2 ×2

2×sin
 π
3 =

2π
3-3  cm2.

2.解:由已知得,l+2R=20,

法一:因为S=12lR=
1
2
(20-2R)R=10R-R2=-(R-

5)2+25,

所以当R=5时,S取得最大值25
 

cm2,
此时l=10,α=2.

法二:S=12lR=
1
4l

·2R≤14
· l+2R

2  
2

=25,

当且仅当l=2R,即R=5
 

cm时,S的最大值是25
 

cm2.
此时扇形的圆心角α=2.

考点三

考向1 典例3 C [根据题意,r=OP= 42+(-3)2=5,所

以sin
 

α=-35
,cos

 

α=45
,所以cos

 

α+sin
 

α+1=45+

-35  +1=65.故选C.]

多维变迁

 D [因为角θ的顶点在坐标原点,始边与x 轴的非负半轴重

合,终边与直线y=
1
2x

位于第三象限的部分重合,在角θ的

终边上取点(-2,-1),

所以sin
 

θ= -1
(-2)2+(-1)2

=- 55.

故选D.]
考向2 典例4 B [∵点P(2sin

 

θ,sin
 

θ·cos
 

θ)位于第四象限,

∴
2sin

 

θ>0,
sin

 

θ·cos
 

θ<0, 即
sin

 

θ>0,
cos

 

θ<0, 
∴角θ的终边所在的象限是第二象限.]

随堂·对点检测

1.B [当k为奇数时,记k=2n+1,n∈Z,则α=225°+n·360°
(n∈Z),此时α为第三象限角;当k为偶数时,记k=2n,n∈
Z,则α=45°+n·360°(n∈Z),此时α为第一象限角.故α的

终边在第一或第三象限.]

2.D [因为角α的终边过点 1
2
,- 32  ,

则tan
 

α=
- 32
1
2

=-3.故选D.]

3.AB [由题意知sin
 

α<0,cos
 

α>0,tan
 

α<0.

选项A,sin
 

α
tan

 

α>0
;

选项B,cos
 

α-sin
 

α>0;
选项C,sin

 

αcos
 

α<0;
选项D,sin

 

α+cos
 

α符号不确定.
故选AB.]

4.200 [设该扇形的半径为r,弧长为l,

则
l=4r,
2r+l=60, 解 得

r=10,
l=40, 所 以 该 扇 形 的 面 积 S= 12rl

=200.]
第30课时 同角三角函数的基本关系与诱导公式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)1
知识点2 -sin

 

α -sin
 

α sin
 

α cos
 

α cos
 

α -cos
 

α
cos

 

α -cos
 

α sin
 

α -sin
 

α tan
 

α -tan
 

α -tan
 

α
链教材·夯基固本

1.A [由题意得cos
 

α=1213
,

故tan
 

α=sin
 

α
cos

 

α=-
5
12.

故选A.]
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数学 上册

2.B [sin
 

α+cos
 

α
sin

 

α-cos
 

α=
tan

 

α+1
tan

 

α-1=
3+1
3-1=2.

故选B.]

3.22 
[sin5π6cos-

π
4  +sin11π6cos5π4

=sin -π6+π  cosπ4+sin -π6+2π cos π4+π 
=sinπ6cos

π
4+ -sinπ6  -cosπ4  =2×12× 22= 22.]

4.223  -
22
3  

[因为0<x<π2
,所以-π6<

π
3-x<

π
3
,又

sin
 π
3-x  =13>0,所以0<π3-x<

π
3
,

所以cos
  π3-x = 1-sin2 π3-x  =223 .

sin π6+x  =sin π
2-

π
3-x    

=cos π3-x =223 ;
cos2π3+x  =cosπ- π

3-x    
=-cos π3-x =-223 .]

5.A [(cos
 

x-sin
 

x)2=1-2sin
 

xcos
 

x=1-2×18=
3
4
,

所以cos
 

x-sin
 

x=± 32.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)BC (2)ABC [(1)对于A,因为cos
 

α=-513<0

且cos
 

α≠-1,
所以α是第二或第三象限角.
①若α是第二象限角,

则sin
 

α= 1-cos2α= 1- -513  2=1213,

所以tan
 

α=sin
 

α
cos

 

α=

12
13

-513

=-125.

②若α是第三象限角,

则sin
 

α=- 1-cos2α

=- 1- -513  2=-1213,

所以tan
 

α=sin
 

α
cos

 

α=
-1213

-513

=125
,A错误;

对于B,由sin
 

α+2cos
 

α= 10
2
,

两边平方可得sin2α+4cos2α+4sin
 

αcos
 

α=52
,

因此,sin
2α+4cos2α+4sin

 

αcos
 

α
sin2α+cos2α =52

,分子、分母同除以cos2α可

得tan
2α+4tan

 

α+4
tan2α+1 =52

,整理可得3tan2α-8tan
 

α-3=0,解得

tan
 

α=3或tan
 

α=-13
,B正确;

对于C,因为tan
 

α=sin
 

α
cos

 

α=2
,且sin2α+cos2α=1,π<α<3π2

,所

以sin
 

α=-255
,cos

 

α=- 55
,所以cos

 

α-sin
 

α=- 55-

-255  = 55,C正确;

对于D,由sin
 

α+3cos
 

α
3cos

 

α-sin
 

α=5
,得tan

 

α+3
3-tan

 

α=5
,

可得tan
 

α=2,

则cos2α+12sin
 

2α=cos2α+sin
 

αcos
 

α

=cos
2α+sin

 

αcos
 

α
cos2α+sin2α =1+tan

 

α
1+tan2α=

3
5
,D错误.故选BC.

(2)因为sin
 

θ+cos
 

θ=717
,

则(sin
 

θ+cos
 

θ)2=1+2sin
 

θcos
 

θ=49289
,

所以2sin
 

θcos
 

θ=-240289<0
,

又因为θ∈(0,π),则sin
 

θ>0,cos
 

θ<0,所以θ∈ π
2
,π  ,A正

确;
又sin

 

θ-cos
 

θ>0,

(sin
 

θ-cos
 

θ)2=1-2sin
 

θcos
 

θ=529289
,

所以sin
 

θ-cos
 

θ=2317
,D错误;

联立
sin

 

θ+cos
 

θ=717
,

sin
 

θ-cos
 

θ=2317
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 可得sin

 

θ=1517
,cos

 

θ=-817
,tan

 

θ=

sin
 

θ
cos

 

θ=-
15
8
,故B,C正确.

故选ABC.]
考点二

典例2 (1)BC (2)B (3)-1 [(1)对于A,sin(3π+α)=
sin(π+α)=-sin

 

α,故A错误;

对于B,sin7π+α2  =sin α
2-

π
2  =-sin π2-α

2 
=-cos

 α
2
,故B正确;

对于C,cos5π2-2α  =cos π2-2α  =sin 

2α,故C正确;

对于D,cos(9π-3α)=cos(π-3α)=-cos
 

3α,故D错误.
故选BC.

(2)因为sin2π7+α  =15,
所以cos3π14-α  =cos π

2-
2π
7+α    =sin 2π7+α =15,

则sin3π14-α  =± 1-cos2 3π14-α  =±265 ,

所以tan3π14-α  =
sin3π14-α  
cos3π14-α  

=±26.

故选B.
(3)∵cos

 

10°>sin
 

10°,

∴原式= 1-2sin
 

10°cos
 

10°
sin

 

10°-cos
 

10°
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答案详解

= sin210°-2sin
 

10°cos
 

10°+cos210°
sin

 

10°-cos
 

10°

=|sin
 

10°-cos
 

10°|
sin

 

10°-cos
 

10°

= cos
 

10°-sin
 

10°
-(cos

 

10°-sin
 

10°)
=-1.]

考点三

典例3 (1)证明:f(α)=
sin(2π-α)cos(π+α)

sin9π2+α  
=
(-sin

 

α)(-cos
 

α)
cos

 

α =sin
 

α,得证.

(2)解:因为f(α)=sin
 

α=35
,且α为第二象限角,

所以cos
 

α=- 1-sin2α=-45
,

所以tan
 

α=sin
 

α
cos

 

α=-
3
4
,

所以tan
 

α· 1+cos
 

α
1-cos

 

α-1= -34  ×
1-45

1+45

-1=-54.

随堂·对点检测

1.AD [sin -π3  =-sinπ3=- 32,所以A选项正确;

cos5π6=cosπ-
π
6  =-cosπ6=- 32,

所以B选项错误;
cos

 

π=-cos
 

0=-1,所以C选项错误;

tan3π4=tanπ-
π
4  =-tanπ4=-1,D选项正确.

故选AD.]

2.A [∵α是第三象限角,且sin
 

α=-13
,

∴cos
 

α=- 1-sin2α=-223
,

∴tan
 

α=sin
 

α
cos

 

α=
2
4
,

则3cos
 

α+4tan
 

α=-22+2=-2.
故选A.]

3.D [因为sin
 

αcos
 

α=
(sin

 

α+cos
 

α)2-1
2

,

所以sin
 

α+cos
 

α=34×
(sin

 

α+cos
 

α)2-1
2

,

化简得3(sin
 

α+cos
 

α)2-8(sin
 

α+cos
 

α)-3=0,

解得sin
 

α+cos
 

α=-13
或sin

 

α+cos
 

α=3(舍去).

故选D.]

4.-310 
[由题意可得cos π2+α  +3cos(α-π)=-sin 

α-

3cos
 

α=0,
所以-sin

 

α=3cos
 

α,
可得tan

 

α=-3,

所以sin
3α-sin

 

α

sin3π2+α  
=sin

 

α(sin2α-1)
-cos

 

α =tan
 

α·(1-sin2α)
 

=tan
 

α·

cos2α
sin2α+cos2α=tan

 

α· 1
tan2α+1=-3×

1
9+1=-

3
10.
]

第31课时 和、差、倍角的正弦、余弦和正切公式

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2 a2+b2sin(α+φ)
链教材·夯基固本

1.D [sin
 

20°cos
 

10°-cos
 

160°sin
 

10°=sin
 

20°cos
 

10°+cos
 

20°·

sin
 

10°=sin(20°+10°)=sin
 

30°=12.故选D.]

2.725 
[因为sin(α-π)=-sin

 

α=35
,

所以sin
 

α=- 35
,所 以cos

 

2α=1-2sin2α=1-2×

-35  
2

=725.
]

3.2+64  [cos
 

15°=cos(60°-45°)

=cos
 

60°cos
 

45°+sin
 

60°sin
 

45°= 2+64 .]

4.7 [tan(α-β)=
tan

 

α-tan
 

β
1+tan

 

αtan
 

β

=
2- -13  
1+2× -13  

=7.]

5.45 
[由题意,得cosπ3cos

 

α+sinπ3sin
 

α=45
,

即cosα-π3  =45.]

6.2 [由tan(α+β)=
tan

 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
=tan

 3π
4=-1

,得tan
 

α+

tan
 

β-tan
 

αtan
 

β+1=0,所以(1-tan
 

α)(1-tan
 

β)=1-
(tan

 

α+tan
 

β)+tan
 

αtan
 

β=2.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)A (3)B [(1)cos
 

α=2cos2 α
2-1=2×

1
5-1=-

3
5
,因为0<α<π,所以sin

 

α=45
,

所以sinα-π4  = 22(sin
 

α-cos
 

α)= 22×
7
5=
72
10.

(2)因为cos(α+β)=m,
所以cos

 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β=m,
而tan

 

αtan
 

β=2,
所以sin

 

αsin
 

β=2cos
 

αcos
 

β,
故cos

 

αcos
 

β-2cos
 

αcos
 

β=m,
即cos

 

αcos
 

β=-m,
从而sin

 

αsin
 

β=-2m,
故cos(α-β)=-3m.故选A.

(3)因为 cos
 

α
cos

 

α-sin
 

α=3
,

所以 1
1-tan

 

α=3
,解得tan

 

α=1- 33
,

所以tanα+π4  =tan
 

α+1
1-tan

 

α=23-1.

故选B.]
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考点二

考向1 典例2 (1)B (2)π2 取值满足φ=
π
2+2kπ

(k∈Z)即

可  [(1)由sin π2-θ  +cos π3-θ  =1,得cos 

θ+12cos
 

θ+

3
2sin

 

θ=32cos
 

θ+ 32sin
 

θ=1,

所以3cosθ-π6  =1,
所以cosθ-π6  = 33,
则cos2θ-π3  =2cos2θ-π6  -1=-13.

故选B.
(2)f(x)=sin(x+φ)+cos

 

x=sin
 

xcos
 

φ+cos
 

xsin
 

φ+cos
 

x

=cos
 

φsin
 

x+(sin
 

φ+1)·cos
 

x= cos2φ+(sin
 

φ+1)2·

sin(x+θ)其中tan
 

θ=sin
 

φ+1
cos

 

φ  ,由f(x)的最大值为2,所

以 cos2φ+(sin
 

φ+1)2=2,化简可得sin
 

φ=1,则φ 可为

π
2
,其取值满足φ=

π
2+2kπ

(k∈Z)即可.]

考向2 典例3 ABD [对于A,cos
 

82°sin
 

52°-sin
 

82°cos
 

52°=

sin(52°-82°)=-12
,故A正确;

对于B,sin
 

15°sin
 

30°sin
 

75°=12sin
 

15°cos
 

15°=12×
1
2sin

 

30°=

1
8
,故B正确;

对于C,tan
 

48°+tan
 

72°
1-tan

 

48°tan
 

72°=tan
(48°+72°)=-3,故C错误;

对于D,由二倍角公式可得,

cos2 π8-sin
2 π
8=cos

π
4=

2
2
,故D正确.

故选ABD.]

考向3 典例4 C [∵α+β=
5π
4
,

∴tan(α+β)=tan
5π
4=tanπ+

π
4  =tanπ4=1,

∴tan
 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
=1,化简得tan

 

α+tan
 

β=1-tan
 

αtan
 

β,

可得(1+tan
 

α)·(1+tan
 

β)=1+tan
 

α+tan
 

β+tan
 

α·
tan

 

β=1+1-tan
 

αtan
 

β+tan
 

αtan
 

β=2.
故选C.]

考点三

典例5 (1)C (2)D [(1)因为角α,β均为锐角,所以α+β∈
(0,π),

因为cos(α+β)=
10
10
,sin

 

β=
5
5
,

所以sin(α+β)=
3 10
10

,cos
 

β=
25
5
,

所以cos(α+2β)=cos[(α+β)+β]
=cos(α+β)cos

 

β-sin(α+β)sin
 

β

= 10
10 ×

25
5 -

3 10
10 × 55

=- 210.

故选C.

(2)法一:设β=0,则sin
 

α+cos
 

α=0,取α=3π4
,排除A,C;

再取α=0,则sin
  

β+cos
 

β=2sin
 

β,取β=
π
4
,排除B.故选D.

法二:∵sin(α+β)+cos(α+β)=22·cos α+π4 sin
 

β,

∴sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β+cos
 

αcos
 

β-sin
 

αsin
 

β=2(cos
 

α-sin
 

α)·
sin

 

β=2cos
 

αsin
 

β-2sin
 

αsin
 

β,
∴sin

 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β+cos
 

αcos
 

β+sin
 

αsin
 

β=0,
即sin(α-β)+cos(α-β)=0,
∴sin(α-β)=-cos(α-β),
∴tan(α-β)=-1.]

多维变迁

 C [∵cos
 

β=
1
3
,cos

 

αcos(α+β)=
1
4
,

∴cos
 

β=cos[(α+β)-α]=cos[α-(α+β)]

=cos
 

αcos(α+β)+sin
 

αsin(α+β)=
1
4+sin

 

αsin(α+β)

=13
,

∴sin
 

αsin(α+β)=
1
12
,

∴cos(2α+β)=cos[α+(α+β)]
=cos

 

αcos(α+β)-sin
 

αsin(α+β)

=14-
1
12=

1
6.

故选C.]
教材拓展

典例6 B [因为tanα
2=3

,

所以sin
 

α=
2tanα

2

tan2α
2+1

=2×3
32+1

=35
,

cos
 

α=
1-tan2α

2

1+tan2α
2

=1-3
2

1+32
=-45

,

则 sin
 

α
2-cos

 

α=

3
5

2- -45  
=314.

故选B.]
随堂·对点检测

1.BC [对于A,tan
 

20°+tan
 

25°
tan

 

20°tan
 

25°-1=-
tan

 

20°+tan
 

25°
1-tan

 

20°tan
 

25°
=-tan(20°+25°)=-1,不符合题意;

对于B,4sinπ12sin
5π
12=4sin

π
12cos

π
12=2sin

π
6

=2×12=1
,符合题意;

对于C,sin
 

72°cos
 

18°-cos
 

108°sin
 

18°=sin
 

72°cos
 

18°+
cos

 

72°sin
 

18°=sin(72°+18°)=1,符合题意;

对于D,2cos222.5°-1=cos
 

45°= 22
,不符合题意.

故选BC.]

2.D [sin
 

15°+sin
 

75°=sin
 

15°+cos
 

15°= 2sin(15°+45°)=

2× 32=
6
2.故选D.]
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答案详解

3.C [tan
 

α+tan
 

β=-3(1-tan
 

αtan
 

β),因为α,β∈ 0,
π
2  ,所

以α+β∈(0,π),

所以tan(α+β)=
tan

 

α+tan
 

β
1-tan

 

αtan
 

β
=-3,

故α+β=
2π
3.

故选C.]

4.D [cos2α-cos2β=
1+cos

 

2α
2 -1+cos

 

2β
2 =12

(cos
 

2α-

cos
 

2β)=
1
2
[cos(α+β+α-β)-cos(α+β-α+β)]=

-sin(α+β)·sin(α-β)=-
1
2×

1
3=-

1
6.故选D.]

5.-255  
3 10
10  [因为cos

 

α= 55
,且α为第四象限角,

所以sin
 

α=-255
,

所以cosα+π4  = 22cos
 

α- 22sin
 

α=3 10
10 .]

第32课时 简单的三角恒等变换

理法先行·题练固本

链教材·夯基固本

1.-255  -
5
5 

[∵θ∈ 5π2
,3π  ,且sin 

θ=45
,

∴cos
 

θ=-35
,θ
2∈

5π
4
,3π
2  ,

∴sin
 θ
2=-

1+35
2 =-255

,

cosθ
2=-

1-35
2 =- 55.]

2.(1)12sin
 

α (2)0 [(1)原式=12
[sin(α+2β)+sin

 

α]-

1
2sin

(α+2β)=
1
2sin

 

α.

(2)原式=2sin10°+50°2 cos
 50°-10°
2 -cos

 

20°=2sin
 

30°cos
 

20°

-cos
 

20°=0.]
考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)18 
(2)0 [(1)法一:原式

=2sin
 

20°cos
 

20°cos
 

40°cos
 

80°
2sin

 

20°

=2sin
 

40°cos
 

40°cos
 

80°
4sin

 

20° =2sin
 

80°cos
 

80°
8sin

 

20°

=sin
 

160°
8sin

 

20°=
sin

 

20°
8sin

 

20°=
1
8.

法二:原式=12
[cos(20°+40°)+cos(20°-40°)]cos

 

80°

=14cos
 

80°+12cos
 

20°cos
 

80°

=14cos
 

80°+12×
1
2
[cos(20°+80°)+cos(20°-80°)]

=14cos
 

80°+14cos
 

100°+18

=18.

(2)原式= sin2θ
sin

 

θ-cos
 

θ+
cos

 

θ
1-tan

 

θ-2sinθ+π4  
= sin2θ
sin

 

θ-cos
 

θ+
cos2θ

cos
 

θ-sin
 

θ-2sin θ+π4 
=sin

 

θ+cos
 

θ-2sinθ+π4  
=2sinθ+π4  -2sinθ+π4  =0.]

考点二

考向1 典例2 ABD [对于A,sin
 

15°sin
 

30°·sin
 

75°=12sin
 

15°·

sin
 

75°=-14
[cos(15°+75°)-cos(15°-75°)]=

 1
8
,故A

正确;

对于B, 1sin
 

10°-
3

cos
 

10°

=cos
 

10°-3sin
 

10°
sin

 

10°cos
 

10°

=2
(sin

 

30°cos
 

10°-cos
 

30°sin
 

10°)
1
2sin

 

20°

=4sin
 

20°
sin

 

20°=4
,故B正确;

对于C,3-sin
 

70°
2-cos210°

=3-cos
 

20°
2-cos210°

=3-
(2cos210°-1)
2-cos210°

=2
(2-cos210°)
2-cos210°

=2,故C错误;

对于D,因为tan
 

60°=tan(20°+40°)=tan
 

20°+tan
 

40°
1-tan

 

20°tan
 

40°=3
,

所以tan
 

20°+tan
 

40°=3-3tan
 

20°·tan
 

40°,
即tan

 

20°+tan
 

40°+tan
 

20°tan
 

40°tan
 

60°
 

=3-3tan
 

20°tan
 

40°+3tan
 

20°tan
 

40°=3,故D正确.
故选ABD.]

考向2 典例3 B [法一:依题意,得

sin
 

αcos
 

β-cos
 

αsin
 

β=
1
3
,

cos
 

αsin
 

β=
1
6
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

所以sin
 

αcos
 

β=
1
2
,

所以sin(α+β)=sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β=
1
2+

1
6=

2
3
,

所以cos(2α+2β)=1-2sin2(α+β)=1-2×
2
3  

2

=19.故

选B.
法二(积化和差公式):由条件,知

cos
 

αsin
 

β=
1
2
[sin(α+β)-sin(α-β)]

=12 sin(α+β)-
1
3  =16,

解得sin(α+β)=
2
3
,

则cos(2α+2β)=cos[2(α+β)]=1-2sin2(α+β)=1-2×
2
3  

2

=19.故选B.]

考向3 典例4 (1)B (2)-3π4 
[(1)由题意知,cos

 

α=

1-sin2α=255 .
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∵tan
 

β=-3,且β为钝角,sin2β+cos2β=1,

∴sin
 

β=
3 10
10

,cos
 

β=-
10
10
,

∴sin(α+β)=sin
 

αcos
 

β+cos
 

αsin
 

β=
5
5× - 10

10  +
25
5 ×

3 10
10 = 22.

又∵0<α<π2
,π
2<β<π

,

∴π2<α+β<
3π
2
,∴α+β=

3π
4.故选B.

(2)∵tan
 

α=tan[(α-β)+β]

=tan
(α-β)+tan

 

β
1-tan(α-β)tan

 

β
=

1
2-

1
7

1+12×
1
7

=13>0
,

∴0<α<π2.

又∵tan
 

2α= 2tan
 

α
1-tan2α=

2×13

1- 1
3  

2=
3
4>0

,∴0<2α<π2
,

∴tan(2α-β)=
tan

 

2α-tan
 

β
1+tan

 

2αtan
 

β
=

3
4+

1
7

1-34×
1
7

=1.

∵tan
 

β=-
1
7<0

,∴π2<β<π
,-π<2α-β<0,∴2α-

β=-
3π
4.]

随堂·对点检测

1.BC [对于A,sin
 

15°cos
 

15°=12sin
 

30°=14
,故A错误;

对于B,cos215°-sin215°=cos
 

30°= 32
,故B正确;

对于C,tan
 

30°
1-tan230°

=

3
3

1- 3
3  

2=
3
2
,故C正确;

对于D,1+tan
 

15°
1-tan

 

15°=
tan

 

45°+tan
 

15°
1-tan

 

15°·tan
 

45°=tan
(45°+15°)=

tan
 

60°=3,故D错误.故选BC.]

2.D [由 题 意,cos
 

α=1+54 =1-2sin2 α
2
,得sin2 α

2 =

3-5
8 =6-2516 = 5-1

4  
2

,又α为锐角,所以sinα
2>0

,所

以sinα
2=

-1+5
4

,故选D.]

3.-3π4 
[由β∈(0,π),cos

 

β=-
4
5
,

得sin
 

β= 1-cos2β=
3
5
,

所以tan
 

β=
sin

 

β
cos

 

β
=-34

,又tan
 

α=17
,

所以tan(α-β)=
tan

 

α-tan
 

β
1+tan

 

αtan
 

β
=

1
7+

3
4

1-17×
3
4

=

25
28
25
28

=1,

因为cos
 

β=-
4
5<0

,则β∈
π
2
,π  ,

又tan
 

α=17>0
,则α∈ 0,π2  ,则α-β∈(-π,0),

所以α-β=-
3π
4.]

4.cos
 

α [因为π<α<2π,所以π
2<

α
2<π

,

所以
(1+sin

 

α+cos
 

α)sinα
2-cos

α
2  

2+2cos
 

α

=
2cos2α

2+2sin
α
2cos

α
2  sinα

2-cos
α
2  

4cos2α
2

=
2cosα

2 cos
α
2+sin

α
2  sinα

2-cos
α
2  

2cosα
2

=
cosα
2 sin

2α
2-cos

2α
2  

cosα
2

=
-cosα

2cos
 

α

cosα
2

=
-cos

 α
2cos

 

α

-cos
 α
2

=cos
 

α.]
第33课时 三角函数的图象与性质

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点2  x x≠kπ+π2  [-1,1] [-1,1] 2π π 奇

函数 偶函数 奇函数  2kπ-π2,2kπ+π2  [2kπ-π,
2kπ] 2kπ+π2 ,2kπ+3π2  [2kπ,2kπ+π] (kπ,0) 
 kπ+π2,0   kπ2,0  x=kπ+π2 x=kπ 

链教材·夯基固本

1.D [函数y=cos
 

x,x∈[0,2π]的图象如图所示,

将函数y=cos
 

x,x∈[0,2π]的图象向上平移1个单位长度得

到y=1+cos
 

x(x∈[0,2π])的简图,如图所示.

故选D.]

2.- 32
,1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

 [由x∈ 0,π2  ,得x+π3∈
π
3
,5π
6  ,

所以y=cosx+π3  ∈ - 32
,1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

.]
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答案详解

3.5π12+kπ
,11π
12+kπ  (k∈Z) [由π2+2kπ≤2x-π3≤3π2+

2kπ,k∈Z,

解得5π
12+kπ≤x≤

11π
12+kπ

,k∈Z,

故f(x)的单调递减区间是 5π12+kπ,11π12+kπ (k∈Z).]
4.x x≠kπ2+

π
8
,k∈Z   [由2x+π4≠π2+kπ,k∈Z,

得x≠kπ2+
π
8
,k∈Z,

故函数y=tan2x+π4  的定义域为 xx≠kπ2+
π
8
,k∈Z .]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)2kπ+π4
,2kπ+5π4  (k∈Z)

[(1)∵x∈ -π8
,π
8  ,

∴4x-π3∈ -5π6
,π
6  ,

∴cos4x-π3  ∈ - 32
,1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

∴f(x)∈ 2-3,72  .

故选D.
(2)法一:要使函数有意义,必须使sin

 

x-cos
 

x≥0.在同一直

角坐标系中画出[0,2π]上y=sin
 

x 和y=cos
 

x 的图象,如图

所示.

在[0,2π]内,满足sin
 

x=cos
 

x的x 为π
4
,5π
4
,再结合正弦、余

弦函数的最小正周期是2π,所以原函数的定义域为 2kπ+
π
4
,2kπ+5π4 (k∈Z).

法二:要使函数y= sin
 

x-cos
 

x有意义,

则sin
 

x-cos
 

x≥0,即2sinx-π4  ≥0,
即2kπ≤x-π4≤2kπ+π

(k∈Z),

解得2kπ+π4≤x≤2kπ+
5π
4
(k∈Z),

即原函数的定义域为 2kπ+π4,2kπ+5π4 (k∈Z).]
考点二

典例2 (1)ACD (2)A [(1)由题意可得f(x)的最小正周期

T=2π2=π
,故A正确;

令2x-π6=kπ
,k∈Z,可得x=π12+

kπ
2
,k∈Z,故B错误;

令2x-π6=
π
2+kπ

,k∈Z,

可得x=π3+
kπ
2
,k∈Z,

当k=0时,x=π3
,故f(x)的图象的对称中心为 π

3
,0  ,故C

正确;

若f(x)=cos2x-π6+φ  为奇函数,则-π6+φ=kπ+
π
2

(k∈Z),φ=kπ+
2π
3
(k∈Z),当k=0时,φ=

2π
3
,故D正确.故

选ACD.

(2)由题意得ω=2πT∈
(2,3),函数y=f(x)的图象关于点

3π
2
,2  中心对称,则b=2,且f 3π

2  =2,所以sin 3π2ω+

π
4 +2=2,则3π2ω+π4=kπ,k∈Z,解得ω=4k-16

,k∈Z.由

ω∈(2,3),得k=4,ω=52
,所以f(x)=sin 52x+π4 +2,

故f π2 =sin
  52×π2+π4 +2=-1+2=1.故选A.]

母题探究

1.32 
[由函数f(x)的最小正周期T 满足4π

5<T<π
,得4π
5<

2π
ω<π

,解得2<ω<52
,又因为函数图象关于点 3π

2
,2  中心

对称,

所以3π
2ω+

π
4=kπ+

π
2
(k∈Z),且b=2,所以ω=2k3+

1
6
,k

∈Z,所以ω=136
,即f(x)=cos136x+

π
4  +2,

则f π
2  =cos13π12+π4  +2=32.]

2.-1 [因为函数f(x)的最大值为2+b=1,所以b=-1.

由π<T<2π,得π<2πω<2π
,解得1<ω<2.

由y=f(x)的图象关于直线x=7π4
对称,

可得ω×7π4+
3π
8=kπ

,k∈Z,

所以ω=47 k-38  ,k∈Z.

所以1<47 k-38  <2,解得17
8<k<

31
8.

又k∈Z,所以k=3,所以ω=47× 3-
3
8  =32,

所以f(x)=2cos 32x+
3π
8  -1.

故f 3π4  =2cos 32×3π4+3π8  -1
=2cos3π2-1=-1.

]

考点三

典例3 (1)C (2)D [(1)由题意得y=sin π3-
1
2x  =

-sin 12x-
π
3  ,

所以函 数y=sin 1
2x-

π
3  的 单 调 递 减 区 间,就 是y=

sin π3-
1
2x  的单调递增区间,
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由2kπ+π2≤
1
2x-

π
3≤2kπ+

3π
2
,k∈Z,解得4kπ+5π3≤x≤

4kπ+11π3
,k∈Z,

所以y=sin π3-
1
2x  在区间 4kπ+5π3,4kπ+11π3 (k∈Z)

上单调递增,

当x∈[-2π,2π]时,y=sin π
3-

1
2x  的单调递增区间是

-2π,-π3  和 5π
3
,2π  .

故选C.

(2)由a=cos-3π8  =cos3π8,
b=cos9π7=cosπ+

2π
7  =-cos2π7<0,

c=sin2π7=cos
π
2-
2π
7  =cos3π14,

又0<3π14<
3π
8<

π
2
,

y=cos
 

x在 0,π2  上单调递减,

所以cos3π14>cos
3π
8>0

,即c>a>0>b,

所以c>a>b.故选D.]
微点突破

典例4 ACD [对于f(x)=|sin
 

x|+cos
 

x,
由f(-x)=f(x),可知f(x)是偶函数,故A正确;
因为f(π-x)=|sin(π-x)|+cos(π-x)=|sin

 

x|-cos
 

x≠
f(x),

所以f(x)的图象不关于直线x=π2
对称,故B错误;

由题意得f(x)=
sin

 

x+cos
 

x,x∈[2kπ,2kπ+π],
-sin

 

x+cos
 

x,x∈(2kπ+π,2kπ+2π], k∈Z,

所以f(x)=
2sinx+π4  ,x∈[2kπ,2kπ+π],
-2sinx-π4  ,x∈(2kπ+π,2kπ+2π],
􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 k∈Z,

根据正弦函数的性质,可知当x∈[2kπ,2kπ+π]时,f(x)

∈[-1,2],

当x∈(2kπ+π,2kπ+2π]时,f(x)∈(-1,2],

所以f(x)∈[-1,2],即f(x)的最小值为-1,可知C正确;

当x∈(-π,0)时,f(x)=- 2sin x- π4 ,x- π4∈
 -5π4,-π4 ,
所以f(x)在(-π,0)上不单调,可知D正确.
故选ACD.]

随堂·对点检测

1.C [根据函数y=sin
x
2

的最小正周期T=2π1
2

=4π,可知A项

错误;
根据函数y=cos

 

x的最小正周期为2π,可知B项错误;

根据函数y=tan
 

x的最小正周期为π,且在区间 π
2
,π  上单

调递增,可知C项正确;

当x∈ π
2
,π  时,y=|sin

 

x|=sin
 

x,在 π
2
,π  上单调递减,

可知D项错误.
故选C.]

2.BC [f(x)=sin
 

xcos
 

x=12sin
 

2x为奇函数,A错误;

根据正弦函数的性质可得,f(x)的值域为 -12,12 ,B
正确;

由T=2π|ω|
得T=π,C正确;

当-π2≤x≤
π
2

时,-π≤2x≤π,此时f(x)不单调,D错误.

故选BC.]

3.B [A中,T=2ππ
2

=4,B中,T=2ππ
2

=4,C中,T=2ππ
4

=8,D

中,T=2ππ
4

=8,排 除 C,D;对 于 A,当x=2时,f(2)=

sin π2×2  =0,故点(2,0)是函数f(x)图象的一个对称中心,

排除A;对于B,当x=2时,f(2)=cos π2×2  =-1,故x=2

是函数f(x)图象的一条对称轴.故选B.]

4.32 
[∵x∈ π

6
,7π
12  ,∴2x∈ π

3
,7π
6  ,

则f(x)=sin
 

2x∈ -12
,1  ,

即M=1,m=-12
,则M-m=32.]

第34课时 函数y=Asin(ωx+φ)的图象及应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 0 -A

知识点2 |φ| φ
ω

知识点3 ωx+φ
链教材·夯基固本

1.A [令x=0,得y=sin -π3  =- 32,排除B,D;由x=

-π3
时,y=0,x=

π
6

时,y=0,排除C.故选A.]

2.C [将函数y=sin
 

x的图象上每个点的横坐标变为原来的1
2

(纵坐标不变),得到y=sin
 

2x 的图象,再将得到的图象向左

平 移 π
12

个 单 位 长 度,得 到 y =sin 2x+π12    =
sin2x+π6  的图象.故选C.]

3.C [由题意知A=2,f=
1
T=

ω
2π=

1
4π
,初相为-π3.故选C.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 解:y=3sin
x
2+cos

 x
2=2sin

x
2+

π
6  ,

令M=x
2+

π
6
,则列表如下:
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答案详解

M 0 π
2 π 3π

2 2π

x -π3
2π
3

5π
3

8π
3

11π
3

y=2sin
 

M 0 2 0 -2 0

在平面直角坐标系中描出相应的五点,用平滑的曲线连接起

来,向两端伸展一下,如图所示.

从图象观察知该函数的最小正周期T=11π3 - -π3  =4π.
-4π3+4kπ

,2π
3+4kπ  (k∈Z)为单调递增区间,

2π
3+4kπ

,8π
3+4kπ  (k∈Z)为单调递减区间.

由函数y=sin
 

x的图象向左平移π
6

个单位长度,再把横坐标

变为原来的2倍(纵坐标不变),最后把纵坐标变为原来的2倍

(横坐标不变)即可得到函数y=2sin
 x
2+

π
6  的图象.

多维变迁

 C [因为函数y=sin
 

x的最小正周期T=2π,

函数y=2sin3x-π6  的最小正周期T=2π3
,

所以在x∈[0,2π]上,函数y=2sin 3x-π6 有三个周期的图

象,
在平面直角坐标系中结合五点法画出两函数的图象,如图

所示,

由图可知,两函数图象有6个交点.故选C.]
考点二

典例2 (1)-3π4 
(2)- 32 

[(1)由f(x)的部分图象知,A+

2=3,解得A=1,

最小正周期T=2× 5π6-
π
6  =4π3,所以ω=2πT=

3
2
,

所以f(x)=sin 32x+φ  +2,
因为点 π

6
,1  在函数图象上,

所以sin 32×
π
6+φ  +2=1,

所以sin π4+φ  =-1,
所以φ=-

3π
4+2kπ

,k∈Z,

因为|φ|<π,所以φ=-
3π
4
,

所以f(x)=sin 32x-
3π
4  +2,

所以f(x)的初相为-3π4.

(2)对比正弦函数y=sin
 

x的图象易知,点 2π
3
,0  为“五点(画

图)法”中的第五点,所以2π
3ω+φ=2π.①

由题知|AB|=xB-xA=
π
6
,又y=

1
2
,则

ωxA+φ=
π
6
,

ωxB+φ=
5π
6
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

两式相减,

得ω(xB-xA)=
4π
6
,

即π
6ω=

4π
6
,解得ω=4.

代入①,得φ=-
2π
3
,

所以f(π)=sin 4π-2π3 =-sin2π3=- 32.]

多维变迁

1.1 [根据当x=π12
时,f(x)取得最大值2,当x=π3

时,f(x)

取得最小值-2,

可知f(x)的最小正周期T=2 π
3-

π
12  =π2,即2πω=π2,解

得ω=4,

由f π
12  是函数的最大值,根据余弦函数的性质,可得4×

π
12+φ=2kπ

(k∈Z),

结合|φ|<
π
2
,取k=0,得φ=-

π
3
,

可得f(x)=2cos4x-π3  ,
将函数f(x)图象上所有的点向左平移π

6
个单位长度,可得

f x+π6  =2cos 4 x+π6 -π3 =2cos 4x+π3 的

图象,

所以 g(x)=2cos 4x+π3  ,可 得 g π
3  =2cos5π3 =

2cos2π-π3  =2cosπ3=1.]
2.解:由题图得A=3-02 =32

,

B=3+02 =32
,

T=2 π2- -π3  =5π3,
∴|ω|=2πT=

6
5.

当ω>0时,函数的解析式为y=
3
2sin 65x+φ +32,

∵点 π2,0 在函数图象上,

∴65×
π
2+φ=

3π
2+2kπ

,k∈Z,
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∴φ=
9π
10+2kπ

,k∈Z.

∵|φ|<π,∴φ=
9π
10
,∴y=

3
2sin 65x+9π10 +32.

当ω<0时,函数的解析式为y=-
3
2

·sin 65x-φ +32,
∵点 π2,0 在函数图象上,

∴65×
π
2-φ=

π
2+2kπ

,k∈Z,∴φ=
π
10-2kπ

,k∈Z.

∵|φ|<π,∴φ=
π
10.

∴y=-
3
2sin 65x-π10 +32.

综上,所求的一个函数解析式为y=
3
2

·sin 65x+9π10 +32
或y=-

3
2sin 65x-π10 +32.

考点三

考向1 典例3 解:(1)因为f(0)=cos
 

φ=
1
2
,且0≤φ<π,所

以φ=
π
3.

(2)g(x)=f(x)+f x-π6  
=cos2x+π3  +cos 

2x

=cos
 

2xcos
 π
3-sin

 

2xsin
 π
3+cos

 

2x

=32cos
 

2x- 32sin
 

2x

=3 3
2cos

 

2x-12sin
 

2x  
=3cos2x+π6  .

因为y=cos2x+π6  的值域是[-1,1],

所以函数y=3cos2x+π6  的值域是[-3,3],

所以g(x)的值域为[-3,3].

令2kπ-π≤2x+π6≤2kπ
(k∈Z),得kπ-7π12≤x≤kπ-

π
12
(k

∈Z),所以g(x)的单调递增区间为 kπ-7π12
,kπ-π12  (k∈

Z).

令2kπ≤2x+π6≤2kπ+π
(k∈Z),得kπ-π12≤x≤kπ+

5π
12
(k

∈Z),所以g(x)的单调递减区间为 kπ-π12
,kπ+5π12  (k∈

Z).
考题探源

1.解:(1)由题意,函数f(x)=sinx+π6  +sinx-π6  +
cos

 

x+a,

化简得f(x)=sin
 

xcos
 π
6+cos

 

xsinπ6+sin
 

xcos
 π
6-

cos
 

xsin
 π
6+cos

 

x+a= 3sin
 

x+cos
 

x+a=2sin x+
π
6 +a,

∵y=sinx+π6  的最大值为1,

∴f(x)max=2×1+a=1,解得a=-1.

(2)由(1)可知f(x)=2sinx+π6  -1.
令2kπ+π2≤x+

π
6≤2kπ+

3π
2
,k∈Z,

解得2kπ+π3≤x≤2kπ+
4π
3
,k∈Z,

∴f(x)的单调递减区间为 π3+2kπ,4π3+2kπ ,k∈Z.

(3)由题意f(x)≥0,即2sinx+π6  -1≥0,
可得sinx+π6  ≥12,
∴2kπ+π6≤x+

π
6≤2kπ+

5π
6
,k∈Z,

解得2kπ≤x≤2kπ+2π3
,k∈Z,

∴使f(x)≥0成立的x的取值集合是

 x 2kπ≤x≤2π3+2kπ
,k∈Z .

2.解:f(x)=
1
2cos

2x-12sin
2x+1- 3sin

 

xcos
 

x=12cos
 

2x-

3
2sin

 

2x+1=cos2x+π3  +1,最小正周期T=2π2=π
,

由2kπ-π≤2x+π3≤2kπ
(k∈Z)可得,

kπ-2π3≤x≤kπ-
π
6
,k∈Z,

所以f(x)的单调递增区间为 kπ-2π3,kπ-π6 ,k∈Z.

考向2 典例4 ACD [由题意,知T
2=10-4=6

,解得T=12,

故A正确;

由2π
ω=12

,得ω=π6.

由
A+B=50,
-A+B=10, 解得

A=20,
B=30, 

所以h(t)=20sin π6t+φ  +30.
由h(0)=20,得20sin

 

φ+30=20,即sin
 

φ=-
1
2.

因为|φ|<
π
2
,所以φ=-

π
6.

所以h(t)=20sin π6t-
π
6  +30,

故B错误;

h(14)=20sin π6×14-
π
6  +30

=20sinπ6+30=40
,故C正确;

由h(t)=20sin π
6t-

π
6  +30<20,得sin π6t-

π
6  <

-12
,即7π
6+2kπ<

π
6t-

π
6<

11π
6 +2kπ

,k∈Z,解得8+

12k<t<12+12k,k∈Z.所以一个周期内过山车距离地平面

低于20
 

m的时间是(12+12k)-(8+12k)=4
 

s,故D正确.故
选ACD.]
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答案详解

多维变迁

1.C [由题意得,A+B=14,
A-B=6, 

解得
A=10,
B=4, 

所以H(t)=10+4sin π12t-
2π
3  ,

令H(t)≥8,即sin π12t-
2π
3  ≥-12,

因为0≤t<24,

所以-2π3≤
π
12t-

2π
3<
4π
3
,

由正弦函数的图象与性质可知-π6≤
π
12t-

2π
3≤
7π
6
,解得6≤

t≤22,
所以该港口一天内水位不小于8

 

m的时长为22-6=16(h).
故选C.]

2.解:(1)由题图可知A=3,34T=4π9- -π18  =π2,解得

T=2π3
,

所以ω=3,f(x)=3sin(3x+φ),

又f(x)的图象过点 4π
9
,-3  ,

所以-3=3sin3×4π9+φ  ,
所以4π

3+φ=
3π
2+2kπ

,k∈Z,解得φ=
π
6+2kπ

,k∈Z,

又|φ|<
π
2
,所以φ=

π
6
,f(x)=3sin3x+π6  ,

将函数f(x)的图象上所有点的横坐标变为原来的3
2
,再将所得

函数图象向右平移π
6

个单位长度,得到g(x)=3sin 2 x-
π
6 +π6 =3sin 2x-π6 的图象.

综上,f(x)=3sin3x+π6  ,
g(x)=3sin 2x-π6 .

(2)令-π2+2kπ≤2x-
π
6≤

π
2+2kπ

,k∈Z,解得-π6

+kπ≤x≤π3+kπ
,k∈Z,

即函数g(x)的单调递增区间为 -π6+kπ,π3+kπ (k∈Z),
令2x-π6=kπ

,k∈Z,解得x=π12+
kπ
2
,k∈Z,

所以函数g(x)的图象的对称中心为 π
12+

kπ
2
,0  (k∈Z).

(3)当x∈ -π12
,5π
12  时,2x-π6∈ -π3

,2π
3  ,所以sin 2x-

π
6 ∈ -32,1 ,
所以g(x)∈ -332

,3
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,即函数g(x)在区间 -π12
,5π
12  上

的值域为 -332
,3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

.

随堂·对点检测

1.B [将函数y=cos
 

2x的图象向右平移π
8

个单位长度,得到的

图象的函数解析式为y=cos2x-π8    =cos2x-π4  .

故选B.]

2.D [函数的最小正周期T=2 π
4- -π12    =2π3,可得2π

ω=

2π
3
,解得ω=3,

因为当x=π4
时,f(x)=0,且x=π4

在函数f(x)的单调递减

区间内,

所以3×π4+φ=
π
2+2kπ

(k∈Z),结合-π2<φ<
π
2
,解得

φ=-
π
4
,又A=2,可得f(x)=2cos3x-π4  ,将f(x)图象

上的所有点向左平移π
4

个单位长度,

可得f x+π4  =2cos3x+3π4-π4  =2cos 3x+π2 的

图象,

结合cos3x+π2  =-sin 

3x,

可得f x+π4  =-2sin 

3x,D选项符合题意.

故选D.]
3.BD [由f(x)=3sin(2ωx+φ)的部 分 图 象知,T=2×
3π
8- -π8    =π,即2π2ω=π,解得ω=1,

将点 -π8
,3  代入解析式中,得

sin -π4+φ  =1,
所以-π4+φ=

π
2+2kπ

,k∈Z,解得φ=
3π
4+2kπ

,k∈Z,

所以f(x)=3sin2x+3π4+2kπ  
=3sin2x+3π4  ,k∈Z.

对于A,因为ω=1,所以选项A错误;

对于B,因为f -5π8  =3sin -5π4+3π4 =-3是最小值,所

以直线x=-5π8
是f(x)图象的一条对称轴,选项B正确;

对于C,因为f π
4  =3sin π2+3π4  =3cos3π4=-322 ≠0,

所以点 π
4
,0  不是f(x)图象的对称中心,选项C错误;

对于D,函数f x+7π8  =3sin 2x+7π4+3π4 =3sin 2x+
5π
2 =3cos

 

2x,为偶函数,选项D正确.

故选BD.]

4.y=16+2sin
π
6x(答案不唯一) [根据题意,可得函数y=

h+Asin(ωx+φ)的最小正周期T 满足9-3=T
2
,T=12,即

2π
|ω|=12

,解得ω=±π6.
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数学 上册

不妨设A>0,ω=π6
,根据水的深度在早上3时达到最大值

18
 

m,可知f(3)为函数的最大值,

所以3π
6+φ=

π
2+2kπ

(k∈Z),取k=0,得φ=0,函数表达式

为y=h+Asin
π
6x.

由f(3)=18是最大值,f(9)=14是最小值,

可得
h+Asinπ2=h+A=18

,

h+Asin3π2=h-A=14
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得
h=16,
A=2. 

所以该港口水的深度y关于时间t的函数的近似表达式为y=

16+2sinπ6x
(答案不唯一).]

*第35课时 三角函数中ω的范围问题(进阶课)
类型一

典例1 C [法一:令ωx+π6=
π
2
,3π
2
,5π
2
,解得x=π3ω

,x=

4π
3ω
,x=7π3ω

分别为y=f(x)的图象在y 轴右侧由左向右最近

的三条对称轴.
要满足图象在(0,π)上有且仅有两条对称轴,

只需

0<π3ω<π
,

0<4π3ω<π
,

7π
3ω≥π

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

解得4
3<ω≤

7
3.故选C.

法二(整体法):因为0<x<π,ω>0,所以π
6<ωx+

π
6<πω+

π
6
,将ωx+π6

看成一个整体.由y=sin
 

x 的图象分析可知,

3π
2<ωπ+

π
6≤
5π
2⇒

4
3<ω≤

7
3.

法三:令ωx+π6=kπ+
π
2
,k∈Z,

得x=
(3k+1)π
3ω

,k∈Z,

依题意知,满足0<
(3k+1)π
3ω <π,即0<3k+1<3ω 的整数k

有2个,

所以k=0,1,则3×1+1<3ω≤3×2+1,解得4
3<ω≤

7
3.故

选C.]
类型二

典例2 3
2
,3   [法一:∵f(x)=sin

 

ωx(ω>0)在 π
3
,π
2  上

单调递减,

∴π2-
π
3≤

T
2
,即π
6≤

π
ω
,

∴0<ω≤6,

∵π3≤x≤
π
2
,∴0<ωπ3≤ωx≤

ωπ
2≤3π

,

∴

ωπ
3≥

π
2
,

ωπ
2≤
3π
2
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ∴

ω≥32
,

ω≤3, 
∴32≤ω≤3.

法二:令π
2+2kπ≤ωx≤

3π
2+2kπ

(k∈Z),得π2ω+
2kπ
ω ≤x≤

3π
2ω+

2kπ
ω
(k∈Z),

因为函数f(x)=sin
 

ωx(ω>0)在区间 π
3
,π
2  上单调递减,

所以

π
2ω+

2kπ
ω ≤π3

,

π
2≤
3π
2ω+

2kπ
ω
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 k∈Z,

解得6k+32≤ω≤4k+3
(k∈Z).

又ω>0,所以k≥0,又6k+32≤4k+3
,得0≤k≤34

,又k∈

Z,所以k=0.

即3
2≤ω≤3.

法三:∵π3≤x≤
π
2
,ω>0,

∴πω3≤ωx≤
πω
2
,

又∵f(x)在 π
3
,π
2  上单调递减,

∴

π
2+2kπ≤

πω
3
,

πω
2≤
3π
2+2kπ

,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (k∈Z)⇒6k+32≤ω≤4k+3

(k∈Z).

又
ω>0,
π
2-

π
3≤

T
2
, 

∴0<ω≤6,∴k=0,

即3
2≤ω≤3.

]

类型三

典例3 A [因为ω>0,所以当0<x<π2
时,

有π
6<ωx+

π
6<

π
2ω+

π
6.

因为f(x)在区间 0,π2  内有最大值,但无最小值,

结合函数图象(图略)得π
2<

π
2ω+

π
6≤
3π
2
,

解得2
3<ω≤

8
3.故选A.]

类型四

典例4 A [令t=ωx+π4
,x∈(0,π),

则t∈ π
4
,ωπ+π4  .设m(t)=sin

 

t,

因为函数f(x)=3sinωx+π4  (ω>0)在(0,π)上恰有两个零

点,两个极值点,
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答案详解

则m(t)在t∈ π
4
,ωπ+π4  上恰有两个极值点和两个零点,

可得2π<ωπ+π4≤
5π
2
,解得7

4<ω≤
9
4.

故选A.]
第36课时 正弦定理、余弦定理

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 b2+c2-2bccos
 

A c2+a2-2cacos
 

B

a2+b2-2abcos
 

C sin
 

A∶sin
 

B∶sin
 

C a
2+b2-c2

2ab

知识点3 (2)12absin
 

C 12acsin
 

B 12bcsin
 

A

(3)12r
(a+b+c)

链教材·夯基固本

1.2+ 63 
[在△ABC 中,因为b=2,A=45°,C=75°,所以B=

180°-45°-75°=60°,则由正弦定理 b
sin

 

B=
c
sin

 

C
,得c=

bsin
 

C
sin

 

B=
2sin

 

75°
sin

 

60°=
2× 6+24

3
2

=2+ 63.]

2.2π3 
[由余弦定理的推论,得

cos
 

A=b
2+c2-a2

2bc =25+9-4930 =-12
,

因为0<A<π,

所以A=2π3.]

3.D [对于选项A,由 a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,得sin

 

B=bsin
 

A
a =

14×12
7 =

1,又0°<B<180°,从而B=90°,C=180°-90°-30°=60°,只
有一解;对于选项B,因为A=150°,△ABC 是钝角三角形,所
以只有一解;同理选项C只有一解;对于选项D,由bsin

 

A<
a<b,所以B 可能是锐角,也可能是钝角,故有两解.故选D.]

4.27-932  [由 b
sin

 

B=
c
sin

 

C
得sin

 

C=csin
 

B
b =

6× 32
36

= 22.

由于0°<C<180°,
所以C=45°或C=135°.
由于b>c,故B>C,所以C=45°,
所以A=180°-120°-45°=15°,

sin
 

15°=sin(60°-45°)= 32×
2
2-

1
2×

2
2=

6-2
4

,

所以△ABC 的 面 积 为S= 12bcsin
 

A= 12 ×3 6×6×

6-2
4 =27-932 .]

5.D [由正弦定理,得 1
sin

 

A=
2

sin
 

45°
,得sin

 

A=12.又a<b,

∴A<B=45°.∴A=30°.故选D.]

6.35624  
[由题意可得

p=
a+b+c
2 =5+6+72 =9,

S△ABC= 9×(9-5)×(9-6)×(9-7)=66,设外接圆半径

为R,

则R=abc4S=
5×6×7
4×66

=35624 .]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)A [由题意得cos
 

A=
(1+3)2+6-4
2(1+3)×6

= 22
,因为0°<A<180°,

所以A=45°.]

(2)解:①由a
c=

2
3

得a=23c
,

由余弦定理及其推论得a2+c2-b2=2accos
 

B,

即4
9c

2+c2-25=2×23c×c×
9
16
,

整理得25
36c

2=25,解得c=6(舍负),故a=23c=4.

②因为cos
 

B=916
,

所以sin
 

B= 1-cos2B=5716
,

由正弦定理 a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,得 4
sin

 

A=
5
57
16

,

即sin
 

A= 74.

多维变迁

1.C [∵B=30°,b=2,c=2,

则sin
 

C=csin
 

B
b =

2×12
2
= 22

,

∵C>B,0°<C<180°,
∴C=45°或C=135°.
故选C.]

2.A [∵sin
 

A∶sin
 

B∶sin
 

C=2∶3∶4,
∴由正弦定理,得a∶b∶c=2∶3∶4,
不妨设a=2,b=3,c=4,

∴cos
 

A=b
2+c2-a2

2bc =3
2+42-22

2×3×4 =
7
8.

故选A.]
3.D [在△ABC 中,由b2+c2+bc=a2 及余弦定理的推论,可

得cos
 

A=b
2+c2-a2

2bc =-12
,

由0<A<π,可得A=2π3
,

又b=6,a=32sin
 

B,

由正 弦 定 理 得 sin
 

B =bsin
 

A
a =

6sin2π3
32sin

 

B
=

6× 32
32sin

 

B

= 1
2sin

 

B
,

又sin
 

B>0,解得sin
 

B= 22
,

又0<B<π3
,因此B=π4

,

所以C=π-A-B=π12.
故选D.]
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考点二

典例2 A [法一(化角为边):因为bcos
 

C+ccos
 

B

=b·a2+b2-c2

2ab +c·a2+c2-b2

2ac =2a
2

2a=a
,所以asin

 

A=

a,即sin
 

A=1,故A=π2
,因此△ABC 是直角三角形.

法二(化边为角):因为bcos
 

C+ccos
 

B=asin
 

A,
所以sin

 

Bcos
 

C+sin
 

Ccos
 

B=sin2A,
即sin(B+C)=sin2A,
所以sin

 

A=sin2A,
又sin

 

A≠0,

故sin
 

A=1,即A=π2
,因此△ABC 是直角三角形.]

多维变迁

 BC [对于A,由正弦定理可得sin
 

Acos
 

A=sin
 

Bcos
 

B,
∴sin

 

2A=sin
 

2B,∴A=B 或2A+2B=180°,
即A=B 或A+B=90°,
∴△ABC 为等腰三角形或直角三角形,故A错误;

对于B,asin
 

B=40sin
 

25°<40sin
 

30°=40×12=20
,

即asin
 

B<b<a,∴△ABC 必有两解,故B正确;
对于C,∵△ABC 是锐角三角形,∴0°<A<90°,0°<B<90°,
180°>A+B>90°,
即90°>A>90°-B>0°,
∴sin

 

A>sin(90°-B)=cos
 

B,故C正确;
对于D,由题意及二倍角的余弦公式知1-2sin2A+1-
2sin2B-1+2sin2C<1,
即sin2A+sin2B-sin2C>0,即a2+b2-c2>0,∴cos

 

C>0,
即C 为锐角,但不能说明△ABC 为锐角三角形,故D错误.故
选BC.]

考点三

典例3 解:(1)因为a2+b2-c2=2ab,

所以cos
 

C=a
2+b2-c2

2ab = 22
,

又0<C<π,所以C=π4.

所以2cos
 

B=sin
 

C= 22
,

所以cos
 

B=12
,

又0<B<π,所以B=π3.

(2)法一:由(1)得A=π-B-C=5π12.

因为sin5π12=sin π6+π4 =sinπ6·cosπ4+cos
π
6

·

sinπ4=
1
2×

2
2+

3
2×

2
2=

6+2
4

,

所以由正弦定理 a
sin

 

A=
c
sin

 

C
,

得 a
6+2
4

=c
2
2

,

所以a=1+32 c.

所以S△ABC=
1
2acsin

 

B=1+34 c2× 32=3+3
,

解得c=22(舍负).

法二:由(1)得A=π-B-C=5π12.

设△ABC 的外接圆半径为R,

由正弦定理得b=2Rsin
 

B=3R,c=2Rsin
 

C=2R.

因为sin5π12=sin π6+π4 =sinπ6·cosπ4+cos
π
6

·

sinπ4=
2+6
4

,

所以S△ABC=
1
2bcsin

 

A=12
·3R·2R·sin5π12=3+3

,即

6R2

2
· 6+2

4 =3+3,解得R2=4,所以R=2(舍负),

所以c=2R=22.
多维变迁

1.C [由余弦定理得BC2=AC2+AB2-2AB·ACcos∠BAC,即

64=100+AB2-2AB×10×35
,∴AB2-12AB+36=0,

∴AB=6,∴AB2+BC2=AC2,∴AB⊥BC,

∴S△ABC=
1
2AB·BC=12×6×8=24.

]

2.解:(1)法一:由bcos
 

A=(2c-a)cos
 

B 及正弦定理可得

2sin
 

Ccos
 

B=sin
 

Bcos
 

A+sin
 

Acos
 

B,
可得2sin

 

Ccos
 

B=sin(A+B),
因为A+B=π-C,所以2sin

 

Ccos
 

B=sin
 

C,

因为sin
 

C≠0,所以cos
 

B=12
,

因为0<B<π,所以B=π3.

法二:由bcos
 

A=(2c-a)cos
 

B 及 余 弦 定 理 可 得b·
b2+c2-a2

2bc =(2c-a)·a
2+c2-b2

2ac
,

化简得a2+c2-b2=ac,
由余弦定理可得2accos

 

B=ac,

因为ac≠0,所以cos
 

B=12
,

因为0<B<π,所以B=π3.

(2)由S△ABC=
1
2acsin

 

B,得3=12×4×c×
3
2
,

解得c=1,
由余弦定理b2=a2+c2-2accos

 

B,可得b2=42+12-2×4×

1×12=13
,解得b= 13,

故△ABC 的周长为5+ 13.
教材拓展

典例4 C [法一(正弦定理法):由acos
 

B-bcos
 

A=c结合正

弦定理得sin
 

Acos
 

B-sin
 

Bcos
 

A=sin
 

C=sin(A+B),
即sin

 

Acos
 

B-cos
 

Asin
 

B=sin
 

Acos
 

B+cos
 

Asin
 

B,
即sin

 

Bcos
 

A=0.

在△ABC 中,∵sin
 

B≠0,∴cos
 

A=0,即A=π2.

则B=π-A-C=π-π2-
π
5=
3π
10.

故选C.
法二(余弦定理法):由acos

 

B-bcos
 

A=c结合余弦定理的推

论得a·a2+c2-b2

2ac -b·b
2+c2-a2

2bc =c,
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答案详解

化简得b2+c2=a2,∴A=π2.

则B=π-A-C=π-π2-
π
5=
3π
10.

故选C.
法三(射影定理法):由acos

 

B-bcos
 

A=c结合射影定理acos
 

B+
bcos

 

A=c,得bcos
 

A=0.

在△ABC 中,b≠0,∴cos
 

A=0,即A=π2
,

则B=π-π2-
π
5=
3π
10.

故选C.]

随堂·对点检测

1.D [由正弦定理 a
sin

 

A=
b
sin

 

B
,得b=asin

 

B
sin

 

A =
sinπ4

sinπ6

= 22×

2=2.
故选D.]

2.B [根据余弦定理得BC2=AB2+AC2-2·AB·AC·

cos
 

A=4+1-2×2×1×14=4
,解得BC=2(舍负).

故选B.]
3.ABC [对于A,在△ABC 中,AB=6,AC=5,BC=8,

由余弦定理的推论得

cos
 

A=AB
2+AC2-BC2

2AB·AC =6
2+52-82

2×6×5 =-
1
20<0

,

则A 为钝角,所以△ABC 为钝角三角形,A正确;
对于B,在△ABC 中,若cos

 

A=cos
 

B,则A=B,所以△ABC
为等腰三角形,B正确;
对于C,由a∶b∶c=4∶6∶7,设a=4k,b=6k,c=7k(k>
0),
所以C 是△ABC 的最大内角,

所以cos
 

C=a
2+b2-c2

2ab

=16k
2+36k2-49k2

2×4k×6k =116>0
,

又0<C<π,所以C 是锐角,则△ABC 是锐角三角形,C正确;
对于D,由正弦定理及题意,得sin

 

C-sin
 

Acos
 

B=2sin
 

Acos
 

A-
sin

 

Bcos
 

A,
所以sin(A+B)-sin

 

Acos
 

B=2sin
 

A·cos
 

A-sin
 

Bcos
 

A,
故cos

 

A(sin
 

B-sin
 

A)=0,

所以cos
 

A=0或sin
 

A=sin
 

B,即A=π2
或A=B,

故△ABC
 

为直角三角形或等腰三角形,D错误.故选ABC.]

4.34 
157
4  [依题意得cos

 

A=b
2+c2-a2

2bc =34
,

所以sin
 

A= 1-cos2A= 74
,

所以△ABC 的面积为1
2bcsin

 

A=1574 .]

*第37课时 三角形的高线、中线、角平分线(进阶课)
类型一

典例1 解:(1)因为cos
 

A=-13
,A∈(0,π),

所以sin
 

A= 1-cos2A= 1-19=
22
3
,

由正弦定理 a
sin

 

A=
c
sin

 

C
,

得asin
 

C=csin
 

A=42,

所以c=42sin
 

A=
42
22
3

=6.

(2)若△ABC 存在,设BC 边上的高为AD.

若选①:a=6,因为c=6,所以C=A,因为cos
 

A=-13<0
,

这表明此时△ABC 有两个钝角,而这是不可能的,所以此时

△ABC 不存在,故BC 边上的高也不存在.

若选②:asin
 

B=1023
,由asin

 

C=42,得sin
 

B
sin

 

C=

102
3
42

=

5
6
,由正弦定理得b

c=
5
6
,由(1)知c=6,所以b=5,

所以由余弦定理得a= b2+c2-2bccos
 

A

= 25+36-2×5×6× -13  =9,
此时△ABC 是存在的,且唯一确定,

所以S△ABC=
1
2bcsin

 

A=12BC·AD,

即1
2×5×6×

22
3 =

1
2×9AD,

解得AD=2029 .

所以BC 边上的高为202
9 .

若选③:△ABC 的面积是102,由(1)知c=6,sin
 

A=223
,

则S△ABC=
1
2bcsin

 

A=12b×6×
22
3 =102

,解得b=5,

由余弦定理可得

a= b2+c2-2bccos
 

A= 25+36-2×5×6× -13  =9,
此时△ABC 是存在的,且唯一确定,则 BC 边上的高满足

S△ABC=
1
2a

·AD=92AD=102,即AD=2029 .

类型二

典例2 解:法一:因为D 为BC 的中点,所以BD=DC.
因为∠ADB+∠ADC=π,所以cos∠ADB=-cos∠ADC,
则在△ABD 与△ADC 中,由余弦定理的推论,

得AD2+BD2-c2

2AD·BD =-AD2+DC2-b2

2AD·DC
,

即1+BD2-c2=-(1+BD2-b2),

所以2BD2=b2+c2-2=6,所以BD=3,所以a=23.
在△ABC 中,由余弦定理的推论,得

cos∠BAC=b
2+c2-a2

2bc =8-122bc =-2bc
,

所以S△ABC=
1
2bcsin∠BAC

=12bc 1-cos2∠BAC

=12bc 1- -2bc  
2

=12 b2c2-4=3,

解得bc=4(舍负).

则由
bc=4,

b2+c2=8, 解得b=c=2.

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

·94·



数学 上册

法二:在△ABC 中,因为D 为BC 的中点,

则AD→=12(AB
→+AC→),

所以AD→2=14
(c2+b2+2bccos∠BAC),

又AD=1,b2+c2=8,

则1=14
(8+2bccos∠BAC),

∴bccos∠BAC=-2,①

由S△ABC=
1
2bcsin∠BAC=3

,

得bcsin∠BAC=23,②
由①②解得tan∠BAC=-3,∵∠BAC∈(0,π),

∴∠BAC=2π3
,

∴bc=4,又b2+c2=8,∴b=c=2.
法三:在△ABC 中,由中线长公式可得

2(BD2+AD2)=AB2+AC2,

又BD=12BC,AD=1,b2+c2=8,

则(2AD)2+BC2=2(AB2+AC2),
即22+a2=2(b2+c2)=16,所以a2=12.

又S△ABC=
1
2bcsin∠BAC=3

,

因而bcsin∠BAC=23,
又由余弦定理a2=b2+c2-2bccos

 

A,
得12=8-2bccos∠BAC,
所以bccos∠BAC=-2,

故tan∠BAC=-3,cos∠BAC=-12
,

所以bc=4,
又b2+c2+2bc=8+8=16=(b+c)2,
b2+c2-2bc=8-8=0=(b-c)2,
故b=c=2.

类型三

典例3 解:(1)由bcos
 

C+ccos
 

B=2acos
 

A 及正弦定理,
可得sin

 

Bcos
 

C+sin
 

Ccos
 

B=2sin
 

Acos
 

A,
即sin(B+C)=sin

 

A=2sin
 

Acos
 

A,

因为A∈(0,π),sin
 

A≠0,所以cos
 

A=12
,

即A=π3.

(2)由S△ABC=
1
2bcsin

 

A=12×6×
3
2c=33

,

可得c=2,由S△ABC=S△ABE+S△ACE,

可得1
2AB·AE·sinπ6+

1
2AC·AE·sinπ6=33

,

即1
4×AE×

(2+6)=33,解得AE=332 .

*第38课时 解三角形的综合应用(进阶课)
类型一

典例1 B [在△ABD 中,AB=2,BD=2,∠ABD=π4
,

由余弦定理得AD2=AB2+BD2-2AB·BDcosπ4=4+2-

2×2×2× 22=2
,所以AD=2.

在△ACD 中,由正弦定理得 CD
sin∠CAD=

AD
sin∠ACD

,∠ACD=

π
4
,∠CAD=π3

,

即CD
3
2

= 2
2
2

,解得CD=3.

故选B.]
类型二

典例2 ABC [对于A,由正弦定理,得2R= c
sin

 

C=
43
3
,可得

△ABC 外接圆的半径R=233
,故A正确;

对于B,由余弦定理,得c2=a2+b2-2abcos
 

C,
所以4=a2+b2-ab≥2ab-ab=ab,即ab≤4,当且仅当a=

b=2时,等号成立.所以△ABC 面积的最大值为Smax=
1
2×

4×sinπ3=3
,故B正确;

对于C,由C=π3
,可得A+B=2π3

,

则sin
 

B=sin2π3-A  = 32cos
 

A+12sin
 

A.

由正弦定理,可得a+2b=2Rsin
 

A+2×2Rsin
 

B=433
(2sin

 

A+

3cos
 

A)=433 ×7 27sin
 

A+ 3
7
cos

 

A =4 21
3 sin(A+

φ)其中tan
 

φ=
3
2
,且0<A<2π3  .当A+φ=

π
2

时,a+2b

取得最大值4 21
3
,故C正确;

对于D,由余弦定理,得4=a2+b2-ab≥a2+b2-a
2+b2

2 =

a2+b2

2
,得a2+b2≤8,当且仅当a=b=2时,等号成立,所以

a2+b2 的最大值为8,故D错误.
故选ABC.]

多维变迁

 解:(1)由a
4b=

sin
 

B
sin

 

A
及正弦定理得a

4b=
b
a
,化简得a=2b,

因为C=π2
,c=5,所以a2+b2=c2=25,即4b2+b2=25,解

得b=5(舍负),a=2b=25.
(2)根 据ab=20,c=5,由 余 弦 定 理 的 推 论 得cos

 

C=
a2+b2-c2

2ab =140
(a2+b2-25)≥140

(2ab-25)=38
,

当且仅当a=b时,等号成立.

所以cos2C≥964
,即1-sin2C≥964

,可得sin2C≤5564
,结合

sin
 

C>0,

解得sin
 

C≤ 55
8 .

因为△ABC 的 面 积S= 12absin
 

C=10sin
 

C≤10× 55
8

=5 55
4
,

所以当a=b=25时,△ABC 的面积取得最大值5 55
4 .
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答案详解

类型三

典例3 (1)D (2)A (3)A [(1)先要测出c,则可利用正弦定

理求出PB,再利用正弦定理求出PA,
最后由余弦定理求出AB,则需测出a,b才能求出DE.
故选D.
(2)法一:因为AB=h,∠ADB=β,∠ACB=α,
则∠ACD=π-α,所以sin∠ACD=sin(π-α)=sin

 

α,
∠DAC=α-β,

在Rt△ABD 中,可得AD=AB
sin

 

β
= h
sin

 

β
,

在△ACD 中,由正弦定理可得

CD
sin∠DAC=

AD
sin∠ACD

,

即 CD
sin(α-β)

=

h
sin

 

β
sin

 

α
,

可得CD=hsin
(α-β)

sin
 

αsin
 

β
.

法二:CD=BD-BC= h
tan

 

β
- h
tan

 

α

=h
(sin

 

αcos
 

β-sin
 

βcos
 

α)
sin

 

βsin
 

α =hsin
(α-β)

sin
 

αsin
 

β
.

故选A.
(3)如图,∠BAC=90°+30°=120°,
由正弦定理得

42
sin

 

C=
43

sin∠BAC
,

解得sin
 

C= 22.因为0°<C<90°,所以

C=45°,因为90°-45°-30°=15°,
所以乙船航行的最佳方向为西偏南15°.
故选A.]

规范答题二

典例 (1)3sin
 

Bcos
 

A 3 (3) 2114  1-sin2B

2sin
 

Bcos
 

B 5314 1-2sin
2B 1114 sin

 

Acos
 

2B+cos
 

Asin
 

2B

第五章 平面向量、复数

第39课时 平面向量的概念及线性运算

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)大小 方向 长度 |AB→|
(2)0 (3)1个单位 (4)相同 相反 平行 (5)相等 相同

 (6)相等 相反

知识点2 b+a a+(b+c) |λ||a| 相同 相反 0
(λμ)a λa+μa λa+λb 

知识点3 b=λa
链教材·夯基固本

1.CD [易知A,B正确;
单位向量a与b的方向均不确定,故C错误;
两个单位向量平行,它们的方向可能相反,两个向量不相等,故
D错误.故选CD.]

2.OA→-OB→+OC→ [因为OD→=OC→+CD→,
而CD→=BA→=OA→-OB→,
故OD→=OC→+CD→=OC→+(OA→-OB→)=OA→-OB→+OC→.]

3.13 
[由题意知,存在实数λ,使得b-ta=λ 1

2a-
3
2b  ,

则
t=-12λ

,

3
2λ=-1

,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得t=13.]

4.5 1 [|a+b|≤|a|+|b|=2+3=5,当且仅当a,b同向时

取等号,所以|a+b|max=5.
又|a+b|≥||a|-|b||=|3-2|=1,
当且仅当a,b反向时取等号,所以|a+b|min=1.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)CD (2)ABC [(1)方向相反的两个非零向量必定

平行,所以方向相反的两个非零向量一定共线,单位向量的模

相等,但方向不确定,不一定是共线向量,故A错误;
零向量是有方向的,其方向是任意的,故B错误;

因为 a
|a|

与 b
|b|

都是单位向量,所以只有当 a
|a|

与 b
|b|

是相反向

量,即a与b反向共线时,a
|a|+

b
|b|=0

才成立,故C正确;

向量是有方向和大小的矢量,不能比较大小,但它们的模能比

较大小,故D正确.故选CD.

(2)由正六边形的结构特征,知AB→ 与OC→ 方向相同,长度相

等,所以AB→=OC→,故A正确;

AB→与DE→方向相反,所以AB→∥DE→,故B正确;

由正六边形的性质,知|AD→|=|BE→|,故C正确;AD→ 与FC→ 不共

线,故D错误.故选ABC.]
考点二

典例2 (1)D (2)B (3)B [(1)12BD→-AD→=12BA→+

1
2AD→-AD→=12(BA

→-AD→)=-12(AB
→+AD→)=12CA→.故

选D.

(2)由已知得,BE→=AE→-AB→=34AD→-AB→

=34
(AB→+BD→)-AB→

=34 AB→+23BC→ -AB→
=34 AB→+23(AC

→-AB→)  -AB→
=-34AB→+12AC→=-34a+

1
2b.

故选B.

(3)如图,在△ABC 中,BD→=13BC→,AE→=13AD→,

根据向量的运算法则,可得 EB→=EA→+AB→=-13AD→+
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数学 上册

AB→=-13(AB
→+BD→)+AB→=23AB→-13×

1
3BC→=23AB→-

1
9
(AC→-AB→)=79AB→-19AC→,

所以λ+μ=
7
9-

1
9=

2
3.故选B.]

多维变迁

1.A [∵四边形ABCD 为平行四边形,∴M 是AC,BD 的中点,

∴MA→+MC→=0,MB→+MD→=0,

∴MA→+2MB→+2MC→+MD→=MC→+MB→=12AC→+12DB→=

1
2
(AC→+DB→)=12 (AC

→+DC→+CB→)= 12 (AB
→+DC→)=

AB→=DC→.
故选A.]

2.ABD [对于A,由题意知,E,F 分别是CD 边上的两个三等分

点,且EF→与AB→方向相同,|EF→|=13|AB
→|,则EF→=13AB→,

故A正确;

对于B,AF→=AD→+DF→=AD→+23DC→=AD→+23(AC
→-

AD→)=13AD→+23AC→,故B正确;

对于C,CB→-CE→=EB→,故C错误;

对于D,AD→+DC→=AC→,AB→+BC→=AC→,所以 AD→+DC→=
AB→+BC→,故D正确.
故选ABD.]

考点三

典例3 (1)B (2)A [(1)由题意知ka-b=λ(-2a+kb),λ>

0,即
k=-2λ,
-1=kλ,
λ>0, 解得λ= 22

,k=-2.

故选B.
(2)对于A,因为BD→=BC→+CD→=a+5b,
所以AB→=BD→,所以A,B,D 三点共线,故A正确;

对于B,因为BC→=-2a+8b,AB→=a+5b,
所以不存在λ∈R,使得AB→=λBC→,
所以A,B,C 三点不共线,故B错误;

对于C,因为CD→=3a-3b,BC→=-2a+8b,
所以不存在λ∈R,使得BC→=λCD→,
所以B,C,D 三点不共线,故C错误;

对于D,因为CD→=3a-3b,AC→=AB→+BC→=-a+13b,
所以不存在λ∈R,使得AC→=λCD→,
所以A,C,D 三点不共线,故D错误.
故选A.]

母题探究

1.解:由题意知ka-b=λ(-2a+kb),即(2λ+k)a-(kλ+1)b=0,

因为a,b 是两个不共线的向量,所以
k=-2λ,
-1=kλ, 解得k= 2

或k=-2.

2.解:BD→=BC→+CD→=(a+kb)+3(a-b)=4a+(k-3)b,a,b
不共线,

若A,B,D 三点共线,则存在实数λ,使BD→=λAB→,
即4a+(k-3)b=λ(a+5b),

所以
4=λ,
k-3=5λ, 解得k=23.

随堂·对点检测

1.C [12
(a+2b-3c)-3(a-2b-c)

=-52a+7b+
3
2c.故选C.]

2.D [对于选项A,两个向量不能比较大小,故A错误;
对于选项B,若a=b,则可得|a|=|b|且a∥b,所以必要性

成立,
当|a|=|b|且a∥b时,则可得a=b或a=-b,故充分性不成

立,故B错误;
对于选项C,当b=0时,因为零向量与任意向量都平行,对于

任意向量a和c,都有a∥b且b∥c,但a与c不一定平行,故C
错误;

对于选项D,A,B,C,D 是不共线的四点,AB→=DC→,即模相等

且方向相同,即平行四边形ABCD 对边平行且相等,反之也成

立,故D正确.故选D.]
3.A [由点F 是线段DE 的中点,得

DF→=12DE→,

由BC→=3EC→,且四边形ABCD 为平

行四边形,

得CE→=-13BC→=-13AD→,

则AF→=AD→+DF→=AD→+12DE→=AD→+ 12(DC
→+CE→)=

AD→+12 DC→-13AD→  =12DC→+56AD→=12AB→+56AD→,且

AF→=λAB→+μAD→,故μ=
5
6.

故选A.]

4.-23 
[由a与b不共线,a-xb与3a+2b共线,

可设a-xb=λ(3a+2b),

所以
1=3λ,
-x=2λ, 解得x=-23.]

第40课时 平面向量基本定理及坐标表示

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)不共线 有且只有 (2)不共线

知识点2 (1)(x1+x2,y1+y2) (x1-x2,y1-y2) (λx1,
λy1) (2)(x2-x1,y2-y1) 

知识点3 x1y2-x2y1=0
链教材·夯基固本

1.B [对于A,因为零向量与任何向量平行,所以选项A中的两

个向量不可以作为基底;对于B,e1=(-1,2)与e2=(5,7)对
应坐标不成比例,两向量不共线,可以作为基底;对于C,e1=

(3,5),e2=(6,10),e1=
1
2e2

,两向量共线,不可以作为基底;

对于D,e1=(2,-3),e2=
1
2
,-34  ,e1=4e2,两向量共线,

不可以作为基底.故选B.]
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答案详解

2.b-12a a-12b [根据题意,得 BC→=AD→=b,CF→=

-12AB→=-12a,

所以BF→=BC→+CF→=b-12a.

同理DE→=DC→+CE→=AB→-12AD→=a-12b.]

3.(1,5) [设D(x,y),则AB→=DC→,
得(3-(-1),-1-(-2))=(4,1)=(5-x,6-y),

即
4=5-x,
1=6-y, 解得

x=1,
y=5, 即D(1,5).]

4.-4 [因为a=(2,3),b=(x,-6),a∥b,所以2×(-6)-
3x=0,解得x=-4,所以当x=-4时,a与b共线.]

5.B [由题意得,P 是△OAB 的重心,
又A(5,-2),B(-4,-3),O(0,0),

所以P 点坐标为 1
3
,-53  .故选B.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)C [(1)因为e1-2e2=-(2e2-e1),所以

{e1-2e2,2e2-e1}不能作为平面向量的基底,A错误;因为不

存在实数λ,使得2e1+3e2=λ(3e1+2e2),所以2e1+3e2,
3e1+2e2 不共线,所以{2e1+3e2,3e1+2e2}能作为平面向量

的基底,B正确;
因为6e1+4e2=2(2e2+3e1),所以{2e2+3e1,6e1+4e2}不能

作为平面向量的基底,C错误;因为e1-2e2=-2 e2-
1
2e1 ,所以 e1-2e2,e2-12e1 不能作为平面向量的基底,

D错误.故选B.
(2)由题意,D 为BC 的中点,E 是线段AD 上的一点,设

AE→=mAD→,
则CE→=CA→+AE→=CA→+mAD→=CA→+m(AC→+CD→)=

CA→+m AC→+12CB
→  =(1-m)CA→+m

2CB
→,

又CE→=xCA→+(1-2x)CB→,

则
x=1-m,

1-2x=m
2
, 解得

x=13
,

m=23.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 故选C.]

母题探究

 解:由本例(2)解析可知,CE→=13CA→+13CB
→,即3CE→=CA→+

CB→,①
由D 为BC 的中点,可得CB→=2CD→=2(CE→+ED→),②
将②代入①得,CA→=CE→-2ED→,
所以AB→=CB→-CA→=4ED→+CE→=4ED→-EC→.

考点二

典例2 (1)B (2)A [(1)由题意得AB→=(-2,-7),AC→=
(-1,-4),

所以AB→+AC→=(-3,-11).
故选B.
(2)如图所示,由题意可得a=EG→,以A 为原点,AC 为y 轴,
AE 为x轴建立平面直角坐标系,设每个小正方形的边长为1,

则C(0,3),A(0,0),E(3,0),B(3,1),D(3,2),G(5,-2),

所以a=(2,-2),u=AB→=(3,1),v=CD→=(3,-1),
因为u=ma-nv,即(3,1)=m(2,-2)-n(3,-1)=(2m-
3n,-2m+n),

所以
2m-3n=3,

n-2m=1, 解得m=-32
,n=-2,

所以m+n=-72.

故选A.]
考点三

典例3 (1)C (2)ACD (3)12 
[(1)因为a=(2,1),a与b共

线且方向相反,
所以b=λa=(2λ,λ)(λ<0),

又因为|b|=5,所以|b|= 4λ2+λ2=5,

解得λ=-5,

所以b=(2λ,λ)=(-25,-5).
故选C.
(2)因为A(0,1),B(1,0),C(3,2),
以A,B,C 三个点为顶点作平行四边形,如图所示.

设第四个顶点D 的坐标为(x,y),

若AB→=DC→,则(1,-1)=(3-x,2-y),

即
3-x=1,

2-y=-1, 解得
x=2,

y=3, 所以D(2,3),选项A正确;

若AC→=BD→,则(3,1)=(x-1,y),

即
x-1=3,

y=1, 解得
x=4,

y=1, 所以D(4,1),选项C正确;

若AD→=CB→,则(x,y-1)=(-2,-2),

即
x=-2,

y-1=-2, 解得
x=-2,

y=-1, 
所以D(-2,-1),选项D正确.
故选ACD.
(3)因为a=(2,1),b=(1,x),a∥b,

则2x=1,解得x=12.]
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随堂·对点检测

1.C [因为向量AB→=(1,2),AC→=(3,5),
所以BC→=AC→-AB→=(2,3).故选C.]

2.B [因为点D 在边AB 上,BD=2DA,所以BD→=2DA→,即
CD→-CB→=2(CA→-CD→),所以CB→=3CD→-2CA→=3n-
2m=-2m+3n.
故选B.]

3.A [由已知得,EF→=AF→-AE→=34AC→-12AD→=34(AB
→+

AD→)-12AD→=34AB→+14AD→=xAD→+yAB→,则x=14
,y=

3
4
,x+y=1.故选A.]

4.1 [由题可得a+b=(2,2),a+kb=(3-k,1+k),
又(a+b)∥(a+kb),
则2(1+k)=2(3-k),解得k=1.]

第41课时 平面向量的数量积及其应用

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (2)|a||b|cos
 

θ |a||b|cos
 

θ
链教材·夯基固本

1.3c 32a [(a·b)c=|a||b|cosπ6c=1×2×
3
2c=3c

,

a(b·c)=a·|b||c|cosπ4=2×3×
2
2a=32a.]

2.- 962
962  

[cos
 

θ=a·b
|a||b|=

-30+28
74× 52

=- 962
962 .]

3.±34 
[由题意知(a+kb)·(a-kb)=a2-k2b2=9-16k2=

0,解得k=±34.]

4.84 [(2a-b)·(a+3b)=2|a|2+5a·b-3|b|2=2×36+

5×6×4×12-3×16=84.
]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)B (2)B (3)6 [(1)因为a=(1,1),b=(-1,2),

则a·b=-1+2=1,|b|= (-1)2+22=5,

则a在b上的投影向量是a·b
|b|2b=

1
5b= -15,25 .

故选B.

(2)法一:由题意知,EC→=EB→+BC→=12AB→+AD→,ED→=EA→+

AD→=-12AB→+AD→,所以EC→·ED→= 12AB→+AD→ ·

 -12AB→+AD→ =|AD→|2-14|AB
→|2,由题意知|AD→|=

|AB→|=2,所以EC→·ED→=4-1=3.故选B.
法二:以点A 为坐标原点,AB→,AD→ 的方向分别为x,y 轴的正

方向建立平面直角坐标系(图略),则
 

E(1,0),C(2,2),D(0,

2),所以EC→=(1,2),ED→=(-1,2),所以EC→·ED→=-1+
4=3.故选B.

(3)由题意,a与b的夹角为2π
3
,|a|=5,|b|=4,

则(a+b)·b=a·b+b2

=5×4× -12  +42=6.]

考点二

考向1 典例2 (1)B (2)D [(1)因为(b-2a)⊥b,所以(b-
2a)·b=0,
即b2=2a·b,又因为|a|=1,|a+2b|=2,
所以1+4a·b+4b2=1+6b2=4,

所以|b|= 22.故选B.

(2)因为|a-3b|=|a+3b|,
所以两边同时平方可得a2-6a·b+9b2=a2+6a·b+9b2,
所以a·b=0,
因为a=(3-m,3),b=(2,m+4),
所以a·b=2(3-m)+3(m+4)=m+18=0,
解得m=-18.
故选D.]

考向2 典例3 (1)C (2)C [(1)因为|2b-a|= 15,
所以两边同时平方得|2b-a|2=(2b-a)2=4|b|2+|a|2-
4a·b=15,
又因为|a|=1,|b|=2,

所以16+1-4a·b=15,得a·b=12
,

所以cos<a,b>=a·b
|a||b|=

1
4.

故选C.
(2)由已知得a-b=(1-x,-2).
由于向量a-b与b的夹角为锐角,所以(a-b)·b>0,且a-
b与b不共线,

则(1-x)x+2>0,且-2x≠x-1,解得x∈ -1,13 ∪
 13,2 ,
即x的取值范围为 -1,13  ∪ 1

3
,2  .

故选C.]

考向3 典例4 2 [法一:因为a=(x,1),b=(x-1,2x),
所以a-b=(1,1-2x),又a⊥(a-b),
所以a·(a-b)=x+1-2x=0,解得x=1,
所以a=(1,1),

则|a|= 12+12=2.
法二:由a⊥(a-b),得a·(a-b)=0,即a2=a·b,将a=
(x,1),b=(x-1,2x)代入,得x2+1=x(x-1)+2x,解得

x=1,所以a=(1,1),则|a|= 12+12=2.]
考题探源

1.解:因为a=(1,0),b=(1,1),
所以a+λb=(1+λ,λ),
因为(a+λb)⊥a,所以(a+λb)·a=1+λ=0,
解得λ=-1.

2.解:因为m=(λ+1,1),n=(λ+2,2),
所以m+n=(2λ+3,3),m-n=(-1,-1),
因为(m+n)⊥(m-n),
所以(m+n)·(m-n)=-(2λ+3)-3=-2λ-6=0,
解得λ=-3.

教材拓展

典例5 解:(1)
 

由极化恒等式知AB→·AC→=AD→2-BC→2

4 =9-

9
4=
27
4.
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答案详解

(2)设|AD→|=3m>0,|BC→|=2n>0.因为AB→·AC→=27,所以

由极化恒等式知AB→·AC→=AD→2-BC
2→
4 =9m

2-n2=27.

因为FB→·FC→=-5,由极化恒等式知FB→·FC→=FD→2-

BD→2=m2-n2=-5,所以
9m2-n2=27,

m2-n2=-5, 解得m=2,n=3,

所以EB→·EC→=4m2-n2=7.
随堂·对点检测

1.B [因为a=(3,1),b=(-2,2),
所以a+λb=(3-2λ,1+2λ),
因为a⊥(a+λb),
所以a·(a+λb)=3×(3-2λ)+1×(1+2λ)=10-4λ=0,

解得λ=52.

故选B.]

2.C [在△ABC 中,AB→·BC→>0,
根据平面向量数量积公式可得

|AB→||BC→|·cos(π-B)>0,
即cos(π-B)=-cos

 

B>0,
所以cos

 

B<0,角B 为钝角,
则△ABC 一定是钝角三角形.
故选C.]

3.A [设a与b的夹角为θ,θ∈[0,π],
因为(a+b)·(a-2b)=a2-a·b-2b2=|a|2-|a||b|cos

 

θ-
2|b|2=-17,所以22-2×3cos

 

θ-2×32=-17,

解得cos
 

θ=12
,因为θ∈[0,π],所以θ=π3.

故选A.]

4.ABD [由题意可知,AB→=(3,1),AC→=(2,4),BD→=(-4,2),

CD→=(-3,-1),

|AC→|= 22+42=25,A正确;

BD→·AC→=-4×2+2×4=0,则BD→⊥AC→,B正确;

cos<AC→,AB→>= AC→·AB→

|AC→||AB→|

= 3×2+1×4
22+42 32+12

= 22
,又0°≤<AC→,AB→>≤180°,则向量

AC→与AB→的夹角为45°,C错误;

AB→=-CD→,即AB→∥CD→,D正确.
故选ABD.]

5.(5,3) [设向量a,b的夹角为θ,因为向量a,b的夹角为锐

角,所以0<cos
 

θ<1,因为c=a+2b,
所以c2=(a+2b)2=a2+4a·b+4b2=5+4cos

 

θ∈(5,9),所

以|c|∈(5,3).]
第42课时 平面向量的应用

理法先行·题练固本

链教材·夯基固本

1.C [因为AB→·BC→+AB→2=AB→·(AB→+BC→)=AB→·AC→=0,

所以AB→⊥AC→,所以A=π2.故选C.]

2.8 [取AB 的中点M,连接CM(图略),则CM⊥AB,AM→=
1
2AB→,所以AB→·AC→=|AB→||AC→|·cos∠BAC=|AB→|·

|AM→|=12|AB
→|2=8.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 A [因为CD→=2DB→,

所以AD→=AB→+BD→=AB→+13BC→=AB→+13(AC
→-AB→)=

2
3AB→+13AC→.

设AB=x,则AD→2= 2
3AB→+13AC→  

2
,

即37=49x
2+49×x×9cos

 

60°+19×9
2,

即2x2+9x-126=0,
因为x>0,
故解得x=6(负值舍去),即AB=6,

所以|BC→|=|AC→-AB→|

= |AB→|2+|AC→|2-2|AB→||AC→|cos
 

60°

= 62+92-2×6×9×12

=37.]

多维变迁

 21
2  [以A 为坐标原点,AD,AB 所在直线分别为x 轴、y

轴建立平面直角坐标系,则A(0,0),B(0,3),C(3,3),D(3,

0),AC→=(3,3),

设AE→=λAC→,则E 的坐标为(3λ,3λ),

故BE→=(3λ,3λ-3).
因为BE⊥AC,所以BE→·AC→=0,

即9λ+3λ-3=0,解得λ=14
,

所以E 3
4
,3
4  ,

故ED→= 9
4
,- 34  ,|ED→|= 21

2
,

即ED= 21
2 .]

考点二

典例2 (1)A (2)AC [(1)如图,真风风速对应的向量=视风

风速对应的向量-船行风风速对应的向量=视风风速对应的

向量+船速对应的向量=AB→,|AB→|=22∈(1.6,3.3),故
选A.
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(2)如图所示,因为|F1|=|F2|,所以平行四边形ABCD 为菱

形,故|F1|cos
θ
2=

1
2|G|

,即|F1|=
|G|

2cosθ
2

,故A正确;

由A项解析知,θ越小越省力,θ越大越费力,故B错误;

当θ=2π3
时,∠ABD=π3

,又AB=AD,所以△ABD 为等边三

角形,即|F1|=|G|,故C正确;
若θ=π,则F1+F2=0,与F1+F2=G 矛盾,所以θ≠π,故D
错误.

故选AC.]
考点三

考向1 典例3 8

[如图,因为AD→=xAB→+yAC→,E 为

AC 的中点,

所以AD→=xAB→+2yAE→,
因为B,E,D 三点共线,
所以x+2y=1(x>0,y>0),

所以2
x + 1y =(x+2y) 2x+

1
y  =4+4yx +x

y ≥4+

2 4y
x

·x
y =8,

当且仅当4y
x=

x
y
,即x=12

,y=
1
4

时等号成立,故2
x+

1
y

的

最小值为8.]
考向2 典例4 B [因为P 为图中7个正六边形(边长为1)内

部或边界上的点,

A,B 为两个固定顶点,

所以AP→·AB→=|AP→||AB→|cos<AP→,AB→>=4|AP→|cos<AP→,

AB→>.
当点P 与点E 或点F 重合时,

|AP→|cos<AP→,AB→>最小,

最小值为1×cos
 

120°=-12
;

当点P与点G或点H 重合时,|AP→|cos<AP→,AB→>最大,

最大值为4+1×cos
 

60°=92
,

所以-2≤4|AP→|cos<AP→,AB→>≤18,

则AP→·AB→的取值范围是[-2,18].
故选B.]

考向3 典例5 D [由|OA→|=|OB→|= 2,|AB→|=2,可知

OA→⊥OB→,
故点A,B 在以O 为圆心,2为半径的圆上,
取AB 的中点H,可知|OH|=1,
所以点H 在以O 为圆心,1为半径的圆上,

则|2CA→+AB→|2=4CA→2+4CA→·AB→+AB→2

=4CA→·(CA→+AB→)+4=4CA→·CB→+4

=4(CH→+HA→)·(CH→+HB→)+4
=4(CH→2-HA→2)+4

=4(CH→2-1)+4=4CH→2,

所以|2CA→+AB→|=2|CH→|,

又||CO→|-1|≤|CH→|≤|CO→|+1,|CO→|= 32+42=5,

则4≤|CH→|≤6,故8≤2|CH→|≤12,

即|2CA→+AB→|的取值范围是[8,12].
故选D.]

教材拓展

典例6 B [∵ AB→

|AB→|
,AC→

|AC→|
分别表示与向量AB→,AC→ 方向相同

的单位向量,

∴设AD→= AB→

|AB→|
,AE→= AC→

|AC→|
,

则|AD→|=|AE→|=1,

以AD,AE 为邻边作平行四边形ADFE,可得AF→=AD→+

AE→= AB→

|AB→|
+ AC→

|AC→|
,

∴四边形ADFE是菱形,可得AF平分∠BAC.

又∵OP→=OA→+λ AB→

|AB→|
+ AC→

|AC→|  ,λ∈[0,+∞),
∴AP→=OP→-OA→=λ AB→

|AB→|
+ AC→

|AC→|  =λAF→,可得点P 在射

线AF 上运动.
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答案详解

由于△ABC 的内心在∠BAC 的平分线上,所以点P 的轨迹一

定经过△ABC 的内心.
故选B.]

随堂·对点检测

1.A [∵(OB→-OC→)·(OB→+OC→-2OA→)=0,

∴CB→·(AB→+AC→)=0,

∴CB→⊥(AB→+AC→),
∴△ABC 的边BC 上的中线和边BC 垂直,

∴△ABC 是等腰三角形.故选A.]

2.D [由题意,知F1+F2+F3=0,即F3=-(F1+F2),
所以F23=(F1+F2)2=F21+F22+2F1·F2
=4+16+16cos

 

60°=28,

即|F3|=27
 

N.故选D.]

3.A [因为a=(-5,m),b=(-2,3),且a,b的夹角为锐角,

则a·b=10+3m>0,解得m>-103.

当a,b共线时,-2×m=-5×3,解得m=152
,

此时a= -5,152  ,b=(-2,3),满足a=52b
,此时两向量夹

角为0,

于是当a,b的夹角为锐角时,m∈ -103,152 ∪ 152,+∞ .

故选A.]

4.C [如图,连接MO,OP,OQ,ON,作PQ⊥OE,MN⊥OD,垂
足分别为E,D,

则E,D 分别是QP,MN 的中点,

由勾股定理得OE= 132-52=12,OD= 132-122=5,

又PM→+QN→=OM→-OP→+ON→-OQ→

=(OM→+ON→)-(OP→+OQ→)=2(OD→-OE→),
故|PM→+QN→|=2|OD→-OE→|≤2(|OD→|+|OE→|)=34,当

OE→,OD→共线且反向时等号成立,

所以|PM→+QN→|的最大值是34.
故选C.]

5.16 [因为BD→=13BC→,所以CB→=32CD
→,

因为CE→=xCA→+yCB→,

所以CE→=xCA→+32yCD
→,

且A,D,E 三点共线,则x+3y2=1
,x>0,y>0,

则6x+y
xy =6y+

1
x= 6y+1x  x+32y 

=6xy+
3y
2x+10≥2

6x
y

·3y
2x+10=16

,

当且仅当

6x
y=

3y
2x
,

x+32y=1
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 即

x=14
,

y=
1
2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 时,等号成立,

所以6x+y
xy

的最小值是16.]

第43课时 复数

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)a b (2)= ≠ (3)a=c且b=d (4)a=c

且b=-d (5)|z| |a+bi| a2+b2

知识点2 Z(a,b)
知识点3 (1)(a+c)+(b+d)i (a-c)+(b-d)i (ac-

bd)+(ad+bc)i ac+bdc2+d2+
bc-ad
c2+d2i

链教材·夯基固本

1.-1 [由题意知
m+1=0,

m-1≠0, 解得m=-1.]

2.-2+i [5i-2=
5(-2-i)

(-2+i)(-2-i)=-2-i
,

故其共轭复数是-2+i.]

3.A [由z=m(3+i)-(2-i)=(3m-2)+(m+1)i,

又2
3<m<1

,则 3m-2>0,

m+1>0, 
所以复数z在复平面内对应的点为(3m-2,m+1),位于第一

象限.故选A.]

4.-5-5i [(-2-i)(3+i)=-2×3-2×i-3×i-i×i=
-6-2i-3i-i2

=-6-2i-3i+1=-5-5i.]

5.1 [由题意可知|z|= 1+i
1-i =|i|=1.

]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 ACD [对于A,由题知,z=1-mi,则z(2-i)=(1
-mi)(2-i)=(2-m)-(1+2m)i,

又z(2-i)是纯虚数,则 2-m=0,

1+2m≠0, 解得m=2,A正确;

对于B,i(1+i)=-1+i,其虚部为1,B错误;

对于C,因为z(1+i)=2,所以z= 21+i=
2(1-i)
(1+i)(1-i)=1-i

,

则|z|=2,C正确;
对于D,由(x-i)i=-i2+xi=1+xi=y+5i,得x=5,y=1,
则x+y=6,D正确.故选ACD.]
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母题探究

1.-12 
[由题知,z=1-mi,则z(2-i)=(1-mi)(2-i)=

(2-m)-(1+2m)i,

又z(2-i)是实数,则1+2m=0,解得m=-12.]

2.-1-i [i(1+i)=-1+i,故其共轭复数为-1-i.]

3.2 [法一:z=i(1+i)=-1+i,|z|= 12+(-1)2=2.

法二:|z|=|i(1+i)|=|i||1+i|=2.]
考点二

典例2 (1)A (2)C (3)A (4)7-5i

[(1)1z-1=
1
i=-i

,故选A.

(2)由-2-z=1-i
i2

 

027=
1-i
i3 =

1-i
-i=1+i

,

可得z=-3-i.故选C.

(3)∵1+2i2-i=
(1+2i)(2+i)
(2-i)(2+i)=

5i
5=i

,

∴z=i2
 

027=i4×506+3=-i,∴z·z=1.
故选A.
(4)(5+i)·(5-2i)=5+5i-25i+2=7-5i.]

多维变迁

1.C [因为 z
z-1=

z-1+1
z-1 =1+ 1

z-1=1+i
,

所以z=1+1i=1-i.
]

2.2i [因为复数z在复平面内对应的点的坐标为(2,-1),
所以z=2-i,z=2+i,

故z+i
z-1=

2+i+i
2-i-1=

2+2i
1-i=

2(1+i)2
(1-i)(1+i)=

2(1+i)2

2 =2i.]

考点三

典例3 (1)A (2)B [(1)由 题 意 可 知,z=4+3i1+2i=

(4+3i)(1-2i)
(1+2i)(1-2i)=2-i

,

则z=2+i,在复平面上对应的点为(2,1),位于第一象限.故

选A.
(2)由复数z满足|z+i|+|z-i|=2,
可知复数z在复平面内对应点的轨迹为以A(0,-1),B(0,1)
为两端点的线段,
而|z-1|的几何意义为线段上的点到点(1,0)的距离,

则|z-1|的最大值是2.故选B.]
多维变迁

1.ABD [分三种情况:

①当BA→=CD→时,zA-zB=zD-zC,
则zD=zA-zB+zC=-5-2i+4-5i+2=1-7i;

②当BA→=DC→时,zA-zB=zC-zD,
则zD=zC-zA+zB=2+5+2i-4+5i=3+7i;

③当AC→=DB→时,zC-zA=zB-zD,
则zD=zB-zC+zA=-4+5i-2-5-2i=-11+3i.
所以点D 对应的复数为1-7i或3+7i或-11+3i.
故选ABD.]

2.4 [|z+2-2i|=1,
复数z 对应的点的轨迹是以C(-2,2)为圆心,半径r=1
的圆,
而|z-3-2i|=|z-(3+2i)|的几何意义是复数z对应的点

与点A(3,2)的距离.
又|AC|=5,点A(3,2)在圆C 外,所以|z-3-2i|的最小值

为|AC|-r=5-1=4.]
教材拓展

典例 4 BC [复 数 z=1- 3i的 三 角 形 式 为 z=

2cos5π3+isin
5π
3  ,故A错误;

当r=1,θ=π2
时,z=cosπ2+isin

π
2=i

,

因为i4k+1+i4k+2+i4k+3+i4k+4=0,k∈Z,
所以z+z2+z3+…+z2

 

024=0,故B正确;

当r=2,θ=π3
时,z=2cosπ3+isin

π
3  ,

z3= 2cosπ3+isin
π
3    

3

=23(cos
 

π+isin
 

π)=-8,故C正

确;

当r=3,θ=π4
时,z=3cosπ4+isin

π
4  ,

zn= 3cosπ4+isin
π
4    

n

=3n cosnπ4+isinnπ4 ,

若zn 为纯虚数,则
cosnπ4=0

,

sinnπ4≠0
,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 则nπ
4=

π
2+kπ

,所以n=4k+

2,k∈Z,
虽然n=4k+2,k∈Z是偶数,但是偶数还有n=4k,k∈Z的形

式的数,
所以“n为偶数”是“zn 为纯虚数”的必要不充分条件,故D
错误.
故选BC.]

随堂·对点检测

1.A [由z=i3·(2+i)=-i·(2+i)=1-2i,得z的实部为1.
故选A.]

2.D [∵(a2-3a+2)+(a2-4a+3)i是纯虚数,

∴
a2-3a+2=(a-1)(a-2)=0,

a2-4a+3=(a-1)(a-3)≠0, 
解得a=2.
故选D.]

3.A [因为z=1-i2+2i=
(1-i)2

2(1+i)(1-i)=-
1
2i
,

所以􀭵z=12i
,所以z-􀭵z=-12i-

1
2i=-i.

故选A.]

4.(-∞,-2) [由于(1+2i)-m(3-i)=(1-3m)+(2+m)i,
故点(1-3m,2+m)位于第四象限,

因此
1-3m>0,

2+m<0, ∴
m<13

,

m<-2, ∴m<-2,

即实数m 的取值范围是(-∞,-2).]
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答案详解

第六章 数列

第44课时 数列的概念及其函数特性

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 序号n
知识点2 有限 无限 > <
知识点3 序号n 数列的第n项an

链教材·夯基固本

1.5n-4 [由题图可知,

a1=1=5×1-4,a2=6=5×2-4,a3=11=5×3-4,a4=
16=5×4-4=16,…,归纳得an=5n-4.]

2.
2,n=1,

2n-1,n≥2,n∈N*  [当n=1时,a1=S1=2.

当n≥2时,

an=Sn-Sn-1=n2+1-[(n-1)2+1]=2n-1.
显然当n=1时,不满足上式,

故an=
2,n=1,

2n-1,n≥2,n∈N*. ]

3.n
n+1 

增 [an=
n

n+1
可以作为这个数列的一个通项公式.

由an+1-an=
n+1
n+2-

n
n+1=

1
(n+1)(n+2)>0.

得an+1>an,因此数列{an}为递增数列.]

4.12 
[由题意得an=

2n-1
2n

=1-1
2n

.因为n 为正整数,所以

2n≥2,0<1
2n
≤12

,1-1
2n
≥12

,所以an≥
1
2.]

5.A [由a1=-2,an+1=1-
1
an
(n∈N*),

可得a2=1- -12  =32,
a3=1-

2
3=

1
3
,a4=1-3=-2=a1,

a5=1- -12  =32=a2,…,
即数列{an}是周期为3的数列,

则a2 

026=a3×675+1=a1=-2.故选A.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)an=
4,n=1,

4n-1,n≥2  [当n=1时,a1=S1=2×12+

1+1=4,
当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n2+n+1-[2(n-1)2+(n-
1)+1]=4n-1.
由于a1=4不满足上式,

所以an=
4,n=1,

4n-1,n≥2. ]

(2)解:因为2Sn=3an+1-3,所以2Sn+1=3an+2-3,

两式相减,得2an+1=3an+2-3an+1,即3an+2=5an+1,

所以等比数列{an}的公比q=
5
3
,

又因为2S1=3a2-3=5a1-3,

所以a1=1,故an=
5
3  

n-1

.

(3)解:①证明:当n=1时,a1=
a1
2+

1
a1
,

所以a21=2;当n≥2时,Sn=
Sn-Sn-1

2 + 1
Sn-Sn-1

,所以

Sn+Sn-1

2 = 1
Sn-Sn-1

,所以S2n-S2n-1=2,故数列{S2n}是以2

为首项,2为公差的等差数列.
②由①知,S2n=2+(n-1)×2=2n,得

Tn=2n.当n≥2时,bn=
Tn

Tn-1
= 2n
2(n-1)=

n
n-1.

当n=1时,b1=T1=2,不符合上式,故bn=
2,n=1,

n
n-1

,n≥2. 
母题探究

 解:当n=1时,a1=3,

当n≥2时,an=Sn-Sn-1=2n2+n-[2(n-1)2+(n-1)]=
4n-1,
由于a1=3满足上式,

所以an=4n-1(n∈N*).
考点二

典例2 (1)A (2)C [(1)由已知得an+1-an=ln
n+1
n  =

ln(n+1)-ln
 

n,
所以an-an-1=ln

 

n-ln(n-1),

an-1-an-2=ln(n-1)-ln(n-2),
…,

a3-a2=ln
 

3-ln
 

2,

a2-a1=ln
 

2-ln
 

1,
将上述n-1个式子相加,
整理得an-a1=ln

 

n-ln
 

1=ln
 

n,
又因为a1=0,所以an=ln

 

n(n≥2).
当n=1时,a1=0,满足an=ln

 

n.故选A.

(2)因为
Sn

an
=n2,所以Sn+1=(n+1)2an+1,

所以an+1=Sn+1-Sn=(n+1)2an+1-n2an,

化简得(n2+2n)an+1=n2an,
即(n+2)an+1=nan,

由a1=1,知an≠0,所以
an+1

an
= n
n+2

,

累乘可得
an+1

an
·an

an-1
·…·a2

a1
= n
n+2×

n-1
n+1×

…×13
,

即an+1=
2a1

(n+1)(n+2)=
2

(n+1)(n+2)
,

所以an=
2

n(n+1)
(n≥2),

当n=1时,a1=1也符合上式,所以Sn=n2an=
2n

n+1
(n∈

N*),所以S30=
2×30
30+1=

60
31.

故选C.]

􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋
􀪋

·95·



数学 上册

考点三

考向1 典例3 A [已知在数列{an}中,a1=2,且an+1=

1
1-an

,n∈N*,

则an+2=
1

1-an+1
= 1

1- 1
1-an

=1-1an
,

所以an+3=
1

1-an+2
= 1

1- 1-1an  
=an,

所以数列{an}为周期数列,周期为3.

又a2=
1

1-a1
=-1,a3=

1
1-a2

=12
,

即a2 

025=a675×3=a3=
1
2.

故选A.]

考向2 典例4 AD [当n≥2时,比较an 与an-1 的大小,可得

{an}是否为递增数列.
对于A,由an=2n-11,得an-an-1=2n-11-[2(n-1)-

11]=2>0,

所以数列{an}是递增数列,故A正确;

对于B,由an=-3n+32,得an-an-1=-3n+32-[-3(n-

1)+32]=-3<0,

所以数列{an}是递减数列,故B错误;

对于C,由an=2· 1
3  

n
,得an-an-1=2·

1
3  

n

-2·

1
3  

n-1

=-4· 1
3  

n

<0,

所以数列{an}是递减数列,故C错误;

对于D,由an=2·3n,得an-an-1=2·3n-2·3n-1=4·

3n-1>0,所以数列{an}是递增数列,故D正确.
故选AD.]

考向3 典例5 4 [根据题意,数列{an}的通项公式为an=

n+4n
,设f(x)=x+

4
x
(x≥1),

由对勾函数的性质可知:f(x)min=f(2),

即当x=2时,f(x)=x+
4
x

取得最小值,

则当n=2时,{an}取得最小项,其最小项的值为a2=2+

4
2=4.

]

多维变迁

1.A [根据题意,函数f(x)为在定义域[1,+∞)上的减函数,

当n≥1且n∈Z时,必有f(n)>f(n+1),则数列{an}为递减

数列,

反之,当f(x)=- x-54  2 时,数列{an}为递减数列,但函

数f(x)在定义域上不是减函数,

故“函数f(x)为减函数”是“数列{an}为递减数列”的充分不必

要条件.
故选A.]

2.B [由题意可得a2=2-
4
a1
=-2,a3=2-

4
a2
=4,a4=2-

4
a3
=1,…,

可知数列{an}是周期为3的周期数列,

且一个周期内各项的和为a1+a2+a3=3,
则数列{an}的前2

 

025项和为a1+a2+…+a2 

025=675×
(a1+a2+a3)=2

 

025.
故选B.]

3.9
8

107
 [由an=(n+1)

9
10  

n-1
,

可得an+1=(n+2)
9
10  

n
,an-1=n· 9

10  
n-2
,

若an 为最大项,则有
an≥an-1,

an≥an+1, 
即

(n+1)910  
n-1

≥n· 9
10  

n-2
,

(n+1)910  
n-1

≥(n+2)910  
n
,

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁

解得8≤n≤9,
当n=8或n=9时,数列取得最大项,

故数列{an}的最大项的值为a8=a9=
98

107
.]

教材拓展

典例6 BCD [A选项:因为an-2=an-an-1(n≥3),
因此Sn=a1+a2+a3+…+an

=(a3-a2)+(a4-a3)+(a5-a4)+…+(an+2-an+1)=
an+2-a2=an+2-1,

因此S20+1=a22,因此A选项错误.
B选项:因为a1+a3+a5+…+a2n-1=a2n,因此B选项正确.
C选项:因为a2+a4+a6+…+a30=a1+a2+a4+a6+…+
a30-a1=a3+a4+a6+…+a30-a1
=…=a31-a1=a31-1,因此C选项正确.

D选项:因为an-1=an-an-2(n≥3),因此a2n-1=anan-1-
an-1an-2(n≥3),

即Tn=a21+a22+a23+…+a2n=a21+(a3a2-a1a2)+(a4a3-

a3a2)+ … + (an+1an -anan-1)=a21 +an+1an -a1a2
=anan+1,

因为Tn=a2 

023a2 

024,因此n=2
 

023,因此D选项正确.故
选BCD.]

随堂·对点检测

1.C [当n=1时,S1=4a1-3,S1=4S1-3,得S1=1,
当n≥2时,Sn=4(Sn-Sn-1)-3,3Sn=4Sn-1+3,Sn=
4
3Sn-1+1,Sn+3=

4
3
(Sn-1+3),又S1+3=4,

所以{Sn+3}是首项为4,公比为4
3

的等比数列,

所 以 Sn +3=4×
4
3  

n-1
,Sn =4×

4
3  

n-1

-3=

3 4
3  

n

-1  .

故选C.]
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答案详解

2.D [由an=an-1+
1

n2+n
,得an-an-1=

1
n-

1
n+1

,…,a3-

a2=
1
3-

1
4
,a2-a1=

1
2-

1
3
,将上述n-1个式子相加,得

an-a1=
1
2-

1
n+1

,

又因为a1=
1
2
,所以an=1-

1
n+1

,所以a2 

025=1-
1
2

 

026=

2
 

025
2

 

026.
故选D.]

3.7 [因为an=
2n-2
2n-15=

2n-15+13
2n-15 =1+ 13

2n-15
,

当n≤7,n∈N*时,2n-15<0,an=1+
13

2n-15
为递减数列,

且1>an=1+
13

2n-15≥a7=1+
13
-1=-12

,

所以当n>7,n∈N*时,2n-15>0,an=1+
13

2n-15
为递减

数列,

且an=1+
13

2n-15>1
,

所以an 取到最小值时n的值是7.]
第45课时 等差数列及其前n项和

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)同一个常数 (2)2A=a+b

知识点2 (1)a1+(n-1)d (2)na1+
n(n-1)
2 d

知识点3 (1)ak+al=am+an md
链教材·夯基固本

1.-3 [设方程x2+6x+1=0的两根分别为x1 和x2,
则x1+x2=-6,所以两根的等差中项为-3.]

2.6 [由题意可得
a1+3d+a1+7d=20,

a1+6d=12, 
解得a1=0,d=2,故a4=a1+3d=6.]

3.340 [S17=
17
2
(a1+a17)=

17
2
(a3+a15)=

17
2×40=340.

]

4.876 [法一:由S8=8a1+
8×7
2 d=100,

S16=16a1+
16×15
2 d=392,

得a1=2,d=3,

∴S24=24×2+
24×23
2 ×3=876.

法二:∵S8,S16-S8,S24-S16 成等差数列,

∴2(S16-S8)=S8+(S24-S16),
得S24=3S16-3S8=876.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)AC (2)95 [(1)设等差数列{an}的公差为d,

则

a5=a1+4d=4,

S3=3a1+
3×2
2 d=-6, 

解得
a1=-4,

d=2, 故A正确;

a3=a1+2d=-4+4=0,故B错误;

S5=5a1+
5×4
2 d=-20+20=0,故C正确;

因为S2=2a1+d=-8+2=-6,S3=-6,所以S2=S3,故D
错误.故选AC.
(2)法一(基本量法):设等差数列{an}的公差为d,

则由题意得
a1+2d+a1+3d=7,

3(a1+d)+a1+4d=5, 
解得

a1=-4,

d=3, 
则S10=10a1+

10×9
2 d=10×(-4)+45×3=95.

法二(利用下标和性质):设等差数列{an}的公差为d,
由a3+a4=a2+a5=7,

3a2+a5=5,
得a2=-1,a5=8,

故d=
a5-a2
5-2 =3

,a6=11,

则S10=
a1+a10
2 ×10=5(a5+a6)=5×19=95.]

多维变迁

1.D [设等差数列{an}的公差为d(d≠0).

∵a4=
1
2a5

,∴a4=
1
2
(a4+d),解得a4=d,a5=2d.

∴a1=a4-3d=-2d,∴a1+a4=-d.

∴
S9
S4=

(a1+a9)×9
(a1+a4)×4=

2a5×9
(a1+a4)×4=

4d×9
-d×4=-9.

故选D.]

2.2n2 [由 an+1= an+2得 an+1- an=2,

而 a1= 2,于是得数列{ an}是以 2为首项,2为公差的

等差数列,则有 an = a1+(n-1)d= 2+ 2(n-1)=

2n,所以数列{an}的通项公式为an=2n2.]
考点二

典例2 (1)BCD [对于A,当n≥1时,an+1-an=d⇔数列

{an}为等差数列,A错误;
对于B,若数列{an}为等差数列,则an=a1+(n-1)d=dn+
a1-d,符合an=kn+b的形式,
若an=kn+b,则an+1-an=k(n+1)+b-kn-b=k(常数),
即数列{an}为等差数列,
故数列{an}的通项公式可以表示为an=kn+b⇔数列{an}为等

差数列,B正确;

对于C,若数列{an}为等差数列,则Sn=na1+
n(n-1)d

2 =

dn2

2 + a1-
d
2  n,符合Sn=an2+bn的形式,

若Sn=an2+bn,当n≥2时,an=Sn-Sn-1=an2+bn-
a(n-1)2-b(n-1)=2an+b-a,
当n=1时,a1=a+b符合上式,故an=2an+b-a,即数列

{an}为等差数列,

故数列{an}的前n项和可以表示为Sn=an2+bn的形式⇔数

列{an}为等差数列,C正确;
对于D,由2an+1=an+an+2,可得an+1-an=an+2-an+1⇔数

列{an}为等差数列,D正确.]
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(2)证明:①③⇒②.
已知{an}是等差数列,a2=3a1.
设等差数列{an}的公差为d,则a2=3a1=a1+d,得d=2a1,

所以Sn=na1+
n(n-1)
2 d=n2a1.

因为数列{an}的各项均为正数,所以 Sn=n a1,

所以 Sn+1- Sn=(n+1)a1-n a1= a1(常数),所

以数列{ Sn}是等差数列.
①②⇒③.
已知{an}是等差数列,{ Sn}是等差数列.
设等差数列{an}的公差为d,

则Sn=na1+
n(n-1)
2 d=12n

2d+ a1-d
2 n.

因为数列{ Sn}是等差数列,所以数列{ Sn}的通项公式是

关于n的一次函数,则a1-
d
2=0

,即d=2a1,

所以a2=a1+d=3a1.
②③⇒①.
已知数列{ Sn}是等差数列,a2=3a1,所以S1=a1,S2=
a1+a2=4a1.
设数列{ Sn}的公差为d,d>0,则 S2- S1= 4a1-

a1=d,

得a1=d2,所以 Sn = S1 +(n-1)d=nd,所 以Sn

=n2d2,
所以an=Sn-Sn-1=n2d2-(n-1)2d2=2d2n-d2(n≥2),
当n=1时也满足,故an=2d2n-d2,n∈N*是关于n的一次

函数,所以数列{an}是等差数列.
考点三

考向1 典例3 (1)C (2)D [(1)在等差数列{an}中,a2+
a8=2a5=10,解得a5=5,
又a4=4,
故公差d=a5-a4=5-4=1.
故选C.
(2)法一(利用等差数列的基本量):由S9=1,根据等差数列的

求和公式,S9=9a1+
9×8
2 d=1⇔9a1+36d=1,

又a3+a7=a1+2d+a1+6d=2a1+8d=
2
9
(9a1+

36d)=29.

故选D.
法二(利用等差数列的性质):根据等差数列的性质,a1+a9=
a3+a7,由S9=1,根据等差数列的求和公式,

S9=
9(a1+a9)

2 =
9(a3+a7)

2 =1,故a3+a7=
2
9.

故选D.
法三(特殊值法):不妨取等差数列的公差d=0,则S9=1=

9a1⇒a1=
1
9
,则a3+a7=2a1=

2
9.

故选D.]
考向2 典例4 (1)C (2)C [(1)根据题意,数列{an}为等差

数列,则S10,S20-S10,S30-S20 成等差数列,
则有S10+(S30-S20)=2(S20-S10),
即20+(S30-10)=2(10-20),解得S30=-30.故选C.

(2)Sn,Tn 分别是等差数列{an}与{bn}的前n 项和,且Sn

Tn
=

3n+1
2n-1

(n=1,2,…),

则
a5
b5
=
2a5
2b5
=
a1+a9
b1+b9

=

9
2
(a1+a9)

9
2
(b1+b9)

=
S9
T9
=3×9+12×9-1=

28
17.

故选C.]
多维变迁

 29 19 [设等差数列的项数为2n-1,设所有的奇数项和为

S,则S=
n(a1+a2n-1)

2 =nan,设所有的偶数项和为T,则T=

(n-1)(a2+a2n-2)
2 =(n-1)an,

T
S =

n-1
n =261290=

9
10
,解得

n=10,则项数为2n-1=19,中间项为a10.由S=10a10=290,
得a10=29,所以此数列中间一项是29,总项数为19.]

考向3 典例5 解:法一:设公差为d.
由S3=S11,

可得3a1+
3×2
2 d=11a1+

11×10
2 d,即d=-213a1.

从而Sn=
d
2n

2+ a1-
d
2  n=-a113(n-7)2+4913a1,

因为a1>0,所以-
a1
13<0.

故当n=7时,Sn 最大.
法二:易知Sn=An2+Bn(A≠0)是关于n的二次函数,

由S3=S11,可知Sn=An2+Bn的图象关于直线n=3+112 =7

对称.

由法一可知A=-
a1
13<0

,故当n=7时,Sn 最大.

法三:设公差为d.

由法一可知d=-213a1.

要使Sn 最大,则有
an≥0,

an+1≤0, 
即

a1+(n-1)-
2
13a1  ≥0,

a1+n -213a1  ≤0,
􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得6.5≤n≤7.5,故当n=7时,Sn 最大.
法四:设公差为d.
由S3=S11,可得2a1+13d=0,
即(a1+6d)+(a1+7d)=0,故a7+a8=0,
又由a1>0,S3=S11 可知d<0,
所以a7>0,a8<0,
所以当n=7时,Sn 最大.

随堂·对点检测

1.A [等差数列{an}的前4项为a,3b,2,5b,

则
3b+5b=2×2,
a+2=6b, 解得

a=1,

b=12
, 

故等差数列{an}的公差为1
2
,

所以a9=1+8×
1
2=5.

故选A.]
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答案详解

2.ABD [an=a1+(n-1)d=dn+a1-d.
由等差数列的性质,得{a2n-1}是公差为2d 的等差数列,故A
正确.
2an-1=2dn+2a1-2d-1,所以{2an-1}是公差为2d 的等

差数列,故B正确.
an

n=
dn+a1-d

n =d+
a1-d

n
,当a1-d>0时,an

n  是递减数

列,故C错误.
an+3nd=4dn+a1-d,因为4d>0,所以{an+3nd}是递增

数列,故D正确.故选ABD.]
3.D [等差数列{an}中,a5=20,a10=35,

则d=
a10-a5
10-5=3

,

则a20=a10+10d=35+30=65.
故选D.]

4.B [因为等差数列{an}的前n 项和为Sn,所以S4,S8-S4,
S12-S8 成等差数列,
即S4+S12-S8=2(S8-S4),解得S12=96.
故选B.]

5.30 5或6 [法一:由an+1-an=-2<0,得an+1<an,所以

{an}是递减数列.又由an=10+(n-1)×(-2)=-2n+12,
可知当n<6时,an>0;当n=6时,an=0;当n>6时,an<0.
所以S1<S2<…<S5=S6>S7>….故当n=5或6时,Sn

最大.

因为S5=
5
2×

[10+10+(5-1)×(-2)]=30,所以Sn 的最

大值为30.

法二:因为Sn=na1+
n(n-1)
2 d=d

2n2+ a1-
d
2  n=

-n2+11n=- n-112  2+1214 ,所以当n取与11
2

最接近的整

数,即5或6时,Sn 最大,最大值为30.]
第46课时 等比数列及其前n项和

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)2 同一个 公比 (2)等比 G ab
知识点2 (1)a1qn-1 (2)na1
链教材·夯基固本

1.D [设3+1与3-1的等比中项为S,

则有S2=(3+1)(3-1)=2,

解得S=±2,

即3+1与3-1的等比中项为2或-2.
故选D.]

2.1
 

023
512 

[S10=
1× 1- 1

2  
10

  
1-12

=1
 

023
512.]

3.3·2n-1或2·3n-1 [设等比数列{an}的公比为q,

由题意得
a1q=6,

6a1+a1q2=30, 
解得

q=2,
a1=3 或

q=3,
a1=2, 

故an=3·2n-1 或an=2·3n-1.]

4.43 
[∵a4a5a6=a35=3,∴a5=

33,

∴log3a1+log3a2+log3a8+log3a9=log3(a1a2a8a9)=

log3a45=log33
4
3=43.]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)D (2)2 [(1)设等比数列{an}的公比为q,
由a24=a6,得(a1q3)2=a1q5,即a1q=1,

又a1=
1
3
,故q=3,所以S4=a1+a2+a3+a4=

1
3+1+3+

9=403.

故选D.
(2)法一:设该等比数列为 an  ,Sn 是其前n项和,则S4=4,
S8=68,
设 an  的公比为qq>0  ,
当q=1时,S4=4a1=4,即a1=1,则S8=8a1=8≠68,显然

不成立,舍去;

当q≠1时,则S4=
a1 1-q4  
1-q =4,S8=

a1 1-q8  
1-q =68,

两式相除,得1-q
8

1-q4
=684

,

即 1-q4  1+q4  
1-q4

=17,

则1+q4=17,所以q=2,
所以该等比数列公比为2.
法二:设该等比数列为 an  ,Sn 是其前n项和,则S4=4,S8=
68,
设 an  的公比为qq>0  ,
所以S4=a1+a2+a3+a4=4,
S8=a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8
=a1+a2+a3+a4+a1q4+a2q4+a3q4+a4q4

= a1+a2+a3+a4  1+q4  =68,
所以41+q4  =68,
则1+q4=17,所以q=2,
所以该等比数列公比为2.
法三:设该等比数列为 an  ,Sn 是其前n项和,则S4=4,S8=
68,
设 an  的公比为qq>0  ,
因为S8-S4=a5+a6+a7+a8= a1+a2+a3+a4  q4=
68-4=64,
又S4=a1+a2+a3+a4=4,

所以
S8-S4

S4 =q4=
64
4=16

,所以q=2,

所以该等比数列公比为2.]
考题探源

1.解:若q=1,则
S10
S5=

10a1
5a1=2

≠3132
,

所以q≠1.

当q≠1时,由S10
S5=

31
32
,得

(-1)1-q10  
1-q

· 1-q
(-1)1-q5  =

31
32.

整理,得1+q5=
31
32
,

即q5=-
1
32.

所以q=-
1
2.
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2.证明:当q=1时,
Sn=na1,
S2n-Sn=2na1-na1=na1,
S3n-S2n=3na1-2na1=na1,
所以Sn,S2n-Sn,S3n-S2n 成等比数列,公比为1.
当q≠1时,

Sn=
a1 1-qn  
1-q

,

S2n-Sn=
a1 1-q2n  
1-q -

a1 1-qn  
1-q =

a1qn 1-qn  
1-q =qnSn,

S3n-S2n =
a1 1-q3n  
1-q -

a1 1-q2n  
1-q =

a1q2n 1-qn  
1-q =

qn S2n-Sn  ,

所以
S2n-Sn

Sn
=
S3n-S2n
S2n-Sn

=qn.

因为qn 为常数,所以Sn,S2n-Sn,S3n-S2n 成等比数列,公比

为qn.
多维变迁

1.C [法一(直接运用等比数列的通项公式与前n项和公式求

解):若该数列的公比q=1,代入S5=5S3-4中,有5=5×3-

4,不成立,所以q≠1.由1-q
5

1-q=5×
1-q3

1-q-4
,化简得q4-

5q2+4=0,所以q2=1(舍)或q2=4,由于此数列各项均为正

数,所以q=2,所以S4=
1-q4

1-q=15.
故选C.

法二(直接求和法):设等比数列{an}的公比为q,则由已知得

1+q+q2+q3+q4=5(1+q+q2)-4,整理得(1+q)(q3-
4q)=0,由于此数列各项均为正数,所以q=2,所以S4=1+
q+q2+q3=1+2+4+8=15.故选C.]
2.ACD [设此人第n天走an 里路,

则数列{an}是首项为a1,公比为1
2

的等比数列,

因为S6=378,所以S6=
a1 1-

1
26  

1-12

=378,

解得a1=192.

对于A,由于a2=192×
1
2=96

,所以此人第二天走了九十六

里路,所以A正确;

对于B,由于a3=192×
1
4=48

,48
378>

1
8
,

所以B不正确;
对于C,由于378-192=186,192-186=6,
所以此人第一天走的路程比后五天走的路程多六里,所以C
正确;
对于D,a4+a5+a6=378-192-96-48=42,
所以此人后三天共走了四十二里路,
所以D正确.故选ACD.]

考点二

典例2 (1)BCD [对于A,当a=b=c=0时,b2=ac,此时a,
b,c不是等比数列,故A错误;

对于B,若{an}为等差数列,设其公差为d,则此时有2
an+1

2
an
=

2
an+1-an=2d>0,所以数列{2

an}为等比数列,故B正确;
对于C,若Sn=3n-1,则a1=S1=2,

an=Sn-Sn-1=3n-1-(3n-1-1)=3n-3n-1=2·3n-1(n≥
2),a1=2显然满足an=2·3n-1,
所以数列{an}为等比数列,故C正确;
对于D,因为3an+1=an+2an+2,
所以2(an+2-an+1)-(an+1-an)=0,
而a1=1,a2=2,

因此数列{an+1-an}是首项为1,公比为1
2

的等比数列,故D

正确.故选BCD.]

(2)①证明:因为an+1=
3an

an+2
,

所以 1
an+1

=
an+2
3an

=
an

3an
+ 23an

,

所以 1
an+1

=23
·1
an
+13

,

所以1- 1
an+1

=1- 2
3

·1
an
+13  ,

即1- 1
an+1

=-23
·1
an
+23=

2
3 1-

1
an  ,

所以
1- 1

an+1

1-1an

=23
,

又因为1-1a1
=1-13=

2
3
,

所以数列 1-1an  是以2
3

为首项,2
3

为公比的等比数列.

②解:由①知,1-1an
=23

· 2
3  

n-1

= 2
3  

n
,

所以1
an
=1- 2

3  
n

=3
n-2n

3n
,

所以an=
3n

3n-2n
.

考点三

典例3 (1)C [法一:设等比数列{an}的公比为q(q≠0),由题

意易知q≠1,

则

a1(1-q4)
1-q =-5,

a1(1-q6)
1-q =21×

a1(1-q2)
1-q

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 化简整理得

q2=4,
a1
1-q=

1
3. 所以

S8=
a1(1-q8)
1-q =13×

(1-44)=-85,故选C.

法二:易知S2,S4-S2,S6-S4,S8-S6,…为等比数列,所以

(S4-S2)2=S2·(S6-S4),解得S2=-1或S2=
5
4.当

S2=-1时,由(S6-S4)2=(S4-S2)·(S8-S6),解得

S8=-85;当S2=
5
4

时,结合S4=-5得

a1(1-q4)
1-q =-5,

a1(1-q2)
1-q =54

,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 化简可得q2=-5,不成立,舍去.

所以S8=-85,故选C.]
(2)解:①∵{an}为正项等比数列,∴a2a4+2a3a5+a4a6=
a23+2a3a5+a25
=(a3+a5)2=25,
∵an>0,∴a3+a5>0,∴a3+a5=5.
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答案详解

②根据等比数列的性质,
得a5a6=a1a10=a2a9=a3a8=a4a7=9,

∴a1a2…a9a10=(a5a6)5=95,
∴log3a1+log3a2+…+log3a10
=log3(a1a2…a9a10)=log395=10.

多维变迁

1.C [在等比数列{an}中,a1+a2,a3+a4,a5+a6,a7+a8 成等

比数列,
∵a1+a2=16,a3+a4=24,

∴a7+a8=(a3+a4)·
a3+a4
a1+a2  2=24× 24

16  
2

=54.故

选C.]
2.2 [由题意可知a1+a2+…+a2n=3(a1+a3+…+a2n-1),

又a2+a4+…+a2n=q(a1+a3+…+a2n-1),
所以(q+1)(a1+a3+…+a2n-1)=3(a1+a3+…+a2n-1).
又q>0,an>0,所以q+1=3,即q=2.]

随堂·对点检测

1.C [由a3=a1q2=2,a7=a1q6=8,得q2=2(舍负).
又∵a5=a3q2>0,∴a5=4.故选C.]

2.CD [对于A,数列的前三项为2,4,6,第二项不是第一和第三

项的等比中项,不成立;
对于B,数列的前三项为1,4,9,第二项不是第一和第三项的等

比中项,不成立;

对于C,因为 3-n

3-(n-1)
=13

为常数,所以满足等比数列的定义,故

成立;

对于D,因为2
·2n

2·2n-1
=2为常数,所以满足等比数列的定义,故

成立.
故选CD.]

3.A [由等比数列{an},且a3+a5=12①,
a2·a6=32,a3<a5②,
可得,a2·a6=a3·a5=32③,
联立①②③,解得a3=4,a5=8.
故选A.]

4.73 
[设等比数列{an}的公比为q,易知q≠-1,由等比数列前

n项和的性质可知S3,S6-S3,S9-S6 仍成等比数列,

∴
S6-S3

S3
=
S9-S6
S6-S3

,又由已知得S6=3S3,

∴S9-S6=4S3,

∴S9=7S3,∴
S9
S6
=73.]

*第47课时 由数列的递推关系求通项公式(进阶课)
类型一

考向1 典例1 B [因为an=4an-1+3(n≥2),
所以an+1=4(an-1+1)(n≥2),
所以{an+1}是以1为首项,4为公比的等比数列,
则an+1=4n-1,
所以an=4n-1-1,所以a2 

026=42
 

025-1.
故选B.]

考向2 典例2 an=3n-2(n-1) [法一:设an+1+p(n+
1)+q=3(an+pn+q),即an+1=3an+2pn+2q-p,
与原式相比较,由对应项系数相等得

2p=4,
2q-p=-6, 

解得
p=2,

q=-2. 
首项a1+2-2=3,
所以数列{an+2n-2}是首项为3,公比为3的等比数列,故

an+2n-2=3×3n-1=3n,
故an=3n-2(n-1).
法二:因为an+1=3an+4n-6(n∈N*),
所以an+1+2n=3an+4n-6+2n
=3[an+2(n-1)],
因为a1=3,所以a1+2×(1-1)=3,
所以{an+2(n-1)}是首项为3,公比为3的等比数列,则an+
2(n-1)=3·3n-1=3n,
所以an=3n-2(n-1).]

考向3 典例3 D [法一:在递推公式an+1=2an+3×5n 的两

边同时除以5n+1,

得
an+1

5n+1
=25×

an

5n
+35

,①

令bn=
an

5n
,则①式变为bn+1=

2
5bn+

3
5
,

即bn+1-1=
2
5
(bn-1),

所以数列{bn-1}是等比数列,

其首项为b1-1=
a1
5-1=-

3
5
,公比为2

5
,

所以bn-1=-
3
5×

2
5  

n-1
,

即bn=1-
3
5×

2
5  

n-1
,

所以
an

5n
=1-35×

2
5  

n-1

=1-3×2
n-1

5n
,

所以an=5n-3×2n-1.
法二:设an+1+k×5n+1=2(an+k×5n),
则an+1=2an-3k×5n,
与an+1=2an+3×5n 比较可得k=-1,
所以an+1-5n+1=2(an-5n),
所以数列{an-5n}是首项为a1-5=-3,
公比为2的等比数列,所以an-5n=-3×2n-1,
所以an=5n-3×2n-1.]

类型二

典例4 AB [因为数列{an}满足a1=1,an+1=
an

4+15an
(n∈

N*),

所以 1
an+1

=
4+15an

an
=15+4×1an

,

故 1
an+1

+5=4 1an
+5  ,又1a1+5=6,

所以数列 1
an
+5  是首项为6,公比为4的等比数列,

故 1
an
+5=6×4n-1,可 得 1

an
=6×4n-1-5,可 得 an

= 1
6×4n-1-5

,

故{an}为递减数列,

故 1
an  的前n项和Sn=

6×(1-4n)
1-4 -5n=2(4n-1)-5n.

故正确的只有AB.故选AB.]
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数学 上册

类型三

典例5 (1)证明:因为a1=a2=1,an+2-5an+1+6an=0,
所以an+2-2an+1=3an+1-6an=3(an+1-2an),
所以a2-2a1=-1,
故数列{an+1-2an}是以-1为首项,3为公比的等比数列.
由题意an+2-3an+1=2an+1-6an=2(an+1-3an),
所以a2-3a1=-2,
故数列{an+1-3an}是以-2为首项,2为公比的等比数列.
(2)解:由(1)得,an+1-2an=-3n-1,an+1-3an=-2n,

联立两式可得,an=2n-3n-1.
(3)解:因为an=2n-3n-1,所以Sn=2+22+…+2n-(1+

3+…+3n-1)=2
(1-2n)
1-2 -1-3

n

1-3
 

=2n+1-2-3
n-1
2 =2n+1-

3n

2-
3
2.

第48课时 数列求和

理法先行·题练固本

梳必备·破题有方

知识点1 (1)na1+
n(n-1)
2 d

(2)
a1(1-qn)
1-q =

a1-anq
1-q

链教材·夯基固本

1.2n+1-2+12n2+12n [Sn=(2+22+…+2n)+(1+2

+…+n)=2
(1-2n)
1-2 +12n

(n+1)=2n+1-2+12n
2+12n.]

2.n(n+1)-34
(1-5-n) [原式=(2+4+…+2n)-3(5-1+

5-2+…+5-n)=
(2+2n)n
2 -3×5

-1(1-5-n)
1-5-1 =n(n+1)-

3
4
(1-5-n).]

3.22×220-2 [S20=4×1+5×21+6×22+…+23×219,

2S20=4×2+5×22+6×23+…+23×220,
两式相减,得-S20=4+2+22+…+219-23×220=4+
2(1-219)
1-2 -23×220=-22×220+2,

故S20=22×220-2.]

4.2
 

026
2

 

027 
[由题意得an=

1
n(n+1)=

1
n-

1
n+1

,

故S2 

026= 1-
1
2  + 1

2-
1
3  +…+ 1

2
 

026-
1
2

 

027  =1-
1
2

 

027=
2

 

026
2

 

027.
]

考点深研·题型突破

考点一

典例1 (1)2
 

0253
2  [函数y=sin

π
3x

以6为最小正周期,

又a6m+1+a6m+2+a6m+3+a6m+4+a6m+5+a6m+6=-33,m∈
N*,2

 

025=337×6+3,

所以 S2 

025= -3 3×337+2
 

023sin2
 

023π
3 +2

 

024·

sin2
 

024π
3 +2

 

025sin2
 

025π
3 =2

 

0253
2 .

 

]

(2)解:①数列{an}满足:a1=1,an+1=an+2(n∈N*),
故{an}是首项为1,公差为2的等差数列,
由等差数列的通项公式可得an=2n-1.
又b1,b2,b3-1成等差数列,故2b2=b1+b3-1,

设{bn}的公比为q,其中b2=2,则4=
2
q+2q-1

,解得q=2

或q=
1
2
,

当q=
1
2

时,b1=4,此时bn=b1qn-1= 1
2  

n-3
,为递减数列,

舍去;
当q=2时,b1=1,此时bn=b1qn-1=2n-1,为递增数列,满足

要求.
综上,an=2n-1,bn=2n-1.
②由①得cn=an+bn=2n-1+2n-1,
故Tn=c1+c2+c3+…+cn=(1+20)+(3+21)+(5+
22)+…+(2n-1+2n-1)
=(1+3+…+2n-1)+(20+21+…+2n-1)

=n
(1+2n-1)
2 +2

0(1-2n)
1-2

 

=n2+2n-1.

多维变迁

 解:(1)由Sn=2n+λ,
知当n=1时,a1=2+λ.
当n≥2时,
an=Sn-Sn-1=2n+λ-2n-1-λ=2n-1.
因为数列{an}为等比数列,
所以a1=2+λ适合an=2n-1,
所以λ=-1,an=2n-1.
(2)由an=2n-1,
则bn=(-1)nlog2a2n+1=(-1)n2n,
所以T2n=b1+b2+b3+…+b2n=(-2+4)+(-6+8)
+…+(-4n+2+4n)=2n.

考点二

典例2 解:(1)因为4Sn=3an+4,①
所以当n≥2时,4Sn-1=3an-1+4,②
则当n≥2时,①-②得4an=3an-3an-1,
即an=-3an-1.
当n=1时,由4Sn=3an+4,得4a1=3a1+4,所以a1=4≠0,
所以数列{an}是以4为首项,-3为公比的等比数列,
所以an=4×(-3)n-1.
(2)因为bn=(-1)n-1nan=(-1)n-1n×4×(-3)n-1=
4n·3n-1,
所以Tn=4×30+8×31+12×32+…+4n·3n-1,

3Tn=4×31+8×32+12×33+…+4n·3n,
两式相减得-2Tn=4+4(31+32+…+3n-1)-4n·3n

=4+4×3
(1-3n-1)
1-3 -4n·3n

=-2+(2-4n)·3n,
所以Tn=1+(2n-1)·3n.

考题探源

1.解:由an+1=2Sn+2(n∈N*),可得an=2Sn-1+2(n∈N*,

n≥2),两式相减可得an+1=3an(n∈N*,n≥2),又a2=2a1+
2,数列{an}是等比数列,所以a2=2a1+2=3a1,则a1=2,故

an=2×3n-1.
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答案详解

2.解:由题意设等差数列{an}的公差为d,
因为S4=4S2,a2n=2an+1,

所以
4a1+

4×(4-1)
2 d=42a1+

2×(2-1)
2 d  ,

a1+(2n-1)d=2[a1+(n-1)d]+1, 
即
2a1-d=0,

a1-d+1=0, 解得
a1=1,

d=2, 
所以an=a1+(n-1)d=1+2(n-1)=2n-1(n∈N*),
又bn=3n-1,
所以cn=anbn=(2n-1)·3n-1,
所以Tn=1×30+3×31+5×32+…+(2n-1)·3n-1,

3Tn=1×31 +3×32 +5×33 + … + (2n -3)·

3n-1+(2n-1)·3n,
两式相减得-2Tn=1+2×31+2×32+2×33+…+2·

3n-1-(2n-1)·3n

=1+2(31+32+33+…+3n-1)-(2n-1)·3n

=1+6
(1-3n-1)
1-3 -(2n-1)·3n

=1+3(3n-1-1)-(2n-1)·3n

=1+3n-3-(2n-1)·3n

=-2+(2-2n)·3n,
所以Tn=1+(n-1)·3n.

多维变迁

 (1)解:由数列{an}是公比为3的等比数列,a1,a2,a3-12成

等差数列,可得2a2=a1+a3-12,
所以2a1×3=a1+a1×32-12,即6a1=10a1-12,
解得a1=3,所以an=3×3n-1=3n.

(2)证明:bn=
log3an

an
=
log33n

3n =n
3n
,

所以Tn=
1
3+

2
32
+3
33
+…+n

3n
,

则1
3Tn=

1
32
+2
33
+3
34
+…+ n

3n+1
,

两式相减,可得2
3Tn=

1
3+

1
32
+1
33
+1
34
+…+1

3n
- n
3n+1

=

1
3 1-

1
3n  

1-13

- n
3n+1

,所以Tn=
3
4-
2n+3
4·3n

,

因为Tn+1-Tn=
3
4-

2n+5
4·3n+1

- 34-2n+34·3n =n+13n+1>0,
所以数列{Tn}是递增数列,则Tn≥T1=

1
3
,

又因为2n+3
4·3n

>0,可得Tn=
3
4-
2n+3
4·3n

<34
,

综上可得:1
3≤Tn<

3
4.

考点三

典例3 (1)C [由f(4)=2,可得4α=2,解得α=12
,

则f(x)= x.

所以an=
1

f(n+1)+f(n)=
1

n+1+ n
= n+1- n,

所以S2 

025=a1+a2+a3+…+a2 

025=(2- 1)+(3-

2)+(4-3)+…+(2
 

026- 2
 

025)= 2
 

026-1.]

(2)解:①当n=1时,

有 a2- a1=
1
4a2

,又a1=1,

所以a2-4 a2+4=0,解得a2=4.

②由 an+1- an=1,得{ an}是以1为首项,1为公差的

等差数列,

所以 an=1+n-1=n,即an=n2.

③ 1
an+ an

= 1
n2+n=

1
n(n+1)=

1
n-

1
n+1

,

所以Sn=1-
1
2+

1
2-

1
3+

…+1n - 1
n+1=1-

1
n+1

= n
n+1.

多维变迁

 (1)证明:由an+1=
3an

1+2an
取倒数可得,1

an+1
=
1+2an

3an
=13

·

1
an
+23

,

∴ 1
an+1

-1=13
·1
an
-13=

1
3
1
an
-1  ,

又∵1a1
-1=1≠0,

∴数列 1
an
-1  是以1为首项,1

3
为公比的等比数列.

(2)解:由于数列 1
an
-1  是以1为首项,1

3
为公比的等比

数列,

则1
an
-1= 1

3n-1
,

可得an=
3n-1

3n-1+1
(n∈N*),

∴bn=
2an·an+1

3n
=
2· 3n-1

3n-1+1
· 3n

3n+1
3n

= 2·3n-1
(3n-1+1)(3n+1)

= 1
3n-1+1

- 1
3n+1

,

∴b1 +b2 + … +bn =
1
2-

1
4  + 1

4-
1
10  + … +

1
3n-1+1-

1
3n+1  =12- 1

3n+1
= 3n-1
2(3n+1)

.

随堂·对点检测

1.D [a2=
2
a1
=2,

an+2

an
=
an+2an+1

an+1an
=2,所以数列{a2n-1}和

{a2n}均为公比为2的等比数列.所以S2 

026=(a1+a3+…+

a2 

025)+(a2+a4+…+a2 

026)=
1-21

 

013

1-2 +2×
(1-21

 

013)
1-2 =

3×21
 

013-3.故选D.]

2.A [观察此数列可知,当n为偶数时,an=
n2

2
;当n为奇数时,

an=
n2-1
2 .因为bn=(-1)n·an=

-n
2-1
2
,n为奇数,

n2

2
,n为偶数,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 所以数列

{bn}的前20项和为(0+2)+(-4+8)+(-12+18)+…+

-19
2-1
2 +20

2

2  =2+4+6+…+20=10×
(2+20)
2 =110.]
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3.AC [由题可知:a2-a1=2,a3-a2=3,则a4-a3=4,…,

an-an-1=n(n≥2,n∈N*),

所以an=an-1+n(n≥2,n∈N*),

由累加法得:an=an-an-1+an-1-an-2+…+a2-a1+a1=

n+n-1+…2+1=n
(n+1)
2

,

当n=1时,也满足上式,所以an=
n(n+1)
2 .

对于A,因为an-an-1=n,所以an+1=an+n+1,故A正确;

对于B,a100=
100(100+1)

2 =5
 

050,故B错误;

对于C,1an
= 2
n(n+1)=2

1
n-

1
n+1  ,

由裂项相消可得Sn=2 11-12+12-13+…+1n -

1
n+1 =2nn+1

,故C正确;

对于D,令t=n
(n+1)
2 -2nn+1=

n(n-1)(n+3)
2(n+1)

,

因为n∈N*,即n≥1,所以t≥0,即an≥Sn,故D错误.
故选AC.]

4.

(1+n)n
2

,x=1,

nxn+1-(n+1)xn+1
(1-x)2

,x≠1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁  [当x=1时,1+2x+3x2

+…+nxn-1=1+2+3+…+n=
(1+n)n
2

;当x≠1时,记

Sn=1+2x+3x2+…+nxn-1①,①×x 得xSn=x+2x2+

3x3+…+nxn②,①-②得(1-x)·Sn=1+x+x2+…+

xn-1-nxn=1-x
n

1-x-nx
n,化简得Sn=

nxn+1-(n+1)xn+1
(1-x)2 .

综上,1+2x+3x2+…+nxn-1

=

(1+n)n
2

,x=1,

nxn+1-(n+1)xn+1
(1-x)2

,x≠1.

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁 ]

*第49课时 数列的综合应用(进阶课)

类型一

典例1 解:(1)等差数列{an}的前n项和为Sn,设公差为d,

等比数列{bn}的前n项和为Tn,设公比为q,

a1=-1,b1=1,a2+b2=2,

得d+q=3.①
由a3+b3=5,得2d+q2=6,②

联立①②,解得
d=3,

q=0 (舍去),
d=1,

q=2, 
因此T5=

1-25

1-2=31.

(2)由b1=1,T3=21,得q2+q-20=0,

解得q=-5或q=4,

由于数列{an}为递增数列,所以d>0,

当q=4时,由①得d=-1(舍去);

当q=-5时,由①得d=8,

则Sn=n×(-1)+
n(n-1)
2 ×8=4n2-5n.

类型二

典例2 BD [由题意可知,数列{an}为等差数列,设数列{an}的

公差为d,由题意可得a1=5,30a1+
30×29d
2 =390,解得d=

16
29
,所以an=5+(n-1)×

16
29=

16n+129
29 .

因为bn=2
an,所以

bn+1

bn
=2

an+1

2
an
=2

an+1-an=2d(非零常数),则

数列{bn}是等比数列,B正确;

因为5d=5×1629=
80
29≠3

,b10
b5=

(2d)5=25d≠23,所以b10≠

8b5,A错误;

a30=a1+29d=5+16=21,所以a1b30=5×221>105,C错误;

a4=a1+3d=5+3×
16
29=

193
29
,a5=a1+4d=5+4×

16
29=

209
29
,所以

a3+a5+a7
a2+a4+a6=

3a5
3a4=

a5
a4=

209
193
,D正确.

故选BD.]

类型三

典例3 解:(1)根据题意,点(n,an)(n∈N*)都在函数f(x)=

2x的图象上,

则an=2n,易得数列{an}是以2为首项,2为公差的等差数列,

则Sn=
n(2+2n)
2 =n(n+1),

又Sn=(n+1)log1
2
bn,所以bn=

1
2  

n
,

故an=2n,bn=
1
2  

n

.

(2)证明:根据题意,由(1)的结论,得cn=b2n=
1
4  

n
,

因为
cn+1

cn
=

1
4  

n+1

1
4  

n =
1
4
,c1=

1
4
,所以{cn}是以1

4
为首项,

1
4

为公比的等比数列,

所以Tn=

1
4 1- 1

4  
n

  
1-14

=13 1- 1
4  

n

  .

因为n∈N*,函数Tn=
1
3 1- 1

4  
n

  是增函数,

所以当n=1时,Tn 最小为1
4
,Tn≥

1
4
,

又1- 1
4  

n

<1,所以Tn<
1
3
,

所以1
4≤Tn<

1
3.

规范答题三

典例 (2)a1+2a2x+…+mamxm-1
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